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AZ ALTALANOSITOTT LPT(k) ALGORITMUSCSALAD EGYFORMA
PARHUZAMOS GEPEK UTEMEZESERE

DOSA GYORGY ES VIZVARI BELA

Veszprém, Budapest

Egyforma parhuzamos gépek litemezésével és Graham klasszikus LPT algoritmusa-
nak egy Gjabb altalanositasaval foglalkozunk. (Korabbi [1] cikkiinkben mar megadtunk
egy masfajta altalanositast.) Az LPT sorrend szerint, egyszerre mindig k szamii munkat
itemeziink ugy, hogy a teljes atfutasi id6 novekedése minimalis legyen, vagyis az adott
allapot mellett minden lépésben lokalisan optimalisan iitemezziik a soron kovetkezé k
munkit. Fé eredményiink, hogy minden 2 < m < 4 gépszam és minden k érték ese-
tén megadjuk az algoritmuscsalad pontos hatékonysagbecslését, az élességet bizonyité
példakkal egyutt. Végiil tesztfeladatokkal demonstraljuk az algoritmuscsalad gyakorlati
hatékonysagat.

1. Bevezetés

Az itemezéselmélet gyakran vizsgilt feladata az egyforma parhuzamos gépek
iitemezése, amely a kovetkezs: Adott munkak egy T = {T1,T%,...,T,} halmaza.
Mindegyik munkat m gép valamelyikével kell elvégezni. A T; munka elvégzésének
ideje barmely gépen [(T;). Ha egy gép egy munkat elkezd elvégezni, akkor azt be is
kell fejeznie. A munkak egy litemezésén T valamely P = { Py, P, ..., P,,} partici6-
jat értjiik: az i-edik gép végzi a P; -ben lévo feladatokat. Varakozasi id6k nincsenek.
Az egy gépen elvégzendd munkak sorrendje az iitemezési feladat szempontjabol ko-
zOombos. A P litemezés teljes atfutasi ideje

(1) L(P) = max l(F),

1<i<m

ahol 7 tetszéleges X részhalmazara [ (X) = Y I(T), vagyis [ (P;) az i-edik gé-
TeX

pen az utolsé munka befejezési ideje, ahol feltettiik, hogy a gépek a 0 id6pontban
kezdenek dolgozni. A P* iitemezés optimalis, ha L (P*) < L(P) a T halmaz tet-
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18 DOSA GYORGY ES VIZVARI BELA

széleges P litemezése esetén. Optimalis itemezés biztosan létezik, esetleg tébb is
lehet. Az L (P*) értéket jeloljik C*-gal, ami csak 7-t6l és az m szamtél fiigg.
A probléméval kapcsolatos legfontosabb eredményeket 6sszefoglalja [5].

A feladat az NP-teljes feladatosztalyba tartozik, sok heurisztikus médszert dol-
goztak ki ra. Ezek kozott egyik legkorabbi, és egyben a mai napig legnépszeribb,
a Graham-féle LPT (Longest Processing Time) algoritmus {3, 4]. Az algoritmus
népszertiségének oka, hogy rendkiviil egyszerii, és masrészt sok esetben igen haté-
konyan miikodik. Az algoritmus a kovetkezd: ElSszor a munkakat a miveleti idé
szerint monoton nemnévekvd sorrendbe rakjuk, majd ebben a sorrendben iitemez-
ziik Gket. A kovetkezd munka mindig olyan gépre keril, hogy a lehetséges legkorab-
bi id6pontban fejez6djon be. Az LPT algoritmus vizsgalataval foglalkozé késébbi
cikkekrsl talalhato egy attekintés korabbi [1] cikkiinkben, ahol megvizsgaltuk az
algoritmus egy lehetséges altalanositasat is. Most egy maésik altalanositassal foglal-
kozunk. A jelen cikkben szerepl$ altalanositott algoritmus soran (a kezdeti sorba-
rendezést kdvetGen) minden lépésben egyszerre k szamu munkat iitemezink ugy,
hogy ezek egyiittesen a lehets legkevésbé noveljék az atfutasi id6t. Az algoritmus
érdekessége és 6 eredményiink, hogy 2 < m < 4 gépszam esetén minden k para-
méterre pontos elméleti hatékonysag értékeket tudunk majd megadni. Példakkal
illusztraljuk majd a moédszer gyakorlati hatékonysagat is. Ezek konklaziéja, hogy
az Gj algoritmuscsalad sok feladatosztaly esetén hatékonyabb az eredeti algoritmus-
nal.

A cikk szerkezete a kovetkezs: A 2. fejezetben megadjuk az algoritmuscsalad
pontos definiciéjat, a 3-6. fejezetekben hatékonysagbecslésekkel foglalkozunk, végiil
a 7. fejezetben teszteredményeket kozliink.

2. Az altalanositott algoritmuscsalad

Jeloljik egy tetszdleges A algoritmus altal a 7 feladatra meghatarozott ilite-
mezés atfutéasi idejét £ 4(7)-vel. Bevezetjiikk a kdvetkezé mennyiséget:

. La(T)
R, (A)= .s};p { o } .

és ezt az A algoritmus elméleti hatékonysaganak nevezziik. Ez lényegében azt a
szorzot jelenti, ahanyszorosa lehet az algoritmus altal kapott atfutasi idé az op-
timumeértéknek, a lehets legrosszabb esetben. A legrosszabbhoz kozeli esetek az
Osszes esetnek csak igen kis szdzalékdban fordulnak el§. Graham LPT algoritmu-
sara igaz a kovetkezd

1. TETEL. Ry (LPT) = (5 — =) O

Im

A ,sup” helyett a képletben ,max” is allhat. Legyen ugyanis

2) T*={2m-1,2m-12m-22m-2,...,m+1,m+1,m,m,m}.
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A halmaz 2m 4 1 feladatbol all: kettd-kett§ van mindegyik fajtabol és a hossza-
saguk eggyel csbkken, kivéve az utols6 fajtat, amelybdl harom darab van. Az op-
timalis megold4snal az utolsé harom feladatot egy gépre tessziik, ahol az &tfutasi
id6 {gy 3m lesz, a tobbi feladatot pedig parokba rendezziik gy, hogy egyet min-
dig a sor elejérdl, egyet pedig mindig a sor végérdl vesziink, a két munka hossza
egyuttesen szintén 3m. Ezzel szemben az LPT algoritmus az els6 m szamd mun-
kat mind kiilonbozé gépekre litemezi, ezek utan masodik munkaként a kévetkezé m
szami munkat, a gépek forditott sorrendjében, ekkor minden gépen éppen 3m — 1
az atfutdsi id6. Az utols6 munka elhelyezése utan az atfutasi idé 4m — 1 lesz. [2]
cikkiinkben megmutattuk, hogy az elébbi 7* példan kiviil nincs is mas olyan fela-
dathalmaz, amelyet LPT ilyen ,rosszul” iitemez, minden mas feladathalmaz esetén
a heurisztikus megoldas értéke kisebb, mint az optimumérték (% - #)-szerese.

Az LPT algoritmus a kévetkezd munkat a leheté legkorabbi idépontra iitemezi.
Helyezziink el most egyszerre k > 1 szama munkat ugy, hogy ezek egylittesen a
lehets legkevésbé noveljék az atfutasi idét. & = 1 esetén nyilvan az eredeti LPT
algoritmust kapjuk. Az algoritmus formalis leirasa a kévetkezd, ahol m a gépek, n
a feladatok szama, 1 < k < n rogzitett pozitiv egész.

Az altalanos LPT(k) algoritmus

1. Rakjuk sorba a munkékat csokkend idGtartam szerint. Legyen ny = n.
2. Legyen k; = min {k,n1}.

3. Helyezziik el a soron kovetkez8 k; szama munkét az Osszes lehetséges mo-
don. Ezek kéziil valasszuk ki azokat az elhelyezéseket, amikor az atfutasi id6
névekedése minimalis.

4. Az elébbiek koziil valasszuk ki azokat az litemezéseket, amikor a masodik leg-
nagyobb atfutasi id6 maximalis, ezek koziil azokat, amikor a harmadik leg-
nagyobb atfutasi id6 maximalis, és igy folytassuk; végiil utoljdra amikor az
(m — 1)-edik legkisebb atfutasi id6 maximalis (a legkisebb atfutéasi idg értéke
ekkor mar adodik).

5. Az igy kapott elhelyezések kozil valasszunk tetszés szerint, és litemezziik a
kivalasztott moédon a munkakat.

6. Legyen ny := ny — k1. Hany > 0, akkor menjiink a 2. 1épésre, egyébként vége.

Figyeljiik meg, hogy LPT(k) a soron kivetkezd k szami munkat mindig loka-
lisan optimalisan helyezi el, amin azt értjiik, hogy ha nem lenne tobb munka, csak
a soron kovetkezé k darab, akkor a pillanatnyi helyzet mellett ennek a hatralévs
k darabnak az elhelyezése optimalis. Jegyezziik meg, hogy Graham eredeti cikké-
ben is szerepel egy altalanositasi lehetdség: A k darab munka optimalis litemezését
csak egyszer, az algoritmus elején javasolja, majd a hagyoményos LPT-vel folytatja
a modositott algoritmust.

2. TETEL. Az LPT(2) algoritmus az eredeti LPT algoritmussal azonos lite-
mezést hatdroz meg.
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Bizonyitds. Ha egy gépre keriil a soron kévetkezd két munka, akkor is; és ha
két kitlonbozé gépre, akkor is ugyanagy ,helyezédnek el a munkak”, mint az LPT
algoritmus esetében. 0O

Definicio. Legyen A egy litemezési algoritmus, m a gépek szama. Legyen p, q
tetszbleges pozitiv egész szam, ahol p > ¢. Egy (p/q) példan olyan T feladathal-
mazt értiink, amelyre teljesil, hogy £4(7) > p, és C* = q. Minimalis (p/q) példan
olyan T (p/q) példat értiink, amely minimaélis az elemszam tekintetében.

1. LEMMA. Legyen T egy tetszéleges (p/q) példa. Ekkor tetszéleges 8 > 0
esetén, a T-beli munkik mindegyikét 3-val megszorozva (Bp/Bq) példit kapunk. O

Az is kénnyen lathato, hogy az R,,(A) szam, ami azon g értékek szupremuma,
amelyekhez létezik (p/q) példa, egyben azon fI-’ értékek infimuma, amelyekhez nem
letezik (p/q) példa.

3. TETEL. Tetszoleges rogzitett k esetén van olyan m pozitiv egész szdm,

amelyre teljesiil a kévetkezo egyenlétlenség: Ry, (LPT (k)) > % - L

3m”

Bizonyitds. Az LPT eljarasra R,, (LPT) = 3 — ;& = 42=1_ Tekintsiik a (2)
példat, ahol ¢ = 3m, valamint p = 4m — 1. Minden munkabél vegyiink k darabot,
és k-szorozzuk meg a gépek szamat. Ekkor az eredeti LPT algoritmus altal adott
litemezéshez hasonlét kapunk, csak az eredetileg szereplé munkak helyén mind-
egyikbdl k példany lesz egymas utani gépekre iitemezve; igy a hatékonysagi arany
is ugyanaz. O

Mas a helyzet, ha a gépek m szamat rogzitjik, ahogyan ez az aldbbi tételbédl
kitdinik:

4. TETEL. Rogzitett feladathalmaz esetén limg_,o R (LPT(k)) = 1, vagyis
a k szam névelésével az algoritmus elméleti hatékonysaga 1-hez tart.

Bizonyitds. k > n esetén mar optimalis megoldéast kapunk. d

Ezutan az egyszeriiség kedvéért egy T' munka ! (T) atfutasi idejét tobbnyire
egyszeriien csak T-vel fogjuk jelolni, a legrévidebb ideig tartdé munkat A-val jelol-
jiik.

3. Az altalanos eset

Az alabbiakban minden rogzitett m esetén becslést adunk az LPT(k) elméleti
hatékonysagara, és belatjuk, hogy ez k novelésével 1-hez tart. Altalaban a (2) példa
megfelels médositasai adjak majd az élességet bizonyitoé példakat. Sziikségiink lesz
a kovetkezd lemmara:

2. LEMMA. Legyen a gépek szama m > 2 és T minimélis (p/q) példa az
LPT(k) algoritmus esetén. Legyen A € T minimélis hosszusigi munka. Ekkor
A> 25 (p—q)

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



AZ ALTALANOSITOTT LPT(k) ALGORITMUSCSALAD 21

Bizonyitds. A munkak Gsszhossza legfoljebb mgq. Az egyik gép atfutasi ideje az
LPT(k) algoritmus altal adott iitemezés esetén p. Legyen 77 azon munkak halmaza,
amelyeket az algoritmus utoljara (egyszerre) iitemezett, és ennek az ilitemezésnek
az ideje legyen a * idSpont. Legyen 7y = 77 \ {A}. Helyezziik el a * id6pontban 7Ty
elemeit ugy, hogy az atfutasi id6 a lehetd legkevésbé novekedjen. Mivel 7\ {A} nem
(p/q) példa T minimalitasa miatt, nem értiik el a p atfutasi id6t. Az ezen mun-
kak titemezése utani pillanat legyen a ** idépont. Most helyezziik el az A munkat
a lehetd legkorabbi idépontra. Mivel nem kaphattunk jobb iitemezést, mintha az
LPT(k) algoritmus a 77 elemeit egyszerre helyezte volna el a * id6pontban, most
is legalabb p az atfutasi idé, és ez azon a gépen adodik, ahova az A munka keriilt.
A tGbbi gép kozott a legrovidebb atfutasi id6 legfoljebb ¢ — B4, és ide keriilt az
A munka a ** id6pontban, amikor is elértiik a p atfutasi id6t, ezért A hossza leg-

alébbp—(q—-jy’l—"_ql-)zm—"_‘—l(p—q). O
5. TETEL. Ry, (LPT (k)) < 4= ha 2 <k < 2m. A becslés éles, ha

2m=0,1,2 (mod k).

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy van olyan 7 minimalis feladathalmaz, ahol ¢ = 3m
ésp > 4m — 1. A legrovidebb munka hossza a 2. Lemma szerint t&bb, mint m. Emi-
att az optimalis itemezésnél minden gépen legfoljebb 2 munka van, igy a munkak
szama legfoljebb 2m. Barmely két munka egyiittes hossza nagyobb, mint 2m. Te-
gyiik fel, hogy mindegyik munka hossza kisebb, mint 2m. Emiatt egyik gépre sem
keriil hdrom munka addig, amig nincs mindegyiken legalabb ketté munka. Ekkor
az LPT (k) algoritmus ugyanazt az litemezést eredményezi, mint az LPT algorit-
mus, és ez optimalis megoldas is egyben: A Gantt tablan az alsé sor balrél jobbra a
felsG jobbrol balra haladva van feltoltve csékkens magassagi téglalapokkal. Ha van
2m-nél hosszabb atfutasi ideji munka, az ilyenek az optimalis iitemezésnél egyediil
vannak a gépeiken. Az LPT (k) algoritmus is csak azutan helyezne az ilyen mun-
kak gépeire még egy munkat, amikor a 2m-nél rovidebb munkak mar mind legalabb
ketten vannak egy-egy gépen, azonban ekkor mar nem maradt tobb munka. Ezzel
belattuk az allitas elsd részét. )

Ameddig az algoritmus alkalmazésa soran legfeljebb 2m munkét iitemeztiink,
azok ugyanoda keriilnek, mint ahova ket az LPT algoritmus helyezi. A (2)-beli T
halmaz esetén 2m + 1 munka van, és ez adja az élességet. Abban az esetben, ha
2m k-val osztva 0, 1 vagy 2 maradékot ad, utoljara legfeljebb harom munkat he-
lyeziink el egyszerre, ezek egyforma hosszisagiiak. Emiatt nem tudjuk ket jobban
elhelyezni, mint ha ugyanoda tessziitk ezeket is, mint az LPT algoritmus, emiatt a
hatékonysag értéke ekkor ég—l—rg—l. tl

A becslés éles, ha gépek szama 2 vagy 3, valamint ha k < 4. Ha a gépek szama
m = 4, akkor a (2)-beli 7 halmazra az LPT (5) algoritmus jobb iitemezést ad, mint
az LPT algoritmus. Az alabbi tétel szerint az LPT (5) algoritmus elméleti haté-
konysaga négy gép esetén valéban jobb, mint % Nem végeztiink olyan vizsgalatot,
hogy pontosan melyek azok a k szamok, amikor 2 < k < 2m és az el6bbi tételben
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szerepld becslés nem éles, ugyanis arra fogunk koncentralni, hogy hogyan valtozik
az elméleti hatékonysag értéke a k paraméter novelésével, a gépek szamanak rog-
zitése mellett. Viszont ha a gépek szama legfeljebb négy, és 2 < k < 2m, akkor az
el6bbi eset az egyetlen kivétel, amikor is LPT (5) hatékonysagi szorzoja jobb, mint
az LPT algoritmusé.

6. TETEL. R4(LPT(5)) = 4.

114+
9 3 —
3 ]
44143 [3]3)4],
BEBE -
5(5(5[]

5 3 5/5(5(4
opt LPT(5)

1. dbra

Bizonyitds. Az abran lathato feladathalmaz (11/9) példa. Tegyiik fel, hogy 7
minimalis (p/9) példa, ahol p > 11. A legrévidebb téglalap (a legrovidebb ideig
tart6 munkanak megfelel§ téglalap a Gantt tablan) magassaga > % 2= %, emiatt
minden optimalis gépen legfoljebb harom munka lehet. Ha minden optimalis gépen
fegfoljebb két munka van, akkor feltehets, hogy azok gy helyezkednek el, hogy az
alul levék hossza balrél jobbra, a felil levéké jobbrol balra haladva csokken. Ne-
vezziik ezt a sorrendet regularis sorrendnek. Az elsé 6t munka az algoritmus altal
ugyanoda keriil, és utana a t6bbi munka is, vagyis az algoritmus a munkakat op-
timéalisan itemezi. Emiatt van olyan optimalis gép, amelyiken harom munka van.
Ezeken a gépeken a leghosszabb munka hossza is legfeljebb 9 — 2 - % = %1, a leg-
kisebbnek a hossza pedig legfeljebb 3. Az algoritmus végrehajtasa utan barmelyik
gépre helyezziik 4t az A munkat, annak teteje a 11 magassagot meghaladja, ezért
az A munka nélkil is a gépek atfutasi ideje legalabb 8, hiszen A < 3. Emiatt a mun-
kak hosszusagainak osszege legalabb 11 + 3 - 8 = 35. Tehat amelyik optimalis gépen
két munka van, a nagyobbik hossza legalabb 4. Belatjuk a kévetkezd lemmaét:

LEMMA. Legyen P a7 \ {A} olyan iitemezése, amikor a fe]jes atfutasi idG leg-
feljebb 11. Ekkor A elhelyezhetd tigy, hogy az iitemezés teljes atfutési ideje tovibbra
is legfeljebb 11 marad.

Bizonyitds. Legyen a P, gép atfutasi ideje legalabb akkora, mint valamelyik op-
timalis gép atfutasi ideje. Tegyik az A munkat valamelyik F;-t6l kiilonbézé gépre.
Tegyiik fel, hogy az litemezés atfutasi ideje meghaladja a 11-et, ekkor a P;-t8l kii-
lonb6z6 harom gép egyike az, ahol tébb az Atfutasi id§, mint 11, azaz az optimum-
értéknél tobb, mint kettével nagyobb, a P; gépen legalabb akkora, emiatt a masik
két gép atfutasi idejénél legalabb 2 egységnyi hiany keletkezik, ezért egyikiiknek az
atfutasi ideje kisebb, mint 8. Tegyiik akkor ide az A munkat, és nem lépjiik tul a
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11 egységet, hiszen A < 3. ' O

Folytatjuk a tétel bizonyitasat. Feltessziik, hogy az optimalis gépeken a mun-
kak hossza az ilitemezés sorrendjében csokkend. Vegyiik sorra a lehetséges eseteket
aszerint, hogy hany optimalis gépen van kettd, ill. hirom munka. Mindegyik eset-
ben azt mutatjuk meg, hogy az LPT(5) algoritmus altal adott teljes atfutasi idé
legfeljebb 11. ‘

9 94— 94—
A2|B,|C3|Ds Ag_BiC3 D;
e Ca D, —BZ C> D,
A1lB; NN Ay ]
C1|D, B1|Ch|Dy
b,2-2-3-3 c,2-3-3-3
2. dbra

a) 2-2-2-3 munka van az optimaélis gépeken. Feltehetd, hogy az els6 harom gé-
pen a munkék sorrendje regularis. A harom leghosszabb ideji munka az A;, By és
a C;. Helyezzik el az els6 6t munkat, ekkor a negyedik gépen ketté munka lesz.
Az {itemezetien munkak k6zott szerepel az Ay és a D3 munka, mert mindketts ese-
tén van maésik 6t olyan munka, amelyeknek a hossza legalabb akkora. D3 hossza
legfeljebb 3. Tegyiik az A, munkat az elsd gépre, itt ugyanazok a munkék van-
nak most, mint az optimalis iitemezésnél, emiatt ugyanakkora a gép atfutasi ideje.
A masik harom munka koziil a D3-t6l kiilonb6z6 két munka elhelyezheté most a
masodik és harmadik gépen gy, hogy ne 1épjitk tal a 11 id8t, (s6t 9-et sem), mert
most ide legfeljebb olyan hosszisiagi munkak keriilnek, mint amilyenek az optima-
lis ilitemezésné! voltak. Most alkalmazzuk a lemmat, és kapunk egy legfeljebb 11
atfutési idével rendelkezd iitemezést.

b) 2-2-3-3 munka van az optimalis gépeken. Feltehetd, hogy az els6 két gépen a
munkéak sorrendje regularis. A két leghosszabb idejil munka A; és B;. Az utols6 két
gépen levé munkak hossza kisebb, mint 4, emiatt az 6t legkisebb mindegyikének
a hossza is kisebb, mint 4. Helyezziik el az els6 6t munkat. Tegyiik fel, hogy ezek
kozott az A munka nem szerepel. Ha az els6 6t munka kozott ott van Cs, akkor
Cy és C) is, D3 pedig nincs. Ugyanigy, ha D3 ott van, akkor C3 nincs. Emiatt a
maradék 6t munka koziil az egyik az Az, a masik négy hossza kisebb, mint 4, és
van olyan is e négy kozott, amelyiknek a hossza legfeljebb 3.

Tegyiik az As munkat az elsé gépre, ekkor a gép iitemezése nem valtozott.
A masik négy munka koziil a harom nagyobbikat probaljuk gy elhelyezni a méasik
harom gépen, hogy egyiknek az atfutasi ideje se lépje tal a 11-et. Ezeken a gépe-
ken most csak olyan munka van, mint az optimaélis litemezésnél, és hidnyzik még
egy legalabb % hosszusagt munka. Ha valamely gép atfutési ideje tobb lenne, mint
11, akkor a masik két gép koziil van olyan, amelynek az atfutasi ideje kisebb, mint
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27 —-11 - % fele, emiatt kisebb, mint 7. Az elébb emlitett harom nagyobbik mun-
ka mindegyikének a hossza kisebb, mint 4. Ha tehat valamelyik gép atfutasi ideje
tallépné a 11-et, akkor a talnydlé munkat tegyiik a 7-nél kisebb atfutasi ideji gép-
re. Ekkor egyik gép atfutasi ideje sem t6bb, mint 11. Alkalmazzuk a lemmat, és
kapunk egy 11-nél nem nagyobb ideji iitemezést.

Hatramaradt az az eset, hogy A2 az els6 6t munka kozott van. Ez csak ugy
lehet, hogy az Ot leghosszabb munka: A, As, By és B,, valamint a maéasik két
optimalis gép egyikérdl a leghosszabb munka, példaul C;. Mivel A; és B; a két
leghosszabb munka, ezek az els6 6t elhelyezésekor kiilon gépre keriilnek. A masik
harom munka két gépre keriil. Legyen koziliik X az, amelyik 6t koziill egyediil ma-
rad. Tegyiik még erre a gépre a D, és D3 munkakat. Ennek a gépnek az atfutasi
ideje most legalabb Dy + Dy + D3, mert X > D;. Ha X + Dy + D3 > 11 lenne, ak-
kor X >D;+2> 432-, ami nem lehet, hiszen B;, By és C) mindegyike ennél kisebb.
Maradt még harom munka. Tegyiik a két nagyobbat az els6 két gépre, ezek leg-
feljebb akkorak, mint az optimalis litemezéskori kisebbik munkak, igy egyik gép
atfutasi ideje sem tébb, mint 11, és a lemma alkalmazhaté.

¢) 2-3-3-3 munka van az optimalis gépeken. Ha A; és Ay egy gépre keriilt az
elsé tiz munka elhelyezésekor, tegyiik olyan masik gépre az utols6 munkat, amelyen
csak két munka van. E harom munka egylttes hossza legfeljebb 3 - 13—1 =11. Ha A,
marad utoljara, akkor ha A; gépén nincs mas munka, oda befér. Ha van, akkor
van olyan masik gép, ahol csak két munka van, és ide elfér, mert e hirom munka
mindegyikének a hossza legfeljebb 131 Ha az A, és A két kiilénbo6z6 gépre keriilt
az elsé tiz munka elhelyezésekor, akkor ha a mésik két gép koziil valamelyiken csak
két munka van, ide elfér az utols6 munka. Ha viszont e masik két gépen hirom-
harom munka van, az A; és A, gépén pedig még egy-egy munka, legyen az As
gépén példaul még rajta kivil az X munka. Legyen az Y olyan munka, amelyik
ugyanazon az optimalis gépen van, mint az X. Ekkor ¥ + X + A <9. Ha A, +
X + A > 11, akkor A; > Y + 2, emiatt Ay > 4%, ami ellentmond annak, hogy A,
az elsé optimalis gépen a kisebbik munka. Eszerint az utolsé munka elfér még azon
a gépen, amelyiken A van, és az atfutdsi id6 nem lesz nagyobb, mint 11.

d) 3-3-3-3 munka van az optimalis gépeken. Mivel a legkisebb munka hossza
tobb, mint %, a leghosszabb munka hossza is kevesebb, mint %’ Helyezziik el az
els6 6t munkat, majd a kovetkezd 6t6t. Mivel minimalis példars] van szd, egyik gép
atfutési ideje sem lépi tal a 11-et. Van két olyan gép, amelyeken legfeljebb csak két
munka van. Tegyiik ezekre az utolsé két munkat. Mivel harom munka atfutési ideje
egyiitt kisebb, mint 11, ellentmondast kaptunk. _ O

Az 5. Tétel szerint R, (LPT (2m)) = #2=1. Ezt altalanositja az alabbi tétel:

m

7. TETEL. R, (LPT (ym)) = %ﬂﬂ, ahol v > 2, tetszdleges pozitiv egész.

Bizonyitds. A becslés értéke legalabb ennyi, ugyanis a (2) példat bévitsiik ki
(y — 2)m szamu m méretd munkaval, és megkapjuk az elébbi értéket. Masrészt
tegylik fel, hogy van olyan 7 minimalis feladathalmaz, ahol az optimalis megol-
das értéke m + ym,.a heurisztikus megoldéas értéke pedig tobb, mint 2m — 1 + ym.
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A legrévidebb munka hossza tobb, mint m. Emiatt minden optimalis gépen leg-
foljebb v munka van, igy a munkak egyiittes szama legfoljebb ym, ezekre viszont
algoritmusunk optimaélis megoldast ad, ellenmondast kaptunk. 0

KOVETKEZMENY. Ry, (LPT (ym +1)) < %ﬂ, ahol v > 2, tetszéleges po-

zitiv egész, valamint 0 <l < m nemnegativ egész szam.

Bizonyitds. A munkak szama az el6bbi médon kiszamitva megint legfoljebb ym,
ezekre viszont a heurisztikus algoritmusunk optimalis megoldast ad, ellenmondast
kaptunk. O

Ha k értéke nagy, akkor a becslést egy kicsit javitani tudjuk a kovetkezd harom
tétel szerint.

8. TETEL. Ry (LPT (ym+1)) < %ﬁ%, ahol «v > 2, valamint v > m — 3.

Bizonyitds. Tegyiuk fel, hogy van olyan 7 feladathalmaz, ahol ¢ = m +ym + 1,
mig p > 2m + ym. A legrovidebb A téglalap magassagara A > m. Emiatt az op-
timalis litemezésnél minden gépen legf6ljebb v + 1 munka van, ami Gsszesen leg-
foljebb ym + m munka. Emiatt pontosan két iitemben helyezziik el a munkakat.
A két Gtem kozti idGpont *. A téglalapok 6sszteriilete legfoljebb m (m + ym + 1).
A x id6pontban még nem értiik el a 2m + ym magassagot, kiilonben a tobbi munka
elhagyhato lenne.

A x idépontban egyik gépen sem lehet v + 2 vagy t6bb munka, mert az ezek-
nek megfelels téglalapok egyiittes hossza meghaladna a ym + 2m magassagot. Ezért .
mindegyik gépen legfeljebb v + 1 munka van, és van ahol éppen ennyi, mert mar
vym + 1 munkat elhelyeztiink. Tekintsiink egy ilyen gépet. Az elsé v munka egyiit-
tes ideje tobb, mint ym. Legalabb ekkora az atfutasi idé a tébbi gépen, kilénben
a (v + 1)-edik munkat nem ide tettiik volna. Ezért a masodik iitemben egyik gép-
re sem keriilhet ketts vagy tébb munka, ugyanis a x-kor meglevé tGbb, mint ym
atfutasi id6héz igy még hozza jon tobb, mint m (az egyik munka ideje), ez mar
tébb, mint ym + m, ekkora atfutasi idé mindegyik gépen van a végén, mert ak-
kor a masik munka nem erre a gépre keriilne, ez Gsszesen tobb, mint m(m + ym),
és még ehhez hozzajon a masik munka ideje, ami igy Osszesen meghaladja a tég-
lalapok Gsszteriiletét. Ugyanigy lathaté be, hogy az eljaras végén egyik gépen sem
lehet ¥ + 2 vagy tobb munka. Tehat * id6pontban néhany gépen pontosan v + 1
szamu munka van, a tobbi gépen ennél kevesebb. Az algoritmus masodik lépésében
a maradék munkak csak olyan gépekre keriilnek, ahol még legfeljebb v munka van,
tovabba ezek a x idépont utan elhelyezett munkak mind kilénb6zs gépre keriilnek.
Ebbél kévetkezik, hogy a maradék munkakat az eredeti LPT szabaly szerint rak-
juk le. Igy a minimalitas miatt feltehets, hogy csak egyetlen feladatnak, és éppen
egy minimalis idejlinek az atfutasi ideje fogja csak meghaladni az algoritmus végén
a ym + 2m értéket.

Legyen A = m + ¢, ahol € > 0. Az eljaras végén egy olyan gép van, ahol az atfu-
tasi id6 tobb, mint ym + 2m, ami az optimumértéknél tobb, mint (m — 1)-gyel tobb.
A t6bbi gépen az atfutéasi idék atlaga kisebb, mint m + ym, hiszen az atfutasi idék
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oOsszege a téglalapok dsszteriiletét nem haladhatja meg. A * idépontban amelyik gé-
pen pontosan vy + 1 munka van, ott az 4tfutasi idS t6bb, mint ym + m + (v + 1) e.
Legalabb egy ilyen gép van, ezen gép(ek)en az el6bbi atlagmagassaghoz képest leg-
alabb (v + 1)e-nyi tobblet keletkezik. Az algoritmus végén lesz legalabb egy olyan
gép, ahol az atfutasi id6 nem éri el a m + ym értéket, de az ilyen gépek szama, legfol-
jebb m — 2. Mivel az eredeti feltevés szerint teljestil v > m — 3, ezért y+1 > m — 2,
igy az algoritmus végén lesz olyan gép, amelyiknek az atfutasi ideje kisebb, mint
m + ym — €. Ellentmondashoz jutottunk, mert akkor az A munkat erre a gépre he-
lyezve a heurisztikus megoldas értéke csokkenne. O

Az alabbi példa mutatja, hogy sziikséges a v > m — 3 feltétel. Legyen m = 6,
vy=2é7=1{9,9,8,8,7,7,6,6,5,5,5,5,5,5}. Ekkor a munkak optimalis elhelye-
zésekor mindegyik gép atfutasi ideje 15 lesz: Py = Py = {9,6}, Pf = Py = {8,7},
P = P§ ={5,5,5}. Az LPT (13) algoritmus el6szér elhelyez 13 munkat a kovet-
kezSképpen: P, = P, = {9,5}, Ps = Py = {8,6}, Ps = {7,7}, Ps = {5,5,5}. Ekkor
az elsG ot gép atfutasi ideje 14, az utols6é 15. Az utolsé munka iitemezése utan az

atfutasi id6 19 lesz. Mivel % > %, emiatt az elgbbi tételben szerepls becslés hat

gép és v = 2 esetén mar nem teljesiil. Ekkor igy a hatékonysag értéke legalabb i—g.

9. TETEL. Ry (LPT (ym + 1)) > 2010 ahol v > 2.

Megjegyzés. Most a v > m — 3 feltételre nincs sziikség. Allitasunkbol kovet-
kezik, hogy az LPT (ym + 1) algoritmus hatékonysagbecslése v > max {2, m — 3}
esetén éles.

— -
3Im * 3m ¢
T | ] __“__“—-—u__ﬁ
m =2k m=2k+1

3. dbra

Bizonyitds. Legyen el6szor v = 2. Megmutatjuk, hogy ha a (2) példahoz még

egy darab m hosszu téglalapot hozzavesziink, akkor a hatékonysag értéke % =

331";_1. Az abrakon a (2) feladathalmaz optimalis elhelyezése lathato, valamint a
hozzavett még egy téglalap az el6bbiek folott. Az elsd két gépen levé munkak ideje
2m — 1 és m + 1, a kovetkezd két gépen levd munkaké 2m — 2 és m + 2, és igy to-
vabb. Ha a gépek szama paros: m = 2k, akkor az utolso el6tti gépen levé mindkét
munka ideje 3k; ha m = 2k + 1, akkor az utolso el6tti és azel6tti gépen levé munkak

ideje 3k + 2 és 3k + 1. Az utolsé gépen mindkét esetben négy darab m hosszisaga
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munka van. Az LPT(2m + 1) algoritmus az el6bbi elhelyezéseket produkalja. Az op-
timalis elhelyezéseket a kdvetkezdképpen kapjuk: A révidebb ideig tarté munkakat
kettS géppel balra tessziik, az elsG esetben ez a 3.-t6l az (m — 2).-ig terjedé mun-
kékra, a masik esetben szintén a 3.-t6l az (m — 1).-ig terjedé munkakra vonatkozik,
az abran ezek a vastag vonallal keretezett részek. Az érintett gépeken az atfuts-
si id6 megnovekszik 1-gyel. Ha a gépek szama paros, akkor tegyiik az utols6 el6tti
gépen levs két munkat az elStte levs két gépre. Ekkor kimaradt hat munka: az el-
56 két géprol szarmazik két m + 1 hosszasagy, és az utolsordl négy m hosszusaga
munka. Helyezziik el ezeket a maradék két gépre egyforméan. Ekkor az atfutasi id6
mindegyik gépen 3m + 1 lett. Ha a m = 2k + 1, akkor még az utols6 harom gép
itemezése maradt hatra, és nyolc munkit nem helyeztiink még el: Az els két gép-
16l szarmazik két m + 1 hossziisdgi munka, az utolso elStti és azeltti géprol két
3k + 2 hosszisagi munka, valamint az utolsérél négy m hossziisagi munka. Tegyiik
a 3k + 2 hosszisagit munkakat egy gépre, a tobbit pedig osszuk el a maradék két
gép kozott egyforman. Az atfutasi id6 most is mindegyik gépen 3m + 1 lett. Igy
kaptunk egy 3—417?5 hatékonysagu példat. Tetszéleges v > 2 esetén a szokasos mo-
don kapjuk a megfelel§ példat: Adjunk a feladathalmazhoz még (v — 2) - m szama
m méretd munkat. O
2m-+ym

KOVETKEZMENY. Rm (LPT (ym +1)) = ;7520 ahol v>2 és y2m —3

(vagyis példdul m < 5 esetén a 8. Tétel becslése éles).

10. TETEL. Ry (LPT (ym +1)) < %, ahol v > m tetszdleges pozitiv

egész, valamint 1 <1 < m nemnegativ egész szam.

Bizonyitds. Indirekt modon tegyiik fel, hogy 7 olyan minimalis feladathalmaz,
amelyre LPT(ym + 1) > 2m + ym, de C* = m + ym + 1. Vélasszunk ezek kozott
a feladathalmazok kozott olyat, amikor az [ szam minimalis. Mivel [ = 1 esetén az
allitas adodik az el6zs tételbdl, | > 1. A 2. Lemma szerint a legrévidebb téglalap
magassaga A > m. Igy optimalis iitemezésnél minden gépen legféljebb v + 1 munka
van, tehat a munkak szama legféljebb m + ym. Mivel ym + [ vagy ennél kevesebb
szamu feladat esetén optimalis megoldast kapnank, a feladatok szama ennél t&bb.
A x id6pontban Osszesen ym + [ szamu munkat helyeztiink mar el a gépekre, a tob-
bi munkat mar mind elhelyezi egyszerre az algoritmus a kdvetkezd lépésben. *-kor
van olyan gép, amelyiken v -nél tobb munka van, vagyis a v > m feltétel miatt a *
idépontban van olyan gép, amelyiken m-nél t6bb munka van. Ezek kézott van két
olyan, amelyek az optimalis titemezés esetén azonos gépeken vannak. Modositsuk
ugy a feladathalmazt, hogy e két munka helyett vegyiink egyetlen olyat, aminek a
végrehajtasi ideje egyenld az el6bbi két munka idejének Osszegével. Legyen ez a 7”7
feladathalmaz. Most végezzik el az LPT (ym + [ — 1) algoritmust a 7’ feladathal-
mazzal. A x id6pontban minden gép atfutasi ideje ugyanannyi lesz, mint az elSbb,
és a maradék téglalapok ugyanoda keriilnek, mint ahova LPT (ym + !) helyezte az
elsbb a 7 maradék téglalapjait. (Most hasznaltuk fel el6szor az algoritmus 4. pont-
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janak teljesiilését!) Igy most is ugyanolyan hatékonysaga példat kaptunk, mint az
elébb, ez pedig ellentmond az [ szam minimalis valasztasanak. a

Az eddigieket Gsszefoglalva elmondhatjuk, hogy minden m-re és k-ra van eléggé
pontos felsé becslésiink, ami raadasul éles is, ha 2 < k < 2m, és 2m k-val osztva
legfeljebb kett6 maradékot ad, illetve ha k& > max {Qm, (m — 3) m}, és k m-mel
osztva 0 vagy 1 maradékot ad.

Ha m = 2, akkor az el6z6 tételeket alkalmazva minden k-ra pontos becslést
tudunk megadni. Ha a gépek szama harom, akkor a ,kicsi” k értékek 2 és 6 kozot-
tiek, a ,nagyok” pedig 9-t5l kezd&dnek, ezek mindegyikére pontos becslésiink van.
k = 7 esetére alkalmazhato a 10. Tétel el6tti kovetkezmény, csak k = 8 esete maradt
ki, erre a kovetkezs tételben fogunk pontos becslést megadni. Ha a gépek szama
négy, és a k értéke legféljebb 8 vagy legalabb 16, akkor alkalmazhatok az elébbi
eredmények. Az el6bbi hatarok kézott tudjuk még az el6z6 tételek alapjan a pon-
tos hatékonysagi értéket 9, 12, és 13 esetén, a tobbi k-ra az elméleti hatékonysag
értéke szabalytalan. A kovetkezs tételben megvizsgaljuk a k = 3m — 1 esetet. A ko-
vetkez$ fejezetekben 2, 3 és 4 gép esetén minden k-ra meghatarozzuk az elméleti
hatékonysag pontos értékét.

11. TETEL. Ry, (LPT (3m — 1)) = §2=2,

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy T olyan feladathalmaz, ahol ¢ = 4m — 1, mig
p > 5m — 2. Ekkor A > m. Emiatt optimalis gépen legféljebb 3 munka van. Mivel
3m-nél kevesebb munka esetén az eljaras optimalis megoldast ad, pontosan 3m a
munkak szama, és minden optimalis gépen harom munka van. Tegytik fel, hogy a *
idépontban van olyan gép, amelyre két munkat, Cy-et és Ca-t (C) > Cs) osztottunk.
Az utolsé munkat erre a gépre téve az atfutasi idé meghaladja az 5m — 2 értéket,
ugyanis ha a legkorabbi id6pontra iitemezziik az algoritmusunk szerint, akkor is
meghaladja ezt az értéket. Emiatt teljestl a C1+ Cs + A > 5m — 2 egyenlétlen-
ség, ahonnan 2C;+ A > 5m — 2. Mivel a C; munka mellett optimalis {itemezésnél
még két masik munka van ugyanazon a gépen, teljesiil a C;+ 24 < 4m — 1 egyen-
16tlenség is. A két egyenlStlenséget Gsszevetve A < m adédik, ami ellentmondas.
Ellentmondésra jutunk akkor is, ha a x idé6pontban van olyan gép, amelyiken csak
egy munka van: Jel6ljiik ezt az egy munkat C-vel. Ekkor C' + A > 5m — 2, de akkor
optimalis itemezésnél is egyedil kellene a C munkéanak lennie. Az el6z8ek alapjan
a * idépontban mindegyik géphez legalabb harom munka lett mar rendelve, ami el-
lentmond annak, hogy eddig a pillanatig még csak 3m — 1 munkat osztottunk szét
a gépek kozott.

A becslés éles voltat a (2) példa azon modositasaval latjuk be, ahol (2)-t kiegé-
szitettiik m — 1 darab m hosszu téglalappal. Abrankon (2) LPT algoritmus szerinti
elhelyezése lathato, kiegészitve a hozzavett téglalapokkal. Minden gépen harom
munka van, a legrovidebb munka ideje mindig m. Az elsé két gépen levé masik
két munka ideje 2m — 1 és m, a kovetkezd két gépen pedig 2m —2 és m + 1, és
igy tovabb. Ha a gépek szama paros: m = 2k, akkor az utolsé elStti két gépen le-
v6 tovabbi munkak id6tartama 3k és 3k — 1; ellenkezs esetben az utolso gépen levs
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—
3m —1 3m—1
——n_’_,__u_J '—_‘“--—1\_.._,‘____
m = 2k m=2k+1
4. dbra

mindkét tovdbbi munka id6tartama 3k + 1. A heurisztikus megoldasban a vastag
vonallal keretezett téglalapok két géppel jobbra keriilnek, ahol az atfutési id6 1-gyel
csokken.

Ha a gépek szdma péros, akkor marad még két gép (az els6 és a masodik),
valamint hat munka: az els6 két géprol szarmazik még egy-egy 2m — 1 hosszusagu,
és az utolso kettdérdl két 3k — 1 és két m hosszusagu munka. Az egyik gépre kertiil
a két 2m — 1 hosszisagu, a masikra két 3k — 1 és egy m hosszsagi munka. Ezek
a munkak helyez6dnek el az LPT (3m — 1) algoritmus els6 1épésében, az atfutasi
id6é ekkor minden gépen pontosan 4m — 2, és még hatramaradt egyetlen m ideji
munka, ezeket elhelyezve lesz az algoritmus atfutasi ideje egyik gépen 5m — 2.

Ha a gépek szama paratlan, akkor még harom gép maradt, az elsd ketts és
az-utols6, valamint kimaradt még kilenc munka. Az els6 két géprol szarmazo két
2m — 1 hosszt munkat tegyiik egy gépre. Hatra van még ketts 3k, ketté 3k + 1 és
harom m hosszasagu munka. Helyezzilink el két gépre harom-harom munkat a ko-
vetkezSképpen: egy 3k, egy 3k + 1, és egy m hosszusagut. Most mindegyik gépen
pontosan 4m — 2 az atfutasi id6, és ezt az elhelyezést valositja meg az LPT (3m — 1)
algoritmus az els6 lépésében. Megint maradt még egyetlen m idejii munka, ezt el-
helyezve lesz az algoritmus atfutasi ideje éppen 5m — 2. O

12. TETEL. R (LPT(k)) < Z4f ha k > 2m.
Bizonyitds. Legyen k=~m + [, ahol 0 <l <m. Teljesiil a kovetkezd egyenlStlen-

2 e 2m+ +ym+l k
ség-lanc: Ry, (LPT (ym +1)) < A e e O

KOVETKEZMENY. Az el6bbi tétel szerint rogzitett m esetén az algoritmusunk
elméleti hatékonysiga 1-hez tart: limg_oo Ry (LPT(k)) = 1.

A kovetkezs harom fejezetben megvizsgaljuk két, harom, illetve négy gép esetén
az Osszes lehetséges esetet.
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4. m = 2 esete

Legyen m =2, 7 = {5,3,3,3,2,2}. Az 5. abra bal oldali része mutatja, hogy
az LPT algoritmusnak 10, mig LPT(3)-nak 9 egység a teljes atfutasi ideje.

Az 5. Tétel szerint az LPT(3) és LPT(4) algoritmusok hatékonysaga Ry = %:
Alljon 7 a kévetkezd téglalapokbol: T = {3,3,2,2,2}. Ekkor az LPT(3) és LPT(4)
altal meghatarozott atfutési id6 7, mig az optimalis megoldas értéke 6 egység (5. ab- -
ra). A legels6 k, amelyre javul algoritmusunk hatékonysaga, a k = 5. Az eléz6 fe-
Jjezetbeli 6., 7. és 8. Tételek alapjan tetszSleges k-ra megadtuk az algoritmusunk
hatékonysigat. m = 2 esetén azonban az algoritmus hatékonysagat kozvetleniil és
egyszerre, tetszleges k > 2 esetére is meg tudjuk hatarozni, az alabbi tétel szerint:

13. TETEL. Ha k > 4, akkor Ry(LPT(k)) = ££3.

10
L) | s
2], 84—
MR 3 74 7 2
- 2 6 2 2|2
- - 2 2
3 3 317 5|2 oo 307
s| | |s| ] 12 1?2
3 3 3/, 3|3 33 3,
LPT  LPT(3) opt LPT(4) opt LPT(5)
5. dbra

Bizonyitds. %{%—es példanak megfelel a kovetkezs: Alljon a 7 feladathalmaz 2
darab 3 egység magassagu, és k — 1 darab 2 egység magassagu téglalapboél. Ekkor
az LPT(k) altal meghatéarozott atfutasi idé k + 3, mig az optimalis megoldas érté-
ke k + 2. (Az optimalis és heurisztikus megoldasok ugyanis k =4 és k = 5 esetén
az 5. abran szerepelnek. Nagyobb k szamok esetén pedig az el6bbi téglalapok folé
keriil még néhany sor a 2 hossziasagu téglalapbdl, paros k esetén a kozépsd, parat-
lan k esetén pedig a jobb oldali abrat véve alapul.) Meg kell mutatnunk még, hogy
Ry (LPT(k)) < ’;—1‘3 Tegyiik fel ezzel ellentétben, hogy létezik olyan 7T feladathal-
maz, ahol az optimalis megoldas értéke éppen k + 2, a heurisztikus megoldas értéke
tobb, mint k + 3. A téglalapok dsszteriilete legfoljebb 2 (k + 2). A 2. Lemma miatt
a legrovidebb téglalap magassaga tobb, mint 2. Emiatt k + 2-n4l kevesebb téglalap
van, k + 1-nél kevesebb nem lehet, mert ekkor LPT(k) optimalis megoldast hataroz-
na meg, igy pontosan k + 1 darab téglalap van. Az els6 k szamu téglalapot LPT(k)
ezekre vonatkozéan optimalisan helyezi el, ezek 7 minimalitasa miatt beleférnek
k + 3 savmagassagba. Az utolsé téglalap az alacsonyabb helyre keriil, ekkor névek-
szik a savmagassag k + 3 folé. A masik magassag ezért kisebb, mint k + 1, az utolsé
téglalap elhelyezése el6tt ezért mindketté kisebb, mint k£ + 1. Legyen k paratlan.
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Ekkor az elsG k darab téglalap elhelyezésekor az egyik gépre legalabb k—‘;l feladat
keriilt, ezek egyiittes atfutasi ideje t6bb, mint k + 1, ellentmondast kaptunk. Most
legyen az k paros szdm. Mivel Osszesen k + 1 szamu téglalap van, az optimalis meg-

oldasnal van olyan gép, amelyikre legalabb k_;z szamui munka keriil, ezek egyiittes
atfutasi ideje tobb, mint k + 2, megint ellentmondast kaptunk. O

5. m = 3 esete

121 13——3—
10 3 11
9 = , 3(3/3

3.3 3|3
5_‘ 4/4|3 3(3 51 |
[ 33| | °1°14] |33

Loy 3 || |
544| 505 E B
opt LPT(7) opt LPT(8)

6. dbra

Ha m = 3, az LPT algoritmus éles fels6 becslése %. AT ={5,54,4,3,3,3}
feladathalmaznal az optimum értéke 9, mig az LPT altal adott iitemezésé 11. Az
LPT(k) algoritmus ugyanezt az elhelyezést valositja meg 3 < k < 6 esetén, és az
5. Tétel szerint R3(LPT(k)) = 4 (3 <k < 6). Tovabba a 6. Tételben belattuk,
hogy R3(LPT(6 +3v)) = Y37 A 7. és 8. Tételek szerint R3(LPT(7 +37)) =

9+37
igigz, ahol v > 0. A becslés éles voltat bizonyité példat gy kaptuk, hogy a (2)

példahoz hozzavettiink még egy legrévidebb idejii munkat, az optimalis, illetve heu-
risztikus megoldasokat mutatja v = 0 esetén a 6. 4bra. Nagyobb -y esetén a szokasos
moédon jarunk el: hozzaveszink a feladathalmazhoz 3v szama, 3 egység idGtartamu
munkat.

A 11. Tétel szerint R3(LPT(8)) = % Az éles példa T = {5,5,4,4,3,3,3,3,3}.
Harom gép esetén az LPT(11 + 3r) algoritmus elméleti hatékonysaga legfeljebb

igig:, ha v > 0, a 10. Tétel szerint. Most megmutatjuk, hogy ez a becslés éles.

14. TETEL. Ha vy > 0, akkor R3(LPT(11 + 3y)) = {3332

Bizonyitds. Csak azt kell belatnunk, hogy a hatékonysag értéke legalabb ekkora.
Legyen elészor v = 0. Tekintsiik a 7 = {4,4,4,3,3,3,3,3,3,3,3,3} feladathalmazt.
Az optimum értéke 13: mindegyik optimalis gépen egy darab 4, és harom darab 3
hosszisagi munka van. Az LPT(11) 4ltal kapott megoldas atfutasi ideje 15: az el-
s6 gépre kertlnek a 4 hosszisagli munkak, a masik két gépre négy-négy darab 3
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hossziisagd munka, az algoritmus els§ iitemében. Ekkor minden gép atfutési ide-
je 12, és még hatravan egy darab 3 egység hosszii munka elhelyezése. Nagyobb
szamok esetén elég az el6bbi 7 halmazhoz még 3 darab 3 egység hossziisagu tégla-
lapot kell hozzavenni, ekkor az optimalis és a heurisztikus megoldas értéke is 3y-val
novekszik. a

Az el6z8 tételek eredményeit foglalja 6ssze az alabbi

15. TETEL. Legyenk > 8. Ha k = 3y vagy k = 3y + 1 alaku, akkor R3 (LPT(k))

= §8f, & Ra(LPT(K)) = £ ha k= 37 + 2 alak -

6. m =4 gép esete

Négy gép esetén az LPT algoritmus éles felsé becslése %g— Az LPT(k) algorit-
mus ugyanezt az elhelyezést valdsitja meg 3 < &k < 8, k # 5 esetén (a k = 5 esetet
a 6. Tételben kiilon megvizsgaltuk, ekkor az éles becslés értéke %) Ezért a }—g
éles hatékonysagi becslés adodik az 5. Tétel szerint, ha 3 <k <4,ésha6 <k <8

(7. abra).

1 1717
157 1 14 4
4 13
12 ala 4144 44
5154 6|6 5l5|a (4 7 616
6| | 41455 11 6} aldls 1
N R i I
776; 77616 7'755 7764 7665 7755
opt LPT(3-8) opt LPT(9) opt LPT(10)
7. dbra
15+4y

A 7. Tétel szerint Rq(LPT(8 +47)) = iy

R4(LPT(9 + 47)) = i—g{%—;‘. A Graham-féle (2) példa esetén LPT(9) optimalis
megoldast ad, és eljarasunk hatékonysdga m = 4 esetén most eldszor jobb, mint
az LPT hatékonysaga. v = 0 esetén a 7. abra mutatja, hogy az elméleti hatékony-
sag legalabb %, masrészt a 7. Tétel szerint legfoljebb ennyi. Nagyobb < szamok
esetén az éles példat megint ugy kapjuk, hogy hozzavesziink 4y szamu 4 idStarta-
mid munkait az elébbi példa elemeihez, ezek a téglalapok fognak az el6z6ek f6l6tt
elhelyezkedni. Ezutan az altalanos részben még nem tisztazott esetek kovetkeznek.

16. TETEL. R4(LPT(10)) = 3.

Bizonyitds. A 7. dbra jobb oldali példaja szerint az elméleti hatékonysag leg-
alabb ekkora. Tegyiik fel, hogy ¢ = 14 egység, mig p > 17. Most is igaz, hogy A > 4.
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Minden optimalis gépen legféljebb 3 munka van, ezért 11 vagy 12 a téglalapok sza-
ma. A = id6pontban egyik gépen sem lehetett haromnal tobb munka. Az els§ tiz
téglalap lerakasakor ezért 3, 3, 2, 2 vagy pedig 3, 3, 3, és 1 munka keriilt a gé-
pekre. Ha 12 a munkak szama, akkor minden optimalis gépen harom munka van,
ezért minden munka ideje kisebb, mint 6. Ezért a x idépontban amelyik gépen két
munka van, ott az atfutési idg kisebb, mint 12, ahol viszont harom, ott ennél tobb.
Igy a maradék két munka olyan gépekre keriil, ahol legfeljebb két munka van még.
Ebbél kapjuk, hogy 2C) + A > 17, mésrészt C; + 2A < 14, ezekbsl A < & kovet-
kezik, ami ellentmondéas. Tegyiik fel ezért, hogy 11 a munkak szama. Ha 3, 3, 3, 1
munka keriilt a gépekre, legyen C annak a gépnek az atfutasi ideje, ahol egy mun-
ka van. Ekkor C + A > 17, emiatt ez a munka egyediil van az optimélis megoldasal
is, igy a munkak szama legféljebb 3 -3 + 1 = 10, ami tal kevés. Maradt az a lehe-
tGség, hogy 3, 3, 2, 2 a gépeken levé munkik szima. A harmadik gépen lévs két
munka legyen A, és A;, az utolso gépen levék pedig By és By. Legyen A, > A, és
By, > .B;. Ha az A; munka mellett az optimalis megoldasnal még lenne két mun-
ka, akkor az elébbi egyeniStlenség-rendszert kapnank: 24; + A > 17, A; + 24 < 14,
ami ellentmondasra vezet. Ezért A; mellett az optimalis megoldasnal legfeljebb egy
munka lehet, és ugyanez igaz Bj-re is. Ez csak 1gy lehet, ha A; és By ugyanazon
az optimalis gépen vannak és nincs tobb azon a gépen. A, és B egyiittes ideje leg-
feljebb 14, ezért egyikiik nem hosszabb, mint 14 fele, legyen példaul A; < 7. Ekkor
A, + As + A > 17, amibél kapjuk: Ay + A > 10. Masrészt Az + 2A < 14, amibdl
kovetkezik A < 4, ellentmondas. O

Az elébbiekhez hasonl6an most LPT(10 + 4v) hatékonysagara szeretnénk pon-

tos becslést kapni. Az LPT(14) algoritmus esetében a varhat6 2 értéktdl eltéréen

20

i7 a pontos becslés értéke.

17. TETEL. Rq(LPT(14 + 47)) = 3532, ahol y > 1.

Bizonyitds. Legyen v = 0. A 8. 4bran kozépének példaja mutatja, hogy az el-
méleti hatékonysag legalabb ennyi. Tegyiik fel, hogy ¢ = 17, p > 20. Ekkor A > 4.
A téglalapok szama 15 vagy 16. Kénnyen lathato, hogy az eljaras végén egyik gé-
pen sem lehet 5 vagy tobb munka. Ha 16 téglalap van, minden optimalis gépre négy
munka jut, igy mindegyik hossza legfeljebb 5, ezért a heurisztikus megoldas értéke
legféljebb 20, ami ellentmondas. Ezért pontosan 15 munka van. A legutolsé munka
olyan gépre keriil, ahol négynél kevesebb munka van. Legyen most is A =4 + ¢, és
a 8. Tételben leirtakhoz hasonldan ellentmondéshoz jutunk. Ezutan v > 0 esetén a
szokasos modositasbol: 4y darab 4 egység hosszt munkat a feladathalmazhoz hoz-
zavéve adédik az allitas azon része, hogy az elméleti hatékonysag értéke legalabb
ekkora. Az ellenkezd iranyu egyenlGtlenség a 10. Tételbdl adodik. O

Az altalanos részben lattuk, hogy Ry (LPT(ll)) = }—g‘ A 8. abran bal oldali
példaja bizonyitja az élességet. Hatra van még az LPT(11 + 4v) algoritmus ha-
tékonysaganak megkeresése. Az LPT(15) algoritmus esetében —f% helyett meglepd

20.5

médon {72 a pontos becslés értéke.
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18. TETEL. Négy gép esetén LPT(15) elméleti hatékonységa R4(LPT(15)) =

[V
(=]
o

—
N
3]

Bizonyitds. A 8. abra jobb oldali példaja szerint az elméleti hatékonysig leg-
alabb ekkora. Tegyik fel, hogy ¢ = 17.5, mig p > 20.5. Ekkor A > 4 és minden
miveleti id6 kisebb, mint 5.5. Pontosan 16 téglalap van. A * idépontban minde-
gyik gépen van legalabb harom munka. Legyen C a legkisebb atfutasi id6, ekkor
teljesiilnek az alabbi egyenlétlenségek: C + A > 20.5, masrészt % +3A <175, ami-

bél kovetkezik A < 4, ellentmondast kaptunk. 0
20+ 20.5—%{
18 . 4 17544
4 4l4/4/4 4)4i4 alala
15371711
4lajala el - 4544 C
+ 7 6:444 4l 4141418 4lala
44515 ala 55__ - B=45
= __}__5 L 14]4(4 s 444B g C=5.5
—1 \__‘ -
7I7l6l6] |7l6i6]5 Tslsis|  {716l4la cccd  CBeAH
|
opt LPT(11) opt LPT(14) opt LPT(15)
8. dbra

19. TETEL. Ha y > 1, akkor Ry(LPT(15 + 4y)) = 2+

Bizonyitds. A 4 darab 5 hosszu és 16 darab 4 hossza téglalapbol allo példa
ekkora hatékonysagot ad. Az optimum értéke 21, ahol minden gépen ugyanolyan
munkak vannak. LPT(19) 24 egységnyi magassagot hasznal fel. A hatékonysag ér-
téke legfeljebb ekkora a 10. Tétel miatt. O

A ,nagy” k szamokra vonatkozé becsléseket foglalja Ossze a

20. TETEL. Ha k > 16, akkor (i) R4(LPT(k)) = 3%, ha k = 4y vagy k =

4y +1 alaku, (ii) R4(LPT(k)) = $3%, ha k = 4y +2 alakuj, (iii) Rs(LPT(k)) = 5%,
ha k = 4~ + 3 alaki. O

A kovetkezd tablazatban az m = 2, 3, 4 esetén kapott eredményeket szemléltet-
jlik. Ha a k > 23, a tablazat also részén fellelhets szabaly szerint kovetkeznek az

elméleti hatékonysag pontos értékei.
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m=2 m=3 m=4
k=1 7/6 11/9 15/12
k=2 7/6 11/9 | 15/12
k=3 7/6 11/9 15/12
= 7/6 11/9 15/12
k=5 8/7 11/9 11/9
k=6
k=7
k=8

9/8 | 11/9 | 15/12
10/9 | 12/10 | 15/12
11/10 | 13/11 [ 15/12
k=9 | 12/11 [14/12 | 16/13
k=10 [ 13/12 | 15/13 | 17/14
k=11 | 14/13 | 15/13 | 18/15
k=12 [ 15/14 | 17/15 | 19/16
k=13 | 16/15 | 18/16 | 20/17
k=14 [ 17/16 | 18/16 | 20/17
k=15 | 18/17 [ 20/18 | 41/35
k=16 [ 19/18 | 21/19 [ 23/20
k=17 | 20/19 | 21/19 | 24/21
k=18 | 21/20 | 23/21 | 24/21
k=19 | 22/21 | 24/22 | 24/21
k=20 | 23/22 | 24/22 | 27/24
k=21 24/23 [26/24 | 28/25
k=22 [ 25/24 | 27/25 | 28/25
k=23 | 26/25 | 27/25 | 28/25

Az Ry (LPT(k)) értékek

7. Az algoritmuscsalad numerikus vizsgalata

[lusztracié céljaboél az alabbiakban kozliink néhany futasi eredményt, ahol a
cikkben szerepld algoritmusokat hasonlitottuk Gssze. Egy-egy feladatosztalyon be-
lil vizsgaltuk az algoritmusok miikodését, ahol m a gépek szamat, n a feladatok
szaméat jelenti, amelyeknek az idGtartamat a [py,pe] intervallumbol valasztottuk
egyenletes eloszlas szerint, kerekitéssel. Azt vizsgaltuk, hogy az egyes algoritmusok
szaz esetbdl hanyszor adtak minimélis eredményt. Az elsé tablazat annak illuszt-
ralasara szolgél, hogy mi torténik, ha a gépek szama rogzitett, és a k paramétert
noveljik. A felsé sorban az LPT algoritmus mellett a k paraméter névekvd értékei
szerepelnek.
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L [m[ n]pp[LPTRTO[GOIOTOIE®TO®00)]
2[29] 918 O] 2] 0] 885 ] 8]69] 75
21| 9,18 06 [ 0|12 2 [91 [0 [10] 0
16| 9,18 | 94| 71 | 96| 26 | 96 | 91 | 98 | 65 | 98
7] 9,18 L] 1 0| 2 [24]12] 23] 87

29| 9,18 1 0 0 4 1 0 1 0 | 100
30 [ 9,18 97 |t 79 | 60 | 73 | 96 | 14 | 78 | 96 | 76

[3&]

ol | | ool 10| =
W W W o] o

Mi torténik a k paraméter ndvekedése esetén?

Az els6 harom esetben ketts, a kovetkezd harom példaban harom volt a gépek
szama. A munkak idétartamat mindegyik esetben a [9, 18] intervallumbdl valasztot-
tuk. Az els6 és negyedik sorban arra latunk példat, amikor az algoritmus hatékony-
saga a k paraméter novekedésével egyiitt novekszik. A 2. és 5. példa azt illusztralja,
hogy az el6bbi szituacié nem &ltalanos: az LPT(k) hatékonysagat erdsen befolya-
solja a munkak sziamanak és a k paraméternek az oszthatosagi viszonya. Amikor
k osztdja a feladatok szaméanak, LPT(k) hatékonyan meg tudja oldani a feladatot
{mint példaul a 2. sorban k = 7 esetén), vagy példaul akkor is, ha a maradék —1
(5. sor, k = 10 esete). Ilyen iranyu alaposabb vizsgalatokat (ami a k paraméter és a
munkak n szamanak oszthatdsagi viszonyait érinti) a jelen cikk keretei kz6tt nem
végeztiink. A 3. és 6. példa kiilonleges abban, hogy itt minden masodik, illetve a
6. esetében minden harmadik k-ra majdnem mindig optimalis megoldast kapunk,
a tobbi k-ra pedig ezeknél rosszabb megoldasokat.

[ Tl nlppe PTG [6G[{M]E)]0)]00]
N1 2]17] 918] ol o] oJ]ofJo]o]o]J]10] 10 |
T2 3[20] 918 o o] oJoJo[3[]3[] o] 9 |
N3] 4]718] 918 of 1T oJoJ4T9JoJo97] 28T

Egy specialis eset: k értéke a munkak szaménak a fele.

A masodik tablazatunk egy érdekes jelenséget mutat. A k paramétert ugy va-
lasztottuk meg, hogy akkora legyen, mint a munkak szamanak a fele. Az esetek
tilnyomo részében ekkor az algoritmusunk optimaélis megoldast adott.

Az algoritmus bonyolultsiga a k paraméter novelésével exponencidlisan no-
vekszik. A szamitogépes realizacié soran az algoritmus altalanos 1épésénél, tehat a
kivetkez6 k szamt munka helyének a keresésénél korlatozas és szétvalasztas tipust
algoritmust alkalmaztunk. Ennek soran, a kovetkezd k szami munka optimalis el-
helyezése utan ad6do teljes atfutasi idére egy egyszerd fels6 becslést hasznaltunk:
a kovetkezé k darab munkanak az LPT algoritmus szerinti ¢lhelyezésével adodé
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becslést. A program futasa példaul 6t gép, k = 10 és n = 30 munka esetén Penti-
um l-es tipusi géppel koriilbeliil négy masodpercig tartott, négy gép esetén pedig
koriilbeliil fél masodpercig. Ez azt mutatja, hogy kis vagy kozepes méreti feladat
esetében az algoritmus szamitogépes futdsa hamar véget ér. A kapott eredménye-
ket Gsszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a k paraméter névelésével az algoritmus
hatékonysaga bizonyos esetekben jelentdsen névekszik, de jelentésen befolyasolja a
hatékonysagot a k és n oszthatdsagi viszonya.
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THE GENERAL ALGORITHM LPT(k) FOR SCHEDULING IDENTICAL PARALLEL
MACHINES

GYORGY D6GsA AND BELA VIZVARI

The paper is devoted to investigate the general algorithm LPT(k). First the tasks are ordered
to the LPT order. Then at the same time commonly k tasks are scheduled in a (locally) optimal
way (when the increase of the makespan is minimal), and this step is iterated. As our main result,
we give the tight value of the theoretical efficiency of the algorithm for every k& and every 2 <
m < 4, where m is the number of machines. Numerical results are also given.
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