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UJABB STATISZTIKAI VIZSGALATOK AZ
ORNSTEIN-UHLENBECK-FOLYAMATROL
I. ELMELETI HATTER

FEGYVERNEKI SANDOR

Miskolc

Ebben a dolgozatban azzal a klasszikus problémaval foglalkozom, hogy hogyan be-
csiilhetSk egyiitt a staciondrius Gauss—Markov- (Ornstein-Uhlenbeck-) folyamat para-
méterei. Ezen folyamat esetén szamos probléma adodik a maximum-likelihood becslések
eloszlasanak vizsgalataval és a paraméterekre adandé konfidenciaintervallumok megha-
tarozasaval, ha a csillapitasi tényez8 tart nullahoz. A cikk célja el6késziteni a szimulacios
vizsgalatokhoz sziikséges elméleti eredményeket. Bebizonyitom a maximum-likelihood
becslés egyértelmi létezését (stacionarius esetben) és megadom a becslés meghataroza-
sara szolgald numerikus modszert. A dolgozat tovabbi részében az aszimptotikus esetek
vizsgalatahoz sziikséges eloszlasokat, becsléseket és sorfejtéseket adom meg kiilonds te-
kintettel a végpontokhoz kapcsol6dé becslésekre.

1. Bevezetés

A fizikai folyamatok egy jelent8s részében a folyamat lefolyasat nem a

dz(t)
dt

=-xz(t) (A>0)

differencialegyenlet irja le (melynek megoldasa z = zoe~*t, 7o € R), hanem egy
un. sztochasztikus differenciilegyenlet

(1) de(t) = ~NE(t) dt + oudw(t) (E(£(t)) = E(w(t)) = 0),
vagy integralalakban

t

E(t) — E(to) = —)\/f(s)ds + o (w(t) - w(te)),

to
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- 40 FEGYVERNEKI SANDOR

ahol A > 0 és o, > 0. Tovabba a £(tp) normalis eloszlasa és fiiggetlen a w(t) stan-
dard Wiener-folyamattol, ha ¢ > to. Ekkor igaz a kovetkezs tétel.

1.1. TETEL (Arato [1]). A £(t) sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor
stacionarius Gauss-Markov-folyamat, ha az (1) sztochasztikus differencidlegyenlet
megoldésa a kévetkezd értelemben:

(i) Ha £(t) folytonos staciondrius Gauss—Markov-folyamat, akkor létezik A > 0
és egy Wiener-folyamat, melyre E(w(t)) = 0, E(w?(t)) =t ugy, hogy (1) teljesiil
és

(2) R(t) = E(&(s + t)E(s)) = ofe™ (t>0),
ahol

0,2
(3) E(&%(s)) =0} = 2‘§~

(ii) Ha A > 0 és o, > 0, akkor csak az (1) &(t) folytonos staciondrius megoldésa

staciondrius Gauss-Markov-folyamat, amelynek kovarianciafiiggvényére teljesiil (2)

s (3). Amikor £(t) t > to esetén definialt, akkor £(ty) olyan normélis eloszlast,
amelyre

B(E(t) =0, () =of = 22,
és fiiggetlen a w(t) Wiener-folyamattél, ha t > tg. a
Legyen m € R és n(t) = £(t) + m, azaz
(4) d(n(t) —m) = —A(n(t) — m) dt + owdw(t).

Ekkor az 7(t)-folyamat harom paraméter, az m, A és a o2 altal meghatéarozott. Fel-
adatunk ezek meghatarozasa (becslése). A feladat két paraméterre egyszeriisodik a
kovetkezd allitas alapjan.

1.2. TETEL (Arat6 [1]). Legyen 0=ty <t; <--- <t, =T egy felosztisa a
[0, T) intervallumnak, ekkor
5 lim te) — E(tk_1))’ = 02T (1 valészintséggel). a
) dm > e — €lt) ( agel)

(5) alapjan a o2 ,difftzios egylitthatd” egyetlen realizacié alapjan 1 valészini-
séggel meghatarozott.

Két feltétel kell ahhoz, hogy a paraméterek jol becsiilhetSk legyenek egyet-
len trajektoria alapjan. Az egyik az altalanositott Markov-tulajdonsag, a masik a

metrikus tranzitivitas.
A stacionarius Gauss-Markov-folyamat teljesiti a Markov-tulajdonsagot A

metrikus tranzitivitas pedig abbél adédik, hogy

2 too iut
ag. €
Rt)=2u [ & g,
) =2 a2
- 00
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UJABB STATISZTIKAI VIZSGALATOK AZ ORNSTEIN-UHLENBECK-FOLYAMATROL 1 4]
igy a folyamat spektral siirdségfiiggvénye

ol 1
21 |\ +ul?’

A fiiggetlen megfigyeléssorozatok esetén a maximum-likelihood médszer alkal-
mazéasahoz szitkség van a mintaelemek egyiittes strdségfiiggvényének az ismeretlen
paraméterektdl fliggé seregének meghatarozasara. A folyamatok statisztikajaban
ennek felel meg a trajektoériak fiiggvényterén a folyamat altal generalt, paramé-
terektsl fiigg6 mértékseregnek valamilyen standard mértékre vonatkozé Radon-
Nikodym-derivaltja.

Gauss-folyamatok esetén érvényes a Feldman-Ha4jek-féle dichotomia elv: ugyan-
azon a téren értelmezett két Gauss-mérték vagy szinguldris, vagy ekvivalens. Ez a
tény azt sugallja, hogy standard mértékiil valamilyen analitikusan j6l leirhato és a
vizsgalandé folyamattal egyszerid Osszefiiggésben 4ll6 Gauss-mértéket valasszunk.

Az (5) 6sszefiiggés alapjan tudjuk, hogy az azonos diffizios egyutthatoja stacio-
narius Gauss—Markov-folyamatok ekvivalens mértékeket generalnak. Tovabba ezek
a mértékek ekvivalensek az ugyanilyen szérasnégyzetd Wiener-mértékkel. A £(t)
(0 £t <T), realizaciok Re tere felfoghatd, mint a £(0) valés szamegyenes és a
£(t) —&(0) realizaciok terének szorzata. Jelslje W a Wiener-féle mértéket (z(0),02
paraméterekkel a 0 < t < T intervallumon értelmezett folytonos fliggvények terén,
L pedig a Lebesgue-mértéket a szdmegyenesen. Legyen V = L x W. Ha P, jeloli a
£(t) stacionarius Gauss-Markov-folyamathoz tartozé meértéket, akkor a P, mérték
abszolut folytonos a V mértékre nézve, és a 'V mérték szerinti Radon-Nikodym-
derivaltja:

T
dPg \/X 1 2 or, AT A L, .
—S(z) =4/ =— - tydt + =— — = [2XT 0)] b.
6 —@ M_wexp{ 207 z(t)dt + 20120[75( )_+I()]
, 0

Legyen £(t) az (1) egyenlet megoldasa, mig n(t) a (4) egyenleté. Tovabba legyen
Py és Py, a £(t)- és n(t)-folyamatok altal generalt mértékek a [0, 7] intervallumon
folytonos fliggvények terén, akkor

T
(7) O(iiPTT:(a:) =exp{ - ;:—;—[x(O)—i—z(T)%-/\/z(t)dt%—m(l+%>]}.
e 0

A (6) és (7) formulakat ugy kell értelmezni, hogy majdnem minden Wiener-
trajektoriara megadjak a Radon-Nikodym-derivalt értékét.

Ha az m és a X\ paraméter ismeretlen, akkor a Radon-Nikodym-derivalt a ko-
vetkezdSképpen adhat6é meg:

Al Alg 1 2 2 AT s 1,
(8) \/;Eexp{—a—2 [sl+§/\Tsz+(m—m1) +7(m—m2) —anT ,

w
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42 FEGYVERNEKI SANDOR

ahol
my = MO +1(T)

¥

2
1 /T
m2=7/0 n(t) dt,
2

2 [ =m]’ + ) = m]®  [n1) - n()]’
1~ - 4 ’

2
s3 1/T[ (t) —ma)” dt
= -m .
2T o n 2
A (8) formula alapjan kovetkezik, hogy mi, ma, s? és s2 rendszer egy elégséges
statisztika. A maximum-likelihood egyenletek pedig a kovetkezgk:

Z (1 +AT) = s2 = ATs2 — (m —m;)? = AT(m — my)? =0,

Ll

(9)
(10) 2(m —mq) + XT(m —my) =0.

A becslések eloszlasanak vizsgalatdhoz meg kell adnunk a karakterisztikus fiigg-
vényt. A helyzetet bonyolitja, hogy ez csak abban az esetben adott, amikor m = 0.
Tehat az elégséges statisztikak karakterisztikus fliggvényérdl a kovetkezot tudhat-
juk:

V2AerA

P(u,v,w,2) = E(exp [i(uml + vsk, + wmg + zsgz)]) =

Tp(v, 2)
20w + TwA
1 uw + w? 2 w 2 v a2,
exp 5 - ———A —O'wT+ ? —TO’w A (\I}l +‘I’2) y
ahol
uos, Aol e 2] (k= ToZiv+ A — (k — ToZiv— A)
U, = [ (1+e™™) —iwo}, T ] To(oz) ,
2 A 2, 2, -A
iuoy, Ay . ol—et| (k—Toliv+A)—(k—-Toliv—Ae
= 1 - )
U, [ 3 ( +e ) woy, —x ] T, 2)
\
A =+/k?-2T%2iz
1 1
PY(v, z) = T2 [(k— To2iv + A)?er — (k — Toliv — A)Qe"A] ,
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—m]?: —ml? T ,
2 = 10 = m] +2[n(T> I o 2= 1 /0 Io(e) — ).

A dolgozat hatralévs része a kovetkezéképpen szervezddik. A 2. szakaszban be-
latom, hogy mindig létezik egyértelmi, pozitiv maximum-likelihood becslés a csilla-
pitési tényezére. Megadok két numerikus eljarast ennek meghatarozasara. A 3. sza-
kaszban az s? statisztika eloszlasat adom meg. Ez fontos, mert a szakirodalom
alapjan a reciproka felmeriilt a « becsléseként, ha k — 0. Ezenkiviil a segitségével
konnyen bemutathaté, hogy a 0 kézelében nincs nullatél kiilonbézé alsé hatara a &
paraméterre készitett konfidenciaintervallumnak. A 4. szakaszban néhéany, az elég-
séges statisztika rendszerhez k6t8dé eloszlas paraméterének a becslését adom meg.
Az 5. szakasz pedig az aszimptotikus (A — 0 és A — +00) esetek kénnyebb megér-
tését és vizsgalatat eldsegits altalanositott sorfejtéseket tartalmazza. A szimulacié
és az eredmények leirasat, kiértékelését a cikk II. része tartalmazza. (Ez ut6bbi a
folydirat kovetkezd szamaban jelenik meg — a szerk.)

2. A maximum-likelihood becslés meghatarozasa

Ha mind a két paraméter ismeretlen, akkor lattuk, hogy a (9)-(10) egyenlet-
rendszer adja meg a maximum-likelihood becsléseket. Vezessiik be a k = AT jeldlést
és atalakitva az egyenletrendszert kapjuk, hogy

(11) 2(m — my) + k(m —my) =0,
(12) [253 + 2(m — m2)?]k? + [282 + 2(m — my)? — 02 T)k — 02T = 0.
Az elsd egyenletbdl az m koénnyen kifejezhet6:

_ 2my + kmy
N 24+ kK

(13)
Ennek segitségével x-ra egy negyedfoku egyenlet adédik:
(14) 2s3x* + (855 + 253 + 2(my — m2)? — o2 TR+

+ [852 4 85% + 8(my — ma)? — 562 T|k? + 852 — 802 T)k — 402 T = 0.

Szamunkra csak a k > 0 (stacionarius) eset fogadhato el, igy meg kell vizsgalnunk
a gyokok elhelyezkedését. A kovetkezGkben belatjuk, hogy csak egy pozitiv gydk
van, s megadunk két modszert is, amelyek alkalmasak ennek a gycknek a megha-
tarozasara.

Jeldljik a (13) negyedfoki egyenlet egyiitthatoit a kovetkezéképpen:

A =282,
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44 FEGYVERNEKI SANDOR
B =85} + 253 4+ 2(m; — my)? — 62T,
rC = 8s3 + 852 + 8(my — ma)? — 5027,
rD = 8s% - 802 T,
rE = —402T.

Ekkor a kovetkezd Gsszefliggéseket tudjuk felirni:

A >0,

4B = 32s% + 852 + 8(m; — my)? — 402 7T,
C =4B — 245 - 42T,
D = C —8s2 —302T — 8(m; — my)?,
E <.

Tovabba ha B < 0, akkor C < 0, és ha C <0, akkor D < 0, azaz rogtdn lat- !
szik, hogy a (14) egyenletben szerepld polinomnak pontosan egy elGjelvaltasa van.
A Descartes-féle elGjelszabaly alapjan az algebraban jol ismert a kévetkezd — a
gyokok szaméara vonatkozéd — allitas, amely felithaté a Polya—Szegs [11] I1. kdtet,
V. rész, 36-37. feladat alapjan.

2.1. TETEL (Pélya—Szegé [11]). Ha z a polinom pozitiv zérushelyeinek a sza-
ma, w pedig az egytitthatékbdl 4116 sorozat elGjelviltdsainak a szdma, akkor w — 2z
egy nemnegativ paros szam. O

Ezzel belattuk a kovetkezd allitast:

2.2. ALLITAS. A (14) negyedfoki egyenletnek pontosan egy pozitiv gydke van,
azaz a staciondrius megoldas egyértelmd. O

A negyedfoku polinom gytkei meghatarozhatok a jol ismert algebrai médszer-
rel, ha az egyiitthatok pontosan adottak. Mivel nekiink nincs sziikségiink az Osszes
gyokre, igy egyszeribb a numerikus kézelités.

Szidarovszky [12] dolgozata alapjan gySkkeresd eljarasként azonnal alkalmaz-
hato a Newton-médszer. Mivel szamunkra csak a (14) egyenlet legnagyobb gyGke
érdekes, igy az eljaras a kévetkezd:

Legven o, az

f(x) = apz™ + an—l-Tn—1 +---+ayr+ag (an #0),
polinom legnagyobb gydke és zo > o. Az 7o kezdeti kozelitésbél elkeszitjiik az

flzk)

P IT i)
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Newton sorozatot. Legyen o =z —an. A {12] dolgozat allitasaibol kévetkezik,
hogy

P >0 (minden ke N esetén),

k
n—1
as,k)S( - ) (To — an), azaz I — an,

o® < (n—1)(zi_1 - 24),

mely utobbi becslés nem élesithetd altalanos esetben.

Az zy érték, mint a polinom gy6keinek felsd korlatja sokféleképpen meghata-
rozhat6. Lagrange-tételként ismert a kovetkezé allitas a polinom pozitiv gyokeinek
egy felsé korlatjanak a meghatarozasara.

2.3. TETEL (Kuros [10]). Legyen az
f(x) = anz™ + an—l-'lfnw1 +---+a1x+ ap

valés egyiitthatés polinom, ahol a, > 0. Legyen tovabbi ar (k <n —1) az elsé
negativ egyiitthaté. Legyen végiil B a negativ egyiitthaték abszolit értékei kéziil

a legnagyobb. Ekkor az
’ 14 (n-x)/ _B_
Qn

szam az f(z) polinom pozitiv gyokeinek felsé korlatja. |

Megjegyzés. Ha nincs negativ egyiitthatd, akkor nincs pozitiv gyok. Ez, mint
lattuk, a mi esetiinkben nem fordulhat elg.

Habar ezek alapjan a maximum-likelihood becslés mar meghatarozhato, meég-
is vizsgaljuk meg a (14) egyenlet negyedfoki polinomjat, mint fiiggvényt, mert
latni fogjuk, hogy kozvetlenil is belathato, hogy csak egy pozitiv gyoke van az
egyenletnek. Egyszeri atalakitasok utan értékes osszefiiggések deriilnek ki, ame-
lyek fontosak a szimulaciés eredmények feldolgozasanal. Tovabba megadunk egy
masik modszert a stacionarius gyok meghatirozasara.

Legyen

f(z) = 253z + [85] + 253 + 2(m; — mp)? — 02 T2+
+ (853 + 853 + 8(my — m2)? — 502 T)x? + [8s% — 802 T ]z — 402 T.

Abbél, hogy f(0) = —402 T, tudjuk, hogy létezik pozitiv gyok (a féegyiitthaté po-
zitiv). Tovabba vegyiik észre a (11)-(12) egyenletrendszerben, ha m; = m,, akkor
egyrészt m = m; = my, masrészt ekkor k-ra az egyenlet masodfokara redukalhato.
Ebben az esetben a k = —2 kétszeres gyoke a negyedfokd egyenletnek. Ezenkiviil

f(—2) = 16(m1 — m2)2.
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46 FEGYVERNEKI SANDOR
Ezek adtak azt az Gtletet, hogy rendezziik at fiiggvénytinket a kovetkezd alakba:
f(z) = {2532 + [23% +2(my —my)? - oﬁ,T]x - 02T }Hzx +2)? — 8(my — my)%a.

Ebbdl is jol latszik, hogy

(1) ha my = mq, akkor a —2 kétszeres gyok, és ezenkiviil létezik egy pozitiv és
egy negativ gyok is;

(2) ha m; # ma, akkor az f(z) = 0 egyenlet atrendezhetd a kovetkezéképpen:

T 1

15) =557 = 3omy =

- {2s32% + [257 + 2(my — m2)® ~ 02 T)z — 02T} .
2

A (15) egyenlet bal oldala kdnnyen &brazolhatd, hiszen a kévetkezd jellemzdk
allapithatok meg:

Racionalis tortfiiggvény, amelynek kétszeres polus helye van —2-nél, zérushelye
0-n4l, maximuma van 2-nél és a maximum 3’ inflexiés helye van 4-nél, a (—o0,4]
intervallumon alulrél konkav, mig a [4,4+00) intervallumon konvex. A hatarértéke
+oo esetén 0 (1. abra). A figgvényvizsgalat alapjan jol lathato, hogy a fiiggvény
egy viszonylag szik intervallumban valtozik, ha x > 0.

A (15) egyenlet jobb oldalanak az alakja is kénnyen meghatarozhaté, hiszen
egy parabola, amelynek f6egyiitthatéja pozitiv, mig a konstans negativ, igy pozitiv
és negativ z-tengelymetszete is van.

Ez viszont azt jelenti, hogy az = > 0 félsikon pontosan egy metszéspontja van

a két figgvénynek.
A pozitiv gyok meghatarozasara a kovetkezs iteraciét is hasznalhatjuk:

m(O) = ma,

/{(k) . U,?UT hat 23% - Q(m(k) — m1)2+
 2[2s% + 2(m®) - my)?

252 4+2(m*) —m,)2—021 2+80’3]1 82+ (m*k) —my)?
1
2[252 + 2(m(%) — my)?]

k)

m(k+1) _ m; + K(k)mz
24 &)

Ez a modszer egyszertien az elsé egyenletbd] kifejezett m értéket behelyettesitve
megoldja a masodfoki egyenletet x-ra, s ezt folytatja, amig valamilyen megallitasi
szabaly alapjan eléri a megfeleld pontossagot. A tovabbiakban ,,gyckos” iteracioként
hivatkozunk réa.

A szimuléacié soran 6sszehasonlitjuk a két modszer esetén az iteraciok szamat és
a gyorsasagot. [tt az Osszehasonlitasbol csak annyit emeliink ki, hogy a szimulacié
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2 g I
:::2:5 +§:1:—3

1. dbra.

soran alkalmazott pontossag mellett a két modszer altal meghatarozott gyokkoze-
litések eltérése kisebb volt, mint a pontossag. Tovabba a szamolési id6 — a hasznalt
szamitogépes koriilmények mellett — csak akkor volt 6sszehasonlithato, ha ugyanazt
a gyokkeresést 10° alkalommal megismételtiik.
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48 FEGYVERNEKI SANDOR
3. Az elégséges statisztikik eloszlasarol

Legyen a (&1,&2) véletlen vektor sdriiségfiiggvénye

_ 1 (x1 —m)? = 2p(x; — m)(z2 — M) + (T2 ~ m)?
Sl = e { - )

Tehat a (£1,&2) véletlen vektor normalis eloszlasi, ahol

E(6) = E(&) =m, D*(&)=D*&) =0 & r(éi,&)=p.

Keészitsiik el a £, & mintaelemekbdl] (nem fiiggetlenek) az atlagot (jeldlje ;) és a
tapasztalati szorasnégyzet kétszeresét (jelolje 72), azaz

&1+6& (61— &)

1=F g =T

Az (m,7n2) véletlen vektor sirdségfiiggvényének meghatarozasahoz a megfelels
transzformaciok:
1 + T2 _(z1 - T3)?

2 3 Y2 = 2 .
Ez a transzforméaci6 leképezi az A = R? halmazt a B = {(yl, y2) lvyi € R,y > 0}
halmazra. De ez a transzformécié nem egyértelmd, és a B halmaz minden elemének
(kivéve, amikor y; = 0) két elem felel meg az A halmazban. Igy az inverzfiiggvények
két csoportja tartozik a transzforméacidhoz:

$1=y1—vy2—27 $1=y1+”%7
x2=y1+\/y?2, I2=y1—\/%‘

Tovabba az A halmaz nem irhaté fel két olyan diszjunkt halmaz uniéjaként, ame-
lyek mindegyike esetén a transzformacionk a B halmazra képez. A problémat az A
halmaznak azok a pontjai okozzak, amelyek az £; = x5 egyenletii egyenesen feksze-
nek. Ekkor ugyanis y; = 0. Azonban mondhatjuk azt, hogy f(z1,z2) = 0 minden
olyan pontban, ahol r; = z5. Ezt megtehetjlk anélkiil, hogy az eloszlas megvaltoz-
na, hiszen ezen pontok valészindsége 0.

Legyen tehat A = R2\{(:1:1,:c2) |2y = zg}. Ez a mintatér az

Yy =

Ay = {(z1,22) | Z2 <71} &5 Az = {(z1,22) | z2 > 71}

diszjunkt. halmazok unidja. Ekkor a transzformacionk kolcsénosen egyértelmi az
A; (1 = 1,2) halmazok mindegyikérél az aj

B ={(y1,¥2) | ;1 €R, y2 >0},
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halmazra. Az (n1,72) véletlen vektor stiriségfiiggvénye most mar meghatarozhaté.
A transzformaciok Jacobi-determinansaira teljesiil, hogy

1
V22

Tehat az (n1,72) véletlen vektor stiriségfiiggvénye

_ 1 2 =20y —mP + (1 +p)y2 | _
9(y1,y2) = PN \/%exp{ 2071 7) } =

il = 1J2] =

V2 m-m) L S S
"mom“’{ 02(1+p)}mam¢y—z p{ zam—p)}'

Ebbdl jol 1athaté, hogy 71 és n sztochasztikusan fliggetlenek (ez ismert fliggetlen
valoszintiségi valtozok esetére). Tovabba n; eloszlasa normalis, amelyre

o3(1 +
B(m)=m e Dm) =012
Mig
72
o*(1-p)’

eloszlasa 1-szabadsagfoka x?.
Legyen n = af (a > 0), ekkor az eloszlasfiiggvényekre, illetve a sirdségfiggvé-
nyekre teljesil, hogy

R@=F(3), f@=_s(%).

azaz ha
1 1

fe(z) = Wﬁe—' ,

(V1

1
ahol T <§> = /7, és ha a = 0?(1 — p), akkor

1 T
fale) = V2ma?(1 - p)z exp {_202(1 - p) } ’

Tovabba ez azt jelenti, hogy
2 _ (G -&)°

2 4 '
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sirdségfiiggvénye

(3) alﬂ——‘pﬁ =)

A fiiggetlenség és a normalis, illetve a x2-eloszlas karakaterisztikus fiiggvénye
alapjan az (n1,n2) véletlen vektor karakterisztikus fuggvénye

- ' 1 . t202(1 +
E‘(exp {ltlnl + 'Lt27]2}) = \/1 o 02(1 p) exp {'Lt]m A (4 p) } .
— 2 —

A Radon-Nikodym-derivaltakbol ad6dé elégséges statisztikak kozott eléfordul a

62+ &2 _ (El -+-§2)2+ <§ -52)2:n12+%_

2 2 2

Az eddigiek alapjan viszonylag gyorsan meghatarozhatd

(51 +& &° +§22> _

2 2

egylittes karakterisztikus fiiggvénye. Az egyszertiség kedvéért legyen m = 0 (az elég-
séges statisztikdk egyiittes karakterisztikus fliggvénye is ebben az esetben adott a
differencidlegyenlet modszer alapjan). Tehat

plt1,t2) = E (exp {itml + ity (7712 + 723) }) =

+oo +oo

'2
_ / /eit1y1+uz(y¥+yz);e-;zﬁ*m—;z%’fm dys dy, =
m0%\/1 — p?\/y2

-0 0

2

. . v
itiy1+itay] 1 Tarm dy, =

—e—

+o0
= ) ™
= €
1 —iteo?(1 — p) VroyT+p
— 00

u2
ity +‘it2y?— ;—ﬁ“m dyl

+o00
1 / 1
= [
" /1 Z i1 - p) VroyT+p
-0
Alakitsuk 4t az integrandusz kitevéjében 1évé kifejezést a kovetkezéképpen:

2 y%
ity + itgyl - 0_2(I+—[)) =
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1 2 . 2 2 - 2
= ) (U7 —it20®(1 + p)yi — it10’(1 + p)y1] =

1

=~ [(1 —ita0®(1+ p)) ¥} — it1o®(1 + p)y1] =

_ 1=ityd® (1 +p) [ it102(1 + p) _
ST 20 (M it T

_1zitso®(1+ p) [( - o’ +p) )2_< iti0*(1 + p) ))2].

o2(1 + p) T 2= 2it0%(1 + p) 2 — 2ite02(1 + p
Ezen atalakitasokat és azt felhasznéalva, hogy a
1—ita0%(1 + 1—ity02(1 + itic®(1+p) \?
h(y) = 2 U+p) 1 2 (A+p)|f i (2 p)
mo?(1 + p) a2(1 + p) 2-2it20%(1 + p)

fiiggvény formalisan egy olyan normalis eloszlas siiriségfiiggvényének tekinthetd,
amelynek varhatoé értéke '
it10%3(1 + p)
2 — 2ity02(1 + p)’

mig szoérasnégyzete

a*(1+p)
2 — 2it02(1 + p)’
s igy
400
/ h(y1)dy: = 1.
— o0

Tehat a karakterisztikus fliggvény

1 1 —t20%(1 +
(16) o(t1,t2) = - _ exp{ 1 (2 ) }
V1 —it202(1 — p) /1~ it20%(1 + p) 4 — dityo(1 + p)

A 3. szakasz eredményeit a kivetkezoképpen osszegezhetjiik.

3.1. ALLiTAs. Ha adott két korrelalt, normalis eloszlasi valészintiségi valtozo,
akkor a beldliik képzett szamtani atlag és tapasztalati szérasnégyzet fiiggetlen. To-
vabba a tapasztalati szorasnégyzet eloszlisa egy olyan 1-szabadsagfokii x? eloszlas,
melynek a virhaté értéke

o%(1 - p)

—
Ezenkiviil a két valészintiségi viltozé négyzetisszege felbonthaté két olyan fiigget-
len 1-szabadsagfoki x?-eloszlist valésziniségi valtozé dsszegére, melyek varhaté
értéke :
o?(1 - p), illetve  o%(1 + p). O
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Megjegyzés. Ha m tetszbleges, akkor a (16) karakterisztikus fiiggvény a kovet-
kezg:

1 1 { 1 ( 5 (2m+itlc)2>}
- - expy—\m — —F——m— ,
V1 —ita02(1 - p) VI —itac c 4 — ditye

ahol ¢ = d%(1 + p). A t; = 0 esetén pedig

1 1 { itgm? }
S - €xXp _2— )
V1 —it202(1 — p) /1 — it202(1 + p) 1 —ityo2(1 + p)

azaz a két valosziniségi valtoz6 négyzetdsszege felbonthaté olyan centralis és nem-
centralis 1-szabadsagfoku x2-eloszlasii valésziniiségi valtozok Osszegére, amelyek
figgetlenek.

4. A paraméterek becslése

Az eddigiek alapjan lathatd, hogy a A paraméter becsléseinek vizsgalatahoz

sziikségiink van az
(ml - m2)21 5%7 S%

statisztikikhoz k6t6d6 eloszlasok paramétereinek a becslésére. A 3. szakasz alap-
jan tudjuk, hogy s? eloszlasa mindig 1-szabadsagfoki x?, mig Cox [5] szerint, ha
a harom paraméter mindegyike ismeretlen, akkor az s2 a Karhunen-Loeve sorfej-
tés alapjan reprezentalhato, mint fiiggetlen nemcentralis x2 eloszlast valoszintiségi
valtozok silyozott Gsszege, ezért ebben a szakaszban Gsszefoglaljuk szimulacidk ki-
értékeléséhez, az aszimptotikus esetek vizsgalatahoz sziikséges fogalmakat és ered-
ményeket.

A szimulicié statisztikai vizsgalatahoz sziikséges a x?-eloszlast valészintiségi
valtozo reciprokanak az eloszlasa és jellemzése.

1
Legyen ¢ x2-eloszlasu és n = E, ekkor az eloszlasfiiggvény, ha z > 0,

F,,(x)=2—2<1>( %)

ahol ® a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.
Ezutan meghatarozzuk a skdlaparaméter maximum-likelihood becslését:

Tehat a &1, &2, . . ., &, figgetlen minta, amelyhez tartozé eloszlasfuggvény
F(z)=2—2<I>< %) ha z > 0.
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A megfelels sdrdségfiiggvény

amelybél a likelihood fiiggvény

L(&,&, ..., &n;0) = —Zlnf(&i) = ——lna — —Zlnéz ln (2m) + %Z%
=1

Ebbél

Cox [5] alapjan tudjuk, hogy az s2 statisztika esetében a nemcentralis x2-
eloszlas paramétereinek a becslésével kell foglalkoznunk. A nemcentralis x2-eloszlas
tulajdonsagainak, illetve a paraméterbecsléseknek egy kiting Gsszefoglalasa talal-
haté a [9] kényvben. A paraméterek becslése soran szamos probléma vetddik fel,
viszont szamunkra az a fontos eset, amikor a szabadsagi fok r = 1, és

E@€=p D=0 & n=¢,

ekkor az eloszlasfiiggvény, a siirtiségfliggvény, a varhaté érték és a szorasnégyzet a

Kovetkezd:
Fo(z)=® (ﬁcal‘—‘) - ("‘/—%@ (z > 0),

o= e [ () o (RE22)] oo,

E(n) = 1 + a2,

D*(n) = o®(4p® + 20%),
ahol p a standard normalis eloszlas siriségfiiggvénye.

A vizsgalatok azt mutatjak, hogy méar ekkor sem egyszer numerikusan meg-
hatérozni p és ¢ maximum-likelihood becslését (1. [9]). Viszont a momentumok
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2
modszerének hatasfoka ,kicsi”, ha a ¥ = It_2 nemcentralasi paraméter kozel van az
o
egyhez vagy kisebb egynél. Egyszeriibb meghatarozni a paramétereket, ha a

(17) VN =0 + gl

eloszlasanak paramétereit hatarozzuk meg. Ekkor a maximum-likelihood becslése-
ket meghatarozo egyenletrendszer felirhat6 a kovetkezd alakban:

1m
22 | =2
pe+o =—E 1;,-2,

ahol 73,1, - . ., i fiiggetlen minta eloszlasa megegyezik a (17) valészintségi valtozo
eloszlasaval. Az egyenletrendszer megoldasara pedig a [6] cikkben leirt ,ping-pong”
algoritmust hasznaljuk.

A szimulacids vizsgalataink egyik iranya, hogy a A milyen ,kis” értékei mellett
hasznalhaté a x?-eloszlas a konfidenciaintervallum készitésére. Hiszen ha X érté-
ke ,nagy”, akkor a hatareloszlas-tételek szerint a normalis eloszlis, mig a koztes
értékekre a [2] cikkben megadott tablazatot hasznaljuk.

Ha egy sztochasztikus modell csak kozelitdleg teljesiil, azaz ha a mintaelemek
eloszlasa csak megkozelitGen ismert, akkor szokas tin. robusztus modszereket alkal-
mazni. A [6] cikkben egy olyan robusztus paraméterbecslési eljarast adtam meg
egy eloszlastipus hely- és skilaparaméterére, amely tobbek kozétt jol alkalmazhato
a x? tipus reciprokanak a vizsgalatara is. Tovabba jél hasznalhaté a nemcentralis
x? esetén is. Ennek rovid leirasa a szimulaci6s eredmények mellett talalhato (a cikk
I1. részében).

5. Sorfejtések kézel nemstacionarius esetben

A (15) egyenlet bal oldalan lévé fiiggvény nagyban segiti az aszimptotikus ki-
értékelést, igy megadjuk az altalanositott sorbafejtését:

1 1 3 1 5
. Zz—Zz2+ﬁz3—§x4+az5+0($ﬁ), ha z — 0,
z2- Y1 4 12 32 1 :
(I+2) ————2‘+—3——4+O(—5>, ha £ — +o0.
T T T T
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Az elégséges statisztikak varhato értékének és szérasnégyzetének altalanositott
sorbafejtése és az ebbdl ad6do hatarértékek, ha k — 0, illetve K — 4-00:

1 1 1 )
—— et -k - — O(k%), h 0
, s~ atgt Tt (), hak —0,
e h .
4K + dkexp(k)’ a k= too
1 1 1 1, s
Sk —k24 O h 0
, P 6+24ﬁ 50" + O(x®), ha k-0,
Bm)=01 1 1
e h :
K2 n3+n3exp(rt)’ a K= too
111 1, ,
4 k- K240 h 0
2% a1t gt TOK) has=0,
E(mymy) = 1 1
S U — h .
L2k2  2kZexp(k) B K= 400
1 1
— — — k2 +0(K%), ha « — 0,
9 12 120
Bllm-ma)) =97 11 1) 1
-— - — —+—=+—=)——, h — +00.
4k K3 <4n K2 n3> exp(x) a o
1 1 1
- — k4 —Kk*+0(k*), hak—0,
, 1 8" Ty
E(sl): 1 1
—_———, ha Kk — +o0,
L4k 4rexp(k)
11 1, 5
kit —K240 h 0
) 6 7"t igr TOR) har—0,
Bl)=y1 1 1 1
— -+ -———, har— too.
L2 k%2 k% K3exp(k) af T Too
1 1
— — —k+ O(K?), ha k — 0,
R F T
D%(s3) =
' ! ) +i+0 1 ha Kk — +o0
2k3  4r? K kiexp(k) )’ |

A 3. szakaszban ismertetett eredmények alapjan lathat6, hogy érdemes meg-
adni a 62(1 — p) és 02(1 + p) értékekhez kot6ds sorfejtéseket is, ha
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(1. 1 1 43 3
1—6_'\_ 2"2)\+ﬁ/\ +O0(X%), ha\X—0,
2 )1 1
kz\‘——2)‘exp()\), ha A — +o0.
T | L w5 o
1+e_’\_< x=5 4/\—-1—2)\ +O(X\°), ha\—0,
2 )1 1
k5/-\-+—2)\exp(/\), ha A — +oo0.
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NEW STATISTICAL INVESTIGATIONS OF ORNSTEIN-UHLENBECK PROCESS. I.
THEORETICAL BACKGROUND

SANDOR FEGYVERNEKI

An asymptotic analysis is presented for estimation in the three-parameter Ornstein—Uhlen-
beck process, where the parameters are the local mean, the drift and the variance coefficient. Sec-
tion 1 is a short overview about properties of stationary Gauss—-Markov process, Radon-Nikodym
derivatives, sufficient statistics and their distribution. The maximum likelihood estimate of the
parameter vector is a solution of a rather complicated system of equations. In Section 2 we de-
scribe the methods for solving maximum-likelihood equations. In the rest of the paper we give
some basic results which are necessary to statistical investigations and simulations. We determine
the distributions of some simple statistics, that is, the distribution of the mean and variance of
the sample where the sample size is two and the elements are correlated and normal distributed.
In Section 4 we give the maximum likelihood estimator for the parameter of reciprocal chi-square
distribution and noncentral chi-square distribution. At the end of the paper generalized series
expansions are given for the expectation and variance of some sufficient statistics.
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