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SS-TIPUSU IGAZMONDO-HAZUG FEJTOROK GRAFELMELETI
MEGKOZELITESBEN

NAGY BENEDEK

Debrecen

Olyan igazmondé-hazug fejtorck grafjait vizsgaljuk részletesen, amikben minden
szerepl6 csak egyszerd mondatokat mondhat valamely szerepls tipusar6l. A graf-repre-
zentacidban a tiszta rejtvényekr§l — amelyekben az elhangz6 mondatokon kiviil nincs
plusz informéciénk — minden informacié benne van. A lehetséges grafok tébb érdekes
tulajdonsagat is bemutatjuk. Megmutatjuk, hogy nincs olyan tiszta egyszeriimondatos
igazmondé—hazug fejtérd, aminek egyetlen megoldasa van. A grafban az élek kétféle si-
lytak lehetnek, iranyitdsuk viszont nem jatszik szerepet. Bevezetjilk a maximalis és a
minimalis fejtorék fogalmat, amelyek a teljes grafokhoz, illetve a feszit6erdékhoz kithe-
téek. Mutatunk egy algoritmust, amellyel barmely tiszta rejtvénynek meghatarozhatjuk
a lehetséges megoldasait a graf Gsszefliggé komponenseinek vizsgalataval.

1. Bevezetés

A logikai fejtérdk mindig érdekelték az embereket, koztiikk minden korosztaly
talal a tudasszintjének megfelelt. R. Smullyan az egyike volt az els6knek, aki tu-
doményos, logikai szempontbol is vizsgalta Sket, nagysikerd kényveket irva a téma-
korben, amikbdl tobbet magyar nyelvre is leforditottak ([4], [5], {6], [7]). Aszalos
Laszlé [1)-ben, illetve PhD dolgozataban egy, a mesterséges intelligencidban hasz-
nélatos, az Gn. tablé-moddszerrel, illetve Prolog nyelvil programokkal oldott meg
kiilénb6zd tipusu fejtéréket. Ebben a cikkben csak olyan igazmondé—hazug fejto-
rékkel fogunk foglalkozni, amelyekben az igazmondék minden atomi allitasa igaz, a
hazugoknak pedig minden atomi allitasuk hamis. Az alapdefiniciok utan elkészitjik
e rejtvények graf-reprezentacidjat, megvizsgaljuk szerkezetiiket. A fejtoréket a le-
hetséges megoldasaikat megtartva bévithetjitk in. élhozzaado lépések segitségével, -
amig el nem érlink az ezekkel a megoldasokkal rendelkezé maximalis feladvanyig.
A feladvanyokat a grafjaik segitségével, G4j médszerrel oldjuk meg, amiben az an.
kiértékels nyilak jatszanak jelentds szerepet.
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2. Alapdefiniciok

Azért, hogy matematikai szempontb6l pontosan el tudjuk érnt a célunkat, sziik-
séglink van néhany fogalom meghatarozasara. Néhany definicié egyelére altalano-
sabb, mint amire most szilikséglink lesz, ezekrél késébb még szolunk.

2.1. Definicio. Atomi allitdsnak (vagy egyszeri mondatnak) neveziink egy
részéllitadsokra nem bonthaté allitast.

2.2. Definicid. Egy embert (ersen) igazmondénak (az angol Strong szébol
roviden: S-truthteller) neveziink, ha minden atomi allitasa igaz, gyengén igazmon-
dénak, ha legalabb egy atomi allitdsa igaz (feltéve, hogy megszo6lal). Hasonl6an
egy ember erfsen hazug, ha minden atomi allitasa hamis, illetve (gyengén) hazug,
amennyiben legalabb egy atomi allitdsa hamis (ha mond egyaltalan valamit).

Konnyen belathatjuk, hogy aki nem mond semmit, az barmilyen tipusa lehet
a fentiek koziil.

Evidens, hogy az (er8sen) igazmond6 allitasai logikai és mivelettel dsszekotve
igazat adnak, a gyengén igazmondd allitasait 6sszekapcesolva logikai vagy miivelettel
szintén igaz az eredmény. Ennek megfelel6en az erésen hazug ember allitdsainak
diszjunkcidja is hamis, mig egy gyengén hazug allitasainak konjunkciéja is hamis
lesz.

Ebben a cikkben mi csak olyan tipust atomi allitdsokkal foglalkozunk, ami egy
a feladvanyban szerepld személy igazmondé, illetve hazug voltat allitja, szereplGink
pedig erdsen igazmondok, illetve erdsen hazugok. (Az ,erésen” jelz6t innen kezdve
nem mindig fogjuk kitenni.) Formélisan tehat:

2.3. Definicio. Egy fejtorét SS-tipusiunak neveziink, ha benne minden szerepld
csak ,a j. szerepld hazug”, illetve ,a j. szerepls igazmondd” alaku kijelentéseket
tesz.

Egy fejtorét tisztanak neveziink, ha a benne szerepl6k altal mondott monda-
tokon kiviil nincs egyéb informéaciénk a megoldashoz.

Ebben a cikkben tiszta fejtorskkel fogunk foglalkozni, szemben pl. [8]-cal, ahol
olyan programot prezentaltunk, amely nem tiszta fejtoréket is képes generalni.

2.4. Definicio. Egy fejtoré megoldasanak hivjuk azt a fliggvényt, amely a ben-
ne szerepld emberek mindegyikéhez hozzarendeli az {igazmondo, hazug} halmaz
egyik elemét, és igy minden ember altal mondott allitas az adott ember tipusanak

megfelelen alakul.
Két megoldast kiilonbdzdnek neveziink, ha legalabb egy szerepl6hdz nem ugyan-

azt az értéket rendelik. .

2.5. Definicio. Egy feladvany megoldhato, ha van megoldasa, tovabba egy
fejtorst akkor neveziink jonak, ha pontosan egy megoldésa van.

A jo fejtorskben minden ember tipusa egyértelmien kideriil a megoldas soran.
Valéjéban az ilyeneket szeretjiik, hasznaljuk feladvanyokként pl. rejtvénydjsagok-
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ban. Amelyik fejtorének nincs megoldasa, azokat valojaban nem is szoktuk annak
tekinteni.
A fejtorsket szemléletessé tehetjitk a graf-reprezentéacio segitségével.

2.6. Definicid. Egy fejtors graf-reprezentaciéjan a kovetkezé iranyitott gra-
fot értjik: A graf cstcsai legyenek a fejtérében szerepls emberek. Az éleket pedig
kétféle nyillal jeloljiik: folytonos nyillal, ha valaki azt allitja valakirél, hogy igaz-
mondo; és szaggatott vonallal, ha azt allitja, hogy hazug. (A nyil az allitast tevétsl
mutat arra, akirsl az allitas szol.)

2.1. Megjegyzés. Tulajdonképpen a kétféle éltipus egy olyan stilyozott grafot je-
lenit meg, amelyben minden &l kétféle sulyi lehet, célszeri pl. a szaggatott nyilnak
1-es, mig a folytonos nyilnak 2-es silyt megfeleltetni.

2.2. Megjegyzés. Altalanos esetben az allitasoknak megfelels logikai formulat
diszjunktiv normal formajava alakitjuk, és a graf-reprezentacioban az egy csticesbél
indul6 ,és-éleket” Osszekotjiik. Igy a feladvany ,és-vagy grafjaban” minden infor-
macié benne lesz.

2.7. Definicio. Egy feladvany grafjaban kiértékels nyilnak hivunk egy élt ak-
kor, ha valamelyik végpontjiban levs ember tipusa mar ismert, és ez alapjan meg
tudjuk mondani a méasik végpontban levd ember tipusat.

2.8. Definicio. Két feladvanyt ekvivalensnek neveziink, ha grafjaik izomorfak.

2.9. Definicié. Az P és a Q feladvanyokat (gyengén) ekvivalensnek neveziink,
ha P megoldasa(i) pontosan ugyanaz{ok), mint a Q megoldasa(i).

Most nézziink meg részletesebben a cimben is szerepld feladvanytipust.

3. Erdsen igazmondo6 — erdsen hazug (vagyis SS-tipusi) fejtérék

Ebben a cikkben olyan feladvanyokkal foglalkozunk, amelyben minden igaz-
mond6 erésen igazmondé, illetve minden hazug erGsen hazug (innen, az erdsen
szavakbol az SS-tipus). Tehat a feladvany a kovetkezd alakot olti:

Adott n szama ember, akik mindegyike vagy igazmondd, vagy hazug. Az igaz-
mondodk csak igaz egyszerd mondatokat tudnak mondani, a hazugok pedig csak
hamisakat. Minden ember a kévetkezd kétféle atomi mondatokat mondhatja: az
n ember kozil valamelyikré] azt allitja, hogy igazmondé; vagy pedig azt allitja,
hogy hazug. Egy ember tébb allitast is tehet. (Ekkor minden allitasa kiilon-kiilon
a tipusanak megfelels.)

Formalisan:

Jeloljik az ¢. embert B;-vel, ekkor B; tetszéleges B; emberrdl a kévetkezd Al-
litasokat teheti:

(1) B; azt mondja, hogy B; igazmondé;
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(2) B; azt mondja, hogy B; hazug;
(3) - (B; a Bj;-r6l nem mond semmit);
ahol 1 <14,5 < n.

3.1. Megjegyzés. Mivel ebben a fejtorétipusban minden 4llitds atomi, ezért
helytallé az ,egyszeriimondatos” fejtorék elnevezés is.

- Ahhoz, hogy behatébban megvizsgilhassuk e fejtérétipus lehetséges grafjait,
vezessiik be a kovetkezd roviditést. Jeldljiik az erdsen igamondé tipust az I, az
erdsen hazug tipust a H betivel.

3.1. LEmMMA. Az SS-tipusu fejtorck grafjaban (a hurokélektdl eltekintve) min-
den él kiértékeld nyil.

Bizonyitds. Mivel minden ezekben a fejtérSkben szereplé ember tipusa erés,
ezért minden egyes allitasa (vagyis minden egyes él) pontosan meghatéarozza a ti-
pusat. Esetekre bontva ez a kivetkezdképpen néz ki:

a kiértékels nyil a kiértékelés soran megtudjuk a masik ember tipusat is

I — I — I (igaznak kell lennie az allitasnak)

I —-» I —--»H (igaznak kell lennie az allitasnak)

H— H—H (hamisnak kell lennie az allitasnak)

H—-» H—-1 (hamisnak kell lennie az allitdsnak)
— I I — 1 (igaz az allitas: igazmond6 mondta)
—-s I H—-1 (hamis az &llitas: hazug mondta)
— H H-— H (hamis az 4llitas: hazug mondta)
—-+ H I —-» H (igaz az allitas: igazmondé mondta)

Az elébbi lemma akkor nyujthat segitséget, ha a megoldas méar részben ismert
(pl. ez gyakran el6fordul nem tiszta fejtorék esetén).

3.2. Megjegyzés. A kiértékelS nyilakat megfigyelve lathatjuk, hogy a folytonos
nyillal 6sszekotott csacsok tipusa megegyezik, mig a szaggatott nyillal 6sszekototte-
ké ellenkezé. A nyil iranyitasa pedig nem jatszik szerepet ezekben a rejtvényekben.
Ezért a tovabbiakban az ilyen tipusi fejtorék grafjainak éleit nem tekintjik iranyi-
tottnak. A nyil helyett a vonal sz6t is hasznaljuk.

Ha pl. két kiilonbozd kiértékeld nyil egy csicsban az I és a H tipust is megje-
leniti, akkor ellentmondéast kapunk, igy nem lehet megoldas.

3.2. LEMMA. Egy megoldhaté fejtoré grafjaban nem lehet két csics mindkét
tipust éllel dsszekdtve.

Bizonyitds. Legyen két csiucs kozt mindkétféle él. Ekkor tegyiik fel, hogy az
egyik ember tipusat ismerjiik. A masik tipusanak meg kell egyeznie ezzel, hiszen
folytonos él van koztitk, masrészt ellenkezdnek kell lennie, hiszen szaggatott él is
vezet koztiik. Ez ellentmond annak, hogy a feladvany megoldhaté.

Ennek a lemmanak kozvetlen kévetkezményei a fejtorék nyelvére atfogalmazva
a kovetkezdk.
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3.1. KOVETKEZMENY. Ha egy SS-tipusit fejtérének van megoldasa, akkor ben-
ne senki nem &allithatja senkirdl azt is, hogy igazmondé és azt is, hogy hazug.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C azt allitja a D-rél, hogy igazmondé, és azt is al-
litja a D-rél, hogy hazug. Ekkor e két allitasbol pontosan az egyik igaz. C nem lehet
igazmondd, hiszen akkor minden allitdsanak igaznak kellene lennie, masrészt a C
hazug sem lehet, mert akkor minden allitasanak hazugsdgnak kell lennie. Marpedig
a fejtérében csak igazmonddk, illetve hazugok szerepelhetnek. Ez ellentmondas.

3.2. KOVETKEZMENY. Megoldhaté SS-tipusi fejtérében senki sem &llithatja
olyanrol, hogy igazmondd, aki réla azt allitja, hogy hazug.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C azt allitja a D-rél, hogy igazmondo, és D azt
allitja C-rél, hogy hazug. Ekkor C nem lehet igazmondé, hiszen akkor D is az lenne,
aki most éppen hazugsagot allit. C hazug sem lehet, mert akkor a D is hazug lenne,
mikdzben éppen igaza van. Ez ellentmondas.

3.3. LEMMA. Egy megoldhaté SS-tipust fejtoré nem tartalmazhat szaggatott
hurokélt, vagyis senki sem 4llithatja 6nmagéarél, hogy hazug.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy C 6nmagardl azt allitja, hogy hazug. Vilagos,
hogy C igazmondé nem lehet, mert ekkor hazug is lenne, ami ellentmondas. Ha vi-
szont C hazug lenne, akkor ez az allitisa igaz lenne, ami szintén ellentmondas (ez
a jelenség egyébként Hazug-paradoxonként ismert).

A graf nyelvén bizonyitva: ha van szaggatott hurokél a grafban, akkor mivel
ez az él is kiértékels nyil a végpontjainak kiilonb6z§ tipusinak kell lennie, ez el-
lentmond annak, hogy a hurokélnek csak egyetlen végpontja van, ami nem lehet
egyszerre H és I tipusu is. Tehat ennek a fejtor6nek nincs megoldasa.

3.4. LEMMA. Egy egyszerifmondatos igazmondé—hazug rejtvényben minden
szerepld allithatja magdrél, hogy igazmondo.

Bizonyitds. Barmely tipusi csticsot 6sszekothetiink sajat magéaval folytonosan,
hiszen a tipusa megegyezik a sajatjaval, ez nem befolyasolja a feladvany megolda-
sa(i)t.

3.5. LEMMA. Egy n szereplés erésen igazmondé-erésen hazug rejtvényben
minden ember maximum 2n kiilénbézé allitdst tehet, vagyis dsszesen maximum
2n? 4llitas hangozhat el.

Egy n szereplds, megoldhaté erésen igazmonddé-erésen hazug rejtvényben min-
den ember maximum n kiilénb6zé allitast tehet. Ez 6sszesen maximum n? allitast
Jelent.

Bizonyitds. A lemma els6 része trivialis, hiszen barmely szerepld legfeljebb
két kiilonb6zd atomi allitast mondhat ugyanarrdl a személyrdl. Most bizonyitsuk
a masodik részt. A 3.2. Lemmaval (illetve annak 1. Kovetkezményével) belattuk,
hogy barmely ember barmely masikrol pontosan egy allitast tehet. A 3.4., illetve
3.5. Lemmabd! kévetkezik, hogy sajat magarol is pontosan egy allitast tehet. Tehat
barmely szerepld Gsszesen annyi allitast tehet, ahany szereplds a rejtvény.
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3.6. LEMMA. A tobbszoros éleket elég egyszeresen figyelembe venniink, az
eredetivel megegyezi lesz a megoldas.

Bizonyitds. Az el6z6 lemmak alapjan barmely két csics kozott legfeljebb egyféle
él vezethet, amelynek az iranyitisa nem lényeges. A kiértékels nyilakat figyelembe
véve barmely két csiicsot Gsszekotd él ugyanannyi informaciot hordoz, mintha két
vagy akar tobb ugyanilyen tipusu él lenne koztiik.

A tovabbiakban barmely két csiics kozott legfeljebb egy azonos tipusa élt ve-
szink figyelembe.

4. A fejtorsk grafjanak manipulalasa

A graf manipulilasian most elsGsorban élek hozzaadasat értjiik. A fejezet végén
azonban élek elhagyasaval kapcsolatos eredményeket is kozliink.

Ahhoz, hogy tobbet tudjunk mondani e grafokrol ebben a részben olyan mod-
szert mutatunk, amelynek segitségével ugy vehetiink éleket a grafhoz, hogy a meg-
oldas(ok) ne valtozzon(anak) meg. Ezeket a lépéseket mutatja a kovetkezd tablazat.

4.1. Definicio. A kovetkezi lépéseket élhozzaado léepéseknek nevezziik, ameny-
nyiben a kiegészité ¢l még nem szerepelt a grafban. Legyen A, B és C tetszleges
harom csucs, ekkor
ha az eredeti fejtéroben benne vannak a kovetkezd élek, akkor a kiegészits él

1. A B c A c
2. A B----- c A----- c
3. A----- B----- c A——C

4.1. LEMMA. Ha adott a P rejtvénynek egy megoldasa, akkor ez megoldisa
annak az R rejtvénynek is, amit a P-bdl valamely az — el6bb felsorolt — élhozzsadé
lépéssel kaptunk.

Bizonyitds. Ha az elss lépést alkalmaztuk, akkor az eredeti megoldasban a B
és az A valamint a B és a C tipusanak meg kell egyeznie, tehat az A és C kozé a
folytonos él behizhaté.

Ha a masodik lépést alkalmaztuk, akkor az A és a B azonos tipusi, mig a B
és a C kiilonbo6zd, igy az A és a C is kiilonbo6z6, jogos koztiik a szaggatott nyil.
A barmadik 1épés alkalmazasakor a B az A-val és a C-vel is ellentétes tipusy, igy
mivel csak kétféle tipus van, az A és C tipusa egyforma, koztiik folytonos vonal
lehet.

4.1. KOVETKEZMENY. Az élhozzdadé lépésekkel az eredetivel gyengén ekvi-
valens fejtorcket kapunk.

4.2. LEMMA. Ha valamelyik élhozzaad6 lépéssel olyan rejtvényt kapunk,
amelyben szaggatott hurokél jelenik meg, vagy két csics mindkétféle éllel dssze
lesz kétve, akkor az eredeti rejtvénynek nincs megoldisa.
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Bizonyitds. A 3.2., illetve a 3.3. Lemma szerint ilyen fejtéré nem lehetséges
megoldéssal, mivel a 4.1. Lemma alapjan ami az eredetinek megoldasa az ennek is,
igy az eredeti rejtvénynek sem lehet megoldasa.

4.2. Definicié. Egy SS-tipusi feladvanyt maximalisnak mondunk, ha élhozza-
adé lépéssel nem adhaté grafjahoz tjabb él.

4.1. TETEL. Minden megoldhaté feladvianyhoz pontosan egy olyan maximalis
fejtérd tartozik, amit az eredetibdl élhozzdadé lépésekkel megkaphatunk.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a Q és az R is olyan maximalis fejtoré grafja, amit
a P-bél nyertiink élhozzaadd lépések segitségével. Ekkor mivel Q és R maximalisak,
egyikbe sem lehet 1j élt felvenni ily modon. Tegylik fel, hogy a Q-ban az A és a
B csiics Gssze van kétve. Ekkor belatjuk, hogy ezek a csiicsok az R-ben is dssze
vannak kotve ugyanilyen médon. Ha az A és B folytonos vonallal van dsszekotve,
akkor tipusuk megegyezik a megoldasban. De ugyanez a megoldasa a P-nek is a
4.1. Lemma alapjan, s6t ez a megoldas megoldasa az R-nek is. Tehat mivel az R
maximalis, és benne az A és B csticsok tipusa megegyezik, e két csicsnak az R-
ben is 6ssze kell kotve lennie folytonos éllel. Hasonldé gondolatmenettel belathato
az az eset is, amikor a két csiics szaggatott vonallal van 6sszekotve. Megforditva a
Q és az R szerepét lathatjuk, hogy ha egy él az R-ben benne van, akkor a Q-ban
is benne kell, hogy legyen. Ezzel belattuk, hogy a @ és az R graf megegyezik.

4.2. TETEL. Egy fejtérébdl kapott maximalis grafban az eredetileg dsszefliggd
részekben minden csiics mindegyikkel ossze lesz kotve, az eredetileg nem ésszefiiggd
részek kézott pedig tovabbra sem lesz él.

Bizonyitds. ElGszor azt bizonyitjuk, hogy az Gsszefiiggd részben minden csics
Ossze lesz kotve. Legyen az eredeti grafunk P, a bel6le kapott maximalis graf pe-
dig R. Egy grafban azt a részt nevezziik 6sszefliggének, amelyen barmely csicsboél
barmelyikbe eljuthatunk. Tegyiik fel tehat, hogy az A és B csiicsok kozt vezet ut
P-ben. Ha a csicsok kdzvetleniil (is) dssze voltak kotve, akkor készen vagyunk, ha
nem, tekintsiink egy utat koztik: A = Bg, By,..., B; = B. Alkalmazva a megfelels
élhozzaado lépést az A, By, Bs-re nyeriink egy olyan utat, amely a Bi-et kihagy-
va egy éHel rovidebb az eredetinél. Ezt folytatva végiil elérjiik, hogy kdzvetlen él
legyen A és B kozt, aminek a maximalis graf egyértelmiisége miatt R-ben szerepel-
nie kell. Ha az A és a B kozt nem vezetett it a P-ben, akkor R-ben sem vezethet,
hiszen az élhozzaadé lépésekkel az Osszefiiggdség nem valtozik.

Tekintsiik most azt a graf-reprezentaciét, amelyben a szaggatott éleknek 1, a _
folytonosaknak 2 silyu éleket feleltetiink meg.

4.3. TETEL. Egy S5S-tipusi fejtérének pontosan akkor van megoldésa, ha tel-
Jesul a kévetkezd: ha két csics kozt vezet Gt, akkor kéztitk vagy minden ut paros
hossziisagu, vagy minden it paratlan hossziisagu.
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Bizonyitds. Tegyik fel indirekt, hogy az A és a B csicsok kozt vezet pa-
ros és paratlan hosszisagi ut is. Ekkor eldszor vegyiik a péaros hosszisagi A =
By, By,...,B; = B utat. Készitsiik el az A és B kdzti kozvetlen élt ezen t alap-
jan a 4.2. Tétel bizonyitasaban szereplé médon. Ez egy 2 sulya (azaz folytonos) élt
fog eredményezni. (Az elsé és a masodik élhozzaads lépés hasznalataval 2-vel ke-
vesebb lesz az j ut koltsége, mint az egy lépéssel hosszabb uté, mig a harmadik
lépés hasznélatakor az 4j, egy éllel révidebb ut koltsége megegyezik az elézGével.)
Hasonléan a péaratlan hosszit utboél kiindulva azt kapjuk, hogy a maximalis graf-
ban a két csics kozt 1 stlyu (azaz szaggatott) él is vezet. Ez viszont a 3.2. Lemma
alapjan azt jelenti, hogy a maximaélis fejtor6 nem oldhaté meg, ekkor viszont a
4.1. Lemma alapjan az eredeti feladvanynak sincs megoldasa. A masik irany bizo-
nyitasahoz készitsiik el a maximalis fejtérg-grafot. Ha két cstcs kozt paros hosszi
az ut, legyenek Gsszekdtve 2 stlyu éllel, paratlan hosszisagu 1t esetén pedig 1-silyu
éllel. Most megkonstrualunk egy megoldast. Valasszunk ki egy-egy csiicsot minden
komponensbdl, legyen ezek tipusa I. Legyen tovabba minden ezekkel 2 sulyu éllel
Osszekotott csics értéke I, valamint az 1 silyd élekkel kapesolodé csticsok értéke 1.
Koénnyen belathato, hogy ez megoldasa az eredeti fejtérdnek is.

4.2. KOVETKEZMENY. Ebben a reprezenticiéban két egymasbdl elérhetd
csutcesrél azt mondhatjuk, hogy pontosan akkor azonos tipusuak, ha az it kolt-
sége kettejiik kozt paros, illetve pontosan akkor ellenkezs tipustak, ha koztiik az
ut koltsége paratian.

Bizonyitds. Az el6z8 tételben belattuk, hogy ha két csiucs kozt vezet ut, ak-
kor a koztiik vezetd minden at kdltségének paritisa ugyanaz. A fejtérébsl készitett
maximalis grafban paros utkoltség esetén 2 salya (folytonos) él, paratlan utkolt-
ség esetén 1 silyu (szaggatott) él vezet a két csics kozt. Ez a kiértékels nyilakat
hasznalva éppen az allitidsunkat jelenti.

Térjiink most vissza az eredeti grafjainkhoz, hasznaljunk njra szaggatott, illet-
ve folytonos nyilakat.

4.4. TETEL. Adott egy fejtord, tekintsiik a grafjanak azt a részgrafjat, amely
csak a szaggatott nyilakat tartalmazza. Ha a fejtorének van megoldasa, akkor ez a
részgraf péros.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy adott a feladvany egy megoldasa, tekintsiik ek-
kor az igazmondok és a hazugok halmazait. A kiértékeld nyilak tulajdonsiga miatt
‘szaggatott él csak a két halmaz kozott vezethet, halmazon belil nem, tehat a szag-
gatott élek paros grafot alkotnak. (1.8.1. Definicié [3]-ban.) :

4.3. KOVETKEZMENY. Egy feladvianyhoz rendelt maximalis fejtéré grafjaban
a szaggatott élek bizonyos értelemben maximélis paros grafokat jelentenek. Ha a
fejtord grafja osszefiiggd, akkor teljes paros grafot kapunk. Ha nem &sszefiiggd az
eredeti graf, akkor Osszefiiggd részenként kapunk egy-egy teljes paros grifot a szag-
gatott élekkel.
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4.5. TETEL. Ha egy rejtvénynek van megoldasa, akkor a folytonos élek rész-
grafjai teljes diszjunkt grifok a fejtéréhéz rendelt maximalis grafban.

Bizonyitds. Vegyiik az Osszes lehetséges megoldast, nyilvanvals (a 4.2. és a
4.3. Tételek alapjan), hogy két cstics kdzt pontosan akkor vezet folytonos él, ha ti-
pusuk minden lehetséges megoldasban megegyezik. Ekkor viszont a 4.2. Tétel és
bizonyitasa alapjan ezen részek teljes grafok.

4.3. Definicio. Egy megoldas inverzén azt a fliggvényt értjuk, amely minden
emberhez pontosan az ellenkezs tipust rendeli, mint az adott megoldas.

4.3. LEMMA. Minden megoldésfiiggvény kiilonbézik az inverzétdl.
Bizonyitds. Trivialis, minden szereplSben eltéréek.

4.6. TETEL. Legyen egy feladvany grafja P. Egy f fiiggvény pontosan akkor
a P megoldasa, ha azonos tipusi csicsok kézt csak folytonos, ellentétes tipusiiak
kozott csak szaggatott él van a hozzarendelés utan.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy f megoldas. Ha két azonos tipusu csics kozt szag-
gatott él vezet, az ellentmondasra vezet, csakagy, mint két eltérs tipusa kozt levs
folytonos él (kiértékels nyilak). Tehat ha f megoldas, akkor az allitas igaz.

Most tegyiik fel, hogy azonos tipusi csicsok kozt csak folytonos, ellentétes tipu-
sdak kozott csak szaggatott él van. Ekkor minden igazmondé altal mondott mondat
igaz, hiszen beldle folytonos él csak igazmondéhoz (azonos tipusi), szaggatott pedig
csak hazughoz (ellenkezd tipusd) vezet. Hasonléan minden hazug minden allitasa
hamis, ugyanis igazmondésagot csak hazugrél (folytonos él azonos tipusithoz); azt
hogy hazug, pedig csak igazmondoérél (szaggatott él a masik tipusthoz) allit. Tehat
az f megoldasa a fejtorének.

4.7. TETEL. Tiszta erdsen igazmondé —erdsen hazug jo fejtérd nincs.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van ilyen fejtors, legyen a grafja P. Megmutatjuk,
hogy a megoldas mellett annak inverze is megoldas. Mivel a feladvany tiszta, a graf
tartalmaz minden informaciét. Ha nincs megoldas, akkor a fejtéré nem lehet jo.
Tehat van megoldasa, legyen f egy megoldas. Ekkor a 4.6. Tétel alapjan azonos
tipust cstcsok kozt csak folytonos, ellentétes tipusiak kozott csak szaggatott él
van. Vizsgaljuk meg most a g fliggvényt, ami az f inverze. A P graf csicsaiba irt
tipusokat megvaltoztatva, a kilonbség annyi, hogy amely él eddig két I csiicsot
kotott ossze, az most két H csdcsot kot Ossze, és forditva. A 4.6. Tétel feltételei
most is teljesiilnek. Tehat g is megoldas. Mivel van két kiilonb6z8 megoldasa, a P
nem lehet j6 feladvany. ‘

Az el6z8ekben a feladvany grafjat Gjabb élekkel egészitettiik ki. Vajon mit ta-
pasztalunk, ha elhagyunk egyes éleket a grafbol? Mennyire fiiggetienek egyméastol
a fejtoro élei?
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4.4. Definicio. Egy fejtoré minimalis fejtoréjének nevezziik azt a fejtorst, ami
az eredetivel gyengén ekvivalens (pontosan ugyanazok a lehetséges megoldasai), és
a legkevesebb elhangzé mondatot tartalmazza. Hasonloan értelmezziik a minimalis
graf fogalmat is.

Az €l6z6 definicid, valamint a 3.3. Lemma alapjan azt mondhatjuk, hogy az
ellentmondésos fejtorék minimalis grafja egyetlen — szaggatott hurok- — élt tartal-
maz.

4.4. LEMMA. Egy megoldhaté feladvany minimalis fejtéréjének grafjaban min-
den komponensben eggyel kevesebb él van, mint cstcs.

Bizonyitds. Konnyen belathato, hogy komponensenként egy feszitéfa, barmely
élek elhagyasaval pontosan egy minimalis fejtorét fog reprezentalni.

Osszefiiggs graf esetén egy minimalis fejtors éppen egy feszitGfat jelent, nem
Osszefliggl esetben pedig egy feszitGerdst.

4.8. TETEL. Bérmely SS-tipusi rejtvény esetén a feszitéerd6héz tartozé rejt-
vény mindig megoldhaté.

Bizonyitds. A feszitGerdSben barmely két csucs kozott legfeljebb egy ut vezet-
het. Ez a 4.3. Tétel értelmében elégséges feltétele a megoldhatdsagnak.

Az el6z6 tétel miatt vigyaznunk kell az élek elhagyasaival, mert lehet hogy egy
rejtvénynek nem volt megoldasa, ekkor a grafjanak feszitGerdeje nem ekvivalens az
eredeti rejtvénnyel.

4.9. TETEL. Ha egy hurokélmentes graffal rendelkezd SS-tipusi rejtvénynek
nincs megoldasa, akkor van legalabb két olyan, a grafjahoz tartozo feszitéerdd,
amelyekhez tartozé rejtvényeknek nincs azonos megoldésa.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a P rejtvény nem megoldhaté és grafja hurokél-
mentes. Ekkor a 4.3. Tétel alapjan lennie kell benne 2 csicsnak melyek kozt vezet
paros, illetve paratlan hosszt at is. Készitsiik el a P graf R feszitGerdejét gy, hogy
benne a fenti 2 cstics kozott paros hosszi Gt vezessen, mig a @ feszitGerdGben le-
gyen a 2 csucs kozti ut paratlan hosszi. Nyilvanvaloan az R grafot tekintve minden
megoldasban azonos értékd lesz a fenti két csics. Ezzel szemben a Q megoldésaiban
mindig kiilénb6zé értéki lesz ez a két csucs.

5. Erésen igazmondé — erdsen hazug fejtérék megoldasa

Most médszert adunk az ilyen tipust fejtorék megoldasara.

Itt jegyezziik meg, hogy a vizsgalt fejtorék egyszerden megoldhatbak az Osszes
lehetséges I-H sorozat ellendrzésével, azonban n szerepl$ esetén ez 2™ darab ,,pré-
balkozast” jelent. [tt egy probalkozas ellenérzéséhez a fejtord minden allitasat meg
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kell vizsgdlnunk, ami egyaltalan nem hatékony. Ezért most egy jéval hatékonyabb
algoritmust adunk, felhasznalva az el6z6 eredményeinket.

A kovetkezd algoritmus segitségével egy tiszta fejtors lehetséges megoldésait
allithatjuk els.

5.1. Algoritmus.
Adott a fejtors grafja, P.

1. Nézziik meg hany komponensbél &ll a graf (2.1.7. Definicié [3}-ban).

2. Komponensenként jelljiink ki egy-egy cstcsot.

3. A kivalasztott cstcsokhoz kiilon-kiilon rendeljiik hozza az {I, H} valamelyik
elemét.

4. Ciklus komponensenként: amig az adott komponens minden csticsahoz nincs
érték rendelve az {I, H} halmazbél, az élek, mint kiértékelS nyilak segitségével
az Osszefliggd részekben hatarozzuk meg a csiicsok tipusait a mar ismertekbél
kiindulva.

5. Ellendrzési fazis, csak az els6 megoldas elgallitasakor: ciklus komponensenként:
minden élre vizsgaljuk meg, hogy a végpontjaiban szerepld értékek azonosak
(folytonos €l esetén), illetve kiilonbdzsek (szaggatott él esetén).

Ha valamelyik élre nem stimmel, akkor NINCS MEGOLDAS é&s STOP.

6. Amennyiben nincs szitkséglink minden megoldas el@allitasara, akkor mar
van(nak) megoldas(ok), STOP.

7. Vissza a 3. lépésre és ott rendeljiitk az I, H értékeket az eddigiektdl eltéréen
a kivalasztott cstucsokhoz, ha ez lehetséges. Ha ez mar nem lehetséges, akkor
minden megoldast elallitottunk. STOP.

5.1. TETEL. Ha a P nem megoldhaté, akkor az 5.1. AIgoritmuS ellentmondasra
vezet. Ha a P megoldhaté, akkor pedig megoldas(oka)t allit eld.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a P nem megoldhat6. Ez azt jelenti a 4.6. Tétel
alapjan, hogy nincs olyan fiiggvény, hogy azonos tipusi csiicsok kozt csak folyto-
nos, ellentétes tipusuak kozott csak szaggatott él van a hozzarendelés utan. Ez azt
jelenti, hogy lennie kell olyan csicsnak, hogy a kiértékels nyilak segitségével ez a.
csucs I és H tipusi is lesz, ami ellentmond annak, hogy mindenki csak egyféle ti-
pusi lehet. Ilyen esetben az algoritmus nem allit els fuggvényt. Tegyiik fel, hogy a
P megoldhaté. Ekkor azt allitjuk, hogy ha az algoritmus elséllitja az f fiiggvényt,
akkor az f megoldas. Ekkor a kiértékel$ nyilakkal nem kapunk ellentmondéast egyik
komponensben sem. Tehat azonos tipusi csticsok kozt csak folytonos, ellentétes
tipustak kozott csak szaggatott él van a hozzarendelés utan, igy f megoldas.

5.2. TETEL. Legyen k a komponensek szama a fejtoré grafjaban. Ekkor lehet-
séges megoldasok szama 2%. Az algoritmus pedig mindet el6 tudja allitani.

- Bizonyitds. El6szor azt bizonyitjuk, hogy az algoritmus ennyi kiilénb6z8 meg-

oldast allit els. Az algoritmus 3. lépésében kivalasztunk minden komponensbdél
egy csucsot, és mindhez hozzarendelhetjiik az {I, H} egyik elemét, ezt pontosan
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2k_féleképpen tehetjiik meg, és ez mind mas megoldast fog eredményezni. Most be-
bizonyitjuk, hogy ezeken kiviil nincs mas megoldas. Tegyiik fel, hogy f megoldas.
Ekkor tekintsiink a P grafban minden komponensbél egy-egy csticsot, és rendeljiik
hozza az f altal adott értéket. Ekkor a kiértékels nyilak segitségével éppen az f
megoldast kapjuk meg.

Az el5z6 két tétellel megmutattuk, hogy algoritmusunk helyes és teljes.

5.3. TETEL. A nem tiszta fejtéré megoldasa mindig része az ugyanazon P
grafhoz tartozoé tiszta rejtvény lehetséges megoldésainak.

Bizonyttds. Tegylik fel, hogy f nem lehetséges megoldasa P-nek. Ekkor a graf-
ban a hozzarendelés utan ellentmondast kapunk, vagyis lesz két kiilonbozs tipusa
csics folytonos éllel, vagy két azonos tipusu csics szaggatott éllel dsszekotve. Te-
hat valamely a P graf altal hordozott informécié nem teljesiil. Ez tehat nem lehet
megoldas, akkor sem, ha a grafon kivill még mas informéaciénk is van.

Most vizsgiljuk meg az algoritmus hatékonysagat. Az elsé megoldas el§allita-
sdhoz a graf egy feszitGerdejét kell ,végigjarni”. A megoldas ellendrzéséhez a graf
osszes élét meg kell vizsgalnunk. A tobbi megoldas elallitasahoz mar csak a feszi-
téerd6k bejarasara van szitkség az algoritmus szerint.

Megjegyezziik, hogy a megoldhatosag vizsgalata torténhet a 4.3. Tétel alapjan,
de ez nem feltétleniil gyorsabb, mint ahogy az algoritmus egy lehetségesnek ting
megoldast leellendriz. :

Az algoritmus a tovabbi megoldasok eléallitasaban gyorsithaté a kovetkezkép-
pen:

Vegyiik a graf k komponensét, ezeken beliil (mint kisebb, tiszta SS-tipust rejt-
vények) a megoldasok inverze is megoldas (lasd 4.3. Lemma és 4.7. Tétel). Tehat
minden komponensre adott az algoritmus altal adott els§ megoldas és annak az
inverze. Az Osszes megoldas pedig ezek tetszés szerinti kombinacibja, vagyis az
eredeti rejtvény barmely megoldasa el6all a komponensek elsS, vagy azok inverz
megoldasaibol.

6. Osszefoglalas

Az egyszerdmondatos fejtordk definiciéja utan azok grafjait vizsgaltuk. Tobb
észrevételt tettiink arra, hogy milyen lehet egy megoldhaté feladat grafja. Ezen
kiviil bevezettiik a kiértékels nyilakat, amik segitségével a mar ismert tipusi csi-
csokbdl indulva a veliik osszefiiggs grafrészben szerepls csticsok tipusat meghata-
rozhatjuk. Az élhozzaad6 lépésekkel pedig olyan grafokat allithatunk eld, melynek
megoldasai megegyeznek az eredetiével. Ezek a lépések a lokalis informacidkat ki-
hasznalva segitenek jellemezni a grafot és megtalalni a megoldast. Belattuk, hogy
ahhoz, hogy egyértelmd megoldasunk legyen még plusz informaciéra lenne sziiksé-
glink. A médszer akkor is kivaléan miikodik, ha nem szélal meg minden szerepls.
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Egy meg nem szélalé szereplSt helyettesithetiink példaul mas atomi kijelentéssel.
Ekkor, ha a fejtdrd jo, akkor egyértelmiien kideriil e kijelentés tipusa, vagyis igaz-
sagértéke a megoldas soran. Tehat a modszert szinte valtozatlan formaban hasz-
nalhatjuk akkor is, ha a szerepl6ék nem csak egymas tipusara, hanem példaul az ez
az ut Budara vezet”, illetve (és/vagy) ennek ellenkez6jét (is) allitjak. Ekkor ennek
a mondatnak is megfeleltetiink egy cstucsot a grafban.

A graf tulajdonsagait hasznaldé modszerhez hasonlét mas tipusa fejtorékre is
alkalmazhatunk.

Kosz6netnyilvanitas
A szerz§ eziton is szeretné megkdszénni a lektor és az érdeklgds kollégak ta-
nacsait, észrevételeit.
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SS-TYPE TRUTHTELLER-LIAR PUZZLES AND THEIR GRAPHS

BENEDEK NaAGY

In this paper we define the SS-type puzzles. In these puzzles each person can say only simp-
le statements about a person type. A truth-teller can have only true assertions, and a liar can
make only false statements. We present the graph-representations of these puzzles. The graph of
a puzzle has all inforination about the puzzle in case of clear puzzles. We present some interes-
ting properties of the possible graphs of puzzies. We prove that there is no clear SS-type puzzle
with unique solution. We present an algorithm which can provide all possible solutions of a cle-
ar puzzle. In case of non-clear puzzles, we must choose among the possible solution of the clear
puzzle with the same graph.
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