Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006), 85-98.

NAGY PONTOSSAGU KEPFELDOLGOZAS

CSIRMAZ LASZLO

Budapest

Egy sziirke skilaju képen mintegy hiromszaz, nagyjabol kor alaka, 10 és 30 pixel
kozotti &tmérdjid folt kozéppontjat és sugarat kell lehets legnagyobb pontossaggal meg-
hatarozni. A feladat nehézségét az jelenti, hogy ellentétben a képfeldolgozasban szokasos
pixeles pontossaggal, ennél egy nagysagrenddel nagyobbra van sziikség. A megoldasban
kiilonbozé paraméterd szlrbkkel készitett konvolucidk geometriai tulajdonsagait hasz-
naljuk fel; nevezetesen az illeszkedés josagat a feliilet lokalis maximumaban mért gorbi-
lete adja meg. A cikkben az ujfajta megkozelités elemeit és azok matematikai hatterét
ismertetjiik.

1. Bevezetés

Egy tipikus képfeldolgozasi feladatban egy képen megadott, vagy a megadott-
hoz hasonlé alakzatot kell keresni. Gyakran elegendd csak azt eldénteni, hogy a
minta egyaltalan megtalalhaté-e a képen. A legtobb ismert eljaras a minta Gsszes
eléfordulasat par pixeles pontossiggal meg is adja. Esetiinkben képenként tobb
mint haromszaz, nagyjabol kor alaku folt sugarat és helyét kellett pixelnél nagyobb
pontossaggal megallapitanunk. A feladatot a kovetkezd modszer szerint kivanjuk
megoldani. Els6ként definidljuk mintdknak egy egyparaméteres sokasagat: minden
sz6bajovs r sugarra egy mintat, ami leirja azt, hogyan néz ki egy tipikus r sugaru
folt. Ezek utan egy gyors, heurisztikus modszerrel megkeressiik az ésszes folt ko-
zéppontjat és sugarat par pixel pontossaggal. Minden sugarra megkeressiik, hogy
ehhez a sugarhoz tartozé minta hol illeszkedik a legjobban a becsiilt kézéppont ko-
zelében, majd kivalasztjuk azt a sugarat és a hozzatartoz6é kozéppontot, ahol ez
az illeszkedés a lehetd legjobb. A tovabbiakban ennek megvalositasa soran felme-
rilé problémakat ismertetjilk azzal egyiitt, hogyan oldottuk meg, illetve hogyan
keriiltiik meg a problémat.
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Foltok helyének kozelit§ meghatarozasa nem igényel a képfeldogozasban ismert
és hasznalt modszereken tdlmutato Gtletet, igy annak ismertetésétdl eltekintiink.
A 2. részben foglaljuk ssze mindazt a sziikséges elSismeretet, amit a szdrékrél
és a konvoluciordl — a képfeldolgozas alapvetd modszereirs] — fel fogunk hasznal-
ni. A 3. rész taglalja, hogyan kell megvalasztani a kiilonb6zé sugarakhoz tartozéd
mintakat, tovabba hogyan kereshetjiikk meg a foltok kézéppontjat pixel pontossag-
gal. A kozéppontokat pixelnél nagyobb pontossaggal a 4. részben hatarozzuk meg.
Az 5. rész az r sugar meghatarozasarol szol. Mig fix sugar mellett a legjobb illeszke-
dés helyét a konvoliiciés feliilet lokalis maximumai szolgaltatjak, addig kiilénb6zé
sugarak mellett a lokalis maximum értéke nem tikrozi vissza, hogy mennyire j6 az
illeszkedés. Ennek mérésére a konvolucios feliilet masik jellemzgjét, a maximumban
meért gorbiiletet hasznaljuk. Kideriil azonban, hogy a lokalis maximum helyét megfe-
lels pontossaggal becsiils eljaras til nagy hibat vét a gorbiilet esetében. A 6. részben
megmutatjuk, hogyan lehet mas moédszerrel, megfelels pontossaggal a gorbiiletet
is szamitani. Az utolso, 7. részben Osszefoglaljuk a feladat megoldasat, és néhany
nyitva maradt kérdést vetiink fel.

2. Szirdk

A képfeldolgozas soran a leggyakrabban hasznalt moédszer szdrék alkalmazasa
(2, 6]. A képet egy p(z,y) kétvaltozés valés sikon értelmezett fiiggvénynek tekint-
jiik; a fiiggvény értéke a kép (z,y) pontbeli szine. Mivel fekete-fehér képrdl van
526, a szin egy 0 és 1 kozotti valés szam, ahol O jelenti a feketét, 1 pedig a fe-
héret. A p(z,y) fliggvényrdl feltessziik, hogy a sik megfeleléen nagy tartomanyan
(vagy akar a teljes sikon) értelmezve van, és mindazon feltételeknek eleget tesz,
amik biztositjak, hogy a felhasznalt tételek igazak legyenek (példaul p akarhany-
szor derivalhat6, vagy négyzetesen integralhato, stb.). A feldolgozandé képen a p
figgvénynek az egész koordinataja racspontok egy téglalap alaka részén felvett ér-
tékeit talaljuk valamekkora hibaval. A hiba természetével és a kép mindségének
javitasaval (zajszirés, kontrasztjavitas) nem foglalkozunk.

Egy sziré mindeniitt értelmezett, sima, négyzetesen integralhaté f fiiggvény,
ami rendszerint, de nem feltétleniil még centralszimmetrikus is (vagyis f(z,y) =
f(—=z,—y) minden z, y valés szampérra). Az f-et eltoljuk az (u,v) pontba, majd
az eltolt és tiikrozott f-fel mint sillyal atlagoljuk a p képet:

(1) Plu,v) = /R‘Z plx,y)flu —x,v —y)drdy.

Ez az ugy nevezett konvolicids integrdl a p(z,y) kétvaltozos fliggvényhez a P(u,v)
kétvaltozds fliggvényt rendeli; szokasos még a P = (p,.f) jelolés is. Kénnyd latni,
hogy {(p, f) szimmetrikus: (p, f) = (f,p), valamint mindkét argumentumaban line-
aris, példaul (p,c1f1 +cafa) = c1(p, fr) + ca{p, f2). Az f szilir§ a konvolicié mag-
fiigguénye.
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A o szorasu (kétdimenzios) Gauss-szird az alabbi fiiggvény:

1 i +¥
Gu(zay)zm‘e 20 &

Szokas szerint a konstanst ugy valasztottuk meg, hogy a sziirG teljes sikon vett
integralja (vagyis a szir6 L; normaja) éppen 1 legyen. ElGszeretettel hasznalnak
‘kis szorast Gauss-szlirét a kép hibainak csokkentésére; nagyobb szorasa sztirgvel a
képet ,Jagyitani” lehet, vagyis az éleket elmosni (blurring). Még nagyobb szoérasu
Gauss-sziir6vel vett konvolucioé értéke jol méri egy képpont kornyezetének atlagos
sziirkeségét. Példaul az élesitésnek (sharpening) hivott kontrasztjavitod eljarasnal
a kép (u,v) pontbeli értéket ugy modositjuk, hogy az ottani atlagtol vald eltérés
¢ > l-szeresére néjon. Az atlagot egy oy szorasu Gauss-sziirGvel valé konvolicid
adja meg, az (u,v) pontbeli értéket pedig egy oo szorasu Gauss-szlré (persze o
nagyobb, mint o3). A kontrasztjavito eljaras eredménye az (u,v) pontban:

<p’ GUI> +c- ((p,G02> o (p1G01>) = <p1 (1 == C)Gal +CG02>7

felhasznalva a konvolucio linearitasat. A javitas tehat egyetlen konvolicioval is sza-
molhat6. A két Gauss-sziir6 kiilonbsége ugy néz ki, mint egy mexikoi kalap (1. ab-
ra).

1. dbra. Két Gauss-sziirs kiilonbsége

Gyakorlatban a szamitasok gyorsitasa érdekében a szilirGket egészen kis méret,
egész értéki matrixszal kozelitik. A kontraszt novelésére példaul az alabbi 3 x 3-as
métrixot szokéas hasznalni kiilonb6z6 ¢ konstansokkal:

-1 -1 -1
-1 c -1
-1 -1 -1

Visszatérve a (p, f) konvolaciora, ennek (u,v)-beli értékét ugy is tekinthetjiik,
mint annak a mértékét, hogy ebben a pontban p mennyire hasonlit az f sz{ir6hoz.
Nézziik ugyanis p valamint f eltolt (és tikrozott) képe kozotti kiilonbség négyzetes
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integraljat a teljes sikon:
/ (p(z,y) = flu—z,v—y))" dzdy =
= [Padedy+ [ ) dedy - 20,9)

A jobb oldalon az elsS két integral értéke fiiggetlen az (u,v) ponttol, tehat a négy-
zetes eltérés a konvolicié (—2)-szeresétl csak egy additiv konstansban tér el. Mi-
nél nagyobb tehat a konvolicio, annal jobban hasonlit a p az f sziréfiiggvényre.
A konvolucionak ezt a tulajdonsagat kihasznalva tudunk egy képen adott mintahoz
hasonlé alakzatokat keresni. A mintat felvessziik sziirének; ahol a konvolaciénak
(lokalis) maximuma van és értéke meghalad egy bizonyos kiiszébét, ott varhato a
minta megjelenése. Természetesen az eljaras csak az adott minta eltoltjait tudja
csak megtalalni. Szerencsére esetiinkben a keresendd alakzatok forgisszimmetriku-
sak, igy nem kellett a minta elforgatasabol adodé problémaval kiiszkédniink.

Gyakorlatban a konvolucié kiszamitasa numerikus integralast jelent. A p fiigg-
vény értékét csak egész helyeken ismerjiik (és ott is csak valamilyen hibaval), ezért
az integralt az integralandé fiiggvény racspontokon felvett értékeinek Osszegeként
kozelitjik:

P(u,v) =~ P(u,v) = Z (2, 7) flu—i,v — 7).
i,j€Z?

Az f sziiré altaldban mindeniitt (és nem csak a racspontokon) van definialva, tehat
P értekét tetszoleges (u,v) pontban, és nem csak a racspontokon tudjuk szamitani.

3. Lokalis maximum keresése pixel pontossaggal

Egy feldolgozandé kép tipikus részletét lathatjuk az 2. dbra bal oldalan. A jobb
oldalon a kiemelt rész haromdimenzios képe lathatd; a foltokat a késGbbi utalasok
kedvéért megszamoztuk.

A keresendé alakzatok nem homogén foltok, hanem gyakran gydrd alaktak,
melyeket egy nagyon keskeny, a hattérnél vildgosabb csik vesz koriil. Az egyes széa-
mu (bal alsé sarokban talalhato) folt kbzepén is megfigyelhetd egy krater. A foltok
hozzavetsSleges helyét és sugarat egy gyors, heurisztikus algoritmussal megkeressiik.
Ezutén vesziink egy r sugarhoz tartozo f, sziirdt, és a kdzéppont becsiilt helyébésl
indulva megkeressiik azt a legkozelebbi (v, v) racspontot, ahol a

Bo(u,v) =Y p(i,5) fr(u —d,v - 5)
o .
kozelits osszegnek lokalis maximuma van. Amennyiben mind a sugarat, mind a folt

helyét megfelelden jol becsiiltiik meg, a lokélis maximum helye jo kozelitést ad a
kézéppontra.
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2. dbra. A feldolgozandd kép és részének 3D képe

Mint az el6z8 részben lattuk, az ideélis f, sziir6 megegyezik az r sugari folt
alakjaval. A foltok valamilyen fizikailag létez objektumok képei, til nagy valtoza-
tossagot mutatnak, és nincs is ra esély, hogy valamilyen szép fiiggvénnyel le tudjuk
Gket irni. Ezért olyan f, sziir6t hasznalunk, amely egyrészt analitikusan kezelhe-
t6, masrészt jol hasznalhaté a folt kézéppontjanak és sugaranak meghatarozasara.
Ez azt jelenti, hogy a sziir6 viszonylag nagy és egyenletes meredekségii a folt szé-
lének kornyékén — vagyis az origétol r tavolsadgban —, attdl tavolabb és az origd
kornyezetében pedig lényegében vizszintes kell legyen. Minél meredekebb a szrd,
annal jobban kiemelkedik az illeszkedés helye. Ugyanakkor tal meredek szlir6 mar
tulsagosan érzékeny a pontos r értékre és a folt szabalyos alakjara: kicsit eltérd
sugar vagy bizonytalan alaku folt esetén a lokalis maximum nagyon eltolédhat az
igazi kozépponthoz képest. :

Tovabbi probléméat okoz, hogy nem egyetlen sziir6t kell megadnunk, hanem
minden szo6bajovs r sugarra egyet-egyet. Kiilonbozs sziir6k altal adott eredménye-
ket kell 0sszevetniink, ami azt jelenti, hogy a sziir6ket megfelelGen kell normalni. De
milyen norméat valasszunk? A kép atlagos sziirkeségét azok a sziir6k tartjak meg,
melyek L; normaja (a tejes sikon vett integralja) éppen 1. Ha viszont a konvoluci-
ot ugy tekintjiik, mint ami a kép és a sziir6 kozotti négyzetes eltérést méri, akkor
a szlir6k Lo normajat kellene egyenlgvé tenniink. Persze esetiinkben nem sziikség-
képpen a négyzetesen legjobban kozelit6 sziirs illeszkedik legjobban. Ennek oka a
folt alakjaban mutatkozo6 bizonytalanség és a folt kozepén megjelens egyenetlenség.
A norma megfelel§ megvalasztasanak kérdését megkeriilhetjiik, ha az f, sziirét fi
megfelelSen felnagyitott képének valasztjuk: f,.(u,v) = fi1(u/r,v/r). Ekkor ugyanis
fr tetszSleges normaja fi; megfelels normajanak r2-szerese. Ennek a valasztasnak
hatranya viszont, hogy f.-nek sugér tavolsidgban mért meredeksége linearisan fiigg
r-t6l: minél nagyobb a sugar, a sziir§ annal kevésbé érzékeny kis elmozdulasokra.

A keresett foltok korszimmetrikusak, tehat sziiréink is azok lesznek. Az els-
z6 érvelésnek megfeleléen f.-et ugy valasztjuk, hogy egy valos egyvaltozos ¢(z)
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0.5 1. S~ 1.5 2

3. dbra. A sziirét generalo (1 — :1:8/4)6"’4 fiiggvény grafja

figgvényt r-szeresére nyujtva megforgatunk az y tengely koril:

Vu? + v?

fr(u,v)y =p | —— |.

T

p-nek olyan fiiggvényt kell valasztani, mely a 0 kornyékén nagyjabol konstans, az

1-hez kozeledve meredeken csokken, majd nem sokkal 1 f6l6tt gyorsan belesimul az
z tengelybe. Az altalunk valasztott

=12

fiiggvény z ~ 0,7-ig vizszintesen halad, onnan elindul lefelé. z = /2 ~ 1,18 koriil at-
metszi az T tengelyt, 1,5 folott pedig mar elenyészéen kicsi (3. 4bra). A kis negativ
tartoméany a folt koriili keskeny vilagosabb savnak felel meg. A tovabbi elemzéseket
erre fiiggvényre tessziik; kovetkeztetéseink azonban maés szlrdkre is igazak.

4. dbra. A kép r = 7,5 paramétert sziir§ alkalmazasa utan

Alkalmazva az f, sziir6t az r = 7,5 értékkel, a kapott felillet hAromdimenzios
képét a 4. dbra mutatja. Jol lathatok a markéans siivegek, melyek csiicsa felel meg
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a konvoliici6 lokalis maximumainak, vagyis a csticsok koordinatai adjak meg a fol-
tok kozéppontjait. A szidrd eltiintette az eredeti képen a foltok kozepén talalhato
bemélyedéseket, a folt egyenetlenségeit és bizonytalansagokat.

A P = (p, fr) konvoltcié lokalis maximumait — vagyis a siivegek csiicsait — pixel
pontossaggal egyszerden meghatarozhatjuk. A maximumhoz elegend&en kozelrsl
indulva racspontokon lépkediink. Minden lépésben a racspontnak olyan szomszéd-
jaba megyiink, ahol a P konvolicié nagyobb értéket vesz fel. Amikor megakadunk,
megtalaltuk a lokalis maximumot. Az algoritmus gyorsithat6, ha példaul minden
lépésben elGszér abban az iranyban prébalkozunk, amit az el6z$ 1épésben hasznal-
tunk. Robusztusabba is tehetd az algoritmus, ha lépésenként az Gsszes kozvetlen
(vagy masod-, harmad-) szomszéd koziil valasztjuk ki a maximalisat.

4. Nagyobb pontossag feliilet illesztésével

A P, = (p, f;) konvolucié lokalis maximumainak helyét pixelnél nagyobb pon-
tossaggal is megbecsiilhetjiik. Tegyiik fel, hogy az (ug, vo) racspontban P, értéke
nagyobb, mint a kornyezd racspontokban. A P.(ug + z,vo + y) fiiggvényt egy

1 1
(2) G(z,y) =A+Bz+Cy+Dzy+§E:c2+ 5Fy2

alakt masodfoki feliilettel kozelitjuk, és P, lokalis maximumat (ug + o, vo + yo)-lal
becsiiljiik, ahol (zg, yo) az a hely, ahol G(z,y) a lehets legnagyobb.

Szokas szerint G egyiitthato6it ugy hatarozzuk meg, hogy P.(ug + z,v0 + ¥) és
G(z,y) eltérésének négyzetdsszege az origd koriili néhany racspontban a lehetd leg-
kisebb legyen. Ha A ezen racspontok halmaza, akkor a minimalizalandé kifejezés

3" (Gli,5) = Poli + 0,5 + )"
(,5)€A

Ennek az A, B, C, D, E é F egyutthaték szerinti parcialis derivaltjai el kell
tinjenek. Ez hat linaris egyenlet az ismeretlen egyiitthatokra, amibdl azok meg-
hatarozhaték. Amennyiben az 4 halmaz szimmetrikus mind a két tengelyre, az
egyenletrendszer harminchat egylitthat6jabol 24 nulla lesz, és az egyenletrendszer
akar kézzel is kdnnyen megoldhato.
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Az A-ra j6 valasztas pédaul az a 21 elemd halmaz, ami az origd kériili 5-szor
9-0s racsnégyzet pontjaibdl all annak négy sarkat kivéve:

Y

A G(z,y) egylitthatéinak meghatéarozasa utan megkeressiik G maximumat. Ezt
abban az (zg, yo) pontban veszi fel, ahol az G-nek z és y szerinti parcialis derivaltja
egyarant eltinik:

oG
— =B+ Dy+ Ex =0, C{)—G=C+D310+Fy:O.
Oz Oy

Az egyenletrendszer megoldasa

CD - BF BD-CE

3 _co-Br  _BD-CE
®) =Fr-p2’ T EF-D?

A nevezében 4ll6 d = EF — D? érték a G masodfoku feliilet fontos jellemz&je. En-
nek elGjele azonositja a feliilet tipusat a (3) szerinti (zg, yo) pontban. Ha d pozitiv,
G-nek az (2o, yo) pontban vagy abszolit maximuma, vagy abszolit minimuma van,
attol fiiggden, hogy E (és vele egyiitt F') negativ vagy pedig pozitiv. Ha d nulla
vagy negativ, akkor G-nek egyatalan nincs lokalis szélsGértéke, és igy specialisan
(zo,y0) sem lehet az.

Mindezeket Osszerakva a P, konvolicié lokalis maximuméanak meghatarozisa-
ra az alabbi algoritmust kapjuk. Az (ug,vo) racspont meghatarozasa utan az A
racspontokban négyzetesen legjobban illeszkedd G masodfoku feliilet (2) szerinti
egyiitthatoit kiszamitjuk. Ha a feliilet d = EF — D? diszkriminansa nulla vagy ne-
gativ, az illesztett felilletnek (ug,vo) kérnyékén nincs szélsGértéke, ami az jelenti,
hogy a P, konvoldciénak sincs itt szignifikins maximuma. Ha d pozitiv, a (3) alap-
jan szamfitott (zo,yo) pontban van G-nek szélsGértéke. Még érdemes ellendrizni,
hogy To és yo abszolit értékben kisebb 1-nél (tulajdonképpen az 1-hez vagy —1-
hez kozeli érték sem igazan elfogadhaté). Ha igy van, az (u¢ + zo,vo + o) pont a
P, lokalis maximumanak j6 kozelitése.
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5. A sugar meghatarozasa — Gauss-gérbiilet

Amennyiben ismerjikk az r sugarat, az el6z6 pontban ismertetett eljarassal a
folt kézéppontjat mar megfelel pontossaggal meg tudjuk hatarozni. Feladatunk
tehat r meghatarozasa.

Mint lattuk, a P, konvolicié az f,. sziir6 és a kép négyzetes eltérését meéri. Ter-
mészetesen adédik, hogy azt az r-et fogadjuk el a sugér értékének becslésére, amire
P,.-nek el6z6 pontban leirt algoritmus szerint szamitott lokalis maximuma a lehetd
legnagyobb. A tapasztalat szerint azonban ez nem mikodik: a lokalis maximum-
ban felvett érték r-ben nagyon enyén, de monoton csékken. Ennek oka elsGsorban
az, hogy a foltok alakja r-rel nem linearisan valtozik, mig az f, sziiréket fi-bél li-
nearis nagyitassal kapjuk. Igy az optimalis r sugar esetén f, mar nem feltétleniil
illeszkedik négyzetesen a lehetd legjobban.

Megoldasként egyik lehetGség az, hogy az f,. sziir6ket masképp definialjuk.
Példaul nagyszamu foltrol statisztikat készitve probaljuk meg azok tipikus alakjat
meghatarozni — ehhez viszont a statisztikiban részt vevd foltok pontos sugaraf tud-
nunk kell. Ha ezt a trivialisnak egyatalan nem tind problémat megoldottuk (pél-
daul klaszterezéssel csoportositjuk a nagyjabol egyforma sugaru foltokat), Gjabb
problémaéaval keriiliink szembe: a sz(iréket normaéalni kell. Tokéletes alakii szdrd és -
hiba nelkiili p(z, y) értékek esetén persze a sziir6k Ly normajat kell egyenlévé ten-
ni. A mérési hibak hatasat az L; norman keresztiil tudjuk kontrollalni. Mivel az
L; és L, norma. teljesen méas, a normalast ismét az adatok alapjan kell beallitani.

Masik lehetdségiink az, ha az illeszkedés josagat masképpen mérjiik. Ehhez
vegytk jobban szemiigyre a (2) felillet (zo,yo) lokalis szélssértékét. Hogy ez a szél-
s6érték mennyire szignifikins, a pozitiv d = EF — D? érték mutatja meg. Ha d
kicsi, akkor G maximumét egy lapos platén alig kiemelkedve veszi fel. Minél na-
gyobb a d, a feliilet annal meredekebb, hegyesebb (xg,yo)-ban. Ez nem véletlen,
hiszen d éppen G-nek az (zo, yo)-beli Gauss-gorbilete, lasd [3, 4].

Huazzunk érintd sikot a G feliilet egy (x,y) pontjaban, és az egyszertség ked-
véért tegyik fel, hogy a feliilet az érintési pont egy kornyezetében az érinté siknak
ugyanarra az oldalara esik. (Ez a helyzet példaul, ha (z,y) lokalis maximum.) Ha
most az érintd sikot Gnmagéval parhuzamosan & tavolsagra eltoljuk a felilet felé,
akkor a feliiletet és a sik metszésvonala kozel ellipszis alaka lesz. A metszet ellip-
szis kis- és nagytengelyének félhosszat emeljiik négyzetre, a négyzeteket szorozzuk
ssze, majd a szorzatot normaéljuk le. Mivel mindkét tengely hossza £1/2 nagysag-
rendi (érintS sikon vagyunk), a normalas 4e%-nel valé osztast jelent. (A magikus
4-es szorz6 megjelenésének okat lasd alabb.) A Gauss- - vagy masképpen szorzat- —
gérbiilet a normaélt szorzat reciprokanak hatarértéke, amint € tart a nulldhoz.

A Gauss-gorbiiletet masképpen is szokis definialni. A feliillet (z,y) pontjaban
az érintd sikra mer&leges egyenest emeliink. Ezen a normalison at fektett 6sszes si-
kon meghatarozzuk a feliilet és a sik metszetének a gorbiiletét. A gorbiiletek koziil
a minimalis és a maximalis két egymasra mer6leges sik esetén fordul el. A szorzat-
gorbiilet ennek a két szélsGértéknek a szorzata. Az dsszeg- vagy Minkowski-gorbiilet

" pedig a minimalis és maximaélis gorbiilet 6sszege. Az, hogy a Gauss-gorbiilet két
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definicidja ekvivalens, abbol kévetkezik, hogy limeszben a fenti ellipszisek kis- és
nagytengelyei éppen a maximalis, illetve minimalis gorbiiletet adé sikokban vannak,
tovabba ezek a gorbiiletek annak a hanyadosnak a hatarértéke, mikor 2e-t a meg-
felels feltengely hosszanak négyzetével osztjuk. (Innen adédik a fenti 2¢ - 26 = 4¢2
normalé tényezs.) Ha az F{(z,y) fiiggvény altal definialt feliilet egy pontjaban az z
és y szerinti parcidlis derivalt is eltlinik, akkor abban a pontban a Gauss-gérbiilet

@ O°F F ([ 8F\?
8z2  Oy? axrdy ) ’

egyezésben azzal, hogy a (2) masodrendd G feliilet (xq,yo) lokalis széls6értékében
ez az érték éppen EF — D?, hiszen G masodik parcialis derivaltjai rendre E, F,
and D. Hasonléképpen ugyanebben a pontban a Minkowski-gorbiilet

0*F O*F
5 — + =
(5) ox? + Oy?

Mind a Gauss-, mind a Minkowski-gorbiilet a feliilet csticsossagat, hegyességét méri.
Gauss nevezetes tétele szerint a Gauss-gorbiilet invarians a feliilet hajlitgatasaival
szemben, azt a feliilet bels§ geometridja meghatarozza, szoros kapcsolatban van a
feliiletre rajzolt haromszogek szogosszegével. Ugyanakkor egyik iranyban hosszan
elnyal6 feliilletnél a Gauss-gorbiilet majdnem nulla, fiiggetleniil att6l, hogy erre
merdlegesen a felillet mennyire meredek. Ilyenkor a Minkowski-gérbiilet jobban
hasznalhato a felillet gérbiiltségének mérésére. Esetiinkben a feldolgozando foltok
nagyjabol kor alakuak, igy P, lokalis maximumaiban a minimalis és maximaélis gor-
biilet varhatéan kozel van egymashoz. Kovetkezeskepp a kétfajta gorbiilet ezeken
a helyeken egyforméan fog viselkedni.

Az illesztett G fellilet maximuméaban a go1bulet egyuttal becslést ad a P kon-
volucios fellilet gorbiiletére is. Minél nagyobb ez a gorbiilet, annal szignifikdnsabb
a lokalis maximum. Ez az észrevétel sugallja, hogy a kiilonb6z6 sugarakat annak
alapjan hasonlitsuk 6ssze, hogy mekkora a lokalis maximumban a gorbiilet. Az opti-
malis sugar a maximalis gorbiilethez tartozik: mind kisebb, mind nagyobb sugéarhoz
tartozé szird ezt a maximumot egy kissé ,elkeni”, és igy a gorbiilet kisebb lesz.

Ezek a meggondolasok a kovetkez eljarast sugalljak egy folt helyének és su-
garanak becslésére. Legyen 1o valamint (ug,vg) az eldzetesen becsiilt sugar, illetve
kozéppont. Az ¢ koril valasztunk kilonbozd r értékeket. Mindegyikkel elkészit-
jlik a folt kérnyékének az f, szlirével valé P, konvoluciojat. Az (ug,vo)-bél indulva
megkeressiik azt a racspontot, ahol P.-nek lokalis maximuma van. Ott a 4. részben
leirtak szerint kiszamitjuk a négyzetesen legjobban illeszkedd G maéasodfoku feliile-
tet, és azt, hogy hol veszi fel maximumat, illetve hogy ott mekkora a gorbiilete. Azt
az r-et fogadjuk el a sugar kozelitésének, amelyikre a gorbiilet a lehets legnagyobb,
és az ekkor ad6do maximum helye adja meg a folt kézéppontjat.

Az eljaras eredményét a harmas és négyes szami foltokra az 5. abra mutat-
ja. A vizszintes tengelyen az r sugar fut 6-t6l 12-ig. A g-vel jel6lt gorbe a Gauss-
gorbiilet, az z, illetve y pedig a lokalis maximum helye. Mindkét esetben jol lathato -
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1 | | | J 1 I I I I J
r==6 12 r=6 12

5. dbra. Maximumbhely és Gauss-gorbiilet a harmas és négyes folt esetén

a gorbiilet maximuma r = 7,6, illetve r = 7,7 esetén, tehat ezek az értékek adjak
meg a foltok sugarat. A harmas foltnal g, x és y varakozasainknak megfelel§en vi-
selkedik: z és y nagyjabol egyenletesen né: mikozben a sugar r = 6-r6l r = 12-re
nd, z mindegy kétharmad, y pedig egynegyed pixelnyit mozdul el. Ekézben a g
gorbiilet el6szor meredeken né, majd a maximum elérése utan meredeken zuhan.
A négyes foltnal z és y nagyjabol folytonosan koveti r-et, x Osszesen méasfél pi-
xelnyit, y nagyjabol egyharmad pixelnyit mozog; a gorbiiletnek viszont 7 = 6,5-nél
egy nagyobb, r = 8,8 koriil pedig egy kisebb ugrasa van. Bar az ugréasok ellenére
a gorbiiletnek jol meghatarozott maximuma van, ami persze a keresett sugarat is
megadja, altalanos esetben a szakadasok miatt az eljaras egyatalan nem, vagy csak
igen kortilmeényesen alkalmazhato.

6. A végsé eljaras

A gorbiiletnél adodo szakadasok okat vizsgalva nézziik meg egy kicsit ponto-
sabban a fenti eljarast. El6szor is kivalasztjuk az r sugarhoz tartozo f, sziirét, majd
az el6zetesen becsiilt racspontbdl indulva keresiink egy kozeli (u,,v,) racspontot
helyet, ahol a konvoluciés integral P, kozelits értékének lokalis maximuma van. Ez-
utan meghatéarozzuk azt a G, masodfoku feliilletet, amely az (u,,v,) racspontnak
egy (21 racspontot tartalmazd) kornyezetében négyzetesen a legjobban illeszkedik
P,-re. Végiil kiszamitjuk G,-nek a maximumét, valamint azt, hogy a maximum-
ban mennyi G, gorbiilete. A gorbiiletben akkor tapasztalunk szakadast, mikor az
(ur,vy)-beli lokalis maximum éppen atugrik egyik racspontbol egy méasikba. Az il-
lesztett G, feliilet, mig helyesen ad szamot arrél, hogy hol is taldlhato P, lokalis
maximuma, mar nem elég j6 ahhoz, hogy P.-nek a maximumbeli gérbiiletét is jol
megbecsiilje. P, gorbiiletét tehat kozvetleniil kell kiszamitani. A (4) és (5) képletek
szerint ehhez elegends P, mésodik parcialis derivaltjainak ismerete.
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Lattuk a 2. rész végén, hogy ha a sziir6 mindeniitt értelmezve van (ami esetiink-

ben fennall), akkor P, értékét nem csak racspontokban, hanem tetszdleges (z,y)
pontban tudjuk szamitani a kévetkez6képpen:

P,(x,y) = Z p(iwj)fr(m—i’y—j)'

1,jEZ2

Ennek alapjan P, parcialis derivaltjai a jobb oldal tagonként derivalasaval ado-
dik. Igy P, egy parcialis derivaltja annak a konvoluciénak az értéke, melyben a
magfiiggvény az f, sziiré megfelels parcialis derivaltja. Igy példaul’

02 0? i 02 &
Wpr = <P,wfr>, illetve a—yQPr = <P,5y—2fr>-

Ezeknek a konvoluicioknak az értéke pedig tetszéleges pontban szamithato.
Tekintsiik a P, fliggvénynek az (u,v) pont kortili Taylor sorat, és vegyiik abban
a legfeljebb masodrendi tagokat:

8. OB, OB LR, 5 10°R 5

ax‘Ha_ny’axaym“i a2~ "3 8y2y ’

(6) Pr(u+z,v+y) = P(u,v)+

P,-nek ebben a masodrendii kozelitésében az Gsszes egyiitthatot tetszoleges (u,v)
pontban ki tudjuk szamitani.

r=6 12 r=26 12
6. dbra. Maximumhely és Gauss-gorbiilet iteralas utan

Ha (u,v)-nek az a pontot valasztjuk, amelyet a 5. részben ismertetett elja-

ras eredményez, akkor P, lokilis maximuméanak még jobb kozelitését adja a (6)
masodrendii feliillet maximuma. Ebben a maximumban (6) Gauss-gorbiilete

N . o 2
7 0%P. O%P. B 02P,
(M) oz2  On? Axdy
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jobb kézelitést ad P, gorbiiletére. A 6. abra mutatja az ennek alapjan szamitott ma-
ximumbhelyet és Gauss-gérbiiletet. A maximum helye par szazad pixellel mozdult
el a négyzetesen legjobban illeszked6 felillet maximumatél, mig a gorbiilet értéke
jol lathatoan kisimult. P, gorbiiletének ez a kozelitése tehat mar hasznalhaté a folt
sugaranak megallapitasara.

A (6) felillet hat egyiitthatoja hat konvolucié kiszamitasat jelenti, melyekben
a magfiiggvények értékeit helyben kell kiszamitani. Amennyiben elfogadjuk, hogy
(u,v) megfelelSen jol kozeliti a lokalis maximumot, akkor csak a gérbiiletet kell sz4-
mitanunk. A Gauss-gorbiilet esetén (7) szerint ez harom konvoliciot jelent, mig a
Minkowski gorbiilet esetén — a konvolucié linearitdsa miatt — ez egyetlen konvoli-
cidval is szamithato:

0%°P,  0%P, NG i o
© Gt X (35 + 5% ) e-iw -1

7. Osszefoglalas

A kitlzott feladat, miszerint hatarozzuk meg a képen talalhato foltok helyét
és nagysagat pixelnél nagyobb pontossiggal, a bevetésben vazolt modszerrel meg-
oldhat6. A 3. részben targyaltuk, hogy az f, szlréknek milyen feltételeket kell
kielégiteniiik. Fix 7 érték mellett a legjobb illeszkedést a kép és az f, szlrd kon-
volicidjanak maximuma adja. A maximum helyét pixelnél nagyobb pontossiggal
megkaphatjuk, ha a konvoluicios felilletet egy négyzetesen legjobban illeszkedd méa-
sodrendi feliilettel helyettesitjiik. Természetesen a négyzetesen legjobban illeszkedd
feliilet helyett hasznalhatnank a 6. részben bemutatottak mintajara azt a masodfo-
ku polinomot, melynek egyiitthatoi a racspontban kiszamitott parcialis derivaltak.
A maximumban mind a Gauss-, mind a Minkowski-gorbiilet j6 mérészama annak,
hogy mennyire j6 az illeszkedés. Azt az r sugarat kell valasztanunk, amire a gor-
biilet maximalis.

A gorbiilet rosszul viselkedhet abban az esetben, mikor az r sugéar par pixellel
kisebb a folt valodi sugaranal, és a folt belsejében egyenetlenségek vannak. Ezért
a kovetendd eljaras az, hogy r-et nagyobbra valasztjuk, majd addig cstkkentjiik,
amig a gorbiilet nd.

Erdekes lenne megvizsgalni, hogy a p fiiggvény, vagyis a kép hibai hogyan mu-
tatkoznak a lokalis maximum, illetve a gorbiilet értékében. Szokas szerint a hibarol
feltessziik, hogy pixelenként fiiggetlen, kis szérasd, nulla varhaté értékd normaélis
eloszlasbol szarmazik. Elképzelhets, hogy a négyzetesen illeszkedd feliilet kisebb
hibaval adja meg a lokalis maximumot, mint a harmadrendd tagoknal levagott
hatvanysor, kiilénésen ha a hiba nagy lehet.

A masodendi kozelitést arra hasznaltuk, hogy a konvolacios felillet lokalis ma-
ximumat megkeressiik, vagyis olyan (u,v) pontot, ahol a feliilet mindkét parcialis
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derivaltja nulla. Elképzelhets, hogy erre egy kozvetlen, gyors algoritmus is adhato,
mely ezeknek a parcialis derivaltaknak explicit alakjat hasznalja.

Egy folt sugaranak megallapitasahoz a gorbiilet fiiggvény maximumat kell meg-
keresni. Ha ehhez a (8) szerinti Minkowski-gorbiiletet hasznaljuk, akkor (8) ana-
litikusan derivalhato, és a derivalt zérohelyét kell keresni. Egy egyvaltozés fiigg-
vény zérushelyét numerikusan joval egyszeriibb meghatarozni, mint a maximumaét.
Lehet-e ezt az észrevételt egy hasznalhato algoritmussa fejleszteni?
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During a recent research project we had to develop a method which can determine the center
and radius of more than three hundred circular patches on a grayscale image. This had to be
done with precision exceeding the resolution of the image. For a fixed radius we used filtering
technique to find the patches’ location with high precision. The goodness of fit was measured by
the Gauss curvature of the convolution surface at the local maximum. The radius was estimated
by looking for the maximum of the curvature. The paper discusses the mathematical background,
and, through an example, some fine points of the final algorithm. It concludes with ideas for
further research.
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