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A MEG NEM UJULO EROFORRASOK EGY DINAMIKUS
LEONTIEF-MODELLJE

FLORISKA ADEL ES DOBOS IMRE

Go6dolls — Budapest

A dolgozatban a sokszektoros dinamikus termelési Leontief-modell egy altalano-
sitdsat mutatjuk be. A standard nyilt dinamikus Leontief-modellt kibévitjilkk a meg
nem ujuld eréforrasok meérlegegyenletével. Megvizsgaljuk az igy kapott diszkrét line-
aris rendszer iranyithatosagat, a végsd felhasznalast, a fogyasztast tekintve iranyitasi
paraméternek. Nyilvanvaléan a meg nem @julé erdforrasok készleteit (pl. vasérc, szén,
kéolaj) az elsddleges erdforrasok felhasznilasa csokkenti. Egyenletesen ndvekvé fogyasz-
tast és termelést feltételezve megvizsgaljuk, hogy a kezdeti eréforras-készletek mennyi
ideig fedezik a termeléshez sziitkséges raforditasokat, valamint a rendszer élettartama,
miikédoképessége hogyan fligg az egyenletes novekedés litemétdl és a fogyasztastol. Vizs-
galatainkhoz felhasznaltuk a klasszikus irdnyitaselméleti tételeket valamint a linearis
algebra sajatérték-feladataira vonatkoz6 eredményeket.

1. Bevezetés

A véges, kimeriils eréforras-készletek problémajanak megoldasa nemcsak kor-
nyezetvédelmi, hanem gazdasagi szempontbdl is igen fontos feladat. A dolgozatban
egy kornyezeti hatasvizsgalatot mutatunk be, a gazdasagi tevékenységek és ezen te-
vékenységekhez szitkséges meg nem 1ijuld nyersanyagok kozotti kapesolatot tekintve
tanulmanyunk alapjanak (Turner, Pearce, Bateman [3], Tietenberg [7]).

A kozismert egyszertsits feltevések ellenére az input-output elemzés igen hasz-
nos eszkdz a gazdasagi fejlédés stratégiai iranyainak vizsgalatara, valamint az egy-
massal Osszefiiggl gazdasagl tevékenységek és a természet mennyiségi kolcsonha-
tasainak tapasztalati tanulményozasara. Mindezeket figyelembe véve, a szakiroda-
lomban jol ismert sokszektoros dinamikus Leontief-modellt kibgvitjilk a meg nem
tjulé erdforrasok mérlegegyenletével (Leontief [4]). A kapott modellel kapcsolato-
san a dolgozatban a kévetkezd kérdésekre keressiik a valaszt.
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Az igy konstrualt dinamikus termelési-Gkologiai modell iranyithaté-e, ha a
fogyasztast tekintjlik iranyitasi paraméternek? Azaz tudjuk-e befolyasolni a gaz-
dasagi folyamatok nyersanyag-felhasznalasat azaltal, hogy iranyitjuk a végsé fel-
hasznalast a gazdasagban? Ismert, hogy névekvs fogyasztasi igényeket csak no-
vekvs termeléssel lehet kielégiteni, aminek kovetkeztében viszont a meg nem tuju-
16 erdforras-készletek csdkkenni fognak. Tovabba megvizsgaljuk, hogy a kezdeti
erSforras-készletek mennyi ideig fedezik a termeléshez sziikséges raforditasokat,
amennyiben mind a termelés, mind a fogyasztas egyenletes litemben noévekszik,
valamint a rendszer élettartama, miikodoképessége hogyan fiigg az egyenletes no-
vekedés litemétol.

A dolgozat a kdvetkezs részekre tagolodik. A bevezetést kovetd els6 részben
ismertetjiik modelliinket, majd a tovabbi részekben vizsgaljuk a rendszer iranyit-
hatosagat, az egyensulyi novekedési palya létezésének feltételeit, a meg nem Gjuléd
er6forras-készletek id6beni alakulasat, valamint a készletek kimeriilésének idgpont-
jat egyenletesen novekvd termelést és fogyasztast feltételezve. Végiil modelliink
mikodését egy egyszerd numerikus példan mutatjuk be. Az utolsé részben pedig a
dolgozat eredményeit foglaljuk Ossze.

2. A kibdvitett dinamikus Leontief-model

A modell leirasakor a hagyoményos sokszektoros dinamikus Leontief-modell
egyenletébs] indulunk ki. Ezt a modellt kibgvitjiik a meg nem Gjulé eréforrasok
meérlegegyenletével. Az igy kapott modell eszkoz arra, hogy vizsgaljuk a gazdasa-
gi folyamatok és a kornyezet kolcsonhatasat. A Leontief-modell alapvet§ feltevése,
hogy az egyes gazdasagi szektorok teljes termelésének fedeznie kell a végss fogyasz-
tast, a termel6fogyasztast, azaz a termeléshez sziikséges folyé raforditdsokat és a
novekedéshez sziikséges beruhazasokat.

A modellinkkel kapesolatosan a kovetkezs feltevésekkel élink. A gazdasagi
agazatok szama n, és minden egyes agazat egyetlen terméket allit el6. A terme-
léeshez minden egyes agazat legfeljebb m-féle elsédleges eréforrast hasznalhat fel
(feltessziik, hogy m < n).

Ez a gazdasagi-okologiai modell, a gazdasag mikodését leirs, a termékekre vo-
natkozo6 input-output mérlegegyenlettel, valamint az eréforras-készletek alakulasat
leir6 mérlegegyenlettel jellemezhets. A termékek mérlegegyenlete azt fejezi ki, hogy
a gazdasagi dgazatok teljes kibocsatasanak fedeznie kell a termeléshez sziikséges
raforditasokat, beruhazasokat és a fogyasztast.

(1) Ty = A.’Et + B(fEH.l — .’1,'3) + ¢;.

Az eréforrdsok mérlegegyenlete azt fejezi ki, hogy egy adott évben a kitermeléssel
csokkentett meg nem tjuléd ersforras-készletek jelentik a kovetkezs évben rendelke-
zésre allo készletmennyiséget.

(2)- Riy1 = Ry — Dy,
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ahol

— 1; a termeld agazatok bruttd kibocsatasanak n-dimenzios vektora,

- ¢ a végs6 fogyasztas n-dimenzids vektora,

—~ A a foly6 raforditasok egyiitthatbinak n x n-es méatrixa,

— B a tokeraforditasi egytitthatok n X n-es matrixa,

— D az ertforras-raforditasok egyiitthatoinak n X n-es méatrixa, amely megmu-
tatja, hogy egységnyi termék elGallitdsahoz mennyi meg nem ujul6d erdforras
szlikséges az egyes fajtakbol,

— R, a meg nem Gjuld eréforras-készletek n-dimenziés vektora.

Feltevések. A dolgozatban feltessziik, hogy A, B és D nemnegativ matrixok, B
nemszingularis matrix és ¢, nemnegativ vektor. A fenti két egyenlet explicit vekto-

rialis alakja
Tepl | I+ B_l(l — A) 0 Ty . B_l c
Rii1| ) I| |R; 0|~

ahol I az n x n-es egységmatrixot jeloli.

A tovabbi vizsgalatok céljabol célszerd atirni a fenti diszkrét idejd linearis rend-
szert a jolismert méatrix-vektor alakban (Kalman [2])

(3) Ge+1 = Ath + Bqu’tv
177 _
ahol A, = [1 + B_l()I 4) ? a rendszer (m-+n)x (m+n)-es matrixa,
-1
By =-— [ 0 } az irdnyitds (m + n) X n-es hatasmaétrixa, ¢ = [1?] a rendszer
t

m + n-dimenzios allapotvektora, u; = ¢; az irdnyitas n-dimenzios vektora. A ko-
vetkez6 részben megvizsgaljuk a (3)-as rendszer iranyithatosagat.

3. A modell iranyithatosaga

Egy rendszer irdnyithatdsdgdin (Elaydi [1]) azt a tulajdonsagét értjiik, hogy
egy megadott idGintervallumon beliil, a rendszer egy tetszéleges kezdeti allapotboél
atvihets egy tetszéleges végss allapotba.

A Kalman-féle rangfeltételt alkalmazva (Kalman [2], Elaydi [1]) kapjuk, hogy
a (3)-as rendszer akkor és csakis akkor iranyithaté, ha

rang [By AgB, ... A7TIB] =m+n.

1. LEMMA. A (3)-as rendszer akkor és csakis akkor irdnyithaté, ha
rang D = m.
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Bizonyitds. A matrixok rangjara vonatkozoé tulajdonsagokat felhasznalva egy-
szeriien belathatd, hogy a (3)-as rendszer irdnyithatosiga ekvivalens az alabbi rend-
szer iranyithatosagaval:

di+1 = (Aq - I) q + Bqut-
Jellje az n x nm-es iranyitasi matrixot W, ahol

@4 W= [Bq (A4, ~1)B, ... (Aq—z)’”"—quJ =

) [ )

(B_l(I _ A))m+n—lB_]
~D(B~Y(I - A))™*"?B-1

ey

Az iranyithatosag feltételének teljesiilése, azaz a W matrix rangja m + n, azt je-
lenti, hogy a W matrix linearisan fiiggetlen sorainak a szama pontosan m + n-nel
egyenls. Megmutatjuk, hogy a W matrixnak pontosan akkor van m 4+ n szdmu
linearisan fliggetlen sora, ha rang D = m.

Legyen y; egy n- és y pedig egy m-dimenzi6s konstans vektor. A W maétrix-
nak pontosan akkor van m + n linearisan fiiggetlen sora, ha minden [y;,y2] W =0
teljesiilése esetén fennall az y; = 0 és yz = 0 egyenlGség.

A (4) jeloleseit alkalmazva az [y1, y2] W = 0 egyenletre kapjuk, hogy

B~ [B-Y(I-A)B~'] [(B~Y(I - A))*B!
(5) [y11y2] [ 0 ] ) l: _DB-I jl ) |:£DB(_1(I _)1)4)3_1] g
(B=Y(I — A))™* "Bt _ o
U |-DpBI- A" |

Mivel rang B~} = n, az [y1,y2] W = 0 egyenlet csak y; = 0 esetén oldhaté meg.
Behelyettesitve az (5) egyenletbe az y; = 0 kifejezést, azt kapjuk, hogy

[B‘l] ’ [3-1(1— A)B’l] , [(B‘I(I - A>)ZB'1]

0w} |7 ~DB™! -DB~Y(I-A)B!

(B=}(I - A))™"" B!
-1 m4n-2 ,_3 =0.
—-D(B~(I - A)) B
A szorzéasokat elvégezve
[0, —y2DB~*, —y,DB~Y(I = A)B™Y,...,—y2D(B~Y(I - A))™"*B~!] = 0.
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Az egyenlet bal oldalan 1év§ kifejezésbdl kiemelve az yo D-t kapjuk, hogy

(6) y2D[0,-B~1,-B~Y(I - A)B7,...,—(B }(I - A))™"*B ] =0
Amennyiben feltesszilik, hogy rang D = m, a fenti egyenldség pontosan akkor telje-
siil, ha y» = 0. Ezzel belattuk, hogy rang W = m + n.

Most feltételezziik, hogy rang W = m + n, majd belatjuk, hogy rang D = m.
Ha rang D < m, akkor létezik olyan y, # 0, m-dimenzi6s konstans vektor, amelyre
fennall az y, D = 0 egyenldség. Ez azt jelenti, hogy az ys # 0O-ra (6) egyenldség is
teljesiil, tehat rang W < m + n, ami viszont ellentmond feltevésiinknek.

Megjegyzés. A (3) lineéaris rendszer matematikai értelemben vett iranyithato-
sagat tanulmanyoztuk, de valoés gazdasagi rendszer esetén vizsgalni kell az allapot-
valtozok nemnegativitasat is. A nemnegativitasi feltételek teljesiilését a kovetkezd
részben egy specialis esetben vizsgaljuk, feltételezve a termelés és a fogyasztas azo-
nos ilitemi egyenletes novekedését.

Megvizsgaljuk, hogy adott irAnyitas, azaz adott fogyasztas mellett hogyan ala-
kulnak az (1) rendszer palyai, valamint az egyenletes novekedésd palya hatasat a
meg nem Ujulé erdforrasok készletére.

4. Az egyenstilyi aranyos palya vizsgalata

A tovabbiakban keressiik az (1) rendszer adott a (a > 0) névekedési litemsé-
hez tartozo egyensilyi megoldasat, feltételezve, hogy a termelés is és a fogyasztas
is azonos o iitemben novekszik. Ekkor a rendszer megoldasa z; = (1 + a)'zo és
= (14 a)tco alaku, ahol a > 0 és g, ¢ a kezdeti termelési, illetve fogyaszta-
si szerkezetet jeloli. Az elobbi kifejezéseket z,-re és ¢;-re behelyettesitve az (1)-es
egyenletbe azt kapjuk, hogy a kezdeti termelési és fogyasztasi szerkezetek kozott
az alabbi kapcsolatnak kell fennallnia:

(7) (I — A—-aB)zy = cp.

A (7) egyenletbdl kovetkezik, hogy az egyenletes névekedésd palyahoz tartozo kez-
deti termelési szerkezet fiigg mind a novekedés iitemétdl, mind pedig a kezdeti
fogyasztastol. A tovabbiakban feltételeket keresiink a nemnegativ zq kezdeti kibo-
csatas létezésére vonatkozoan.

A tovabbi érveléseinkben a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk: Legyen M egy tet-
sz6leges nemnegativ n X n-es matrix. A\; (M) jelolje az M matrix Frobenius-gyokét,
amely a matrix legnagyobb abszolit értékd nemnegativ valds sajatértékét jelenti.

2. LEMMA. A (7) egyenletnek megfelel6 zo kezdeti kibocsatési szerkezet 1é-
tezik és nemnegativ, ha o € (0,9}, ahol ap az Gn. hatdrnévekedési rata, amelyre
/\1 (A +Q()B) =1.
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Bizonyitds. Mivel az A + B maétrix nemnegativ, a Perron-Frobenius-tételbél
(Morishima [5]) kovetkezik, hogy az A + aB matrixnak van Frobenius-gyoke.
Amennyiben ez utébbi kisebb mint egy, akkor az I — A — aB matrixnak létezik
nemnegativ inverze.

Produktiv termelési rendszereknél, o = 0 esetben a A;(A + aB) < 1 egyenl6t-
lenség nyilvinvaloéan teljesiil. & > O-ra a Perron-Frobenius-tételek alkalmazaséaval
kénnyen belathaté, hogy A;(A + aB) monoton ndvekeds, folytonos fiiggvénye a-
nak, és létezik o* (a* = ﬁ) ugy, hogy A (A + a*B) > 1. Ezért o értékét novel-
ve A1 (A + aB) is nd, a folytonossag miatt viszont léteznie kell egy pozitiv ap-nak,
amelyre A\;(A+ agB) = 1. Ezzel belattuk, hogy minden a-ra, @ € [0, ap) teljesiil a
A (A + aB) < 1 egyenl6tlenség, ami viszont azt jelenti, hogy (I — A — aB)_l léte-
zik és nemnegativ. Azaz minden adott o névekedési titemhez o € [0, ay), és adott ¢g
fogyasztashoz létezik egy nemnegativ zo(a) kibocsatasi szerkezet, amelyre fennall

(8) zo(e) = (I — A—aB) e

1. ALLITAS. Az oq hatdrnévekedési rata az alabbi sajatérték-feladat megolda-

sa:
B7YI — Ay = agv

valamely nemnulla n-dimenziés v vektorra.
Bizonyitds. A 2. Lemma alapjan az ag hatdrnévekedési rdtdra fennall a
M(A+aeB)=1

egyenl8ség. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan nemnulla v vektor, amelyre
(A + apB) v = v. Ekvivalens atalakitasokkal ez utobbi egyenlSséget az

S 1
(I-A) Bv—aov

alakra hozzuk, ami viszont ekvivalens a bizonyitandé sajatérték-feladattal.

2. ALLiTAS. Legyen C és D nemnegativ n x n-es martix agy, hogy C < D.
Ekkor C? < D?.

Bizonyitds. A feltétel azt jelenti, hogy 0 < ¢;; < d;; minden 4,5 € T,n esetén.
Ez utobbi feltételt, valamint a matrixok szorzasanak szabalyat felhasznalva kapjuk,

n 7
hogy C? = [ > Cikckj] < [ > dikdkj] = D2
k=1 k=1

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy az 1. Allitas a C és D matrixok tetszs-
leges hatvanyéara is teljesiil.
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3. LEMMA. Feltételezziik, hogy létezik az xo(a) nemnegativ kibocsatési szer-
kezet. Ekkor
(i) zo() a-nak monoton nivekedé fiiggvénye, ahol a € [0, ),
(ii) xo(o) nem feltétleniil korldtos fiiggvény a [0, aq) intervallumon.

Bizonyitds. (i) Legyen oy, ap € [0, ag), ahol a1 < ay. Mivel a) € [0, ap), ezért a
2. Lemma alapjan A\ (A + a;B) < 1, azaz (I — A — alB)"1 létezik és nemnegativ,

o .
a Neumann-hatvanysora pedig konvegens: (I — A — alB)—l =35 (A+a;B)". Ha-"
=0

sonloképpen kapjuk, hogy (I — A — apB) ™! = Z (A+ ayB)*. Az 1. Allitast és a
Megjegyzest felha,sznalva C=A+oBés D= ;1 + QQB matrixokra kapjuk, hogy
Z(A+alB <Z (A+0yB)', azaz (I - A—a;B)"' <(I-A-ayB)". Be-

=0 =0
szorozva az egyenlStlenséget a nemnegativ ¢y vektorral kapjuk, hogy

zo (a1) < zp (02)

ami éppen bizonyitandé volt.
(ii) Tegyik fel, hogy a — ag. A A1(A4 + aB) fiiggvény folytonossagat felhasz-
nalva A\j (A + aB) — 1. Egyszer( szamolassal adédik, hogy

1

_1_—
M(E-A-aB) = 1-M(A+aB)

Ezért minden a — ag esetén, amennyiben a A\ (] -~ A — aB)'1 sajatértékhez tar-
tozd sajatvektor nem merdleges a nemnegativ ¢ fogyasztasvektorra,

M —A-aB)™t - .

5. Az eréforrasok vizsgalata

A gazdasig mikodésébsl kévetkezik, hogy a meg nem Gjuld eréforrasok korla-
tos jellegiikbdl adédodan korlatozzak a gazdasag novekedését. A tovabbiakban ezt
a kapcsolatot vizsgaljuk, azaz hogy miként alakulnak az egyenletes névekedésii pa-
lydhoz tartozo erdforras-készletek.

Elgszér meghatarozzuk a (2) differenciaegyenlet megoldasat, feltételezve, hogy
a termelés is és a fogyasztas is azonos, nemnegativ « litemben né. Helyettesitsitk
be az (1) rendszer egyensilyi megoldasat z; = (1 + a)'zg a (2) egyenletbe, majd
az erdforras-készletekre egyszeri szamitéassal a kovetkezd formulat kapjuk:

1+a) -1

(9) ~ Ri(o,c) = Ro — Dzxo(a).
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4. LEMMA. Az R, (a, cp)-val jeldlt eréforras-készletek

(i) a-nak monoton csékkené fiiggvényei minden o € [0, ap) névekedési iitem ese-
tén, és

(ii) co-nak monoton csékkené fliggvényei minden nemnegativ cy fogyasztasvektor
esetén.
E feltételek a (9) egyenlfség analitikus alakjabol kdzvetleniil kovetkeznek.

Megjegyzés. A fenti lemmak kozgazdasagtani értelemben azt jelentik, hogy
amennyiben a novekedés iitemét csckkentjik, vagy csokkentjiik a kezdeti fogyasz-
tasi szintet, az eréforras-készletek tovabb tartanak.

6. Az erdforras-készletek kimeriilésének becslése

Az alabbi kifejtésben becsiiljiik, hogy kezdeti eréforras-készletek mennyi ideig
fedezik a termeléshez sziikséges raforditasokat, amennyiben mind a termelés, mind
a fogyasztas egyenletes litemben novekszik. Keressiik azt a legnagyobb t id&tarta-
mot a (9) egyenletet hasznalva, amelyre az erdforras-készletek még nemnegativak
(R: > 0). Jeloljiik T-vel a keresett iddtartamot, amely nem feltétleniil egész szdm.
Ekkor teljesiilnie kell az alabbi egyenl@ségnek:

1+ -1 _ i [ (Bo)s
a i \ (Dzo(®), )’

ahol (- ); jeloli a megfelels vektor i-edik komponensét. T-t kifejezve kapjuk, hogy

; (Ro);
In (a mim (Do), + 1)
In(1 + @)

(10) T(a) = , a € (0,ap) .

Megjegyzés. Egyszeri matematikai érveléssel belathato, hogy T'(e) a-nak mo-
noton csokkend fiiggvénye, ami pontosan azt jelenti, hogy csokkend névekedési litem
esetén a készletek tovabb tartanak.

7. Egy numerikus példa

A dolgozatban leirt modell mikddését egy egyszer( szampéldan mutatjuk be.
Feltételezziik, hogy harom gazdasagi dgazatunk van, és minden agazat mikodésé-
hez kétféle eréforrast hasznal. A foly6 raforditasok, a tékeraforditasok valamint az
eréforras-raforditasok egyiitthatoinak matrixai legyenek a kovetkezék:

0.1 03 0.2 0.01 0.03 0.02

A=105 02 04], B=10.06 0.02 0.04 és D:[g'i 8§ 8:1)’]
0.2 04 05 0.07 0.06 0.01 ’ ' '
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A 2. Lemma eredményeit felhasznalva, fenti paraméterekkel szamolva, a hatar-
novekedési rata értéke 0.404 (ap = 0.404). Ez azt jelenti, hogy a gazdasag noveke-
dési itemének csak ennél kisebb értéket valaszthatunk.

500 T 1 I | T

400

300
z (a)a

200

100

| I | | | |
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
o'

1. dbra. A harmadik agazat kezdeti termelési szerkezetének alakulasa a novekedési litem
fliggvényében

Legyen az egyenletes novekedeés iiteme 0.03 (azaz 3%). A kezdeti fogyasztas és
erGforras-készletek vektorainak valasszuk a kovetkezd paraméterértékeket:

—

go= (8 &8 RO:[15,000

10,000}
2

A (8) egyenletet alapjan a gazdasag kezdeti termelési szerkezete:

35.787
70(0.03) = |59.479
66.302

Amennyiben a novekedés litemét valtozonak tekintjiik, a kezdeti termelési szerkezet
ezen novekedési iitem monoton noévekvs, nemkorlatos fiiggvénye (lasd 3. Lemma).
Ez a tulajdonsag a harmadik agazatra az 1. abran lathato.

A 2. és 3. abrakon mutatjuk be a gazdasdg egyensulyi ardnyos péalyajanak,
valamint az erdforras-készleteknek idébeni alakulasat az egyes 4dgazatok esetében,
feltételezve, hogy a novekedési titem értéke 0.03. Az agazatok termelésének id6-
beni alakulasat vizsgéalva lathatjuk, hogy a termékkibocsatas monoton névekvd
és nemkorlatos, mig az erdforras-készletek kimertilése az idének monoton csokke-
né fiiggvénye. A felvett adatokkal elvégezve a szamolasokat a (9) azonossigban,
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azt kapjuk, hogy az els6 fajta eréforras-készletek 72 évig, viszont a méasodik fajta
er6forras-készletek csak 70 évig elegenddek, igy a gazdasag 70 évig lesz miikodoke-

pes.
600 | T | |
S
o
& 7
vé W
v d #
7 Sl
- // ’/ —
z@), 400 7
z(t)z
z(t),
5 | [ | | 1 l |

0 10 20 30 40 50 60 70 80

2. dbra. Az egyensilyi aranyos palya id6beni alakulasa az egyes dgazatok esetében

1,5-10% ~==— L T T T
1-10* =
R(t),
R(t), 5000 .
0
0 g
1 L [ l | 1 | |
i 10 20 30 40 50 60 70 80

t
3. dbra. Az erSforras-készletek kimertilése
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(¢

4. dbra. Az er6forras-készletek kimeriilése a novekedési iitem fiiggvényében

A 4. abran bemutatjuk, hogy a névekedési litem értékét a megengedett hatarok
kozott valtoztatva hogyan valtozik az erdforras-készletek kimeriilésének idépontja.
Lathat6, hogy a novekedési iitem értékének novelésével ez az id6pont egyre ki-
sebb. A (10) azonossagot hasznalva a példa adataira azt kapjuk, hogy az eréforras-
készletek mintegy 70 évig (7°(0.03) = 70.48) biztositjak a gazdasdg miikodését.

8. Osszefoglalas és tovabbi kutatas

A dolgozatban egy altalanositott Leontief-modellt vizsgaltunk. Az alapmodellt
az er6forrasok felhasznalasaval bévitettiik ki. Bebizonyitottuk, hogy a bévitett mo-
dell iranyithaté, ha az eréforrasok felhasznalasi matrixdnak a rangja megegyezik
a sorvektorok szaméval. A dolgozat mésodik részében az egyensilyi ardnyos palya
hatasat vizsgaltuk az erdforrasok felhasznéalasara. Bemutattuk, hogy a meg nem
Ujulé erékorrasok készlete tovabb tart, ha a novekedési ratat és/vagy a fogyaszta-
si szintet csokkentjiik. A kutatas egy kovetkezs fazisaban azt lehetne megvizsgalni,
hogy az aranyos egyensulyi palya hogyan befolyasolja a megijulé eréforrasok (pl.
viz, levegd) mindségét. Hogyan alakul az egyensulyi aranyos palya, ha a kormény-
zat a gazdasag egészére kibocsatasi hatarértékeket allapit meg? Tovabbi vizsgalatok
targya lehet az ujrafelhasznalas bevonasa az alapmodellbe. Ekkor az Gjrafelhaszna-
lassal csokkenteni lehet a természeti eréforrasok felhasznalasat, ami a fenntarthato
fejlédés értelmében erdforrasokat takarit meg a kovetkezé generacioknak.
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Az emlitett lehetséges vizsgalatok figyelmen kiviil hagyjak az drak hatasat az
egyensilyi aranyos palyara. Ezen elemzések olyan arrendszer kialakitasahoz nyujt-
hatnak elemzési keretet, amelyekben a termelést kornyezettudatosan lehetne iranyi-
tani. Veégiil, a vizsgalt modell eltekint a technolégiai haladastél, vagyis az egyiitt-
hat6é méarixok idében valtozatlanok. A technikai haladas hatasanak meg nem ujulé
eréforrasokra gyakorolt hatésa lehet egy kovetkezs kutatasi irany.
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NON-RENEWABLE RESOURCES IN AN OPEN DYNAMIC LEONTIEF MODEL

ApEL FLORIskA AND IMRE DoOBOS

In this paper we study a generalisation of the dynamic Leontief input-output model. We ex-
tend the standard dynamic Leontief model with the balance equation of non-renewable resources.
Obviously the non-renewable stocks will decrease exploiting primary resources. In this study we
examine the controllability of this extended model taking the consumption as control parameter.
We suppose a balanced growth path both for consumption and production, and we examine how
long these scare resources will cover the inputs of production and how the lifetime of the system
depends on the balanced growth rate and on the consumption, as well. To these investigations we
use the classic results of the control theory and the eigenvalue problems of the linear algebra.
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