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A DUAL SZIMPLEX ALGORITMUS ELSO FAZISANAK VIZSGALATA

MAROS ISTVAN

London

A cikk egy Uj, a szimplex modszer szamara készitett dual elsd fazis eljaras elméle-
ti és szamitastechnikai vizsgalataval foglalkozik. Megmutatja, hogy a GDPO algoritmus
lényegesen jobb teljesitményt képes nydjtani egy dudl megengedett bazis megtalalasa-
ban, mint a hagyomanyos médszer. A 48 feladaton végrehajtott kisérletek meggy6zéen
igazoljak, hogy az algoritmus elényos elméleti tulajdonsagai a gyakorlatban ténylegesen
és nagy mértékben érvényesiilni tudnak.

1. Bevezetés

A lineéris programozasi (LP) feladat megoldasara Dantzig [1] altal kidolgozott
szimplex algoritmus kiilonféle variansai rendkivil fontos szerepet jatszanak az op-
timalizalas elméletében és gyakorlataban. A Karmarkar [3] altal bevezetett és sok
szerz6 (cf. Terlaky et al. {7, 8]) altal tovabbfejlesztett belsépontos algoritmusok
(BPA) nem homalyositottak el a szimplex alapu algoritmusok jelentségét. Bebi-
zonyosodott, hogy a két algoritmus csalad jol kiegésziti egymast. Bizonyos feladat-
tipusokra a BPA-k a jobbak, méasokra pedig a szimplex eljarasok hatékonyabbak.

A szimplex modszernek két alapvets valtozata van: a primdl és a dual algo-
ritmus. Kezdetben a primal médszer kapta a tobb figyelmet. Ennek megfelelGen a
(primal) szimplex alapt programrendszerek folyamatos algoritmikus és implemen-
tacios fejlédésen mentek at és egyre nagyobb feladatokat tudtak megoldani egyre
megbizhatébban és hatékonyabban. A duil szimplex ettsl jelentdsen elmaradt, és
hasznalata els6sorban arra az esetre korlatozodott, amikor egy megengedett (fizibi-
lis) bazis a rendelkezésre allt. Ez volt a helyzet az egészértéki LP feladatok egyszerii
branch-and-bound {B&B) médszerrel t6rténé megoldéasa esetén. Ekkor ugyanis egy
szarmaztatott relaxalt LP feladatra nézve a megel6z6é LP relaxacié optimaélis bazi-
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sa egy dual megengedett bazis. Errdl indulva a dual médszernek altalaban sokkal
kevesebb iteraciora van sziiksége, mint a primal modszernek (lasd pl. {4]).

A korszerd B&B algoritmusok lokalis technikakat alkalmaznak a keres6 fa csu-
csainal, mint példaul logical testing, implied bounds, added cuts. llyen esetekben
mar nemn igaz, hogy az eléd LP feladat optimaélis bazisa dual megengedett marad
a szarmaztatott feladat szamara. Igy a dual algoritmus dual elsé fazissal tud csak
indulni, de még mindig ez a jobb valasztas a primallal szemben.

A kedvez8 tapasztalatok alapjan felmeriilt a kérdés, vajon a duél algoritmus
egyenértékii, esetleg jobb alternativija tud-e lenni a primélnak nagyméretid LP fel-
adatok megoldasara. A dual masodik fazis sikeres fejlesztése [4, 5, 2] utan a dual
elsé fazis algoritmikus maradt a hidnyzo lancszem. Ezen dolgozva jutott el a szerzé
a GDPO algoritmushoz [6, 5], amely a fenti kérdésre pozitiv valaszt adott. Elméle-
tileg kimutathato, hogy az 4j algoritmusnak szdmos kedvezé tulajdonsaga van. Az,
hogy ezek a valosdgban milyen mértékben realizalédnak, még nem volt ismeretes.
Jelen cikk ezt a hidnyt potolja és pozitiv kévetkeztetésekre jut.

A tovabbiakban a 2. szakasz a vizsgalt altalanos alaka LP feladatot fogalmazza
meg, amit a 3. szakaszban a GDPO algoritmus lefrasa kdvet. A 4. szakasz GDPO
elméleti vizsgalatat targyalja, mig a 5. szakasz a szdmitastechnikai vizsgalatot mu-
tatja be. A 6. szakasz a kGvetkeztetéseket Gsszegzi.

2. A feladat megfogalmazasa

A gyakorlat szempontjabol fontos és az elmélet szamara sem kdzombos, hogy
az LP feladatot a természetes felmeriilésnek megfelels formaban lehessen kezelni.
Ez sziikségessé teszi az el6forduld osszes tipusii valtozo és feltétel algoritmikus keze-
lését. Ez nem pusztan esztétikai kérdés, hanem a hatékonysag novelésének a forrasa
is.

2.1. A primal feladat
Egy LP feladat legaltalanosabb alakja a kovetkezé:

minz =c¢cyg+c1z1+ -+ ChZa,

feltéve, hogy a ko6z6s korlatok
7
L; < Zaijxj <U;, i=1,...,m,
i=1

és a valtozok egyedi korlatai
ngzjguj j=1,...,77l

is teljesiilnek. Az alsé (L; vagy ¢;) korlatok kéziil barmelyik lehet —co. Hasonléan,
a felsé (U; or u;) korlatok kozott is lehet +oo.
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Egyszerd atalakitasok és a kdzos feltételekhez egy-egy z; logikai valtozé hozza-
adasa utan a feltételek az alabbi alakra hozhatok:

fi
(1) zi+2aijzj=bi, 1=1,...,m,
J=1

ahol a valtozdk egyedi korlatai:

Megengedett tartomany Tipus | Hivatkozas
zZi, T = 0 0 Fix
(2) 0 < z,z; < uj 1 Korlatos
0 <€ z,z; £ 40 2 Nem-negativ
-0 < zz; £ 4 3 Szabad

A valtozok tipusara type(z;) vagy type(z;) moédon fogunk hivatkozni.
Az LP feladat az (1) feltételrendszerrel matrix alakban is felirhaté:

(3) min c’x
(4) st. Ax+Iz=b

és a valtozok eleget tesznek (2)-nek.

Az z valtozokat strukturdlis, a z valtozdkat pedig logikai valtozdknak nevezziik.
Miutan ¢y nem jatszik szerepet az optimalizalasban, (3)-ban mar nem tiintettik
fel.

Technikai és algoritmikus szempontbdl a logikai és strukturalis valtozok egyen-
rangu szerepet jatszanak és altalaban nem sziikséges megkiilonboztetni dket. Ha a
(4) bal oldalan allé matrixot és valtozdkat djra definialjuk:

X = [’;] ci= [8] A=[A]|T]

ahol 0 az m dimenzids null vektor, akkor a feladat a kovetkez6 alakra hozhato:

min ¢Ix
(5) st. Ax=Db
£<x<u,

az £ és u vektorok értelemszeri kiterjesztése utan. x és ¢ 4j dimenzidéja n = 7 + m.
(5)-6t az LP feladat primal alakjanak, vagy primal LP feladatnak szokas nevezni.

(5) egy bazisat B-vel jeloljik, mig a bazisvaltozok indexhalmazat B-vel, a tébbi
valtoz6 indexhalmazat pedig R-rel. Az 6sszes valtozoé indexhalmaza: NV = BUR és
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M| = n. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy B az A métrix elsé
m oszlopa. Bz A particionalasat eredményezi A = [B|R] alakban, ahol R jeloli
A nem-bézis részét. Ennek megfelelden particionaljuk x-et és c-t is. A matrix j-
edik oszlopat a;-vel, mig i-edik sorat a'-vel jelsljiik. (5)-nek a B-hez tartozé bazis

megoldasa
xg =0 :B_1<b— Zujaj),
jeu
ahol U jeloli azon bazison kivili valtozok indexhalmazat, amelyek felsé korlaton
vannak. Az i-edik bazisvaltozot (;-vel jeloljik. A d; redukalt koltség definicidja
dj =c¢; — 7rTaj =cj - c'gB‘laj, ami tovabb egyenld ¢; — cgaj—vel, ha az aj =
B~1a, jelélést hasznaljuk.

2.2. A dual feladat

A dual feladathoz a primal dualizalasan keresztiil jutunk el. El§szor a primal
feladat azon valtozatat tekintjiik, ahol minden valtozo 2-es tipusi (nem-negativ):
Ha a primal

(P1) min c’x
s.t. Ax=b,
x>0
alakban van megadva, akkor ennek a dualja
(D1) max bTy
st. ATy <ec.

Megjegyzend§s, hogy itt az y dual valtozok 3-as tipusd (szabad) valtozok.
A w=[wi,...,w,]T duél logikai valtozok bevezetésével (D1) felirhaté egyen-
16ség forméban:

max bTy
(6) st. ATy +w=c,
(7 w>0.

Legyen B az A métrix egy béazisa, aminek nem kell primal megengedettnek lenni.
(6) strendezésével a wT = cT — yT A alakot kapjuk, ami particionalt formaban:

T T T
wg =cg—Yy B,

T _ T _ T
wrp =cx -y R.
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A (7) alatti, w-re vonatkoz6 nem-negativitasi feltétel particionalva: [wg, wk]7 > 0.
Az yT = c¢LIB~? valasztassal azt kapjuk, hogy

(8) wi =cf —cEB'B =0,
(9) w}k =ck —cgBT'R =d% >0,

ahol dr a primal redukalt kéltségekbdl alkotott vektor bazison kiviili részét jelen-
ti. Mivel (8) teljesiil tetsz8leges bazis esetén és y szabad valtozo, a B bazis dual
megengedett, ha kielégiti (9)-et. Ez azonban nem més, mint a primal optimali-
tasi feltétel. Vagyis a dual megengedettségi feltétel azonos a primal optimalitasi
feltétellel és a primal redukalt kéltségek egyben a duéal logikai valtozok.

A gyakorlatban a dual szimplex algoritmusok a primal feladaton dolgoznak,
hasznélva annak szamitastechnikai eszkdztarat, de a baziscserét a dual algoritmus
szabalyai szerint hajtjak végre.

Nagyméretd LP feladatokat a gyakorlatban csak akkor lehet megoldani, ha
kihasznaljuk a feltételi matrixok ritkéssagat (kis kitoltottségét). Ez a modositott
szimplex modszer keretein belil valésithatd meg a legjobban. Ilyen esetben csak
az iteraci6hoz szikséges transzformalt elemeket kell meghatarozni. A dual szimp-
lex algoritmusoknal mind elsé, mind masodik fazisban szamitastechnikailag a ,Jleg-
dragabb” mivelet a transzformalt pivot sor eldallitasa. Ennek a sornak az esetleges
tobbszoros felhasznalasa jelentsen motivalta a szerzének az altalanositott dual elsé
fazis eljarasra iranyuld vizsgalatait.

A 3. szakaszban bemutatandé 0j algoritmus, amelyre GDPO (Generalized Du-
al Phase One) néven fogunk hivatkozni, egy iteracioval képes annyi haladast elérni,
mint a hagyomanyos moédszer sok iteraciéval. Mindezt a dragan elGallitott transz-
formalt pivot sor tobbszori felhasznalasaval éri el. Ezen tilmenden, a GDPO-nak
olyan tovabbi tulajdonsagai is vannak, amelyek algoritmikusan és szamitastechni-
kailag is egyarant igen elénydsek. Ezeket a 4. és 5. szakaszok targyaljak.

3. A GDPO algoritmus leirasa

3.1. Elméleti alapok

A GDPO algoritmus részletesebb targyalasa Maros eredeti cikkében (1. {6])
talalhato.

Az LP (5) alatti altalanos esetére is igaz (lasd pl. [5]), hogy a primal redukalt
koltségek azonosak a dudl logikai valtozdkkal. Ezért az (5) minimalizalasi feladat
duéljanak a megengedett megoldasai kielégitik a kovetkezd feltételeket. Megjegy-
zend§, hogy a d; dual logikai valtozok a primal strukturéalis valtozékkal allnak
Osszefiiggésben.
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Type(z;)|Erték d; |Megjegyzés
0 z; =0 Mindegy
r; = 0 Z 0
z;=u; <0 |[jelU
;=0 >0
Ty = 0 =0

WO B e

Ebbél adédéan egy (B,U) halmazparhoz tartoz6 dual megoldas megengedett, ha
teljesiti (10)-et.

Miutan a fix (type-0) primal valtozok redukalt koltsége mindig egy megenge-
dett d; érték, ezeket a valtozokat kihagyhatjuk a dual megengedettség vizsgalata-
bél. Hasonlé a helyzet a korlatos (type-1) valtozékkal is. Ha ugyanis egy type-1
valtozohoz tartozoé d; elGjele nem teljesiti (10)-et, akkor a primal véaltozé értékét az
ellenkezd korlatra allitva d; dual megengedett lesz. Ez a lépés nem igényel bazis-
cserét, minddssze a primal bazismegoldast kell transzformalni. Ugyanis a korlatos
primal valtozokhoz tartozd d; kétféleképpen lehet nem-megengedett (infizibilis).
Formalisan: legyenek

J: type(z;) =1,z; =u;,d; >0
3 3= Y
T~ ={j: type(z;)=1,z; =0,d; <0}

a type-1 dual infizibilis indexek halmazai. Ekkor a primal valtozék korlatcseréje
utan a megoldas transzformacidja:

(11) ﬂ = ﬂ - Z U; ;5 + Z U; g,
: JETH+ J€T-
ahol a; = B~ !a;, .=’ értékadast jelent, és a szumma értéke nulla, ha a vonatkozoé

indexhalmaz iires. a;-k kiszamitésa a (11)-ben szereplS Gsszes j-re nagyon szami-
tasigényes lenne. Azonban az egész miveletet egyetlen lépésben el lehet végezni a
kévetkezd modon:

(12) B:=08- Z ujoy + Z ujo
JET+ JET-
:ﬁ—B_1< Z ujay; — Z ’U,jﬂj)
JETH JET-
=B-B7la
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a nyilvanvald értelmezésével. a (egyszerti) meghatéarozasa utan csak egyetlen FT-
RAN miiveletet (lasd pl. [5]) kell végrehajtani a bazis inverzével. (12)-t dudl megen-
gedettségi korrekcionak nevezzik. Ezt a miveletet elég akkor végrehajtani, amikor
mar sikeriilt (ha lehet) az Osszes type-2 és type-3 pozicié dual logikai valtozéjat
megengedett értékre hozni.

Fentiek alapjan elegendd a type-2 és type-3 valtozdkkal foglalkozni. Ezekre két
infizibilitasi indexhalmaz hatarozhaté meg:

(13) M = {j:d; <0 és type(z;) > 2},
(14) P= {j tdy > 0 és type(z;) :3},

Ezek segitségével a dudl infizibilitdsok dsszegét a kivetkezdképpen definialjuk:

(15) =Y 4 -% 4,

JEM JEP

ahol barmely szumma egyenld nullaval, ha a vonatkozé indéxhalmaz ures. Nyilvan-
valéan mindig igaz, hogy f < 0.

Dual els6 fazisban a cél f maximalizalasa. Ha f = 0-t el tudjuk érni, akkor a
megoldas dual megengedett lesz egy esetleges megengedettségi korrekcioé utan. Ha
ez nem érhet§ el, akkor a feladatnak nincs duil megengedett megoldasa.

A dual algoritmusok el6bb a bazisbdl kiléps valtozot hatarozzak meg, ami egy-
ben a pivot sort is definidlja a soronlévé iteracidra. Tegyiik fel, hogy a p-edik sort
valasztottuk ki, mert egy késébb targyalandé kritérium alapjan ez bizonyult a leg-
jobbnak. A szimplex iteraci6 ennek a transzformélt sornak bizonyos t tobbszorosét
vonja le a dual logikai valtozok sorabél: dz(t) = dg — ta®. Igy a duél logikaiak,
mint a t fiiggvényei:

Ezzel a jeloléssel d§p)(0) = d;. Ha t kell8en kicsi 1igy, hogy az M és P halmazok val-
tozatlanok, az infizibilitasok Gsszege a t fliggvényében a kovetkezdképpen fejezhetd
ki:

f(p)(t) Z d(p) Z d; p) (p) 0) - t( Z Qpj — Zam)-

JEM JjEP JEM JEP

Lathaté, hogy a (15)-beli f-et t = O-ra kapjuk meg: f = f(P(0). Kénnyen kimutat-
hato, hogy a soron kovetkezs targyalas akkor is igaz, ha a halmazok csak a ¢ =0
esetben valtozatlanok (degeneracio).

A dual infizibilitasok megvaltozasa, ha t elmozdul a nulla értékrél:

(17) A =50~ 10 =t T o~ Yo )

JEM JEP
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Ha bevezetjiik a

(18) Up = Z Qpj — Zam’

JEM JEP

jelolést, (17) a Af = —tv, alakban frhat6. Ennek kovetkeztében a dudl infizibilita-
sok javulasanak a kovetelménye, Af > 0, ekvivalens a

—tup, >0
kévetelménnyel. Ezt pedig kétféleképpen lehet elérni:

(19) Ha v, > 0, akkor t < 0-nak kell teljesiilni,
ha v, < 0, akkor ¢ > 0-nak kell teljesiilni.

Mindaddig, amig van olyan 4 sor hogy type(8;) # 3 és a hozza tartoz6 (18)
altal definialt v értéke nem nulla, lehetGség van a dual elsé fazis célfiiggvény javi-
tasara. A feltételek pontos kimunkalasa a késébbiekben térténik meg. Amennyiben
tobb sor is potencialis javitd, akkor ezek koziil valamilyen egyszerd vagy Osszetett
szabaly alapjan valasztunk (,dual phase-1 pricing”).

Jeloljiik a p-edik bazisvaltozd (B, eredeti indexét A-ban u-vel. Igy z,=0p a
kivalasztott kilépd valtozé. Ezen a ponton kikétjilk, hogy a kilépd valtozd redu-
kalt koltsége, Jw dual megengedett legyen a bazisbdl valo kilépés utin. Ez nem
feltétleniil szitkséges, de igy a dual megengedettség jobban kézben tarthaté.

Ha t elmozdul nullardl, egyes d;-k elmozdulnak a nulla irdnyaba, ami a megen-
gedettségi tartomanyuk hatara, és bizonyos t esetén el is érik azt. Ezek az értékek
(16) alapjan d; — tap;-bol hatarozhaték meg:

d;

t; = — bizonyos j € R indexekre,
Qpj

és ezek lehetévé tesznek egy béziscserét, mivel itt d;(t) nullava valik. Ez azt is
jelenti, hogy a j-edik dual feltétel ekkor egyenldség formaban teljesill. Ha a tébb
lehetséges j koziil kivalasztott indexet g-val jel6ljiik és ezt a valtozét vonjuk be a
bazisba z, helyett, akkor (a szimplex transzformacios képlete alapjan) azt kapjuk,
hogy
dy, = LR —tg,
Qpq

aminek duil megengedettnek kell lenni a fentiek szerint. Ju elGjelét az hatarozza
meg, hogy z, hogyan (als6 vagy fels6 korlaton) hagyja el a bazist. Ez régton sza-
balyt is ad arra, hogy a belépé valtozé hogyan hatérozhaté meg, ha a kilépst méar
megvalasztottuk. Alabb a szabaly szobeli formajat adjuk, a részletes bizonyitas
[6)-ban talalhaté.
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1. Ha v, > 0, akkor ¢, < 0 kell, hogy (19) teljesiiljon. Ez maga utan vonja, hogy
a p-edik bazisvaltozonak alsé korlaton kell kilépni (ugyanis d,, > 0 sziikséges a
duél megengedettséghez). Dual degeneraci6 esetétdl eltekintve ez azt jelenti,
hogy d;-nak és apg-nak ellenkezd eljeliinek kell lenni, vagyis a potencialis
pivot pozicidknak teljesiteni kell ezt a kévetelményt.

2. Ha v, < 0, akkor t, > 0 szitkséges, ami csak gy lehetséges, ha a kiléps valto-
26 By (= x,) korlatos tipusu és a felsg korlaton lép ki a bazisbol. Degenerciétol
eltekintve ez azt jelenti, hogy d,-nak és apg-nak azonos elGjelinek kell lenni.

3. Hawv, # 0 és a kiléps valtozo 0 tipust (fix), akkor d, elsjele érdektelen. Ezért
ha v, > 0, akkor t, < 0 hanyadosokat keresiink, és ha v, < 0, akkor pozitiv
t-ket vizsgalunk.

Hatra van még annak a vizsgalata, hogy a v = [vy,... ,vm]T vektort hogyan
lehet meghatarozni. v-t dual elséd fdzis redukdlt kéltség vektornak nevezziik.
Vektor alakban (18) a kovetkezGképpen irhaté:

(20) v:Za,-—zaj:B-l(Zaj—Zaj):B-la

JEM JEP JEM JEP

a nyilvanvalé értelmezése mellett. Ez a szamitas egy FTRAN mivelet segitségével
végezhets el, ami egy standard szimplex technika.

3.2. Az f(t) fiiggvény vizsgalata
Miutan a kilépé valtozot meghataroztuk (20) segitségével, a duél infizibilitasok
Osszege t fiiggvényében:

(21) £8) = £(0) - t( T o — 3 am-) ~ 7(0) - toy.

JEM JEP

Lathato, hogy f(t) el6allitasahoz az o transzformalt pivot sorra van sziikség, ami-
bél kiolvashatok az a,; egyiitthatok. Ez szamitastechnikailag egy koltséges miivelet.

Az el6zményekbdl kovetkezben t elmozdulasa nullardl lehet pozitiv, illetve ne-
gativ iranyban is, a helyzettdl fiiggSen. (21) nyilvanvaléan linearis fiiggvény t-ben,
amig a —v, meredekséget definidlé halmazok (M és P) valtozatlanok. Bebizonyit-
haté (lasd Maros [6, 5]), hogy

F(t) egy szakaszonként linedris konkdv tértvonal fiiggvény, melynek to-
réspontjai a belépd vdltozd kilonbizd megudlasztdsainak felelnek meg és
amely pontokban az infizibilitdsi halmazok (M és/vagy P) megudltoz-
nak. Ennek megfelelden f(t) a globdlis marimumdt akkor éri el, amikor
a meredeksége elbjelet vdlt. Az igy definidlt bdziscsere eredményezi a
dudl infizibilitdsok mazximdlis javuldsdt, amit a kivdlasztott kilépé vdlto-
zoval el lehet érna. '
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Ugyancsak bebizonyithato (lasd Maros [6, 5]), hogy a toéréspontokat a kovetke-
26 j € R poziciok definialjak:
1. At >0 esetben
d; <0 €s ap; <0 vagy
deOésapj>O,
2. at <0 esetben pedig
d; <0 és ap; >0 vagy
d; >0 és ap; <0.
A mdsodik eset kizvetleniil szdrmaztathatd az elsébol dgy, hogy —ayp;-t
haszndlunk ap; helyett. Mindkét esetben egy tovdbbi lehetdséy az, hogy
ha type(z;) = 3 (szabad vdltozd) és d; # 0, akkor a d;/ap;, (ap; # 0)
toréspont multiplicitdsa 2.

Ha a definialt toréspontokat nagysag szerint sorba rendezziik, akkor kénnyen
kovethets, hogy f(t) meredeksége akkor valtozik, amikor t eléri a legkisebb definialt
hanyadost (toréspontot). A rendezett értékek a ¢t > 0 esetben 0 <t; <--- <tg, ha
@-val jeloljiik az Gsszes definialt téréspontok szamat, mig a t < 0 esetben forditott
asorrend tg < -+ <ty <0, vagy ezzel egyenértékien, 0 < —t; < --- < ~tq, illetve
a kozos alak 0 < |t £ --- < tgl

Ha sikeres volt p megvalasztasa (van kiléps) valtozo, akkor @ > 0. Bebizonyit-
haté (lasd Maros {6, 5]), hogy

Akdr a vp <0 (t > 0), akdr a vp >0 (t < 0) esetrél van szd, f(t) kez-
deti meredeksége sg = |vp|, és a linedris szakasz meredeksége a k-adik
toréspont utdn A
s'; = s';_l — |apjl, fork=1,...,Q.
Ezen elméleti alapokon nyugszik a GDPO algoritmus, amelyet a kévetkez sza-

kaszban mutatunk be részletesen.
f(t) jellegzetes alakja az 1. dbran lathato.

3.3. A GDPO algoritmus

Az alabbiakban a GDPO algoritmus egy iteraciojat definidljuk a 3.1. és 3.2. sza-
kaszokban targyaltakra alapozva.

Legyen ty = 0 és f; = f(t;). Belathatd, hogy a dual infizibilidsok Gsszege a t6-
réspontokban a kévetkezd rekurzidval szamithato ki: fr = fr—1 + sz‘l (tk — tk—1),
k=1,...,Q.

A dual els6 fazis egy iteracidjanak a lépései:

1. Lépés. Hatarozzuk meg az M és P halmazokat (13) és (14) alapjan. Ha mind-
kettd iires, hajtsunk végre megengedettségi korrekciot. Ezutan a bézis dual
megengedett, az algoritmus befejezédik.
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f(®)
A
t1 t2 t3 t4 t

1. dbra. DuAl infizibilitasok mértéke (Gsszege) t fliggvényében

. Lépés. Allitsuk fel az a = Z a; — Z a; segédvektort (20) szerint.
JEM JEP
. Lépés. Hatarozzuk meg a duél redukalt koltségek vektorat: v = B~1a (20) alap-

jan.

. Lépés. Kilép6 vektor meghatéarozasa: Valasszunk ki egy jeloltet a v-bsl vala-
milyen (egyszerid [pl. Dantzig|, vagy osszetett [pl. Devex|) szabaly alapjan.
Jeloljiik ezt a poziciot p-vel. Ez lesz egyben a pivot sor indexe is.

Ha nem talalunk jeloltet, akkor a dual feladatnak nincs megengedett megol-
dasa, az algoritmus befejezddik.

. Lépés. Hatarozzuk meg B~! p-edik sorat: p” = eI B! és ennek segitségével A
p-edik soranak transzformalt alakjét: o,; = pTa; a j € R pozicickban.

. Lépés. Dual hanyadosteszt. Hatarozzuk meg és taroljuk a dual hanyadosokat a
3.2. szakaszban leirtak alapjan a v, > 0, illetve v, < 0 esetnek megfelelGen.
Rendezziik a hanyadosokat (toréspontokat): 0 < [t1] < -+ < |tg].

. Lépés. f(t) maximalizalasa.
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Legyen k =0, to =0, fo = f(0), s =|vpl.

While k <@ A s§>0do

k:=k+1

Jelolje ji azt az oszlopindexet, amelyik |tx|-t, a k-adik legkisebb hanyadost
(toréspontot) hatarozta meg.

Noha algoritmikusan nem sziikséges, a teljesség kedvéért szamitsuk ki f(¢)-t
ebben a pontban: fi = fk_1 + st~ (tk — tk-1),

Hatarozzuk meg f(t) meredekségét ezutan a pont utan: s’; = sf,"l = |apj |-
end while

Jelolje g az utolséd toréspontnak az indexét, amelyre a s'; meredekség még po-
zitiv, ¢ = jk. f(t) a maximumaét ennél a toéréspontnal éri el. A belépd valtozod
Zq.

8. Lépés. Uj megoldas meghatarozésa:

Ha z,, fels6 korlaton 1ép ki a bazisbol (v, < 0'eset), Z, = uy, kiilonben (v, > 0
eset) T, = 0.

Hatarozzuk meg a belépd oszlopvektor transzformalt alakjat: o, = B la,.
Legyen 0p = B,/apq, ha v, > 0, vagy 6p = (B, — wp) /apg (wp a p-edik ba-
zisvaltozo egyedi felss korlétja), ha v, < 0. Transzformaljuk a megoldast:

Bp =1x,+0p és Bi=08 - fpoi; minden i # p.

Transzformaljuk a bazison kiviili valtozdkhoz tartozd dual logikai valtozokat:

- d - -
d, = ——% és d; = dj + d,ap; minden j # p.
pq

Moédositsuk a B és ha sziikséges, az U halmazt, hogy tikrézzék a baziscserét.

Térjlink vissza az 1. Lépésre.

4. A GDPO algoritmus elméleti vizsgalata

Ebben a szakaszban elészor a GDPO algoritmus helyességét mutatjuk meg,

majd néhany fontos tulajdonsagat elemezziik.

4.1. Az algoritmus helyessége

Elészor is, a 3.2. szakaszban kideriilt, hogy f(t)=f(0)—t< Yo api— > apj)

JjEM JEP

egy szakaszonként linearis konkav tortvonal fiiggvény, amit minden iteracié soran
djra definidlunk és maximalizalunk.

Masodszor, miutan az f(t) fiiggvénynek 0 a felsg korlatja, a GDPO soran meg-

oldott LP feladat megolddsa mindig korldtos.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



A DUAL SZIMPLEX ALGORITMUS ELSO FAZISANAK VIZSGALATA 151

Harmadszor, f(t) maximalizalasa a dual megengedettségi feltételek mellett egy
konvex probléma. Ezért ha nincs tobb javité sor és a megoldas még mindig nem
dual megengedett, akkor feladatnak nincs dudl megengedett megolddsa.

Negyedszer, ha az algoritmus minden iteraciéban pozitiv lépést tesz a dual
megengedettség felé ( f(t) szigortian monoton n('jvekszik), akkor egyetlen bazis sem
ismétl&dhet, tehat ciklizalas nem fordulhat el6, igy az algoritmus véges szdmai lépés
utdn befejezddik vagy az 1., vagy a 4. Lépésben. Ha az iteraciok soran degene-
racio lép fel, és a GDPO is csak degeneralt 1épést tudna végrehajtani (lasd még
4.2.4. szakaszt), akkor példaul az elméletileg garantalt (és szamitastechnikailag ha-
tékony) Wolfe féle ,ad hoc” médszert ([9]) lehet hasznélni, amig a degeneraciébol
kikeriil az algoritmus.

4.2. A GDPO néhany fontos tulajdonsaga
4.2.1. A hagyomanyos eljaras altalanositasa. A GDPO az f(t) figgvény ma-
ximalizalasaval a lehets legnagyobb lépést teszi meg a dual megengedettség felé,
amit a kivilasztott kilépd valtozd esetén el lehet érni. Konnyen lathaté, hogy a
hagyomdnyos dudl (HD) elsé fizis eljards ennek specidlis esete, amikoris f(t)-nek
csak az elsd toréspontjaig megylnk el. A masik oldalrél nézve GDPO a HD eljdrds
dltaldnositdsdnak tekinthetd.

4.2.2. A pivot sor t6bbszoros hasznositasa. HD a ,dragén” elGallitott transz-
formalt pivot soron egyetlen iteraciét végez el és utana eldobja azt. GDPO ezt a
sort tobbszorosen hasznositja, ami azt eredményezi, hogy egyetlen GDPO iteraci-
6val akar nagyon sok HD iteracionyi el6rehaladast képes elérni. Mindez attol fiigg,
hogy f(t) maximuméat hanyadik téréspontnal éri el.

4.2.3. Nagyobb numerikus stabilitas. A szimplex implementacidk numerikus
probléméinak nagy része abbol adédik, hogy abszolut értékben tul kicsinek ad6dik
az apq pivot elem. GDPO esetén ezen konnyd segiteni, ha f(t) maximuma nem az
elsd torésponton éretik el. Ekkor ugyanis lehet&ség van az eggyel korabbi toréspon-
tot venni. Ha az ehhez tartozo6 pivot elem még mindig nem megfelels nagységrendd,
akkor fokozatosan lehet visszalépni a toréspontokon egy j6 pivot elem megtalalasa-
ig (ha egyaltalan van ilyen). Nagy val6sziniséggel GDPO még ilyen visszalépéses
esetben is nagyobb elérehaladast tud biztositani, mint HD. Ezen tilmenden, ha az
els6 toréspont pivot eleme ,rossz”, akkor HD nem is tud mit csinalni ezzel a pivot
sorral, mig GDPO-nak van esélye egy jo iteraciéra, ha f(t) a maximumat nem az
elss toérésponton éri el.

4.2.4. Jobb hatasfok degeneracio esetén. Dual degeneracié esetén egy vagy
tobb bazison kivili valtozéra d; = 0. Ha ezek a poziciok részt vesznek a dudl ha-
nyados tesztben, akkor ezek 0 értéki hanyadosokat definidlnak. Ez a (esetleg t&bb-
szoros multiplicitassal rendelkezs) ¢ = 0 toréspontot eredményezi. HD ezek koziil
valaszt egyet, és egy 0 lépéshosszii, nem-javitd iterdciét hajt végre.
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Ezzel szemben GDPO esetén a helyzet a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy t =0
multiplicitasa ¢, vagyis

(22) 0=ltr] = =lte] <lters] <--- < [tgl.

Jeloljék ay,, ..., ..., q;, a megfelels pozicidkban a transzformalt pivot sor ele-
meit, az egyszertiség kedvéért elhagyva p-t a felsG indexbdl. f(¢) maximumat de-
finialé toréspont k indexét az s > 0 és siy; < 0 relacidk hatarozzak meg, ami
részletesen:

k k+1
sk——-so—ZIaj‘,l>0 és sk+1:so—2|a]-i|§0.
i=1 i=1

Ha erre a k-ra k > ¢ teljesiil, akkor (22) 4ltal azt kapjuk, hogy |tx| > 0. Ez pe-
dig azt jelenti, hogy a degeneraci6 ellenére GDPO pozitiv lépést tud tenni a dual
megengedettség fele. Ha k < ¢, akkor a lépés degeneralt (0 lépéshosszi) lesz.

4.2.5. Egy iteraciéra es6 szamitasi munka. GDPO egy iteracija valamivel,
de altalaban nem sokkal tobb szamitasi munkat igényel, mint HD.

1. Hanyados teszt: ugyanaz, mint a HD-nal. A kiilénbség annyi, hogy GDPO
esetén a hanyadosokat (f(t) toréspontjait) tarolni kell. Ez t6bblet meméria-
igényt jelent, altaldban nem t6bb, mint n — m dupla pontossigi szam taro-
lasat. Noha a type-3 pozicidk két toréspontot is meghatarozhatnak, az ilyen
valtozok szama kevés szokott lenni az LP modellekben.

2. Mig HD a legkisebb hanyadost (elsd toréspontot) valasztja, addig GDPO széa-
mara a ti toréspontokat nagysag szerint sorba kell rendezni. Ha sok t6éréspont
definialédik, akkor ez jelentds tobbletmunkat igényel, hiszen a rendezést min-
den iteracié soran 1jbol el kell végezni. Altalaban azonban nincs sziikség az
Osszes tx-ra f(t) maximuméanak a meghatarozasanal. Igy célszeri olyan ren-
dezési modszert hasznalni, amelyiknél az i-edik lépésben az elsG i elem helyes
sorrendben van. A legmegfelel6bb rendezési modszer megvalasztasat nehezi-
ti az, hogy a definialt és felhasznalt toréspontok szama iteraciérol iteraciora
drasztikusan kiilonb6z8 lehet. Vizsgalataink azt mutattak, hogy a heap-sort
modszer adaptéacidja megbizhatban, j6 hatékonysaggal képes ezt a feladatot
ellatni.

3. Tapasztalataink szerint a fenti tébbletmunka GDPO iteracios sebességét alig
érzékelhetéen befolyasolja HD-hez képest.
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5. A GDPO algoritmus szamitastechnikai vizsgalata

A GDPO tulajdonsagainak elméleti vizsgalata soran tobbszor szerepelt olyan
kitétel, hogy az igazan jé tulajdonsagok akkor jonnek els, ha valéban tobb torés-
pont definialédik iteraciénként és nem az elsén éretik el f(t) maximuma, mert igy
az algoritmusban rejlé nagyfokt rugalmassag jobban kihasznalhat6. Az, hogy ilyen
helyzet mennyire fordul eld, és ezaltal mekkora az algoritmus jelentésége, elsGsor-
ban gyakorlati tapasztalatok alapjan deriil ki. Ebben a szakaszban a szakméban
elfogadott tesztfeladatokkal végzett szamitasok soran nyert tapasztalatokrol sza-
molunk be. Miutan GDPO egy lokalis stratégiat valosit meg, elméleti iiton nem
lehet globalis teljesitményt garantalni. Ezért is fontos a szadmit4stechnikai vizsgalat
elvégzése.

Az irodalomban nem ismeretes kiilonféle dual szimplex algoritmusokkal kapcso-
latos szamitastechnikai tapasztalatok publikalasa. Kommercialis LP rendszerekkel
valo Gsszehasonlitdsnak nem lett volna értelme, mert azok algoritmikus hattere is-
meretlen, publikalatlan lizleti titok, ezért algoritmikus Gsszehasonlitasra alkalmat-
lanok. Igy GDPO-nak az els§ torésponton alapulé hagyomanyos dual elsé fazissal
val6 Gsszehasonlitasahoz folyamodtunk.

5.1. A tesztfeladatok jellemzdi

A tesztelés célja GDPO algoritmikus hatdsossdganak a vizsgalata. A tesztelés-
re a korabban a szerz6 altal kifejlesztett, szimplex alapi MILP nevi kisérleti kodot
hasznaltuk. Noha MILP primal orientaltsagt, tartalmazza azon eszkdzSk nagy ré-
szét, amik a dual implementaciéjahoz sziikségesek.

MILP a nagyméretii LP feladatok hatékony megoldasara szolgald algoritmikus
és szamitastechnikai elemek kiprobalasara kesziilt. Igy ez egy kisérleti kod, amely
tele van tizdelve olyan utasitisokkal, amelyek a miikodést figyelik és informaci-
ot gytdjtenek. Ezaltal nagyon alkalmas 1j eljarasok tulajdonsagainak vizsgalatara,
amikor is a hatasossag a kérdés. Mindezek mellett MILP miikddése igen hatékony,
noha a ,numerikus kernel”™je kb. 10-12 évvel ezel6tt késziilt (ami az akkori igé-
nyeket biztonsagosan kielégitette). Mindezt azért sziikséges megjegyezni, mert bar
ez az esetek nagy részében jol ki tudta szolgalni a dual ismert nagyobb igényét a
szamit4si pontossagra, de egy-két feladatnal ez nem bizonyult elegendének. Hang-
sulyozni kell, hogy ez nem a GDPO algoritmikus hidnyossagat jelenti, hiszen nem
mitasa kozt adédd numerikus kiilonbségrél és az ebbdl esetleg bekovetkezd kisebb
visszaesésrél. Noha MILP /Dual ilyenkor kijavitja a numerikus hibat néhany tobblet
iteracié aran, ez azonban eltorzitja az iteraciés statisztikat. Az alabb ismertetett
tesztelésben olyan feladatok vettek részt, amelyek esetén MILP/Dual numerikus
kernelje hibatlanul miksdstt, mert igy a kiilonbségek feketén-fehéren a megoldo
algoritmusok kozti kiilonbséghdl adédnak és ezaltal alkalmasak GDPO hatésossa-
ganak kiértékelésére. A hatdsossdgot a dudl elsd fdzisban megtett iterdcidk szdmdval
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mérjik. Ennek azért is van értelme, mert GDPO és HD iteracios sebessége alig mér-
hetGen tér el egymaéstol.

Miutéan a type-0 és type-1 valtozék kezelése a dual els6 fazisban trivialis (lasd
dual megengedettségi korrekcid), olyan feladatokat valasztottunk, amelyeknél a
type-2 (nem-negativ) és type-3 (szabad) valtozok vannak tulsilyban. Ezen tulmens-
en az is szempont, hogy a futési eredmények reprodukalhaték, illetve ellendrizheték
legyenek. Ennek érdekében a hasznalt feladatokat a szakmaban elfogadott teszt-
feladattarakbol vettiik. MILP két valtozatat hasznaltuk a futasok soran. Az egyik
(m503d) a GDPO, mig a masik (m503d1) a hagyomanyos dual (HD) implementals-
sat tartalmazza. Az utébbi valdjiban az el6zének egy olyan valtozata, ahol az els6
toréspont alapjan torténik a baziscsere meghatarozasa (legkisebb dual hanyados,
k = 1). Osszesen 48 feladat szerepel a vizsgalatokban. Kéztiik van kisebb, kbzepes
és nagymeéret( is. Ezek valos életbdl vett problémék, nem pedig generalt feladatok.

Az 1. tablazat a tesztelésben résztvett feladatok {8bb jellemzéit tartalmazza,
amelyek: feltételek szama (m), strukturalis valtozék szama (7)), nem-nulldk szama
A-ban, valamint a strukturalis valtozok szamanak megoszlasa tipus szerint.

5.2. A tesztfutasok eredményei és kiértékelése

Az eredményeket el$szor Osszevont tablazatos formaban mutatjuk be, majd a
levont kovetkeztetéseknek megfelels tovabbi tablazatok kovetkeznek.

A 2. tablazatban a dudl els6 fazisban végzett iteracidk szaméat mutatjuk be
GDPO és HD esetén, tovabba a megoldis soran hasznalt stratégiat: volt-e norma-
las (altalaban igen), mi volt az indul6 bazis (logikai vagy crash), illetve a pivot sor
meghatarozasa Devex technikaval tortént-e vagy sem. Nagy érdeklddésre tarthat
szamot az iteracié aranyokat feltiintets két oszlop. A H/G jelentése az, hogy a HD
" algoritmus hanyszor tobbet iteralt, mint GDPO, a G/H oszlop ennek a reciproka.
Lathatod, hogy nem minden feladat esetén voltak a futisi paraméterek azonosak.
Ennek tobb oka van. ElSszor is, olyan indulé bazist kellett valasztani, ami duél
nem-megengedett. Bizonyos esetekben az egységvektorokbol allo logikai bazisra ez
teljesiilt, és amikor nem, akkor egy ,crash” eljarassal el6allitott bazis (lasd [5]) fe-
lelt meg a célnak. Masodszor, a nagyobb feladatok sorkivalasztasira a dual Devex
technikat hasznaltuk a racionalisabb megoldasi id6§ érdekében. Harmadszor, a fela-
datok legtébbjét normalassal oldottuk meg, hogy numerikus problémak ne lépjenek
fel és az eredmények ,tisztan” legyenek értelmezhetSk az algoritmusok hatasossa-
ga szempontjabol. Nagyon fontos megjegyezni, hogy minden konkrét feladat esetén
ugyanazzal a stratégiaval futott mindkét (m503d és m503d1) program. Ezért a meg-
oldasi stratégia gyanant ezek a k6zos beallitdsok vannak feltiintetve.

A GDPO elvart hatasos mikodésének az alapja a pivot sor tobbszoros felhasz-
nalasa, ami abban nyilvanul meg, hogy f(t) maximalizilasira hiny toéréspontot
hasznal fel. Ezt egy bizonyos értelemben algoritmikus lépéshossznak lehet nevezni.
A 3. tablazat errél ad képet. Miutan nagyon nagy a variacio, az adatokat kissé to-
moriteni kellett, hogy be lehessen mutatni. A tablazat egy sora azt mondja meg,
hogy az 6sszes dual els6 fazis iteraci6 soran (ez a szam az utolsé oszlopban van)
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Valtozdk szama tipus szerint
Feladat Sorok | Oszlopok | Nem-nullak | Type-O0 | Type-l [ Type-2 | Type-3
25fv47 822 1571 11127 0 0 1571 0
80bau3b 2262 9799 29063 498 2986 6315 0
agg 488 163 2541 0 0 163 0
agg2 516 302 4515 0 0 302 0
agg3 516 302 4531 0 0 302 0
baxter 27441 15128 109823 0 1122 14006 0
bnll 643 1175 6129 0 0 1175 0
bnl2 2325 3489 16124 [ 0 3489 0
boeingl 351 384 3865 0 228 156 0
cre_a 3516 4067 19054 0 0 4067 0
cre_b 9648 72447 328542 0 0 72447 0
cre ¢ 3068 3678 16922 0 0 © 3678 0
cre_d 8926 69980 312626 0 0 69980 0
czprob 929 3523 14173 229 0 3294 0
d6cube 415 6184 43888 0 0 6184 0
dbir2 18906 27355 1148847 0 0 27355 0
degen2 444 534 4449 0 0 534 0
degen3 1504 1818 26230 0 0 1818 0
degend 4420 6711 107375 0 0 6711 0
grow07 140 301 2633 0 280 21 0
growls 300 645 5665 0 600 45 0
grow22 440 946 8318 0 880 66 0
israel 174 142 2358 0 0 142 0
maros 847 1443 10006 35 0 1408 0
modO011 4481 10958 37425 1 1596 9361 0
nsct2 23003 14981 686396 0 0 14981 0
osa-07 1118 23949 167643 0 0 23949 0
osa-14 2337 52460 367220 0 0 52460 0
osa-30 4350 100024 700160 0 0 100024 0
perold 625 1376 6026 64 266 958 88
pilot _we 723 2789 9218 78 294 2337 80
rentacar 6804 9557 42019 650 179 8728 0
scagr_2 32847 34580 141757 0 0 34580 0
scrs_3 16545 17420 71401 0 0 17420 0
scsd6 147 1350 5666 0 0 1350 0
scsd8 397 2750 11334 0 0 2750 0
sctap2 1090 1880 8124 0 0 1880 0
sctap3 1480 2480 19734 0 0 2480 0
ship08l 778 4283 17085 0 0 4283 0
ship12l 1151 5427 21597 0 0 5427 0
stair 357 467 3857 82 6 373 6
sto27 14441 34114 114973 0 0 34114 0
stocfor2 2157 2031 9492 0 0 2031 0
stocfor3 16676 15695 74004 0 0 15695 0
SWS 14310 12465 105480 0 0 12465 0
unicolns 5421 45569 168220 2 1449 44118 0
woodlp 244 2594 70216 0 0 2594 0
woodw 1098 8405 37478 0 0 8405 0]
1. tdbldzat
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Indulé Megoldasi stratégia
Feladat | dudl inf. || Dual Ph-1 it. szdma | Iteraci6é aranyok || Normalas | Ind. bazis | Devex

szama [ GDPOTHD (k=1)] H/G] G/H I/N CB/LB I/N
25fv47 41 238 1033 4.34 0.23 1 LB N
80bau3b 208 736 997 1.35 0.74 I LB 1
agg 95 11 107 9.73 0.10 1 LB N
agg?2 171 13 109 8.38 0.12 I LB N
agg3 171 13 109 8.38 0.12 1 LB N
baxter 3259 2687 4482 1.67 0.60 1 CB I
bnll 57 4 27 6.75 0.15 I LB I
bnl2 156 49 134 2.73 0.36 I LB I
boeingl 164 9 102 11.33 0.09 1 LB N
cre_a 1156 476 1655 3.48 0.29 N CB 1
cre_b 14503 4604 12281 2.67 0.37 N CB I
cre ¢ 1056 532 1559 2.93 0.34 N CB 1
cre_d 10409 3479 14798 4.25 0.23 N CB 1
czprob 1521 191 1959 | 10.26 0.10 I LB N
décube 2637 1209 6500 5.38 0.19 I CB 1
dbir2 9210 9631 9848 1.02 0.98 I LB I
degen2 425 143 574 4.01 0.25 1 LB 1
degen3 1249 571 1945 3.41 0.29 I LB I
degend 2697 1177 6792 5.77 0.17 1 LB 1
grow07 21 1 14{ 14.00 0.07 I CB N
growl5 45 1 14| 14.00 0.07 I CB N
grow22 66 1 14| 14.00 0.07 I CB N
israel 24 1 24| 24.00 0.04 1 LB N
maros 162 666 799 1.20 0.83 I LB N
mod011 4343 602 3753 6.23 0.16 1 CB 1
nsct2 11240 11507 11636 1.01 0.99 1 LB I
0sa-07 9201 114 3456 | 30.32 0.03 1 CB I
osa-14 19695 141 3616 | 25.65 0.04 I CB 1
0sa-30 37495 68 7785 | 114.49 0.01 I CB 1
perold 7 725 587 0.81 1.24 I LB N
pilot__we 91 580 1065 1.84 0.54 1 LB N
rentacar 2 1778 1629 0.92 1.09 1 LB N
scagr_2 8645 16676 27473 1.65 0.61 1 LB I
scrs_3 4355 11635 12765 1.10 0.91 1 LB I
scsd6 218 46 147 3.20 0.31 I CB N
scsd8 353 6 30 5.00 0.20 I CB N
sctap2 238 442 578 1.31 0.76 1 CB 1
sctap3 315 532 714 1.34 0.75 I CB I
ship08l 581 39 587 | 15.05 0.07 I CB N
shipl2l 708 51 958 | 18.78 0.05 I CB N
stair 1 180 152 0.84 1.18 I LB N
sto27 11541 4879 6844 1.40 0.71 I CB I
stocfor2 639 1366 1552 1.14 0.88 I LB N
stocfor3 5077 10620 11848 1.12 0.90 I LB N
SWs 2190 988 1694 1.71 0.58 1 CB 1
unicolns 43914 4975 50841 | 10.22 0.10 I CB I
woodlp 1057 30 1288 | 42.93 0.02 1 CB N
woodw 1738 60 2520 | 42.00 0.02 1 CB N

2. tdbldzat
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Felhasznalt téréspontok szama Iteraciok
Feladat 1 2 3 4 56-10 11-20 21-50 504 | Max | Phl-ben
25fv47 80 76 - 38 16 7 17 4 - - 18 238
80bau3b 389 165 66 41 29 41 5 - - 14 736
agg - 1 - 2 - 6 2 - - 18 11
agg2 1 1 - 3 1 4 - 3 - 48 13
agg3 1 1 - 3 1 4 - 3 - 48 13
baxter 1381 331 157 142 74| 201 188 178 35| 194 2687
bnll - - - - - - 4 - - 17 4
bnl2 17 18 4 - - - 10 - - 19 49
boeingl 1 - - - 2 3 2 - 1} 136 9
cre_a 79 62 39 27 30 67 79 57 36 474 476
cre_b 103 179 169 203 171 | 702 287 875 1915 | 3538 4604
cre ¢ 102 93 62 49 20 89 49 47 21| 397 532
cre_d 108 105 151 109 133 | 548 656 733 936 | 3948 3479
czprob 46 71 32 12 8 5 2 4 11 172 191
d6cube 103 90 83 81 92| 300 231 139 90 | 821 1209
dbir2 8851 587 130 34 22 6 1 - - 13 9631
degen2 19 34 64 7 5 11 - 1 2 58 143
degen3 128 131 247 23 11 14 11 3 3 91 571
degend 312 165 189 109 111 | 185 90 10 6| 162 1177
grow(Q7 - - - - - - - 1 - 21 1
growls - - - - - - - 1 - 45 1
grow22 - - - - - - - - 1 66 1
israel [ - - - - - - - 1 - 24 1
maros 258 200 97 44 24 34 8 1 - 32 666
mod011 260 107 64 46 31 52 17 10 15 917 602
nsct2 10974 298 85 35 19 59 31 6 - 26 11507
osa-07 37 24 3 6 1 2 4 5 32 | 4503 114
osa-14 70 18 4 2 1 2 3 6 39 | 9454 145
osa-30 18 3 4 4 2 2 1 6 39 | 3654 79
perold 414 156 47 18 21 38 15 14 2| 154 725
pilot _we 341 84 39 16 11 42 36 9 2 103 580
rentacar 1737 33 6 - - 1 1 - - 11 1778
scagr_2 | 10625 5186 - 865 - - -. - - 4 16676
scrs_ 3 8311 2995 298 23 8 - - - - 5 11635
scsd6 2 2 4 2 2 6 14 10 4| 100 46
scsd8 - - - 1 - 1 - 1 3| 260 6
sctap2 65 98 58 64 26 83 28 17 3 55 442
sctap3 103 124 46 59 39 87 39 32 3 90 532
ship08 16 2 - 1 12 - - - 8 73 39
shipl2 13 6 9 9 1 1 - - 12 62 51
stair 147 30 1 - 1 - 1 C— - 14 180
sto27 612 725 916 520 484 | 1006 424 191 1 56 4879
stocfor2 583 450 179 99 30 25 - - - 10 1366
stocfor3 3730 3491 1604 761 443 | 546 44 1 - 21 10620
SWS 367 332 12 85 31 71 70 - - 17 988
unicolns 441 627 225 359 96| 348 2659 220 - 34 4975
woodlp - - - - - - 5 8 17 { 588 30
woodw - 2 - 2 4 7 7 15 23 | 801 60

3. tdbldzat
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hanyszor maximalizalta f(t)-t az els6, a masodik, ..., az 6todik téréspont, illetve
hanyszor volt a maximalizal6 téréspont 6 és 10, 11 és 20, 21 és 50 kozott, illetve 50-
nél t6bb. Az Gsszevont része a tablazatnak sok érdekes esetet eltakar (féleg az 50+
részben). Ennek részbeni ellensulyozasara szerepel a ,Max” felirati oszlop, amelyik
azt tiinteti fel, hogy az Osszes iteracié soran mennyi volt az egy lépésben felhasz-
nalt toréspontok maximalis szama. Ha példaul megnézziik a mod011 sorat, akkor
azt latjuk, hogy az els6 fazisban megtett 602 iteraciobél (utolsé oszlop) 31 esetben
fordult el8, hogy f(t) az 6todik toréspontnal érte el a maximumat, tovabba volt
olyan eset (Max), amikor a 917. toréspontig kellett elmenni a maximum eléréséhez.

A kiértékelés els6 szempontja az algoritmus helyességének az igazolasa. No-
ha ez elméleti Gton mar megtortént a 4.1. szakaszban; a kisérletek soran szerzett
tapasztalatok is azt mutatjak, hogy GDPO képes helyesen megoldani a feladatokat.

GDPO hatasossagnak a kiértékeléséhez a 2. tablazatbol indulunk ki. Mar az
elsGé atnézés alapjan latszik, hogy GDPO harom eset kivételével jobb, mint HD.
A H/G oszlop azt mutatja, hogy HD héanyszor tobb iteraciot végzett a dual megen-
gedettség eléréséig, mint GDPO. Az 1-nél nagyobb szamok jelzik azokat az eseteket,
amikor GDPO volt a jobb, és ez a szim egyben a hatdsossag mérdszama is. Harom
esetben ez a szam 1-nél valamivel kisebb, jelezve, hogy ekkor HD volt a hatasosabb.
A jobb attekinthetdség érdekében elkészitettiik a 4. sz. (tomoritett) tablazatot an-
nak a-bemutatasara, hogy GDPO hany esetben és hanyszorosan volt jobb HD-nél.

Optimalizalé algoritmusok esetén 25% javulast altalaban jelent8snek szoktak
mindsiteni. Ha GDPO esetén csak a legalabb 50%-o0s javulast tekintjiik, akkor azt
latjuk, hogy a 48 feladatbol 35 esik ebbe a kategoriaba (lasd 4. sz. tablazat). Fel-
tling, hogy ezen beliil 13 esetben a hatasossag tobb mint 10-szeresére novekedett.
Kiilonosen az osa feladatcsalad megoldasa latszik kiemelkeds teljesitménynek, ahol
a legjobb esetben (osa-30) a javulas 114-szeres.

Az elsd toréspontot hasznalé algoritmusok {mint amilyen HD is) a dual nem-
megengedettségek szamat altalaban csak egyesével tudjak csékkenteni, kivéve ami-
kor dual degeneraci6é miatt ennél tobbet sikeriil egy lépésben elérni. Bar GDPO csak
a nem-megengedettségek Osszegében monoton, mégis képes a nem-megengedettsé-
gek szamat is igen gyorsan cskkenteni. Az ebbdl a szempontbdl kiemelkedSen jo
példakat az 5. sz. tablazatban foglaltuk 6ssze (6sszesen 20 feladat).

A 3. sz. tablazat azt tanusitja, hogy f(t) aktivan hasznalja a definialt téréspon-
tokat. S6t, ennél tobb is kideriil. Elméletileg a lehetd legjobb teljesitmény az, ha az
Osszes nem-megengedettséget egyetlen iteracéval ki lehet kiiszobolni. A tablazat-
bél lathato, hogy valodi feladatokon GDPO ezt el is tudja érni. Ezek a feladatok:
a grow csalad (grow07, growl5 és grow22), valamint israel. A grow feladatok-
ban viszonylag kevés type-2 valtozé van (21, 45 és 66), azonban az ezekhez tartozd
osszes dual logikai valtozé dual nem-megengedett a crash bazis esetén. Az elsé ite-
raciéban definidlt f(¢t) maximumat az sszes (21, 45 és 66 [annyi, mint a type-2
véaltozok szamal) definidlt toréspont felhasznalasaval érte el, és ezaltal mindegyik
dual logikai valtoz6 megengedett értékre keriilt egyetlen lépésben. israel esetén
az Osszes valtozd 2-es tipusi, de itt is a maximalis hatasossaggal mikédstt GDPO.
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| Javulas

| Hany esetben |

1.0 — 1.5-szeres 10
1.6 — 3.0-szoros 7
3.1 - 5.0-sz6rds 7
5.1 - 10.0-szeres 8
Tobb mint 10-szeres 13
Romlas

0.8 — 1.0-szeres 3

| Osszes I 48 I

4. tdbldzat. GDPO hatasossaga az iteracidk szdménak aranyaban mérve

Indulé dual GDPO
Feladat inf. szama  iteraciok
agg 95 11
agg?2 171 13
agg3 171 13
bnil 57 4
boeingl 164 9
grow(7 21 1
growls 45 1
grow22 66 1
israel 24 1
mod011 4343 602
0sa-07 9201 114
osa-14 19695 141
osa-30 37495 68
scsd6 218 46
scsd8 353 6
ship08l1 581 39
ship12l 708 51
unicolns 43914 4975
woodlp 10567 30
woodw 1738 60

5. tdbldzat. Dual infizibilitasok szamanak kiilondsen gyors eliminalasa
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6. Kovetkeztetések

A cikk célja a szimplex modszerre kidolgozott és GDPO-nak nevezett dual elsé
fazis algoritmus [6, 5] elméleti és szamitastechnikai elemzése, az algoritmus tulaj-
donsagainak vizsgalata volt. El6szor magat az algoritmust mutattuk be roviden,
hogy az elméleti tulajdonsagok targyalasa dnmagaban is érthets legyen. Ezutan
tértiink ra a szamitastechnikai vizsgalatra, amit intenziv kisérleti munka el6zott
meg. A kisérleteket a nemzetkozileg elfogadott valodi életbdl vett tesztfeladato-
kon végeztiik el. Ezek méretben és komplexitasban széles kort dlelnek fel. GDPO-t
Osszehasonlitottuk egy tipikus hagyomanyos dual elsé fazis algoritmussal. Kommer-
cidlis LP rendszerekkel val6 Osszehasonlitasnak nem lett volna értelme a korabban
mar emlitett okok miatt.

A GDPO-val kapcsolatos elméleti és szamitastechnikai vizsgilatok tapasztala-
tait az alabbiakban lehet Gsszefoglalni.

1. GDPO a hagyomanyos dual elsé fazis algoritmusokat specialis esetként tar-
talmazza, és igy azok altalanositasanak tekinthetd.

2. GDPO a transzformalt pivot sort tobbszordsen képes hasznalni, ami altal
egy iteraciéban sok hagyomanyos iteraciénak megfelel§ elérehaladast képes
elérni.

3. GDPO csak az infizibilitasok Osszegében monoton, ami nagy rugalmassagot
biztosit és lehetdvé teszi megfeleld nagysagrendi pivot elem kivalasztasat. Ez
pedig kedvezd numerikus tulajdonsagot eredményez.

4. Dual degeneraci6 esetén GDPO-nak sokkal nagyobb esélye van nem-degene-
ralt iteraciot végrehajtani, mint mas dual algoritmusoknak.

5. GDPO j6l implementalhaté, és az iteracios sebesség alig érzékelhetSen valto-
zik HD-vel szemben, ha a szamitastudoméany korszerd médszereit hasznaljuk.

6. GDPO elényos elméleti tulajdonsagai a gyakorlatban rendszeresen érvénye-
siilnek.

7. GDPO hatéasossag tekintetében szinte mindig jelentsen feliillmilja a hagyo-
manyos dual els fazis modszert. Tébb valés esetben képes az elméleti ma-
ximumot is nyujtani, vagyis dual megengedetté tenni a megoldast egyetlen
nem trivialis iteracioval.

8. GDPO kedvezs miikodésének egyértelmien az a magyarazata, hogy minden
lépésben a maximalis el6rehaladast valositja meg, ami egy kivalasztott kilépd
valtozo6 esetén lehetséges, és ami csak (akar magyon) sok normal dual szimp-
lex iteraciéval lenne elérhets. Sok téréspont felhasznélasa esetén ez hatalmas
kiilonbséget jelent.

Fentiek alapjan levonhato az a kovetkeztetés, hogy GDPO elméleti és gyakor-
lati szempontbol egyariant jelentés algoritmus, aminek feltétlen helye van a dual
szimplex algoritmus korszerd eszkoztaraban.
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INVESTIGATING PHASE 1 OF THE DUAL SIMPLEX

IsTVAN MAROS

The paper performs a theoretical and computational analysis of a new dual simplex algo-
rithm GDPO that is based on a piecewise linear phase 1 objective function. It concludes that it is
able to considerably outperform the traditional dual phase 1 methods. It offers enhanced numer-
ically stability and more effectiveness in coping with degeneracy. Tests on 48 real life problems
indicate that the theoretically possible improvements are very likely to materialize in practice
thus making this algorithm a prime candidate for inclusion in any modern simplex solver.
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