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Fejér Lipot szaz esztendeje, 1905. junius 23-4n habilitalt a kolozsvari egyetemen.
Habilitaciés eldadasanak témaja a kozonséges differencialegyenletek stabilitaselmélete
volt, cime pedig ,Stabilitdsi és labilitdsi vizsgdlatok a témegpontrendszer mechanikdjd-
ban” [8].

Ebben a dolgozatunkban Fejér Lipéton kiviil szeretnénk emléket allitani a kolozs-
vari iskolanak is, amely a magyar matematika elss, valéban nemzetkozi rangi szakmai
kozossége volt. Fejér habilitacios eldadasinak ismertetését a stabilitaselmélet 1900 ko-
riili altalanos helyzetét bemutato alfejezet, valamint a Ljapunov munkassagat réviden
leir6 Fiiggelék foglaljak keretbe. A hangsilyt a habilitacios el6adasban szerepld mecha-
nikai példara helyezziik, amelyet Fejér — a topoldgia fogalmi és technikai apparatusanak
akkori viszonylagos fejletlensége miatt — csak részben tudott kielemezni (7], [9]; megmu-
tatjuk, hogy Fejér gondolatmenetét az Stven évvel késébb felfedezett LaSalle-elv teszi
teljessé.

1. A helyszin és a {Gszereplé

Gergely Jend, a kolozsvari Bolyai Tudoméanyegyetem egykori tanara, az elsé
vilaghaboru idején Riesz Frigyes tanitvanya volt. A tarsszerzék egyike téle hallotta
az alabbi torténetet.

A Keleti Palyaudvaron a magyar tudomanyos élet szamos kivalésaga izgatot-
tan varta a parizsi gyors érkezését. Henri Poincaré, a kor egyik legnagyobb tudésa
jott Budapestre, hogy atvegye a Bolyai-dijat.! Az allomason az {idv6zls szavak el-

LA Magyar Tudomanyos Akadémia Elndksége 1902-ben Kolozsvaron tartott iinnepi megemlé-
kezést Bolyai Janos szliletésének szazadik évforduldja alkalmabol. Ekkor jelentették be a Bolyai-
dij létrehozasat, amelyet — a Nobel-dijhoz hasonlé feltételek mellett — 6tévenként szandékoztak
odaitélni a viladg legjobb matematikusai egyikének. ElsGként ezt a dijat Henri Poincaré nyerte el
1905-ben. A méasodik dijat David Hilbert kapta. Az 1915-6s dijkiosztas a habort miatt elmaradt.
A Bolyai-dij torténetének elsg szakasza a haboriat kovet§ inflacioval (pontosabban az alapitvanyi
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hangzisa utan megszdlalt Poincaré is: — Hol van Fozsé? — kérdezte. A magyarok
zavartan néztek Ossze. Ki lehet az a F6zsé?7 Hamarosan rajottek, hogy Fejér Li-

potrol, a kolozsvari egyetem tanarardl van sz, aki 25 éves kora ellenére az akkori

idék egyik legismertebb magyar matematikusa volt. Erthets tehat Poincaré 6ha-
ja, hogy magyarorszagi rovid latogatasa alkalmaval talalkozhasson a fiatal tudéssal.
Mit lehetett tenni? Hathatos kézbenjaras utan, néhany 6ra malva egyetlen személy-
kocsibél és mozdonybdl All kiilonvonat robogott Fejérrel Kolozsvarrél Budapest
felé ...

Akéar hiteles, akir nem, a torténet azért is figyelemremélto, mert Fejér Lipot
nem az egyedili matematikus, akinek tevékenysége lényegesen befolyasolta a XX.
szazad tudoméanyanak fejlddését, és aki akkortajt hosszabb-révidebb ideig a ko-
lozsvari egyetemen dolgozott. Erdekes, hogy a XIX. szazad masodik felében a ma-
gyarorszagi tudomanyegyetemek kozil nem a budapesti, hanem a kolozsvari valt
fontos matematikai centrumma. A haborat megel6z6 masfél évtizedben a kolozsva-
ri matematikai iskola a vilag legjobbjai kozé tartozott. Véleményiink szerint a XXI.
szazadban sem mulik el olyan munkanap, amelyen valahol a nagyvilagban Farkas
Gyula, Fejér Lipot, Haar Alfréd vagy Riesz Frigyes nevét ne emlegetnék.

Hogyan jutott a XX. szézad elején a kolozsvari matematika ezekre a magasla-
tokra? Milyen személyi feltételek, tarsadalmi és gazdasagi jelenségek, tudoméany-
mivelési és oktatasfejlesztési stratégisk segitették a fejlddésben??

1.1. A kolozsvari matematika a 19. szazad végén

1872-ben, a kolozsvari egyetem megnyitasakor a matematika szempontjaboél Er-
délyben a helyzet nem volt kecsegtetd. A két Bolyai tevékenységétsl eltekintve a
kor itteni matematikai irodalma egészen szegényes. A leginkabb emlitésre mélto ese-
mény Brassai Samuel nevéhez fiiz6dik, aki magyarra forditotta Eukleidész Elemek
cimi kényvét. Amikor a kolozsvari egyetemen a matematikai tanszékek megszerve-
zésére sor keriilt, az erdélyiek koziil csak Brassai johetett szdba, aki akkor az Erdélyi
Miuzeum-Egylet igazgatdja és a Természettar 6re volt. Tudomanyos hirneve, tekin-
télye Kolozsvaron olyan nagy volt, hogy az egyetem tgyével foglalkozo djsageikkek
allandoan emlegették 6t a jeloltek kozott. Mar 1870-ben egyetemi tanarsagra pa-
lydzott Pesten, és varta, hogy hivjdk meg a szanszkrit nyelv tanarinak. Ugy tud-
juk, Brassait baré Eotves Jozsef tanligyminiszter megkérdezte, hajlandé volna-e
az alapitandé kolozsvari egyetemen valamilyen tanszéket vallalni. A vilasztast 6ra
biztak, de Brassai tobb targyat jelolt meg, ami utébb a kinevezéseket eszkozl6 1]
taniigyminiszternek, Trefort Agostonnak nem kis fejtorést okozott, ,nem kénnyen
allapodhatvan meg abban, melyik tanszékre nevezzék ki”. Brassai azt ajanlotta,
hogy véalasszanak a filozéfia, novénytan, pedagogia, mivel6déstorténet, nyelvtudo-

pénzek altaladnos elértéktelenedésével) egyiitt ért véget. A dfjat a Magyar Tudoméanyos Akadémia
1994-ben wjraélesztette.

2Bizonyara az erdélyi magyarsag mai gondjainak kezelése szempontjabél is tanulsagos lehet az
ezekre a kérdésekre adott valasz.
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manyok és a matematika kozott. Végil kinevezték nyilvanos rendes tanirnak az
elemi mennyiségtani tanszékre, amire maga Brassai is a legkevésbé szamitott.

A masik kinevezett matematikus nyilvanos rendes tanar Martin Lajos volt a
fels6bb mennyiségtan tanszékén, aki mérnokként lett 1859-ben az Akadémia levele-
z6 tagja, 1871-t6] pedig a kolozsvari tavirda igazgatoja. A kinevezés pillanataban,
a sz6 szoros értelmében sem Brassai, sem Martin nem volt matematikus. Egyikiik
sem végzett matematikai kutatasokat, nem ez allt érdeklédésiik kozéppontjaban.
Viszont mindketten érdeklédtek alkalmazott matematikai kérdések irant: az elébbi
csillagaszattani, az utobbi pedig repiiléstechnikai targya dolgozataival igazolta ezt.

A harmadik matematikai tanszékre, melynek neve mennyiségtani fizika volt,
csak 1874-ben taliltak megfelel6 embert a fiatal Réthy Mor személyében.

Az egyetemnek nagyon keményen kellett kiizdenie a kezdet nehézségeivel. Sza-
mos, tobbnyire célszertitlen épiiletben folyt az oktatas. Az intézetek s az egyetemi
kényvtar helyzete szinte kétségbeejts volt. Igaz ugyan, hogy az Erdélyi Mizeum-
Egylet Gsszes gytijteményét, mintegy 30 000 kotetbdl all6 kdnyvtaraval egyiitt, évi
otezer forintért 50 évre az egyetemnek bérbe adta, de az cktatas és a tudoma-
nyos kutatas céljaira szolgalé szakkdnytar alapjat még ezutan kellett lerakni. Az
allam, a sziikségletekhez képest, kezdetben csak csekély Osszeggel tudta segiteni az
egyetemet. A kolozsvari tarsadalom maga is ,kevéssé buzdult fel, s az elsG évben
minddssze csupan négy alapitvanyt tett az ifjisAg szamara”. A tanarok csak hosszas
keresgélés utan talaltak maguknak megfelel§ lakast, s a kisvarosban a didksag sem
talalt elég szorakozast, ezért ,zajos mulatsagokban keresett karpotlast”.

Ilyen elzmények utan nem csoda, hogy az egyetem létesitése utan néhany évig
a kolozsvari matematika a felzarkozas kényszere alatt allt. A nehézségeket tetGzte,
hogy azokban az években val6jaban az egész magyar matematika hasonlé gondok-
kal kiiszkodott. Az érdekeltek tobbsége tudta, hogy az egyetem csak Ggy toltheti be
igazi szerepét, ha ott az oktatis mellett magas szinti tudoményos kutatas folyik.
Ennek ellenére, ugy tinik, az els§ években a tanarok kozott nem volt egyetértés
az egyetemi tevékenység céljait és formait illetGen. A Ferenc Jézsef Tudomanye-
gyetem 1896-ban kiadott torténete és statisztikaja szerint 1878. szeptember 8-an
Imre Sandor rektor a tudomanyos szellem hianyat kifogasolta, hangsilyozva, hogy
az egyetem nem iskola, hanem tudoméanyos intézet, s a kett6t nem szabad Ossze-
téveszteni. Ugyanakkor, ,elsé és f6dolognak a tudoményok meggydkereztetését s
terjesztését tartvan, erélyesen siirgette a kozépiskolak reformjat, hogy az ifjak iga-
zan megfelels el6késziiltséggel jojjenek az egyetemre”. A kovetkezd évi rektorvaltas
idején a régi rektor biiszkeséggel utalt az utébbi tanévben kétszer tartott palyazati
linnepségre s az egyetemi ifjisag tudomanyos szorgalmanak, onallosaganak jeleire,
valamint a tanari karnak a nemzeti és egyetemes tudoményossag elébbre vitelében
tanusitott és kiilf6ldon is elismeréssel fogadott munkassiagara. Ezzel szemben Bras-
sai Samuel, az 0] rektor ,kikelt az ellen, hogy a tanar ne csak maga térekedjék aj
dologra a tudomanyban, hanem tanitvanyait is ez iranyban vezesse. Az egyetemi ta-
narnak nem az az els6 és {6 kotelessége, hogy ujat talaljon, s az efféle research irant
valo kiveteldzés felesleges, jogtalan és képtelen. Annal feleslegesebb, jogtalanabb és
képtelenebb magukkal a hallgatékkal szemben.” Ezért kifogésolta a palyadijakat,
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ymint a melyek megtestesitései ama, mar sokszor elutasitott kovetelménynek, hogy
a tanitvanyt jak folfedezésére, a tudomany tovabb-vitelére kell vezetni”. Szerencsé-
re az elkdvetkezd években a kolozsvari egyetemen nem ez a felfogas valt uralkodéva.
Az egyetem egyre nagyobb figyelmet forditott a legtehetségesebb hallgatok alapos
felkészitésére és a kutatisba vald bevezetésére. A hallgatok szamara kiirt kutatéasi
palyazatok évrél évre népszeriibbekké valtak, a tananyag pedig fokozatosan kozele-
dett a tudomany aktudlis problémaéihoz. A legjobbak tovabbképzését dsztondijakkal
segitették. A tanarképzés munkajatol fiiggetleniil folyt az egyetemen az alkotémun-
kara alkalmassa tevs tudosképzés. Ugyanakkor az egyetem vezetGsége nagy gondot
forditott olyan tanarok kinevezésére, akik hires kiilfoldi egyetemeken doktoratust
szereztek, és ott elismert tudomanyos eredményeket értek el. Ezek sok olyan specia-
lis kollégiummal segitették a tehetséges fiatalok fejlédését, amelyek egy-egy divatos
diszciplina legmélyére nyaltak, magukba foglalva eladdjuk sokszor egészen alapve-
tG eredményeit is. Kolozsvaron matematikiabdl a szamelmélet, a differencialegyen-
letek elmélete, a komplex fiiggvénytan, a vektoralgebra és analizis, a kvaterniok
és az elliptikus fiiggvények tana, valamint a Bolyai-geometria volt el6térben. Az
eredményességet és szinvonalat nemcsak a megjelent néhany monografia, a sok li-
tografalt jegyzet, de a bel- és kiilfoldi folydiratokban kozzétett értekezések egyre
névekvd szama is bizonyitja.

Az allam évrdl évre tobbet koltott az egyetemre: az els§ 15 évben 160 000
forintrél 279 000 forintra nétt a koltségvetési tamogatas. A tanarok tudomanyos
miikodésérsl és az egész egyetemrdl elismerd szavak hangzottak el a sajtéban s az
orszaggyilésen is. Mindezen eréfeszitések ellenére 1876 és 1886 k6zott a matema-
tikus hallgatok szama 67-r6l 23-ra csokkent. Az egyetem vezetdsége abban latta
az okot, hogy éveken at még a jelesebb tanarjelltek is csak nehezen talaltak ma-
guknak megfelels allast. Annak f6 okat pedig, hogy az egyetemi hallgaték szama
altalanossagban véve is alacsony maradt, a varos rendkiviili dragasagaban kereste.

A XIX. szazad utolsé évtizedének elején az egyetem életében fontos valtoza-
sok torténtek. A tanszékek szdma 5l-re, a tantestiilet tagjaié 68-ra, a tanarsegé-
dekkel és gyakornokokkal egyiitt pedig a tudoméanyos alkalmazottak szama 119-re
emelkedett. A hallgatoké az elsé negyedszazadban 233-r6l 702-re ugrott. Hason-
l6képpen novekedett a matematikusok szdma is. KiillénGsen nagy nyeresége volt a
tudomanynak Farkas Gyula és a valamivel késébb Kolozsvarra keriilt Schlesinger
Lajos, akiknek munkassaga donté moédon kihatott az itteni matematikai életre.
Nagy szaktekintélyliket és ratermettségiiket arra hasznaltak, hogy a matematikai
oktatas és kutatas feltételeit minél magasabb szinten biztositsik, és a kolozsvari
iskola eredményeit mindenhol elismertessék.

Az épiiletgondok megoldasa végett, Meixner Kéroly tervei szerint, Reményik
Karoly kolozsvari épitész 1893-ban megkezdte a kozponti épiilet felépitését. Igy
1895-ben Martin Lajos rektor, aki székfoglalojaban a repiilégéprdl értekezett, im-
mar az egyetem 1j épiiletében iidvozolhette az ifjusdgot. Ugyanabban az évben
Kolozsvar varosa az allamnak ajandékozta a Bel- és a Kiils6-Torda utca sarkan
levé telket, hogy rajta az egyetemnek egészen modern konyvtari palotit emeljen.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)




FEJER LIPOT 100 EVE HABILITALT KOLOZSVARON STABILITASELMELETBOL 167

A szézadforduléra az egyetem Erdély szellemi kézpontja, a tudomanyoknak valéban
olyan szentélye lett, ahol grof Miké Imre szavai szerint ,,az ismeret, a felvilagosodas
és ezaltal a szabadséag igéit hirdetik”. Mindez, természetesen, elvalaszthatalan attél
a tarsadalmi, technikai és gazdasagi fejl6déstd], amely abban az id6ben Magyaror-
szagra — és benne Erdélyre — jellemzd volt. Az ekkor kialakul6 polgari tarsadalom
igényelte az oktatas és a tudomany fejlesztését. A polgari csaladokbél szarmazo fi-
atalok egyre nagyobb hanyada vonzodott a tudomanyokhoz. Nem egy fiatalember
mondott le biztos megélhetést igérs karrierjérdl a tudoméanyos palya kedvéért.
Kiilon ki kell emelniink a magyar kdzépiskolai reformok jotékony hatasat. A '90-
es évek elejére sikeriilt kiépiteni egy modern iskolahalézatot, amelyben igényes, ha-
tékony oktatas folyt. Kitiind kozépiskolai tanarok jelentek meg, mint a matematikus
Arany Daniel és Ratz Laszld, akik faradsagot nem ismerd munkajukkal a fiatalok
hosszu seregét nyerték meg a tudoméanynak. A matematikus-képzés szempontja-
bol fontos szerepet jatszott az 1893-ban elinditott ,magyar csoda”, a Kdzépiskolai
Mathematikai Lapok, amely a maga nemében a legels6 volt az egész vilagon (s a
két haboru altal okozott kényszersziineteket leszamitva) azoéta is folyamatosan je-
lenik meg. Mindenkori szerkeszt6i pontosan tudtak, milyen hasznos, ha tehetséges
fiatalok, megfelel iranyitas mellett, éveken 4t példak tucatjain torik a fejiiket és
irjak le gondolataikat. A ma hivatalosan K6Mal-nak nevezett lapon nevelkedettek
egy része tudos lett, masck ,csak” nagyon j6 szakemberek, tanarok. Megoldoi ko-
zul keriiltek ki a XX. sz4zad legjobb magyar matematikusai, igy azok is, akik az
els8 vilaghaborut megel6z8 idSben vilagszintre emelték a kolozsvari matematikat.

1.2. Fejér Lipo6t kolozsvari elédei és kortarsai

BRrASSAI SAMUEL (1800-1897) Torockészentgydrgyon sziiletett. Huszonegy
éves koraban a kolozsvari unitarius kollégiumban végezte a filozéfiai tanfolyamot.
Néhany évig nevels, majd 1837-ben a kolozsvari unitarius kollégiumban a fold-
rajz és a torténelem tanara, késébb a matematikat és a természettant tanitotta.
1841-ben németorszagi tanulmanyuton vett részt, azutan visszatért tanari allasaba
mint igazgat6. A szabadsagharc utan Pesten, majd ismét Kolozsvaron tanarkodott.
Akit a magyar matematikai szaknyelv fejlédése érdekel, sokat tanulhat Brassai ira-
saibdl. Sok tankényve kozil mar csak az 1883-ban Budapesten kiadott Algebras
gyakorlatok, valamint az Altala magyarra forditott Elemek talalhatok meg a ko-
lozsvari matematikai konyvtarban. Ot tartjak az utolsé magyar polihisztornak (aki
sajnalatos médon nem ismerte fel Bolyai Janos 4j korszakot nyitd felfedezésének
jelentGségét).

MARTIN LAJos (1827-1897) Budan szilletett, fels6bb tanulmanyait sziiléva-
rosiban, a Mdegyetem jogel6djén és a Genie-Akadémian végezte. 1859-ig tartod
hadmérndki palyafutasa utan 1861-ben budai f6mérnck, 1863-68 kozott kozépis-
kolai tanar. Ebben a minéségében, a kozoktatasiigyi miniszter megbizasa alapjan,
mennyiségtan-, mértan- és abrazolé meértan tankdnyvet irt. 1868-ban a pesti tavir-
da gondnoka, 1869-ben pedig a debreceni tavirda helyettes igazgatoja. Innen 1871-
ben a kolozsvari tavirdahoz igazgatonak nevezték ki. 1872-t8] halalaig a kolozsvari
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egyetem fels6bb mennyiségtani tanszékének nyilvanos rendes tanara. Tudomanyos
tevékenységének kozéppontjdban a repiilés kérdésének megoldéasa allt. A repiilés
magyar uttér8je. F6bb mivei: A vizszintes szélkerék (Budapest, 1874), Az erémi-
tant csavarfeliiletek (Budapest, 1874), A csillagdszat tijabbkori haladdsdrél (Kolozs-
var, 1877), Variatio Szdmitds (Kolozsvar, 1879), A maddrrepilés dltaldnos elmélete
{Kolozsvar, 1890). Ezek koziil az elsé két md, egy kotetbe foglalva, valamint a Va-
riatio Szdmitds a kolozsvari matematikai kényvtarban ma is megtalalhato.

A németorszagi hires egyetemeken doktoratust szerzett, alapos felkésziltség-
gel és rendkiviili tehetséggel rendelkezé fiatal matematikusok, akik a kolozsvari
egyetemre keriiltek, 4j lendiiletet adtak az itteni tudomanyos életnek. Koziilik ids-
rendi sorrendben az els6 RETHY MOR (1848-1925) volt. Nagykoroson sziiletett,
a bécsi, a gottingeni és a heidelbergi egyetem hallgatéja volt. Ez utébbi helyen
szerzett doktoratust 1874-ben. Mar ebben az évben a kolozsvari egyetem rendkivii-
li tanara, majd két év milva a mennyiségtani fizika tanszékének nyilvinos rendes
tanara. 1884-1886 kozott az elemi mennyiségtani tanszék vezetdje. Ezutan a buda-
pesti Mdegyetemre ment at. Az elméleti fizika egyik els6 magyarorszagi professzora.
Kiilfoldon is elismert eredményei az inkompresszibilis folyadéksugar alakjara vonat-
koznak. Jelentések a mechanika elveire és a kémiaban szerepld Ostwald-elvre vonat-
kozo6 kutatisai. A matematika terén kiilondsen értékesek azon eredményei, amelyek
a Bolyai Farkas altal vizsgalt végszerden egyenld teriiletek kérdésére vonatkoznak.
Reéthy Mér rendezte sajté ala Konig Gyulaval egyitt a Tentamen masodik kiadéa-
sanak elsé kotetét. Eléviilhetetlen érdemeket szerzett a Bolyai-geometria kutatasa
és elismertetése teriiletén is.

Réthy leghiresebb tanitvianya a Marosvasarhelyen sziiletett VALYl GYULA
(1855-1913) volt, aki kés6ébb a kolozsvéri egyetem elsé erdélyi szdrmazasi, mar-
kins matematikusa lett. Egyetemi tanulmanyait 1877-ben Kolozsvaron végezte,
majd az egyetem tamogatasaval négy féléven at Berlinben Weierstrass, Kirchhoff,
Kronecker, Borchardt és Kummer el6adasait hallgatta. A mdsodrendd parcidlis dif-
ferencidlis egyenletek elméletéhez cimid doktori értekezését 1880-ban Kolozsvaron
védte meg. 1881-ben kezdte meg magantanari miikodését a kolozsvari egyetemen.
1884-ben a mennyiségtani természettan, majd 1886-ban az elemi mathésis tanaraul
valasztottak meg. T6bb fontos publikicidja a Mathematikai és Természettudomdnys
Ertesité-ben jelent meg. Amint Réthy is megjegyzi, ,értekezéseinek nem a szdma
és nagysaga, hanem azok mingsége imponal”. Testi torékenysége, egyre jobban el-
hatalmasodé szembetegsége gatolta a munkiban, ennek ellenére ,lelke maradandék
alkotasara vitte”.

A kolozsvari egyetemen a matematikusok és fizikusok koziil senki sem jatszott
fontosabb szerepet, mint FARKAS GYULA (1847-1930). Pusztasarosdon sziiletett,
egyetemi tanulmanyait a pesti egyetemen végezte, ahol foleg Jedlik Anyos volt
ra nagy hatéassal. Késébb Batthyany Géza gréf jévoltabdl franciaorszagi tanulma-
nyuton vett részt. Farkas Gyula fiatalkori matematikai eredményei koziil itt csak
Bolyai Farkas trinomegyenletekre vonatkozd, a Tentamen-ben roviden targyalt,
gyokkozelitd algoritmuséaval kapesolatos vizsgalatait emlitjlik meg. Ezaltal a Bolyai-

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)




FEJER LIPOT 100 EVE HABILITALT KOLOZSVARON STABILITASELMELETBOL 169

algoritmus igen ismertté valt; dltalanositasaival, alkalmazasaival, a vele kapcsolatos
konvergenciaproblémak vizsgalataval - a legiijabb idékben is — t6bb magyar és kiil-
foldi matematikus foglalkozott. Farkas Gyula 1887-ig Pesten magéantanar, amikor
kinevezik a kolozsvari egyetem tanaranak. 1888-ban az egyetem rendes tanara lett,
és e mingségében 1915-ig mikodott. Ortvay Rudolf, egykori tanarsegéde irta réla,
hogy ,mélyrehaté kritika, a hajthatatlan, mellékes szempontok 4ltal el nem térit-
hetd keresése az igazsagnak jellemezte gy tudomanyos miikodését, mint egyetemi
koziigyekben kifejtett tevékenységét ... és épp mivel nem kereste a népszertséget,
igen nagy tekintélyt tudott magénak szerezni, és aldasdis befolyast gyakorolni az
egyetemi lgyek vezetésére”.

Egyetemi tanarként f6leg az elméleti fizikai kérdéseivel foglalkozott, de a vizs-
galt problémak matematikai hatterét olyan mélységben dolgozta ki, hogy azok ko-
z0Ott klasszikus matematikai eredmények is vannak. Kiilonésképpen a Fourier-féle
mechanikai elv foglalkoztatta a ’90-es évektsl. Dolgozataiban egyenlStlenségekkel
adott kotések esetén az egyensily sziikséges feltételét adja meg. Ehhez bebizonyit-
ja a homogén linearis egyenl6tlenségekre vonatkozo tételét, mely Farkas-lemma
néven az egyik legismertebb magyar matematikai eredmény, s6t egyike a vilag ma-
tematikai irodalméaban a legtobbet idézett tételeknek. Ezeknek a munkidknak az
alapjan ma vilagosan latjuk, hogy Farkas Gyula egyike a modern optimalizélas-
elmélet megalkotoinak. Az utdébbi évtizedekben oly alaposan tanulmanyozott és
sokfelé alkalmazott variacios egyenlStlenségek elméletének szintén egyik eléfuta-
ra. Egyetemi el6adasait gondos kidolgozasban litografalva kozreadta. A kolozsva-
ri matematikai kényvtarban még ma is megtalalhaté egyetemi jegyzetei: Analyti-
kus mechanika (1907-08), Analitikus mechanika (1913-14), Erétan (1913-1914), A
mechanika alaptanai (1913-14). Ugyancsak megtalalhaté a Kolozsvaron megjelent
Vector-tan €s az egyszerid inaequatiok tana cimid konyve. Utobbi egy nagyon jol
megirt vektoranalizis tankonyv, mely tartalmazza sajat kutatasainak legfontosabb
eredmeényeit is.

KLUG LIpOT (1854-1944) Gydngy6son sziletett. Budapesten abrazolé geomet-
ridbol és matematikabdl szerzett tanari oklevelet. Pozsonyban, majd Pesten tani-
tott, 1897-t51 1917-ig a kolozsvari egyetemen az abrazolo geometria tanszék tanara.
Ekozben, nagyszami értekezés mellett, 6t népszeri tankényve jelent meg: A projek-
tiv geometria elemei (Budapest, 1892), Projektiv geometria (Budapest, 1903), Az
dltaldnos és négy kilonds Pascal-hatszig configuratidja (Budapest, 1898), Abrdzo-
l6 geometria (Budapest, 1900} és A harmadrendd térgorbék synthetikai tdrgyaldsa.
Ezek kozll az els négy Kolozsvaron ma is megtalalhatd. Sajnos, egyetemi jegyzetei
koziil csak egy van meg: Az egyszertd gorbe feliletek dbrdzoldsa (1909-10).

A szazadfordulon a kolozsvari egyetem matematikai intézetének kiilf61don legis-
mertebb tanara SCHLESINGER LAJOS (1864-1933) volt. Nagyszombatban sziiletett,
kozépiskolai tanulmanyait Magyarorszagon, egyetemi tanulméanyait pedig Heidel-
bergben és Berlinben végezte. Mint a berlini egyetem magéantanéra, 1890-ben egy
felévet Kolozsvaron tanitott.
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1897-ben, amikor nyilvanos rendes tanarként az egyetemre kerilt, mar ismert
tudés volt. Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen cimi hires
konyvének elsé két kotetét mint a berlini egyetem magéantanara, a lipcsei Teub-
ner Kiadénal jelentette meg. A befejezs, harmadik kotetet 1898-ban mar kolozsvari
professzorként jegyezte. A matematikus tarsadalom dgy ismerte 6t, mint a differen-
cidlegyenletek komplex fliggvénytanra épitett elméletének egyik meghatarozo szak-
tekintélyét. Kevés olyan része van ennek a jelentds elméletnek, amelyet Schlesinger
ne gazdagitott volna lényegbevagoan 0j eredményekkel.

Kolozsvarra érkezve, a kutatéi munka folytatasa mellett, nagy lelkesedéssel vé-
gezte az egyetemi oktatast. A kolozsvari matematikai konyvtarban ma is megtalal-
hat6 15 egyetemi jegyzete: Elliptikus figguények elmélete és alkalmazdsar (1898-
99), Egi testek mechanikdja (1898-99), A differentidl-szdmitds (1900), Riemann-
féle feliiletek (1900), Elliptikus figgvények (1901), Bevezetés a variatio szdmitdsba
(1902), A tér abszolute igaz tudomdnya (jubilaris elsadassorozat Bolyai Janos sziile-
tésének 100. évforulojara), Differencidlszdmitds (1907), Az abszolit sik eltoldsaibol
alkotott discontinuus csoportokrdl (1905), Fuchs-féle fiigguények (1906-07), Egites-
tek mechanikdja (1907), Gorbevonalak és feliletek elmélete (1907-08), Vilogatott
fejezetek az infinitesimdlis geometridbsl (1908), Egi testek forgdsdrol (1908-09),
Differencidl-egyenletek elmélete (1909-10). Elgadasai lenytigoznek attekinthetd, vi-
lagos stilusukkal és a targykorok akkori legijabb eredményeinek szabatos targya-
lasaval. Kétségtelen, hogy a mindenkori kolozsvari matematikai oktatas csucstelje-
sitményei kozé tartoznak.

Schlesinger Lajos kolozsvari tudoméanyos munkassdganak fontos eredménye a
Teubner Kiadénal 1908-ban megjelent Vorlesungen iber lineare Differentialglei-
chungen. Ez nem a fent emlitett Handbuch-ban kifejtett elmélet atdolgozasa, hanem
a linearis differencialegyenlet-rendszerek teljesen j modszerekkel vald targyalasa.
Ez az els6 monografia, amelyben a Vito Volterra olasz matematikus &ltal értelme-
zett szorzatintegral segitségével kezelik a linearis differencidlegyenlet-rendszereket.
Schlesinger szaktekintélyének elismerését jelenti a Német Matematikai Tarsasag
gondozasaban — a Teubner Kiadonal 1909-ben — megjelent Bericht iber die Ent-
wickelung der Theorie der linearen Differentialgleichungen seit 1865 cimd konyve
is. Automorphe Funktionen cimd ismert kényvét mar mint a giesseni egyetem pro-
fesszora irta.

Kolozsvaron toltott évei alatt igen sokat tett az itteni matematikai élet fel-
lenditéséért. Farkas Gyulaval és Valyi Gyulaval egyiitt dont6 szerepe volt abban,
hogy az egyetemen kit(iné matematikai kdnyvtar jott létre. Schlesinger volt az, aki
Kolozsvaron Bolyai Janos sziil6hazat felkutatta. A Bolyai-geometria, amint egye-
temi jegyzeteibdl is kitiinik, sziviigye volt. Bolyai Janos sziiletésének centenariu-
mi {innepségén tartott emlékbeszédében fontos érveket sorakoztatott fel a Bolyai-
Lobacsevszkij—geometria prioritasi vitdjaban, nagymértékben hozzajarulva Bolyai
Janos langelméjének elismertetéséhez.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)




FEJER LIPOT 100 EVE HABILITALT KOLOZSVARON STABILITASELMELETBOL 171

Végill megemlitiink két nagy matematikust, akik ugyan Fejér tavozasa utan,
de az & kozremiikédésével jottek Kolozsvarra, és akikkel mindig szoros kapcsolatot
‘tartott fenn.3

RIESZ FRIGYES (1880-1956) 1912 és 1919 kozott vezette a felsébb mennyiség-
tan tanszéket. Gy6rott sziiletett, és igen gondos nevelésben részesiilt. A kozépiskolat
a bencésrend gydri gimnaziumaban végezte, egyetemi tanulméanyait pedig a ziirichi
miegyetemen kezdte. A tudoményos hivatas utéani vagya azonban gyézedelmeske-
dett a biztosabb megélhetést nytjté mérndki palya vonzoderején, és tanulményait
1899-t5l a budapesti tudoméanyegyetemen folytatta, majd egy évet toltott Got-
tingenben. Budapesten Kénig Gyula és Kiirschak Jozsef, Gottingenben Hilbert és
Minkowski el6adasai voltak ra a legnagyobb hatassal. 1902-ben Budapesten avat-
tak doktorra, majd Lécsén lett gimnaziumi tanar. Fiatalkori felfedezései hamar
vilaghirivé tették, még mielstt Kolozsvarra keriilt volna.

Egyetemi jegyzetei koziil Kolozsvaron ma csak harom taladlhaté meg: Fiigg-
vénytan (1911-12), Fourier-féle sorok (1913-14) és Fiiggvénytan (1914-15). Ugyan-
csak megtalalhato a Riesz kolozsvari évei alatt Parizsban megjelent Les systemes
d’équations linéaires a une infinité d’inconnues cimi konyve, amely jelent8s szere-
pet jatszott a funkcionalanalizis fejlédésében.

A mai Magyarorszag teriletérsl Kolozsvarra keriilt kivalo fiatal matematiku-
sok sorat Haar Alfréd (1885-1933) zarta. Budapesten sziiletett, és az ottani evan-
gélikus gimnaziumban érettségizett, ahol Ratz Laszlo, a Kozépiskolai Mathematikai
Lapok neves szerkeszt$je volt a matematika tanara. Ennek a lapnak Haar is szorgal-
mas munkatarsa volt kézépiskolas koraban. Az el6z6 évben érettségizettek szamara
évenkeént tartott orszagos ,,E6tvos Lorand matematikai verseny”™en 1903 &szén Haar
Alfréd nyerte az el§ dijat. Egyetemi tanulmanyait Budapesten és Géttingenben vé-
gezte. Budapesten Beke, Eotvés, Frolich, Kiirschak, Rados, Scholtz, Gottingenben
pedig Carathéodory, Hilbert, Klein, Minkowski, Prandtl, Runge, Schwarzschild, Vo-
igt és Zermelo elGadasain, illetve szeminariumain vett részt. Hilbertnél doktoralt
1909-ben. Ezt kovetGen magantanar a ziirichi miegyetemen. 1912-ben a kolozsvari
egyetem egyik matematika-fizika tanszékére nevezték ki, eldszor nyilvanos rendki-
viili tanarra, majd 1917-ben nyilvanos rendes tanarra.

Haar Alfrédtol konyv nem jelent meg, azonban tébb igen gondosan megirt jegy-
zetet készitett, amelyek sok eredeti részletet tartalmaznak, s mint egyetemi tan-
konyvek ma is bevalnanak. Sajnos, ma ezek kozll Kolozsvaron csak négy taldlhaté
meg: Differential-Gleichungen (Gottingen, 1911), Algebra (1912-13), Determindn-
sok és quadratikus formdk (1912-13), Szdmelmélet (1915-16).

1.3. Fejér Lipot Kolozsvaron

Farkas Gyula — maig haté tudomanyos tevékenysége mellett — meghatarozo
szerepet jatszott abban, hogy a kolozsvéari matematikai intézet, szinte a semmibdl

3Jelen irasunknak nem lehet célja Riesz Frigyes és Haar Alfréd matematikai munkassiginak
ismertetése. Eletatjukat is csak kolozsvari tartézkodasuk végéig kovetjiik. Ugyanez vonatkozik
magara Fejér Lipotra is.
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indulva, az egyetemalapitas utan alig negyedszazaddal a Monarchia legkivalébb tu-
domanyos miihelyei kozé emelkedett. A tudomany irdnti elhivatottsaga, nagyszeri
emberi kvalitasai kovetkeztében tanartarsai és tanitvanyai kérében egyarant nagy
tekintélynek 6rvendett, melyet az egyetemi tigyek intézésében érvényre is juttatott.
Tébbszor volt dékan és egyizben az egyetem rektora is. Szava mindenben donts
volt. Befolyasat rendszerint arra hasznalta, hogy az egyetemi tevékenység anyagi
és személyi feltételei minél jobbak legyenek. Igényes volt, sokat kivant magatol és
masoktdl is. Az emberi értékeket igen nagyra becsiilte, és sokat tett azokeért, aki-
ket arra érdemesnek tartott. Fejér Lip6t esete is bizonyitja, hogy mennyire szivén
viselte a honi matematika és fizika ligyét, ugyanis 1905 marciusiban Fejér Lipo6t
kifejezetten Farkas Gyula kézbenjarasara keriilt a kolozsvari egyetemre. (Valészind-
leg 6 kezdeményezte Schlesinger Lajos (1897), Riesz Frigyes (1911) és Haar Alfréd
(1912) kinevezését is.)

Miért éppen Fejér Lipét? Mit tudhattak rola kinevezésekor a kolozsvari egyete-
men? Tudtak, hogy Pécsett sziiletett 1880. februar 9-én. Gimnazistaként egyik leg-
sikeresebb megoldéja volt a Kdzépiskolai Mathematikai Lapok feladatainak. 1897-
ben a Matematikai és Fizikai Tarsulat versenyén méasodik helyezést ért el. Ugyan-
ebben az évben beiratkozott a budapesti miiegyetem gépészmérndski szakosztalya-
ba, egy szemeszter utin azonban atlépett az Un. egyetemes szakosztalyba mint a
matematika- és fizikatanari szak hallgatéja. Itt fGleg Kénig Gyula, Kiirschak Jo-
zsef és Rados Gusztav el6adasait hallgatta, majd atkeriilt a budapesti tudoméany-
egyetemre. Az 1899/1900-as tanévet a berlini egyetemen tdlt6tte, ahol Frobenius,
L. I. Fuchs (aki egyébként Schlesinger aposa volt) és H. A. Schwarz el6adésait 1a-
togatta. Hazatérve, az 1900/1901-es tanévet ismét a budapesti egyetemen toltétte.
Ezalatt publikalta a parizsi Comptes Rendus-ben a Fourier-sorokkal kapcsolatos
tételét, ami nevét vilagszerte egy csapasra ismertté tette. Tanari szakdolgozatat
matematikabol a Fourier-sorokrél, fizikabél pedig a fényelhajlasrdl irta. 1901. szep-
tember 1-t6] repetitor volt a budapesti egyetemen, majd ugyanott 1902 tavaszan
megszerezte a bolcsészdoktoratust. Az 1902/1903-as tanév els§ felét Gottingen-
ben, masodik szemeszterét pedig Parizsban toltétte. Gottingenben f6leg Hilbert és
Minkowski, Parizsban Picard és Hadamard el6adasait hallgatta. 1905-ig kilenc koz-
leménye jelent meg, melybd]l harom a mar emlitett Comptes Rendus-ben, egy pedig
a Mathematische Annalen-ben. Ilyen el6zmények utan — Farkas Gyula szavait hasz-
nalva — senki sem szerette volna ,elvesziteni 6t a kiilfoldnek”. A kolozsvari egyetem
lehetSséget biztositott szaimara az elGlépésre. A mennyiségtani természettan tanszé-
ken (melynek egyediili tagja Farkas Gyula volt) repetitorként alkalmaztik. Ebben
ragyogd matematikai tehetségének tanubizonysaga mellett annak is szerepe lehe-
tett, hogy korabban fizikat is tanult, és érdeklGdéssel fordult az elméleti mechanika
fele. Fejér Kolozsvarra keriilése utan harom hoénappal, 1905 nyaran habilitalt. Az
1905/1906-0s tanév elsd felében Schlesinger Lajos tanarsegédeként heti két 6raban
gyakorlatokat vezetett a felsdbb és elemi mennyiségtan, valamint a mennyiségta-
ni természettan tanszékei mellett. A masodik szemeszterben mar az analizis s az
analitikai mechanika magantanara. Ekkor a variaciészamitas II. részét tanitja he-
ti két 6raban, valamint az infinitezimalis calculus alkalmazasait a gorbevonalak és
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feliiletek elméletére, heti harom éraban. 1906 szeptemberében adjunktus lett, 1911-
ben pedig nyilvanos rendkiviili tanar. A kolozsvari egyetemen tevékenységét ez év
nyaran befejezte, mert szeptembert6l a budapesti egyetem nyilvanos rendes tanara
lett. Vele parhuzamosan Schlesinger Lajos is tavozott Kolozsvarrol.

Az 1911-es év §szén Farkas Gyula tébb olyan levelet irt Fejér Lipotnak, ame-
lyek ma is megtalalhatok Fejér hagyatékaban. A Fejér altal irott levelek hollétérsl
nincs tudoméasunk. Farkas Gyula Fejérhez intézett levelei kozill néhanyat Prékopa
Andras kozolt egyik tanulmanyaban {16]. Ezekbél a levelekb6! arra kévetkeztethe-
tiink, hogy Fejér feladott allasanak betdltésére Riesz Frigyest javasolta.?

Kolozsvari évei alatt Fejér Lipot egyik fontos feladata volt a Matematikai Sze-
minarium ligyvezets igazgatisa. Ezt a (mai sz6hasznalattal élve: Gsszintézeti) sze-
minariumot, amelynek vezetsi (akkori széhasznalattal: igazgatoi) Farkas Gyula,
Schlesinger Lajos és Valyi Gyula voltak, 1901-ben létesitették. A konkrét szerve-
z61, ,ligyvezetd igazgat6i” teendSket 1905-ig Schlesinger latta el, utana Fejért biztak
meg vele.

Végil széljunk arrél is, milyen varos volt Kolozsvar sziz évvel ezel6tt és ho-
gyan élt benne Fejér Lip6t. Passuth Laszlé Kutatddrok cimi 6néletrajzi regényében
felvillant néhany emlékképet a varos akkori hangulatabol. ,,. .. dgy idézem vissza a
vdrost, mint amelyet egyik oldalon a Monostor, a mdsikon a Hdstdt zold évezete ha-
tdrol. A Hostdt két végtelenbe nyilo féutcdja mellett a néhdny ezer fényi parasztsdg
Lcorpus separtum’™ként élt. Elég sok vasutas témorilt telepekbe, kevés kisebb gydri-
zem volt. Viszonylag sok volt a bank, az egyhdzi intézmény, de mindent felilmiltak
az iskoldk. A nem vdrosi eredetd didkok ozdnlése szeptembertdl juniusig tartott, s
rengeteg kosztot addnak, szabonak, kvdrtélyosnak juttatott kenyeret. Szemindriumo-
kon toltotték a bolcsességet mezei jogdszok fejébe, s viszonylag szines volt a vdros
LEj5zakai” élete is. ... Ipari munkdssdg csekély szamban élt, s nem emlékszem arra,
hogy bérkovetelések, sztrijkok vagy munkanélkiliség formdjdban éreztiink volna tdr-
sadalmi fesziiltséget. A szocidlis eszmék elsGsorban elméleti forrdsokbol kozelitettek:
egyetemni professzorok ,radikalizdlédtak”, ... erds volt a Munkdsbiztosité Pénztdr
hatdsa (... Kun Béla is itt dolgozott) ... A sokféle vallds egyiittélése feltételezett

4Farkas Gyula Fejér Lipétnak (1911. oktéber 1-én) ... Kérem azonban, hogy sziveskedjék vélem
k6z6Ini Riesz Frigyes lakcimét, hogy a helyettesités tigyének eldontése utdn lehetd kozvetlenséggel
fordulhassak hozzdja ... (1911. oktéber 3-4n) ... A bizottsdg tegnap javaslatomat magdévd tet-
te, s a rendes tanszék helyetiesitésére meg a szemindrium tgyvezeld igazgatdsdra Riesz Frigyes
folkérését javasolja. Kari ilés holnaputdn ... (1911. oktober 20-a4n) ... A mai napon Riesz Fri-
gyes Uj tdrsunk megérkezett; délben a dékdni hivatalban taldlkoztunk véle a dékdn, Vilyi meg én, s
immdr a matematikai szemindriumok vezetését is kezébe adtuk. Nyomban megirta a fekete tdiblin-
kon eléaddsainak és gyakorlatainak a hirdetését, 23-dn megkezdi eldaddsait. Most mdr bizonyos
jotékony megnyuguds szdllotta meg drvasdgunkat. Haar feldl irt szives értesitését vételekor azon-
nal kézéltem a dékdni hivatallal ... (1911. november 4-én) ... ime Riesz Frigyes tdrsunk mdr
javdban megkezdte itteni mikédését nagy lelkesedéssel a math. szemindrium koril <s ... Tegnap
levelet kaptam Haartol. Ugy ldtszik ebb6l, hogy meghivdjdban, mint a tanszéki bizottsdg kari refe-
rense meg lettem nevezve. Kdvetkezéleg vilaszomban jonak littam kissé kérvonalazni a lényeget.
Egyébirdant Haar levele oly mély hazafias érzelmeket drul el, hogy most mdr nem is tartok attdl,
hogy ha egyszer haza keriilt, elveszitsik a kilfoldnek ... A megszolitas Kivdléan Tisztelt Ked-
ves Tandrtirsam, illetve Folottébb Tisztelt Kedves Tandrtdrsam, az alairas pedig minden esetben
Igaz bardtja, Farkas Gyula.
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bizonyos tirelmességet, melyben nem volt sok helye a vaskalapossdgnak. Mert ta-
ldn sehol Magyarorszdgon nem volt olyan tarka a lakossdg valldsi megoszlds szerinti
térképe akkor, mint ebben a vdrosban, ahol a féiskoldk egy része is felekezeti formdk-
ban élt tovdbb. A tébbség katolikus volt, de a vdros torzsékds lakossdgdnak komoly
hdnyada — kdlvinista. A lutherdnusok inkdbb szdsz ajkiak. Az unitdriusok egyetlen
piispéksége is itt volt. Két ,,gorog” templom osztozott a romdn hiveken: a géordg-
katolikus és a gordgkeleti. A hdbori elétt patricius zsiddsdg élt a vdrosban, neoldg
életformdk kézott. A biedermeier vdros a maga apré szellemi vulkdnjaival alapjdban
provincidlis pletykafészek volt, bdr a vdroslakdk tdvolrdl sem ismerték gy egymdst,
mint mds otven-hatvanezer lakosi vdrosban. Ennek oka az dllandd népcserélédés
volt, elsdsorban a kiézéposztdlyban: nagyszdamu tisztviseld telepedett be, vagy vdndo-
rolt el, a hivatali lét mozgdstirvényet szerint ... "

A New York Szallé6 nagykavéhaza volt a tarsadalmi és szellemi élet kézpont-
ja. A teremben két hosszu kiilonasztal volt, ahol egyetemi tanarok s magnasok
jol megfértek egymas mellett. Str{n ultek Gssze, poharaztak, kdzosen vonultak a
,miivészasztalokhoz”. Ott a Nemzeti Szinhéz szinészei, irok, Gjsagirdk vertek hagyo-
manyszeri tanyat. ,Van itt Kolozsvart egy néhany nyakas, javithatatlan idealista.
Kifinomodott izlésd, mivészi hajlandosagi emberek. Van kozottiik piktor is, szob-
rasz is, épitész is, ir6 ember is” — irja az Ellenzék 1905. januar 3-an. A varos sajatos,
torténelmi légkore, s ugyanakkor szellemi avantgardizmusa éreztette hatasat ezeken
az Osszejoveteleken. A szajhagyomany szerint Fejér Lipot torzsvendég volt a New
York kavéhazban. A szépirodalomban és zenében egyarant tajékozott matemati-
kus a tarsasagi élet népszeri alakja volt. Igy talalkozott egy tarokkparti sodraban
Passuth anyjaval is, aki nagyjabol egyidés volt vele. Passuth elbeszélése szerint, ja-
ték utan az ifju professzor megkérdezte a fiatal holgyet, miért nem iratkozik be az
egyetemre, s felajanlotta, hogy vallalja matematikai el6készitését ...

Fejér szellemi érdeklédése a matematikin messze tulterjedt. Szenvedélyesen
szerette a zenét, és maga is jol zongorazott. Muzsikusok és irok éppugy nagyra
tartottak itéleteit, mint esztétak és jogfilozofusok. A New York kavéhazban tobb-
szor talalkozott Ady Endrével is. Baratsagukat Ady neki ajandékozott arcképén a
dedikacié melegsége illusztralja.

A Farkas utca volt a tudomany és a muzsak k6zGs szentélye, gyonyori gesz-
tenyesorral. Egyik végében az egyetem fGépiilete, mellette a régi készinhéaz, veliik
szemben a piarista gimnazium, a masikban pedig a reformatus kollégium és a to-
ronynélkiili reformatus templom. Ezek, a koréjik tarsult intézményekkel egyiitt,
mintegy megszabtik e nevezetes varosrész hangulatat. Ebbgl az utcabdl tért be
Fejér Lip6ét nap mint nap munkahelyére, az egyetem f&épiiletébe.

2. Habilitaci6, szoban-irasban

Fejér Lipot éppen szaz esztendeje, 1905. junius 23-an habilitalt a kolozsvari
Ferencz-Jozsef Tudomanyegyetem Matematikai és Természettudomanyi Karan. Ha-
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bilitacios eladasanak témaja a kézonséges differencislegyenletek stabilitaselmélete
volt, cime pedig ,Stabilitasi és labilitasi vizsgalatok a témegpontrendszer mechani-
kajaban”. A habilitaciés eldadas témavailasztasat minden bizonnyal Farkas Gyula
és Schlesinger Lajos kezdeményezték, dsszhangban a kolozsvari matematika hagyo-
ményaival és — amint arra mar a kordbbiakban utaltunk — az analitikai mechanika
leendé magantanaranak oktatasi feladataival.® Fejér habilitaciés el6adasanak irasos
valtozata a Mathematikai €s Fizikai Lapok 1906-0s évfolyamaban jelent meg [§]. Az
ezt (logikailag) kévets 7], [9] dolgozatok kozvetleniil kapcsolédnak a habilitacids
elsadas témakoréhez.®

2.1. Stabilitaselmeélet 1900 koriil

A stabilitas fogalma a matematikaba a mechanikabél keriilt, a mechanikaba pe-
dig a latin koznyelvbgl. Stabilitas allhatatossagot, szilardsagot, allandésigot, tar-
tossagot, elmozdithatatlansagot jelent. A gorog hasonlo értelemben a hedraios szot
hasznalja, amint az a magyar fiil szamara is visszacseng a poliéder, a ,sokfélekép-
pen letelepedni képes test” nevének hallatan. Jol allni (sto = dlini) [latin], illetve
jol iilni (hedra = ildhely) [gbrog] — ez a stabilitas.

A stabilitas fogalméanak a mult szdzad elején nem volt altalanosan elfogadott
matematikai definiciéja. Magat az elnevezést akkor mar vagy szazotven éve egyre
gyakrabban hasznaltak a legkilénfélébb mechanikai rendszerek egyensilyi helyzete-
inek, illetve altalanos megoldasainak vonatkozasaban — magatol értet6dé természe-
tességgel, de az egymaséitdl gyakorta teljesen eltérd értelemben’. A stabilitas mint

5Az altalaban vett differencialegyenletek elmélete egyébként fontos szerepet jatszott Fejér ta-
nulmanyaiban, s6t az 6t egy csapasra vilaghirivé tevé szummacios tételt is az elliptikus differenci-
alegyenletek elméletének egy kérdése motivalta. A nevezetes eredmény megsziiletésének torténetét
(s benne az Q) = {(.’E, y) ER2|x2 4942 < 1} kérlemezre vonatkozé Au = 0, u|zq = g peremfeladat
megoldasat leird Poisson-féle integralformula szerepét) Turan P4l irta meg a Fejér Lipt Ossze-
gyijtott Munkdi — Leopold Fejér Gesammelte Arbeiten I-II, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1970
kotetben, pontosabban az eredeti Comptes Rendus dolgozat ottani facsimile valtozatat kovetd
kommentarban. Fejér egyébként kilenc differencidlegyenletek témajiu cikket publikalt, amelyek
koziil az elsé kett6 (3], [4] még kolozsvari miikodése elstt jelent meg. Az Ostwald-féle mecha-
nikai elvrél frott két dolgozatat [5], (6] Réthy Mor [és minden bizonnyal a (leend8) kolozsvari
allas), a habilitacos eldadas utani linearis kozonséges differencialegyenletek dolgozatot [10] pedig
Schlesinger Lajos hatasa/késztetése inspiralta. Kolozsvari évei utan Fejér egyetlen alkalommal tért
vissza a differencialelegyenletek témakoéréhez [11]. Differencidlegyenletek témaju frasainak a hi-
vatkozasjegyzékben torténs felsorolasa az Osszegyidjtott Munkdi-ban szerepld sorrendet (az egyes
dolgozatok ottani sorszama rendre 3, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 18, 57) koveti.

SEgészen 1918-ig altalanos szokds volt a hazai matematikdban a magyar és a nem magyar
nyelven parhuzamosan térténé publikalas. A magyar és a német (esetenként francia) valtozatok
megjelenési sorrendje a szerzé szabad dontésétsl fiiggott, tartalmukat tekintve csaknem mindig a
késSbbi idépontban kozlésre leadott valtozat a gazdagabb. Fejér esetében a {7] és a [9] dolgozatok
egymas sz6 szerinti forditasai. Habilitaciés el6adasarol (legjobb tudomasunk szerint) csak 65 évvel
késébb késziilt (német) forditas, amely az Osszeqyijtétt Munkdi-ban olvashaté.

7Az els6 tobbé-kevésbé sikeres kisérletet egyensiilyi helyzet stabilitasanak, pontosabban viz-
ben tisz6 test felborulas elleni stabilitdsanak definidlasara Euler tette, 1749-es , Haj6zastudomany"-
anak De stabilitate, qua corpora aquae insidentia in situ aequilibrii persistunt fejezetében. A mér-
noki gyakorlat sokkal gyorsabban fejlédétt, mint a ra vonatkozé absztrakcié. Watt 1784-ben felfe-
dezte a centrifugalis regulatort, amellyel szabalyozni és stabilizalni tudta a gézgép altal forgatott
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olyan, konkrét mechanikai rendszerek tulajdonsiga volt, nem pedig az Sket leird
kozonséges differencidlegyenletrendszereké. Stabil lehetett egy egyensulyi helyzet,
egy mozgas vagy éppen a mozgasok Osszesége. Adott egyensilyi helyzetek és moz-
géasok stabilitdsa bizonyos zavard hatasokra vonatkozott, amelyek a kezdeti allapot,
illetve a mechanikai rendszer paramétereinek kismértékd megvaltozasat — ma agy
mondanénk, az £ = f(z) egyenlethez tartozo kezdetierték-feltétel, illetve az egyen-
let jobb oldaldnak perturbaciojat — eredményezték. Ez a soksziniiség meghokkents
médon tiikrdzdik Felix Klein ([14], 345. oldal) megjegyzésében: ,,Allgemein verbin-
det man ndmlich mit dem Worte ,instabil” die Auffassung eines ausnahmsweisen
und turbulenten Vorganges”. Instabilitas mint turbulencia? Stabilitas mint szokasos
viselkedés? Teljesen egyet kell érteniink Lord Kelvin ([19], 282. oldal) Felix Klein
altal is idézett véleményével: ,There is scarsely any question in dynamics more
important for Natural Philosophy than the stability or instability of motion”.2

A XIX. szazadi égi mechanika kdzponti kérdése a Naprendszer (Lagrange) sta-
bilitdsa volt, ami alatt azt értették, hogy a bolygdk nem iitkdznek Gssze sem egy-
massal, sem a Nappal, de talsagosan el sem tavolodhatnak téle. A matematikai
modell az Ggynevezett n-test probléma, amikor is n darab pontszerd m; tomegi
test ugy mozog R3-ban, hogy rajuk csak az egymas altali tomegvonzas az egymas-
t61 vett mindenkori |r; — ;| (¢ # j) tavolsagok négyzetével forditottan aranyos ersi
hatnak. Vegyiik észre, hogy az energiamegmaradas

1 < iy
(1) Ezmir?—v(Z{lrﬂ%’—l i # 5 m‘=1,2,...,n}) = Const.
=1 L

formulaja szerint max{lr'i| lt=1,2,... ,n} pontosan akkor nem korlatos, ha
max{lri - rj]—l |i#£7;4,7=12,... ,n} sem az. Egyuttal az is latszik, hogy az
n-test probléma pozitiv id6ben korlatos megoldasai automatikusan a teljes t > 0
felegyenesen vannak értelmezve. Igy a Nap és a kilenc bolygé (Lagrange) stabilitasa
- kihasznalva a sdlypont helybenmaradéasat is - matematikailag agy fogalmazhaté
meg, hogy a 10-test problémaban szerepld valamennyi tomegpont mozgésa hely és
sebesség tekintetében t — oo mellett korlatos marad®.

tengely szogsebességét. Igazabdl csak ezzel lépte tal Alexandriai Heron majd 2000 évvel korab-
bi munkéassagat, aki sajat gdzgépét-gozgépkezdeményét nem tudta jol kordaban tartani” (viszont
sikerrel oldotta meg a lampéaban ég6 olaj szintjének valamint a vizéra sebességének szabalyozasat).

8 Az egyes idegen nyelvi idézeteket szandékosan nem forditottuk le, hogy érzékeltessiik a ha-
zai szaknyelv (ki)alakitasanak a feladatat, amelyet egyébként, mint arra mar utaltunk, Fejér és
kortarsai olyan derekasan felvallaltak.

9 Altalaban is, jollehet az égi mechanikan kiviil ez az azonositas teljesen 6nkényesnek tinik,
egy korlatos mozgast Lagrange értelemben stabilnak hivunk és vice versa. A (Lagrange) stabilitas
= korlatossag sz6hasznalat védelmében meg kell jegyezniink, hogy a kozelitd eljardsok Neumann
Janos és Lax Péter altal kiépitett ltalanos elméletének hires konzisztencia & stabilitds < kon-
vergencia tételében a stabilitas szintén korlatossagot jelent, linearis feladatokra bizonyos linearis
operatorok egyenletes korlatossagat, nemlinearis feladatokra pedig bizonyos becslések egyenletes-
ségét. (Itt jegyezzilk meg azt is, hogy a numerikus analizis egyes fejezetei a stabilitas kifejezést
sok mas egyéb értelemben is hasznaljak.)
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Kihasznalva az erétér érvénymentességét, Poincaré igazolta, hogy amennyiben
az n-test problémat leir6 kézonséges differencilegyenlet 6n dimenzios fazisterének
(testenként harom hely- és harom sebességkoordinata) egy korlatos V' tartomanya
teljes trajektoriakbol all, akkor a V-ben mozgd n tomegpont kezdeti mozgasal-
lapotanak tetszGlegesen kicsiny kornyezetébe t — oo mellett egy valdsziniiséggel
végtelen sokszor tér vissza, azaz majdnem minden zoq € V rendelkezik az alabbi,
rekurrencianak nevezett tulajdonsaggal: minden € > 0 és T > 0 esetén létezik olyan
T > T, hogy |z(7’,; Zo) — zo| < g, ahol z(T;x¢) az x = xo kezdeti dllapotbol a t =0
idépontban induld megoldasnak a t = 7 id6pontban felvett értékét jeloli. Ennek az
eredménynek a fényében Poincaré egy masik stabilitasfogalmat is hasznal és az n
test egyuttesének pontosan azokat a mozgasait nevezi (Poisson) stabilnak, amelyek
a mai széhasznalat szerint rekurrensek.

Pontrendszerek egyensiilyi helyzetének stabilitasat Lord Kelvin és Tait ([19],
202. oldal) igy definialjak: ,[... a material system ...], when displaced infinitely
little in any direction from a particular position of equilibrium, and left to itself,
it commences and continues vibrating, without ever experiencing more than in-
finitely small deviation in any of its parts, from the position of equilibrium, the
equilibrium in this position is said to be stable”. A huszadik szazadban sziiletett
matematikus azonnal felismeri ebben a stabilitas ma altalanosan elfogadott defini-
civjanak csirajat.

2.1. Definicio. Tekintsiik az & = f(z) differencislegyenletet, ahol f : R* — R"
folytonos fiiggvény. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden zo € R"™ ese-
tén az = = f(x), (0) = z¢ kezdetiérték-problémanak pontosan egy megoldéasa lé-
tezik és hogy ez az x(-; xo)-al jeldlt megoldas értelmezve van a teljes t > 0 félegye-
nesen. Legyen tovabba f(0) = 0. Az £ = f(z) egyenlet zo = 0 egyensulyi helyzete
STABIL, ha minden & > 0 esetén van olyan 6 > 0, hogy tetszdleges |zo| < d ést > 0
mellett |z(t;z0)| < €.

2.2. Definicié (folytatas). Az zo = 0 egyensilyi helyzet ASZIMPTOTIKUSAN
STABIL, ha stabil és ezenkiviil még létezik olyan 7 > 0 is, hogy tetszdleges |zo| <1
ést — oo esetén |z(t; zo)| — 0.

(Erdemes megjegyezniink, hogy a stabilitas definiciéjaban szerepls feltétekbol
mar kévetkezik a megoldasoknak a kezdeti feltételektsl valé folytonos fiiggése. Igy
az xo = 0 egyensulyi helyzet mindenképpen rendelkezik a kovetkezd tulajdonsaggal:
minden € > 0 és T > 0 esetén van olyan § > 0, hogy tetszéleges |zo| < 6 ést € [0,T)
mellett Im(t; mo)l < ¢. Egyensulyi helyzet stabilitasa tehat azt jelenti, hogy a kezdeti
feltételektsl valo folytonos fiiggés -0 megfogalmazasa a [0, 77 helyett a teljes [0, 00)
intervallumon érvényes.) Abban mindenki egyetértett, hogy egy linearis rendszer
egyensulyi helyzetét pontosan akkor kell stabilnak hivni, amikor valamennyi meg-
oldas korlatos a t > 0 idSintervallumon. Mindez teljes Gsszhangban van az 6sszes
eddigi megfontolassal.
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2.3. TETEL. Tekintsitk az & = Az differencidlegyenletet, ahol A valés elemi
n-edrendd négyzetes métrix'®. Az alabbi tulajdonsigok egymassal paronként ekvi-
valensek:

(i) az i = Az egyenlet xo = 0 egyensiilyi helyzete stabil;

(i1)g az i = Az egyenlet megoldasai at > 0 id6intervallumon (egyenként) kor-
latosak; . A

(iti)g az A métrix valamennyi sajatértékének vals része < 0, a 0 valos részd
sajatértékek mindegyikéhez pedig annyi dimenziés sajataltér tartozik, amennyi az
illetd sajatérték multiplicitdsa a karakterisztikus polinomban.

2.4. TETEL (folytatas). Egymassal paronként ekvivalensek az alabbi tulajdon-
sagok is:
(1) 4,5 az = = Az egyenlet o = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabil;
(1) ,g azZ = Az egyenlet minden megoldasat — 0 mellett az xo = 0 egyenstilyi
helyzethez tart;
(741) 4 az A matrix valamennyi sajitértékének valés része < 0.

Az el8z8 tétel vezet tovabb Ljapunov ,stabilitas linearizalassal” tétele felé.!!

2.5. TETEL (Ljapunov (1892)). Tekintsiik az £ = f(x) differencidlegyenletet,
ahol f : R® — R" sima'? fiiggvény. Tegyiik fel, hogy f(0) = 0 és hogy az A = f'(0)
derivaltmatrixra teljesiil a (ii1) , 5 feltétel. Ekkor az & = f(x) egyenlet xy = 0 egyen-
stlyi helyzete aszimptotikusan stabil.

A ,stabilitas linearizalassal” modszer altalanosan ismert volt, azt azonban a
Weierstrass-féle analitikus szigorusag talajan felnétt matematikusok — kézottitk
Fejér is — nem tartottak matematikailag megalapozottnak. Teljesen igazuk volt:
nem tudtak és nem is tudhattak Ljapunov 1892-es korszakalkotd felfedezésérdl. Az
okokat roviden taglaljuk irasunk Fiiggelékében, ahol egyuttal kitériink Ljapunov
munkassaganak altalanos értékelésére is. Biztosak vagyunk abban, hogy ez a Fiig-
gelék az olvasok tobbsége részére szamos meglepetést tartalmaz.

10Az A, mint matrix jelolés még Fejér idejében sem volt szokasos: a meghatirozé elemeket
kiirtak a megfeleld kettds indexekkel, a kozbiils6 sorok és oszlopok elemeit pedig egyszerden ki-
pontoztak.

11 A Watt-féle centrifugalis regulator differencislegyenletrendszerét Maxwell irta fel és vizsgalta
meg 1868-ban. A magasabbfokii tagok elhagyasaval linearizalt az (w = wo alland6 szégsebességnek
megfeleld) egyensulyi helyzet kortl és meghatarozta, hogy a paraméterek mely értékeire teljesiil az
aszimptotikus stabilitas (i41) 4 5 feltétele. Erdemes felidézniink, hogy a (iii) , 5 tulajdonsag megfo-
galmazhat6 az A matrix karakterisztikus polinomjanak egyiitthatéira vonatkozo feltételrendszer-
ként is. Ezt az ugynevezett Routh kritériumot a 19. szadzad végének mérndkei egyre gyakrabban
hasznaltak nemlinearis rendszerek egyensulyi helyzeteinek stabilitasvizsgalatara is.

12A7 f € C? feltevés béven elegendd. Ljapunov azt tette fel, hogy az f fiiggvény analitikus.
A nem-analitikus jobb-oldali kézonséges differencialegyenletekre vonatkozé exisztencia- és unici-
tastételek csak a XIX. szdzad utolso évtizedében sziilettek meg. Akircsak Ljapunov, Fejér is szinte
egész életében hliséges maradt az analitikus fliggvényekhez. Absztrakt tereket is csak nagyritkan
hasznaltak.
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2.2. A stabilitas fogalma Fejér olvasataban

Az n-test probléma egyszerre Lagrange és Poisson stabil megoldasait Fejér Po-
incaré nyoman ,astronomiailag stabilis™-aknak nevezi. Habilitacios értekezése ezzel
a definiciéval kezdddik.

Az n-test probléma ma is hihetetleniil nehéz, és a bonyolult dinamikai viselke-
dések hosszu soranak megléte bizonyithato benne [1], [2]. Tanulmanyozasa megha-
tarozd volt a a dinamikai rendszerek XX. szazadi elmélete legkeményebb modsze-
reinek kialakulasa soran. Szaz évvel ezel6tt még csak sejtették, mennyire 6sszetett
lehet annak a testnek/bolygénak a mozgisa, amelynek a tobbiekhez viszonyitott
helykoordinatai nem maradnak korlatosak. Fejér — az m3 = 0 valasztas altal jellem-
zett (Nap, Jupiter, idedlis kisbolygs) dgynevezett korlatozott 3-test problémaban
— Jacobi, Hill, Poincaré, Charlier, G. Darwin, Bohlin, Kobb ‘és Levi-Civita gondo-
latait ismertetve érvel egy ilyen tulajdonsagi ,kéményszerd” (ma tgy mondanank,
a Hill-fele feliilet szingularitasan at divergals) megoldas létezése mellett.

A stabilitas Fejér habilitacios eldadasaban szereplé masodik definicidja mini-
malis valtoztatasokkal az akkorra mar alighanem folklérnak szamit6 ,minden € > 0
esetén van olyan § > 0, hogy tetszéleges To € R™, |Zp — 2| < d és t > 0 mellett
lz(t; Zo) — z(t; zo)' < €” formulara egyszerisithets. Csatlakozva Klein és Sommer-
feld [14] véleményéhez!3, Fejér ezt a definici6t — amennyiben zo nem egyensulyi
helyzet — megengedhetetleniil sziiknek tartja. Konkrét mechanikai példakon keresz-
til bemutatja, hogy a definiciét érdemes modositani a parcialis és az orbitalis tipu-
st stabilitasfogalmak irdnyaba, de egyik valtoztatast sem érzi igazan meggy6z6nek.
A béség zavaraval szembekertilve igy foglal allast: A stabilitds fogalmdnak még a
tomegpontrendszerek mechanikdjinak keretén belil is nagyon kilonbézé tartalmat
szokds adni. Azon vitatkozni, hogy ezen kilonbézé definiczick kézott melyik a leg-
jobb — nem lehet; a stabilitds ugyanis, mint populdris fogalom, néhdny — téle igazdn
elvdlaszthatatlan jegyen kivil annyira hatdrozatlan, tovdbbd annyira relativ, hogy a
fennforgs viszonyok kilénfélesége szerint eqymdstol lényegesen kiilonbizé definiczi-
ékat dllithatunk fel, a nélkil, hogy a stabilitds populdris fogalmdual ellentmonddsba
Jutndnk”.

Talan nem erdltetett parhuzamot vonnunk a  kaotikus” melléknév mostani va-
lamint a ,stabil” melléknév szaz évvel ezelStti hasznalata kozétt. Jollehet a kao-
tikussag Devaney-féle definici6ja egyre inkabb kiszoritani latszik a tobbit, be kell
vallanunk, hogy a matematikusok mindennapi széhasznéalataban a ,kaotikus” egy-

13 A német algebrista Klein (aki egyéb munkaiban a differencislegyenleteket csak ugy emlegeti,
mint bizonyos transzforméacioécsoportok generatorait), monumentalis esettanulmanyt [14] keszi-
tett a porgettyiirdl, errsl a John Herschel szép szavéval élve, ,philosophical instrument”-rél [talan
bizony a cirkalok agyukamrait kellett stabilizalni ... igen, azokat] — a konkrétnak adva a prio-
ritast az altalanossal szemben, az angol empirizmus legjobb hagyoményainak megfelelden. Fejér
— habilitaciés el6adasanak szamos részlete ra a bizonyiték — nagyon jél ismerte a masodik kotet
342-374. oldal kozotti részeit. Aligha jarunk messze az igazsagtol, ha feltételezziik, Fejér szamara
Felix Klein hatasa és néz6pontja meghatarozo volt a stabilitdselmélet szempontjabol. A Lagrange—
Dirichlet-tétellel kapcsolatban Fejér [7], [8], {9] Bohl, Hadamard, Hamel, A. Kneser és Painlevé
munkai mellett egyébként Liapounoff egy francia nyelvd (nagy felfedezéseihez képest meglehetésen
partikularis) cikkére is hivatkozik.
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szerien a ,roppant bonyolult” szinoniméaja. Felix Klein mar idézett megjegyzésének
értelmében a ,stabil” annak idején egyszerien a ,rendezett”, vagy legalabbis a ,nem
csunya” biztonsagérzetét sugarozta.

2.3. Fejér példaja tomegpont egyenstilyanak stabilitasarél ellenallo
kézegben

Habilitaciés eléadasaban [8] (akkor szép magyar kifejezéssel magantanari pré-
baelsadasnak nevezték) Fejér Lipot két problémardl beszélt: a mar emlitett n-
test-problémarol, és tomegpont egyensulyanak stabilitasarol ellenallé kézegben. Ez
ut6bbi kérdéskornek egy kiilon dolgozatot [7] is szentelt, amelyben leirja a habi-
litacios el6adasban ismertetett sajat eredményei (egy kisebb mértéki altalanosi-
tasanak) bizonyitasat is. A most kezd6dd alfejezetben végig ezzel a dolgozattal
foglalkozunk.

Jeldlje z, y, z egy egységnyi tomegi tomegpont koordinatait az R3 térben.
Tegyiik fel, hogy a pontra egy konzervativ erd hat, amelynek U : R® — R a po-
tencialfiggvénye, és a mozgas ellenalld kozegben torténik. Az ellenallasbodl eredd
eré

(—f(v)%', ~f0% -1 (”)z?l)

alaki, ahol (2,3, 2') a sebességvektor (vagyis (-)’ az idS szerinti differencialhanya-
dost jeloli), v a sebességvektor hossza, f : [0,00) — [0, 00) folytonos fliggvény, és
f(w) >0, ha v > 0. A mozgast Newton II. axiémajanak megfelelSen az

v U '

(2) 2 = 2o (@y.2) - f)
U /

V' =5 @ 92) ~ f0)%

Y 2

= (@ y2) - f0)5

egyenletek irjak le. Arra vagyunk kivancsiak, hogy adott (xo,yo,20) helyzetbdl
adott (zg, g, 25) kezdSsebességgel kiindulva hogyan mozog a pont idében és tér-

ben. A probléma megoldéasat az a t — (z(t),y(t), 2(t)) fiiggvény adja, amely eleget
tesz a differencidlegyenleteknek és az

x(o) = Zo, y(O) = Yo, Z(O) = 20,

2'(0) ==zp, ¥'(0)=wp 2'(0)=12
kezdeti feltételeknek. Ismeretes, hogy ez a rendszer nem integralhaté tipusd, ami

durvan szélva azt jelenti, hogy nem létezik formula a mozgast leiré fiiggvények-
re. Ezért sokszor megelégsziink a mozgasok aszimptotikus viselkedésének, vagyis
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az Gket leir6 fliggvények ¢ nagy értékeire mutatott tulajdonsagainak leirasaval. Fe-
jér sokkal szebben fogalmaz: ,,... az ellendlld kézegben térténé mozgds lefolydsdra,
vagy, mi tébb, annak véglefolydsdra nézve keresiink eldleges tdjékoztatdst”.

Az aszimptotikus tulajdonsagok kozil mind elméleti, mind gyakorlati szem-
pontbél a legfontosabb a stabilitas. Az az idGszak a stabilitds matematikai elmé-
letének héskora volt, akkor kezdtek letisztazodni maguk az alapfogalmak. A ha-
bilitaciés eladasbol [8] kideriil, hogy Fejér a ma Ljapunov nevéhez kotott sta-
bilitasfogalommal dolgozott. Tegyiik fel, hogy gradU(0,0,0) = 0, vagyis hogy az
T =y = z = 0 pont egyensulyi helyzet, és alkalmazzuk a Ljapunov-féle 2.1. Defini-
citazr =y =2z=0, 2’ =y = 2’ = 0 egyensilyi allapot stabilitdsanak meghata-
rozasara. Ehhez elGszér vezessiik be a ma hasznalatos vektoros irasmoédot. Jelolje
7 = (z,y,2) € R® a mozgd pont helyvektorat, 7 = 7 = (z',1/,2') € R3 pedig a se-
bességvektort. Jeldlje tovabba r, illetve v az 7, illetve a ¥ vektor hosszat:

1/2 1/2

ri= @+ +20)"% vi= (@) + @)+ ()Y

Igy a (2) masodrendi differencialegyenlet-rendszer a tomérebb

®3) 7" = gradU(7) - f(v)

|

alakot 6lt1, amely ekvivalens a hat egyenletbdl allo
(4) 7 =7, 7' =gradU(f) - f(v)~
v

elsérendii rendszerrel. A 2.1. Definicié értelmében az 7 = 0, ¥ = 0 egyensulyi allapot
stabil, ha barmely € > 0 szamhoz létezik olyan §(¢) > 0, hogy ha rZ + v2 < 5(6)2,
akkor r(t; 7"'0,170)2 + v(t;f’o,ﬁo)2 < €2 tetszleges t > 0 esetén.

Fejér a [7] dolgozatot a hires Lagrange-Dirichlet-tétel ismertetésével kezdi,
amely a konzervativ esetrél (nincs ellenallas, vagyis f(v) = 0) azt mondja, hogy
,valamely egységnyi tomegd P toémegpontnek G egyensily: helyzete stabilis, ha az
U(z,y,z) potenczidlfigguénynek a G pontban izoldlt mazimuma van”.!*

Fejér itt nem fejti ki, mit ért stabilitason, de a kijelentést kovetd paragrafus
sz6 szerint idézve a kovetkezdképpen sz6l: ,Ha ekkor a G pont kéril, mint kozép-
pont koriil, két elegendd kicsiny, de kilonben tetszéleges Ry és Ry (Ry < Rs) sugari
gombét irunk, akkor a kdvetkezdt dllithatyuk:

Ha a P témegpont mozgdsa folyamdn egyszer, valamely to idépontban, a kiseb-
bik, Ry sugari gomb belsejében van, akkor a tdmegpont nemcsak minden késSbbi
idében marad a nagyobb, Ry sugard gomb belsejében, hanem minden kordbbi idében

14 A ma szokasos terminolégia az U helyett a —U fiiggvényt hasznalja és potencialis energianak
nevezi; igy a Lagrange—Dirichlet-tétellel kapcsolatban potencidlgodorr6l, izolalt minimumrél be-
szél. A tovabbiakban is Fejér széhasznélatat és (amennyire csak lehet) jelolésrendszerét kovetjiik.
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is az Ry sugard gomb belsejében volt — filtéve, hogy a to idSpontban a sebessége ki-
sebb, mint egy az Ry, Ry sugaraktdl fiiggé mennyiség. Az izoldlt mazimum esetében
tehdt stabilitds van a »jovére« és »miiltra« vonatkozdlag”.

A 2.1. Definici6 értelmében vett stabilitas tényleg kovetkezik az izolalt (vagyis
szigorl) maximumra vonatkozoé feltételbél, ahogyan azt Dirichlet gydnyori bizonyi-
tasaban megmutatta. Erdemes viszont megjegyezni (és a zsenialis Fejér Lipétnak
ez az apro tévedése is jol mutatja a stabilitdselmélet akkori képlékeny voltat), hogy
a helyes megallapitast kovets kiegészits ,magyarazat” (definici6?) nem allja meg a
helyét, ugyanis az abban az R; és Ry gombbel megfogalmazott tulajdonsag nem
kovetkezik az izolalt maximum feltételébdl. Errdl konnyen meggyézédhetiink, ha
olyan gémbszimmetrikus U potencialfiiggvényt tekintiink, amelynek a G pontban
szigori maximuma van ugyan, de a G tetszdlegesen kicsiny kornyezetében létezik
olyan G koériili koncentrikus gombgytird, ahol U allandé értéket vesz fel. (Erdemes
elgondolkodni azon, hogy mely U fiiggvények esetén teljesiil a Fejér altal megfogal-
mazott (a Ljapunov-félénél erGsebb) stabilitasi tulajdonsag.)

Fejér megemlékezik a Lagrange-Dirichlet-tétel megforditasanak problémakéoré-
ben elért eredményekrél és idézi az akkor ismert legaltalanosabb tételt!S:  Ha a
potenczidifiigguénynek a G egyensily: helyzetben izoldlt minimuma van, és ha a po-
tenczidlfiigguénynek minimdlis volta a Taylor-féle sor legalacsonyabb rendd tagjai
révén jut folszinre, akkor az egyensilyi helyzet labilis.” Ezutan ratér a dolgozat {6
téméajara: milyen hatassal van a kozegellenallas az egyensulyi helyzet stabilitasara,
-instabilitasara?

Altalanos természeti torvényként ismeretes az a tény, hogy a kozegellenallas
stabilizalo hatasta. Ezt kicsit pontositja a kovetkezd tétel:

2.6. TETEL (Fejér [7]). Ha a potenczidlfiiggvénynek a G egyensulyi hely-
zetben izolalt maximuma van, akkor a jovére nézve stabilitds van, mig a multra
vonatkozélag labilitds is lehetséges.

Azt is észrevette, hogy a kiézegellenallas néveli a stabilitas fokat abban az ér-
telemben, hogy a mozgas id6nként nagyon lelassul, ahogyan & fogalmaz, a sebesség
abszolut értéke, ,v végtelen sokszor tetszélegesen kicsinynyé lesz”. Ezt a tulajdon-
sagot ma a
(5) liminfu(t) =0

t—o0
formuléval fejezhetjiik ki.

Megallapitja tovabba: ,, Az ellendllds a labilitds esélyét cskkenti.” Ezért érde-
kesebbnek tartotta az instabilitdsra gyakorolt hatas tanulmanyozasat, nevezetesen

annak a kérdésnek a megvélaszolasat, hogy ha olyan potencialfiiggvénybdl indu-
lunk ki, amelynek esetén ellenallas hianyaban az egyensilyi helyzet instabil, akkor

15A probléma még ma sincs teljesen lezarva. A nagy attdrést Kozlov és Palamodov dolgoza-
ta [15] jelentette, amelyben a tétel megfordithatosagat analitikus potencialfiggvények egy igen
altalanos osztilyara bizonyitottak.
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megmarad-e az instabilitas. Pontosabban, milyen potenc1alfuggveny, milyen kézeg-
ellenallas esetén marad meg az 1nstab111tas'7

2.7. TETEL (Fejér [7]). Tegyiik fel, hogy ,a potenczialfiiggvénynek az egyen-
stlyi helyzetben izoldlt minimuma van, mely tulajdonsédga a potenczialfiiggvénynek
a Taylor-féle sor legalacsonyabb rendd tagjai altal lesz nyilvanvalova.

Szigortan ki lehet most mar mutatni, hogy ha f(v)/v av kicsiny értékei mellett
egy véges fels6 hatarnal, M-nél kisebb, akkor az egyensulyi helyzet labilis.”

Kettds szandékkal tartottuk meg az eredeti fogalmazast. Egyrészt, be szeret-
nénk mutatni a Fejér altal hasznalt szép magyar matematikai miinyelvet, masrészt
érzékeltetni a nagy tudoésnak azt a megértést konnyits képességét, amellyel bonyo-
lult tételeket tudott formulak nélkiil megfogalmazni.

Fejér a tétellel kapcsolatban felvet egy problémat: ,Ha tehdt pl. f(v) olyan
erdsen konvergdl a zérushoz mint v®, hol a > 1 - a legtobbszor haszndlatos esetek
a = 1,2 ide tartoznak —, akkor az egyensulyi helyzet lobilitdsa még biztositva van.
Ha azonban az f(v) végtelen kicsinynyé vdldsdnak mértéke v*, hol0 < a < 1, vagy-
18, ha az ellendllds - dsszehasonlitva az o > 1 esethez tartozo ellendlldssal — a v
kicsiny értékei mellett nagy, akkor a labilitdst a most kézlendd mddszer segitségével
mdr nem tudom kimutatni. KENYTELEN VAGYOK!® NYILTAN HAGYNI AZT A KER-
DEST, VAJJON AZ ELLENALLAS KEPES-E EZEN ESETBEN A LABILITAST TELJESEN
MEGSZUNTETNI?”

A 2.7. Tétel bizonyitéasa 7] az energia valtozasat leiro ,elevenerd-egyenlet” (Fe-
jér a latin ,vis viva” mintajara probalkozik meg a ,die Energie” magyaritasaval)
és egy, Jacobi-tol szarmaz6 azonossag Gtletes kombinaciéjan alapszik, amelyben
f(v)/v korlatossaga lényegesen ki van hasznalva.

Ugy gondoljuk, Fejér Lipot munkassaga el6tt akkor tisztelgiink méltoképpen,
ha érzékeltetjiik a jelen irasban azt is, hogy az eltelt szaz év alatt az utédok ho-
gyan fejlesztették tovabb azt az elméletet, amelynek elinditdsdban Ljapunovval,
Poincaré-val és a tobbi mas nagy tudodssal egyiitt 6 is részt vett, és amit ma-a DIF-
FERENCIALEGYENLETEK KVALITATIV ELMELETE, vagy kicsit altalanosabban DINA-
MIKUS RENDSZEREK néven szokas emlegetni. Fejér kivalé problémafelismerd érzékét
dicséri, hogy ezeknek az elméleteknek a torténetén végighuzodik az altala valasztott
téma, az ellenallas hatasanak vizsgalata. Most megadjuk Fejér két idézett tételé-
nek tovabbfejlesztett valtozatat. A 2.9. Tétel egyben valaszt ad a Fejér altal nyitva
hagyott problémaéra is.

2.8. TETEL. (Salvadori [18]) Tegyiik fel, hogy
(i) az U potencialfiggvénynek helyi maximuma van G-ben;
(ii) G izolalt egyensilyi helyzet.
Ekkor a (3) rendszer G egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabil.

Ez a tétel azt fejezi ki, hogy a stabilitds megmaradasanal és a (5) tulajdonsag-
nal joval tobb teljesiil: a rendszer aszimptotikusan visszatér az egyensulyi allapotba,

16451t betiis kiemelés az eredetiben
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azaz
tl_l'l’& 7(t) = G, tll)rgo v(t) = 0.

2.9. TETEL (Salvadori [18]). Tegyiik fel, hogy
(i) az U potencialfiiggvénynek nincs helyi maximuma G-ben;
(i) G egy kirnyezetében az {(z,y,z) € R* | U(z,y,z) < U(G)} halmaz nem tar-
talmaz egyensilyi helyzetet.
Ekkor a (3) rendszer G egyensiilyi helyzete instabil.

Mindkét tétel bizonyitasa ugyanazon a technikan alapszik, amelynek kulcsa a
megoldéasok pozitiv hatarhalmazinak fogalma és az Ggynevezett LaSalle-féle (1960)
invariancia-elv. (Ez utobbi lényegében véve nem mas, mint az orosz nyelvi iroda-
lomban a Barbasin-Kraszovszkij-tétel (1952) néven emlegetett allitds.) A bizonyi-
tasok — n szabadsagi foku rendszerekre — megtalalhatok a [17] monografia I11. fe-
jezetének 5. pontjaban. A modszernek létezik kiterjesztése olyan rendszerekre is,
amelyekben a kinetikai energia és az erék explicit médon fiigghetnek az id6tél is
(nem-autoném, avagy instacionarius rendszerek [12, 13]).

Mivel Fejér csak a 2.7. Tételre adott részletes bizonyitast és ezzel kapcsolatban
vetett fel problémat, mi is csak a 2.9. Tételt bizonyitjuk. Olyan bizonyitast adunk,
amely csak implicit médon hasznalja a Fejér utan kialakult fogalmakat — magat
a bizonyitast akar Fejér is leirhatta volna ebben a formaban.

A 2.9. Tétel bizonyitdsa. 1. El6szor vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a moz-

gasok soran az
1
E(F,7) = 51;2 - U(F)

teljes mechanikai energia. Ehhez szamoljuk ki az F irdnymenti derivaltjat a (3)
rendszer szerint:

Tehat az energia csokken a mozgasok mentén és
(7) E'(7 i) =0&v=0.

2. Feltebetjiik, hogy G = (0,0,0), és U(0,0,0) = 0. A tovabbiakban indirekt
utat valasztunk: tegyiik fel, hogy az 7= 0 egyensulyi helyzet stabil. Legyen £ > 0
tetszGlegesen rogzitett, és vegyiik a (4) rendszer egyensilyi helyzetének stabilitasi

H:={FfeR3|U(7) <0}
halmazban van olyan 7y pont, amelyre ro < d(¢) teljesiil. Tekintsiik az

7(t) :=7(t;7,0), T(t) := 5(t; 7o, 0)
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mozgast. Az € és §(e) kozotti Osszefiiggés miatt
(8) r2(t) + v3(t) <€ (t>0).

Tehéat — az 1. pontot figyelembe véve — az energia a tekintett mozgas mentén csok-

kend és alulrél korlatos, vagyis létezik a

(9) Jim E(7(t),0(t)) =t e« <U(f) <0

hatarérték. Megmutatjuk, hogy a (8)—(9) tulajdonsigok ellentmondashoz vezetnek.
3. Most konstrualunk egy r. pontot a H halmazban, amelyrél meg fogjuk mu-

tatni, hogy egyensuilyi helyzet.
Tekintsiink egy tetszoleges {t}re, (klim tr, = 0o) sorozatot. Az RS tér origd
—0oQ

koriili e-sugart gémbje kompakt, tehat (8) kovetkeztében feltehetjiik, hogy a
(10) lim 7(tg) =: 7, lim T(ty) = U,

k—o0 k—oo
hatéarértékek léteznek. (9) szerint

E(7,3.) = lim E(7(t), 0(tx)) = e. <0,
ésv2 > 0, ezért U(7.) < 0, vagyis 7 € H. A kovetkezs pontban bebizonyitjuk, hogy
7. egyensilyi helyzet, ami ellentmond az (ii) feltételnek.

4. Inditsunk mozgast az 7(0) = 7., U(0) = ¥, kezdeti feltételekkel. Be fogjuk
latni, hogy 9(t; 7x, ) = 0 (t > 0). Ekkor 7(t; 7, Tu) = 7(t; 7%, 0) = Fu (t > 0), azaz
7, valoban egyensilyi helyzet, és készen is vagyunk.

Legyen most t > 0 tetszdlegesen rogzitett idSpillanat. A megoldasok a kezdeti
értékektd) folytonosan fiiggnek, tehat (9) és (10) szerint

- —,

E('F(t;F*yﬁ*), ’l—}’(t,T‘_‘*,ﬁ*)) = kl—l-»rgo E(F(t + tk;FOyO)a ﬁ(t + tk;Fo,O)) = €.

Mivel t tetszéleges volt, azt kaptuk, hogy az E mechanikai energia allando az (7., ¥)
allapotbdl inditott mozgas mentén. De ez azt jelenti, hogy ezen mozgas mentén min-
den idépillanatban teljesiil az E' = 0 feltétel, ami (7) szerint csak gy lehet, hogy
v(t;Tu, Uu) = 0.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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3. Epilogus

1919-ben a kolozsvari egyetem roman fennhatdsag ala keriilt, ezért a tanarok
nagy része — koztiik Haar Alfréd és Riesz Frigyes — Szegedre ment, ahol egy 1j
egyetem alapjait raktak le. Kézben a magyar ,matematikusokat gyarté szerkezet”
tovabb miikédott. Kevéssel a habora befejezése utan a tudomény olyan miivelsi
jelentek meg Magyarorszagon, mint Karman Tédor, Polya Gyorgy, Szegs Gabor,
Neumann Janos és masok. Ok viszont nem a Karpat-medence keleti régioi felé vet-
ték utjukat, mint néhany évvel elGttiik jard tarsaik, hanem ... de ez mar egy méasik
térténet. A mostani véget ért.!”
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4. Fliggelék. Ljapunov szerepe a stabilitidselmélet létrehozasaban

Ljapunov, amint arra a 2.1. alfejezetben mar kitértink, felzarkoztatta a stabili-
tas elméletét a matematika akkori fejlettségi szintjére. Ami legalabb ennyire fontos,
harom tertileten a jovét is el6készitette.

1) Az 4ltala kidolgozott és késdbb 6rola elnevezett modszer!® — amelynek fel-
hasznalasaval sikeriilt a 2.5. Tételt is bizonyitania — minden tovabbi stabilitas-
vizsgalat (1930-t6] a Szovjetunidban, 1960-t6l kezdve Nyugaton is) leghatékonyabb
eszkozének bizonyult és szamtalan alkalmazast nyert az iranyitas- és a szabalyozas-
elméletben is.

2) Befejezetleniil maradt irasaiban Ljapunov kisérletet tett a centralis sokasag
tételének kimondasara és bizonyitasara. Viktor Pliss, aki végiilis a hatvanas évek
kézepén sikerrel jart, sokat profitalt Ljapunov egy kéziratabol, amely egy konkrét
nemlinearis mechanikai feladat egyensilyi helyzetének stabilitasvizsgalata kapcsan
a harom sajatérték a képzetes tengelyen problematikajaval foglalkozott.

3) Ljapunov (1884) Poincaréval egyidejiileg, ugyanazzal a gondolatmenettel -
egy térbeli integracids tartomany hatara szerinti sorfejtés els6 tagjainak vizsgé-
lataval — kimutatta, hogy az egyre gyorsabban forg6 bolygok/csillagok (folyadeé-
kok, amelyek részecskéit csak a gravitacios erd tartja Ossze) alakja  korte” is lehet.
Visszatérve e témakorhoz, egy Osszességében tobb mint ezer oldalas (1906-1916)
cikksorozatban azt is sikeriilt plauzibilissa tennie, hogy ez a — ma ugy mondanank,
hogy a forgési ellipszoidbél az egyenlitd mentén szimmetriasérts bifurkacioval ke-
letkezs — ,korte” instabill®.

18 Természetesen ennek is voltak eldzményei: az, hogy az energia bizonyos disszipativ rendszerek-
ben a trajektoriak mentén cstkkenve ,Ljapunov-fiiggvény”-ként viselkedik, mar 50 évvel kordbban,
Jacobinal is fontos szerepet jatszik.

19Poincaré és George Darwin (a biolégus Darwin fia, a Kiralyi Csillagaszati Tarsasag elno-
ke) ezzel ellentétes véleményt képviseltek, s6t a korte” stabilitdsat (tanitvanyaik munkai altal)
bizonyitottnak vélték. A  kortés 4g” stabilitasan alapult G. Darwin elmélete a kettdscsillagok ke-
letkezésének magyarazatara. Végérvényesen csak joval mindharmuk haldla utan deriilt ki teljes
bizonyossaggal, hogy a ,korte” valoban instabil. A | korte” stabil vagy instabil voltanak eldontése
- a funkcionalanalizis eszkozeinek szinte teljes hianyaban — alighanem még egy Poincaré erejét is
meghaladta volna.
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Jollehet nemzetkozi elszigeteltsége soha nem volt teljes, Ljapunov nagyfoki
nyelvi és foldrajzi elkliloniiltségben élt. , Kortés” dolgozatait leszamitva, stabilités-
elméletbd] egyetlen nem-orosz nyelvii cikket publikalt. Felix Klein [14] egy kony-
vel6 pontossagaval emliti Ljapunov ezen cikkét, sét egy labjegyzetben még azt is
megjegyzi, hogy ugyanennek a szerzének tovabbi, orosz nyelven irott dolgozatai is
vannak a stabilitds témakorében.2¢

A Ljapunovra — csakiigy mint a stabilitas régi torténetére — vonatkozo infor-
maciok jelentds részét N.D. Mojszejev 1949-ben megjelent Ocserki po razvityiji
tyeoriji usztojcsivosztyi ciml kdnyvébél vettiik. Bator és kiegyensilyozott iras?!,
amely beszamol Ljapunov halalanak koriilményeirsl is. Ljapunov nem érezte j61 ma-
gat a forradalom utani Petrograd zavaros vilagaban. Feleségével egyiitt Ogyesszaba
ment, de tovibbjutniuk nem sikeriilt. Az asszony tiidégyulladasban megbetegedett
és meghalt. Alekszandr Mihajlovics még aznap, 1918. oktober 31-én fejbe 15tte
magat és harom napra ra meghalt.
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207 groteszk az egészben az, hogy mindezt kényvének abban a fejezetében teszi, amelyben
egyensilyi helyzetek linearizdlassal torténd stabilitasvizsgalatarol, mint matematikailag mega-
lapozatlan médszerrdl értekezik. Pedig a lényeg — nevezetesen a Ljapunov altal mar korabban
bizonyitott 2.5. Tétel — ott rejtzik a labjegyzetben ([14], 374. oldal). Abban az idében még
természetes volt, hogy egy gottingeni professzor nem érdeklddik egy harkovi docens cirillbetds
munkai irant, Ljapunov eredményeit balti matematikusok (akik értettek oroszul) kozvetithették
volna a Nyugat felé. Koziiliik Bohl és Adolf Kneser (a sokkal ismertebb H. Kneser apja) maguk is
foglalkoztak stabilitaselmélettel. Hogy miért nem tették? {Minden oroszok carjanak alattvaléiként
aligha érezték feladatuknak, hogy az orosz tudomany és kulttra értékeit Nyugaton képviseljék.]
A matematikusok 1908-as rémai kongresszusan Poincaré és Ljapunov egyarant részt vett. Poin-
carét itt is nagy udvartartas vette koriil. Ljapunov, mint afféle vidéki ember, anélkiil ment haza,
hogy személyesen talilkozhatott volna vele.

21 A német forrasokat ugyan negligalja, de Sztalin-idézet sincsen benne. Lenintél is csak elvétve
idéz ezt-azt. A legérdekesebb a kovetkez8: ,Poincaré gyermeteg filozéfus, de hatalmas fizikus”.
(Ugy latszik, ez a szavajarasa lehetett. A tarsszerz6k még legfiatalabbika is emlékszik egy masik
Lenin-idézetre, kozépiskolai irodalomtanulméanyainak idejébdl: ,Tolsztoj gyermeteg filozofus, de
o6riasi mivész”.
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LIPOT FEJER HABILITATED AT KOLOZSVAR 100 YEARS AGO IN STABILITY
THEORY

BARNABAS GARAY, LAszLd Harvani, J6zser KOLUMBAN

Lipét Fejér habilitated 100 years ago at June 23, 1905 at the University of Kolozsvar. His
habilitation lecture was devoted to the stability theory of ordinary differential equations with
title “A study on stability and instability of the mechanics of mass-point systems”. (A German
translation of the original Hungarian can be found in Fejér Lipét Osszegyijtott munkdi — Leopold
Fejér Gesammelte Arbeiten (ed. P. Turan), Akadémiai Kiads, Budapest, 1970.)

In this paper we commemorate Lip6t Fejér as well as the Kolozsvar School, being the first
internationally recognized professional community of the Hungarian mathematics. Our review on
Fejér’s habilitation lecture ranges from an introductory chapter surveying the general state of
stability theory around 1900, to a short Appendix on the work of A. M. Liapunov. The main
emphasis here is put on the mechanical example in Fejér's lecture, which he could not analyze
in full detail due to the relative immaturity of topological concepts and techniques that time:
his original line of thought can be made complete by LaSalle’s invariance principle discovered 50
years later.
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