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A NAGYMERTEKBEN NEMLINEARIS FUGGVENYEK SZAMANAK
ALSO KORLATJA

LICSKO ILDIKO

Budapest

A jelen dolgozatban megkiséreljitk a paratlan dimenzi6jd, nagymértékben nemline-
aris fiiggvények és az eggyel magasabb dimenziéji maximalisan nemlinearis fiiggvények
szamat alulrél megbecsiilni. A becslésre a nevezett fiiggvénycsoportok kozotti osszefiig-
gés ad lehet8séget.

1. Bevezetés

A kriptografia kiillénboz6 teriiletein alkalmazzak a Boole-fiiggvényeket. A visz-
szacsatolt siftregiszterekkel mikodd folyamrejtjelez6 algoritmusok nemlinearis
Boole-fiiggvényeket alkalmaznak a kulcsfolyam és a rejtendd adatok egyesitésére.
A blokkos tipust rejtjelezé algoritmusok az S-dobozok belsejében valamint az egyes
iteracios lépésekben a kulcs és a rejtendd szoveg egyesitésére alkalmaznak nemli-
nearis Boole-fliggvényeket. A modern rejtjelfejtési modszerekkel, a linearis és diffe-
rencialis analizissel szemben csak meghatarozott tulajdonsagu fiiggvények képesek
ellenallni, a fiiggvényeknek ilyen megkivant matematikai tulajdonsagai a lehets leg-
nagyobb mértéki nemlinearitéas, a korrelaci6immunitéas, a kiegyensulyozottsag, stb.

2. El6zetes ismeretek

nz adatokat, informéaciékat altalaban binaris formaban taroljuk, ezért az adat-
kezeléssel illetve informaciokezeléssel kapcsolatos feladatokat altalaban {0,1}" hal-
mazon valésitjuk meg. {0,1}" elemei vektorteret alkotnak, amelyet Boole-térnek
neveziink. {0,1}"-beli vektorok komponensei {0,1} értékdek, tehat egy-egy vek-
tort tekinthetiink Gigy is, mint egy egész szam binéaris leirasat. A Boole-tér i-edik
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vektoranak komponensei az ¢ egész szam bindris reprezentaciojat adjak. Hivatkoz-
hatunk a vektorokra egy indexelt névvel is, ebben az esetben az indexben megjelens
szam binaris elfallitasat mutatjak a vektor koordinatai. A Boole-tér elemei kozott a
szokasos miveleteket értelmezhetjiik: az a,b € {0,1}" elemek koordinatakkal felirt
alakja a = (ag,@1,...,an—1) és b = (bg,b1,...bn_1), ckkor az dsszeadast kompo-
nensenként elvégezve az

a+b=(ao+bg,a1+b1,...,60_1+bp_1)

eredményt kapjuk, és a skalarszorzatot az

n—-1
ab = @ aibi
1=0

kifejezés definialja.

Az f : {0,1}" — {0, 1} leképezést Boole-fiiggvénynek nevezziik. A Boole-fiigg-
vényeket megadhatjuk formulakkal vagy igazsagtablajukkal. Az n-dimenzi6s (n val-
tozods) fuggvény igazsagtablaja 2™ sorbol all és n + 1 oszlopot tartalmaz, ahol az
elsé n oszlop a fliggetlen valtozok értékét, az n + l-edik oszlop a hozzajuk tar-
tozo fliggvényértéket mutatja. Az igazsagtabla 2™ sora az adott Boole-tér vala-
mennyi pontjat és a hozzajuk tartozé fliggvényértéket megadja. Az igazsagtabla
megnevezést a tablazat n 4 1-edik oszlopéra is hasznaljak. Gyakran alkalmazzik a
Boole-fliggvények helyett az altaluk generalt {—1,1} sorozatot, amelynek jelolése
f:{0,1}" — {~1,1}. A két leképezés kapcsolata:

Fx) = (-1)/®
vagy _
F(x) =1-2f(x).

A tovabbiakban az f(z) jelolés mindig az f altal generalt 2" elemd {—1,1} soro-
zatot jelenti.
Az f(x) fliggvény sulya az igazsagtablajaban 1évs 1-ek szamat jelenti:

w(f)= > f)
z€{0,1}"

Az f(z) fliggvényrdl azt mondjuk, hogy kiegyenstilyozott, ha igazsagtablajaban az
l-ek és a 0-ak szima megegyezik, vagyis f(z) = 1 pontosan ugyanannyi helyen,

mint f(x) = 0. Ekkor
Y. =0,

ze{0,1}"

n—1

és az f(x) stlya: w(f) =2
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Egy f fiiggvényt affin fliggvénynek neveznek, ha Zsegalkin-polinomja minden
a; € {0,1} 0 <i<n—1esetén

f(Zo, %1, s Tn-1) = 0T B UT1 B ... D an-1Tn-1 B C

alak. Ha ¢ = 0 akkor linearis fiiggvényrdl beszéliink, és ekkor az ax linearis fligg-
vényt tekinthetjiik az a konstans vektor és az x valtozo skalarszorzataként.
Az f és g fliggvények tavolsagat a

df.9)=w(fog = > (fx)agx),

x€{0,1}™

mig kett6jik korrelaciojat a
c(frg)= Y. (-1)f*% = F(x)g(x)

x€{0,1}*

kifejezés definialja. A két fiiggvény kozdtti tavolsag és a két fiiggvény kozotti kor-
relacié kapcsolata:

o(f,g)= Y (-1 = on _94(f,g).

xe{0,1}"

Legyen H egy m x m méretd matrix, amelynek elemeire igaz, hogy hi; €
{-1,1} minden ¢,j =0,1,...,m — 1 esetén. H-t Hadamard-matrixnak nevezziik,
ha teljesiil, hogy HHT =ml, ahol HT a H matrix transzponiltja, és I az m-
edrendd egységmatrix. A 2"-edrendii Hadamard-matrixot Hy-nel jel6ljik, és ezt a
métrixot egyebek kozott a kovetkezd rekurziv eljaras segitségével is elgallithatjuk:

H, 1 H,-
Ho=1H,= |71 "1 n=12....
0 " [Hn—l _Hn—l
A H, matrix sorait [;-vel jeloljuk i = 0,1,...,2™ — 1. Az i-edik sor [;, az ix li-

nearis fiiggvény altal generalt {—1,1} sorozat, és ilymédon a H, maétrix sorai az
n-dimenziés tér minden linearis fiiggvénye altal generalt {—1,1} sorozatot megje-
lenitenek.
Az f fiiggvény Walsh-transzformaltja az a € {0,1}", a = (ag,a1,...,an-1)
pontban:
Fay= Y f(-1™,

x€{0,1}"

mig az f Walsh-transzformaltja

Fay= ) (-1

xe{0,1}"
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nem modulo 2 ésszeadasként. Ennek kévetkezményeként F(a) és F(a) értéke tet-
szGleges —2™ és 2™ kozdtti egész értéket vehet fel. Az {F(a)} egész értékekbdl 4llo
2" elemid halmazt szokds a fiiggvény Walsh-spektrumanak nevezni. Az F(a) ér-
ték tulajdonképpen nem mas, mint az f fiiggvénynek az ax linearis fliggvénnyel
mutatott korrelacidja, amelyet szintén irhatunk egy skalarszorzat alakjaba:

(f(0)a)-

Az f fiiggvényt maximalisan nemlinearisnak nevezziik*, ha minden a € {0,1}"-
re
Flay= Y (- =495,
z€{0,1}"

vagyis a fiiggvény Walsh-spektruma azonos abszolut értéki elemekbdl all.
Az f fiiggvény nemlinearitasan az f fiiggvénynek az affin fiiggvények halmaza-
tol mért tavolsagat értjik, és Ny-el jeloljlik:

_ 1 —
Nf =gn-1_ 5 zzlrr;ax on (f(x)ll)

A nemlinearitas legkisebb értéke 0, ez az affin fiiggvények nemlinearitasa. Bar a
maximalisan nemlinearis fiiggvények a nemlinearitast tekintve igen kedvezé tulaj-
donsagiak, mégsem hasznaljak ezeket kriptografiai célra, mert egyéb tulajdonsa-
gaik nem megfelelsek. Ezek a fiiggvények példaul nem kiegyensilyozottak, és nem
is tehetdk azza, nem korrelacidimmunisak, csak paros dimenziéju térben léteznek
stb.

Az f: {0,1}" — {0,1} fiiggvényt nagymértékben nemlinearisnak nevezziik,
ha n paratlan, és az f fiiggvény Walsh-spektrumaban levs elemek csak 0 és +C
értékiiek és az elemeknek pontosan a fele nem zérus. A kriptografiai alkalmazéasok-
ban a nagymeértékben nemlinearis fiiggvényeket elényben részesitik a maximalisan
nemlinearis fiiggvényekkel szemben, tekintettel arra, hogy egyéb tulajdonsagaik
is megfeleldek. Példaul kiegyensilyozottak, vagy konnyen azza tehet8k, korrela-
cié immunitasuk is j6 stb. [3] alapjan a nagymértékben nemlineéris fiiggvényekbsl
diszjunkt péarokat képezhetlink, amely parok jellemz6 tulajdonsiga, hogy a par
elemei egy adott linearis fiiggvénnyel sohasem mutatnak azonos abszolut értéki
korrelaciot. Pontosabban fogalmazva: g; és g» : {0,1}" — {0,1} nagymértékben
nemlineari fiiggvények egy diszjunkt part alkotnak, ha (g, (x)l;) = 0-bol kovetkezik
(§2(x)li) # 0 illetve forditva. Ilyen parok létezésére sziikséges és elégséges feltétel,
hogy

(gl(x)li)z + (gz(x)li)z — gn+l

* Az angol nyelvii irodalomban szokdsos megnevezésiik: Bent functions.
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teljesiil minden i =0,1,...,2™ — l-re. Diszjunkt fiiggvényparok alapjan tovabbi
hasonlé tulajdonsaga fliggvénypérok szerkeszthetSk az n-dimenzios lineéris fligg-
vények segitségével az alabbi modon:

Ri(d) = (gl(X)lg:n(lgz(X)li)

és
i) = 108) = (@:690).

2n—m

Az eredménykeént el6allé hy és ho sorozat két fiiggvény altal generalt {—1,1} soro-
zatnak tekinthetd, és ez a két fiiggvény kielégiti a

(Rr(x)k)” + (Ra(x)l)? = 27+

feltételt minden £ = 0,1,...,2" — l-re.

Az el6z6ekben emlitett, nagymértékben nemlinearis fiiggvényparck mutatjak
meg a maximalisan nemlinearis és a nagymértékben nemlinearis fiiggvények kozotti
szoros kapcsolatot. Paros n esetén az f : {0,1}" — {0,1} fiiggvény akkor és csak
akkor maximalisan nemlinearis fiiggvény, ha igazsagtablaja elGallithato két 1-gyel
alacsonyabb viltozés diszjunkt nagymértékben nemlinearis fiiggvénypar igazsag-
tablajanak Osszefizésével.

3. Nagymeértékben nemlinearis fliggvények szama

A flaggvények szamanak megbecsiiléséhez vizsgaljuk elGszor a 3-dimenzids te-
ret. Ha egy fiiggvénynek egy linearis fliggvénnyel vett korrelaciéja zérus, akkor ez
azt jelenti, hogy a fiiggvény igazsagtablajaban a fiiggvényértékek fele megegyezik
az adott linearis fiiggvény fiiggvényértékeivel, a pontok maésik fele viszont kiilénbo-
zik. Ha a fliggvény korrelacidja egy lineéris fiiggvénnyel 4 vagy —4 értéki, akkor
ez azt jelenti, hogy a fiiggvény igazsagtiblajaban 2 pontban a fliggvényérték meg-
egyezik a linearis fliggvény értékevel, 2 pontban kiilonbozik attol, és a maradék 4
pontban vagy megegyezik a linearis fiiggvénnyel, vagy kiilénbozik att6l. Tekintsiik
a 3-dimenzios tér linearis fliggvényeit, és valtoztassuk meg egy linearis fiiggvény
igazsagtablajaban a megfelels szamu fuggvényértéket.

Alkalmazott Matematikai Lapok 28 (2006)



368

LICSKO ILDIKO

A hiromdimenzi6s linearis fiiggvények igazsagtablai:

) I I9 I3 T4 Ty Tg 7
0x | O 0 0lo0jojoflo0o|a0
1x| O 1 0 1 0 1 0 1
2x | O 0 1 1 0 0 1 1
3x | O 1 1 0 0 1 1 0
4x | O 0 0 0 1 1 1 1
5x [ O 1 0 1 1 0 1 0
6x | O 0 1 1 1 1 0 0
7x | O 1 1 0 1 0 0 1

Induljunk ki a legegyszeribb igazsagtablabol, amely a Oz linearis fiiggvényhez
tartozik. A lehetséges modositasok:

1. két pont értékét megvaltoztatjuk és hat pont valtozatlan,
2. hat pont értékét megvaltoztatjuk és két pont valtozatlan,

3. négy pont értékét megvaltoztatjuk, négy pont valtozatlan.

Az els6 két esetben a modositott fiiggvények mindegyike nagymértékben nemline-

aris fiiggvény, a harmadik modszerrel linearis fiiggvényeket is elgallitunk.

Eredeti
lin.fgv. Modositott fiiggvény Korrelacié a lin.fiiggv-ekkel

Zo | X1 | X2 | X3 | x4 | x5 | 6 | X7 b |||l ||l
0x 1]1]0flo0]JO|O0O{0O|O 4 101}1-4]0][—-4]0]-4]0
0x 1i{o]1]l0j0|0]|0O]O 4 |-4] 0] 0 (-4]-4] 0] 0
Ox 1101010 [O0O[O0O]|O 4 0 0[—-4]-4}{ 0 0| -4
0x 1({ofofof1f[of0]O 4 |-4]|-4]|-4[{ 0| 0] 0] O
0x 1]0(o|lojo|1]O]O 4 0]|-4] 0[O0 }|—-4] 0 |-4
Ox 1l]0joflojfofo0o]1]0O 4 -4l 0] 0[O0} O0]|-4]-4
0x 1i({ofofojfofoOofoOf1 4100 [-4[0]|—-4]-4] 0
0x ofr1fl1]o0fo]JOof0O]O 4lo0olol4[-4]0]0] 4
0x ojo|l1]1]1]1]1]1 -4]10(4]10]4]0([41]0
0x oj1[(of1{1]1f1]1 -4 4100|4400
0x oj1|]1]o0]1]1]|1]1 410104 4]0([0]4
0x o(1[1(1({0]1 |11 —-4{ 4 [ 474 ]|0]0[0]O
0x o(1[1[1f1[01}]1 -4 0} 410(0]4([0] 4
0x oj1|1|1}i1|1]0{(1 -4 4] 0]0]|O0O]O0O] 4] 4
0x 011 1 1 1 1 110 -41 0 0 4 0 4 4 0
Ox 1(0]0(1 1 1 1 1 -41 0 0[-4] 4 0 01]-4
0x olojofo|1T[1]|1]1 olo]Jojo([8]0O0]O]O
0x olojo|1]|]O0|1[|1]1 0o|l4]l4|0f[4a]0]O0]|-4
0x ojofo]1f1]Oof1]1 00| 4 -4(4]14]0]0
0x ojo|O0]1]1]|1]0]1 0]l4(0i-4[4]10] 4]0
0x ojofoj1f{1]171}]0 00|00} 4| 4] 4|4
0x o|jo|l1|[O0|O|1|1]1 0]lo0o|4|4a]|4|[-4]0]0
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Ha minden linearis fiiggvényre az Gsszes lehetséges modositasokat elvégezziik,
akkor minden lehetséges nagymértékben nemlinearis fliggvényt eldallitunk, de egy-
egy nagymértékben nemlinedris és linearis fiiggvényt tobbszor is generdlunk. Kiva-
logatva a kiilénb6z6 fiiggvényeket, arra az eredményre jutunk hogy a 3-dimenzios
térben a nagymeértékben nemlinearis fiiggvények szama 112. Tovabb vizsgalédva azt
latjuk, hogy ez a 112 fliggvény 14 fiiggvénycsoportba sorolhat6 gy, hogy minde-
gyik csoportban a tagok azonos korrelaciés tulajdonsagokat mutatnak a linearis
fiiggvényekkel, vagyis egy-egy csoport elemei ugyanazokkal a linearis fiiggvények-
kel adjak a nem zérus korrelaciot. A 14 fiiggvényhalmazbol 7 part képezhetiink.
A fiiggvényhalmaz parokra jellemzd, hogy e halmazpar egyik elemébdl vett flige-
vény és a halmazpar masik elemébdl vett fliggvény, nevezziik ezeket g és go-nek,
kielégitik a

(_g-l(x)li)z + (gz(x)li)rz = 2n+!

feltételt. Vagyis nem talalunk olyan nagymértékben nemlineéaris fiiggvényt, amely-
nek ne lenne péarja a fenti értelemben.

Bemutatjuk az egyik fiiggvényhalmaz-part.

A fliggvényhalmaz-par elsé tagja:

Eredeti
lin.fgv. Moédositott fiiggvény Korrelacio a lin.fliggv-ekkel
Zo | T1 ] T3 g s e | T7 lo ll lz 13 l4 15 le l7

0x ojo|1|1}1(|1(f[1}]1 —-4(0] 4]0 410 4]0
0x 111001111 —-4]0]-4]0| 4 ]|]0]—-4{0
0x 1j1]1|1[0]O0]1]1 —4{0] 4]10|-4]0{-4}0
0x 111 |1 {111} 0]O0 —-410|-4]0(-4|0} 4|0
0x 111]10[0fJO0O]O0O]O0]O 4 10|-4(10f[-4[0]-41]0
0Ox ojol1f1]0]0f[0Ff0O 4 |04 (0|40 4]0
Ox ojojofo]1]1(0{O0 4 [0]-4]0] 4 [0 4]0
0x ojJjofofOoO]JOjOf[1]1 4 104 ([0 4 |0]-4]0
A fiiggvényhalmaz-par mésodik tagja:

Eredeti

lin.fgv. Moédositott fiiggvény Korrelacié a lin.fliggv-ekkel

o | T1r T2 | T3 T4 Is Xg b o d lo ll 12 ls l4 l5 ls l7

1x o|]1]1]JO0]l1]O0]1]0O 0|l—-4]0| 4 [0] 4 ]0]| 4
1x 1({ojoj1f({1{0]1]0 0f—-4|0|-4[0 4 |0} -4
1x 1{o]J1|]0[O0f1][1]0O 0{—-4|0 4 |[0]—-4]0|—-4
1x 1101702 {0]f0]1 0|l-4|0(|—-4|0]|—-4]0] 4
1x 1to)joj1fo]l1]0]1 0|4 [0|-4|{0]-4]0)—4
1x of1{1{0]0]|1T[O0]1 0|4 ([0 4]0]-4]0] 4
1x oj(1j011]1]10}J0]1 0|4 ([0|—-4]0] 4 ]0] 4
1x ofrjo0]J1]{0|1}]1]O 0| 4([0] 4]0 4]0]-4

Mivel ezek a parok egyértelmi kapcsolatban vannak a maximalisan nemlinearis
fiiggvényekkel, megbecsiilhetjitk azok szamat is. A 112 fliggvénybdl 448 fiiggvény-
part képezhettlink, mindegyik fiiggvényparbol 2 darab 1-el magasabb dimenziéja
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maximalisan nemlineéris fiiggvény szerkeszthetd, igy adédik, hogy a 4-dimenziés,
maximalisan nemlinearis figgvények szama 896.

Sajnos ezt a konstrukciét magasabb dimenzioban nem alkalmazhatjuk, mivel
a linearis fiiggvények igazsagtablajaban végrehajtott médositasok nem csak line-
aris vagy nagymértékben nemlinearis fiiggvényeket eredményeznek, hanem egyéb
fiiggvényeket is. A szabalyossag, ami végiil is elvezetne a nagymértékben nemline-
aris fliggvényekhez nem latszik. A tovabbi becslési lehetdség érdekében tekintsiink
egy példat [7]-b8l. Legyen l; a Hy, Hadamard-matrix i-edik sora. Az lg,ly,...,Ipx_y
{—1,1} sorozatok az Osszes {0, l}k-beli, 2% darab linearis fiiggvény altal generalt
{~1,1} sorozatok, amelyek mindegyike 2% elembé] all. Belathato, hogy barmely
281 darab, 2% hosszusagu killonbozé linearis fiiggvény altal generalt {-1,1} soro-
zat Osszeftizése (konkatenalasa) egy olyan {—1,1} sorozatot eredményez, amelynek
general6 fliggvénye f a {0, 1}%_1 téren értelmezett. Az igy létrejott {—1,1} soro-
zathoz tartozé fiiggvényre teljesiil, hogy Walsh-transzformaltja a 0 vagy +2* értéket
veszi fel, és ezért nemlinearitasa Ny = 92k—1-1 _ 93(2k-1-1)

3.1. LEMMA. Jelélje I; a 2"-edrendid H,, és L; a 22n—1_edrendd Hs,_1 Hada-
mard-métrix sorait, ahol i = 0,1,2,...,2" -1 ésj=0,1,2,...,22" ' —1. A g, :
{0,1}" - {0,1} és a G, : {0, 13" - {0,1)} linearis fiiggvények {—1,1} sorozatai
rendre megfelelnek az l; és Lj soroknak, azaz g, = l; és 5j = L; minden i-re és j-re.
Az f : {0, 1}2"'1 — {0,1} fiiggvényhez tartozé f legyen olyan, amelyet 2*~! darab
kiilénb6z6 1; Gsszefiizésével allitottunk eld. Ekkor az f nagymértékben nemlinedris
fiiggvény azzal a G lineéris fiiggvénnyel mutat nem zérus korrelaciét, amelynek L;

sordt olyan l; sor generélja, amely el6fordul f-ban.

Bizonyitds. L; a j-edik sor Hy,_1-ben.Vizsgaljuk meg, milyen komponensek
alkotjak. Induljunk ki H,-bdl, és tekintsiik a rekurziv eljarast:

H, H, Hy,_o Hopp,_
n n n— -
lo Lo
Hn= aH2n—l=
lon_y Lozu-1_;

Az els6 lépésben a H,,, matrixot generdljuk. Az eljarasban észrevehetjik,
hogy a kiindulasi matrix sorai nem keverednek. Ez azt jelenti, hogy ha tekint-
jiik a H, méatrix egy l; sorat, akkor az eljarasban l; mellé csak [; vagy —[; sor
keriil. Folytatva az eljarast, Ha,_1-r6l elmondhatjuk, hogy az L; sor csak az
l, vagy —lp p=j modulo 2™ sort tartalmazza H,-bél. Ez azt jelenti, hogy az
L; sorozat felirhaté mint I, vagy —l, valamilyen sorrendbeli konkatenaltja azaz
Lj = (malp,malp, ... man-1lp,) és m, € {-1,1} minden r = 1,2,...,2" !-re. Az f
fiiggvényrol pedig azt tudjuk, hogy f(x) = (liy, lig, - - -, ligu_y) {1582, yign1} C
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{0,1,...,2" — 1} teljesiil. A G, linearis fiiggvény és az f korrelacidja a két altaluk
generalt {—1, 1} sorozat skalarszorzataval szamithato:

2,._ 1 2n— 1
FOOLy =" (b (em) = 3 (i lp)m,.
r=1 r=1

Az Hadamard-maétrixok tulajdonsiga, hogy két sor skalarszorzata zérus, ha a két
sor kiilénbszs, és 2", ha a két sor azonos. Ebbél adédik, hogy f(x)L; = 0, ha f(x)
nem tartalmazza azt az l, sort, amelyik L;-t generalja, és f(x)L; = £2", ha [, els-
fordul f(x)-ben. A Ha, _-et generalé rekurziv eljaras alapjan allithatjuk, hogy egy
adott I, sor (27~ 1)-szer szerepel a matrix sorai kozott, f(x)-et 2"~ ! kiilonboz6 sor-
bol allitottuk els, tehat pontosan 271271 = 22n=2 = 2(Zn-1)=1 a70n G; linearis
fiiggvények szama, amelyekkel az f korrelacidja nem zérus. O

3.2. TETEL. Az f : {0,1}*""! = {0,1} nagymértékben nemlineiris fiiggvé-

nyek szama legaldbb
g2 (2™)! '
(21!

Bizonyitds. A H, métrix 2™ sorabél kell 27~1 kiildnboz6t kivalasztani. A le-
hetséges valasztasok szdma (22,_1) Mivel a negalas nem valtoztatja a korrelacio
abszolut értékét, ezért nem csak a kivilasztott sorokat, hanem azok negéltjait is
fel lehet hasznalni. Vigyazni kell azonban arra, hogy egy sorozatban nem szerepel-
het egyiitt valamely sor a negaltjaval. Ha igy tekintjiik a sorokat és azok negéltjait,
akkor az elkészithetd sorozatok szama egy valasztasbél a negaltakat is figyelembe
véve:

<2n0_1>(2"—1)! + <2"1_1>(2"—1)! +ot (;::1)(2“—1)! = (2"

Szorozzuk meg az egy valasztasbol elallithatd sorozatok szamat a lehetséges va-
lasztasok szamaval:

n . nyl(gn—1)1 on-1 . ny|

on-1 ((2n—1)!)2 B (2n—H’
3.3. TETEL. Az f : {0,1}*™ - {0,1} maximalisan nemlinearis fiiggvények
szdma legalabb:
(2m)122"
(2n-1)1°
Bizonyitds. Minden esetben, amikor kivalasztunk 2"~! sort a H, matrixbél,
tulajdonképpen két halmazt képeziink a sorokbdl, mégpedig két diszjunkt hal-
mazt, amelyeknek nincs kozos eleme. A kivalasztott sorokhoz tartozé nagymeér-
tékben nemlinearis fliggvények korrelacidja egy linearis fliggvénnyel sohasem veszi
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fel ugyanazt az abszolit étrtéket, mint a megmaradé sorokbdl képzett fiiggvények
korrelaciéja. Tekintsiink egy fliggvényt a kivalasztott sorokhoz tartozo fiiggvény-
halmazbol, legyen ez g; : {0,1}" — {0, 1}, és egy fiiggvényt a meghagyott sorokhoz
tartozé fiiggvényekbdl, legyen ez g2 : {0,1}" — {0,1}. Ekkor a két fiiggvény kielé-
giti a

(7()L5)° + (72(x) ;)" = 2

feltételt, vagyis alkalmasak 1-gyel magasabb dimenziés maximalisan nemlinearis
fiiggvények szerkesztésére. Mindkét fiiggvényhalmaz elemeinek szama (27~1)122" 7"
és az ezekbdl készithets fiiggvényparok szdma ((2"’1)!22"_1)2. A

és

R = (O]~ (G000

eljarassal minden fiiggvényparhoz egy tovabbi part készithetlink, és ezzel az egy
fiiggvényhalmaz-parbol készithets fiiggvényparok szama: 2((2"‘1)!22"_1)2. Egy
figgvényparbol 1 maximalisan nemlineéris fliggvény készithetd a 2n-dimenzi6s tér-
ben. A negalt verzidkkal kiilén nem kell torédni, hiszen a generalt nagymértékben
nemlineéris fliggvények negalt alakjat kiilon fiiggvényként allitottuk els. A Hy, so-
rait ( 21:1) feleképpen valaszthatjuk ki, tehat

on
(z-)

2

darab figgvényhalmaz-part képezhetiink. Ezzel a szerkeszthetd maximalisan nem-
linearis fiiggvények szama legalabb:
(271)2%"

W. D

Osszefoglalas
A dolgozatban bemutatott eredmény a paratlan dimenziés nagymértékben
nemlinearis fliggvények és az 1-gyel magasabb dimenziés maximalisan nemlinea-
ris fiiggvények minimalis szamara ad als6 becslést.
Ko6szonetnyilvanitas. Koszonetemet szeretném kifejezni Dr. Nemetz Tibor Pro-
fesszor irnak, és Pasztorné Varga Katalin egyetemi docens asszonynak, akik értékes
szakmai tanacsaikkal segitették munkamat.
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ESTIMATION FOR THE LOWER BOUND ON THE NUMBER OF HIGHLY NONLINEAR
FUNCTIONS

ILpik6 Licsko

This study provides an estimation for the lower bound of the number of highly nonlinear n-
dimensional functions if n is odd. The basis of the estimation is the relationship between highly
nonlinear odd n-dimensional functions and bent functions in the (n + 1)-dimension.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



	2006 / 2. sz.��������������������
	LICSKÓ ILDIKÓ: A nagymértékben nemlineáris függvények számának alsó korlátja�����������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	363����������
	364����������
	365����������
	366����������
	367����������
	368����������
	369����������
	370����������
	371����������
	372����������
	373����������


