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AZ INVERZLIMESZ EGY JATEKELMELETI ALKALMAZASA!

PINTER MIKLOS

A nem teljes informéciés jatékok szokasos jatékelméleti modellbe foglalasanak
probléméja a véleményrangsorok modellezése. A cél a Harsanyi Janos altal beveze-
tett tipustér megkonstruéalasa. A célunk, hogy megmutassuk, miként kapcsolodik a
véleményrangsorok kérdése az inverzlimesz fogalmahoz, illetve egy a mérték inverzli-
meszek létezésére kimondott, az ismert tételeknél altalanosabb eredmény segitségé-
vel egy olyan tipustér létezését latjuk be, amely egyetemes, teljes, és a parameétertér,
amire épiil, tisztan mérhetd tér (nem topologikus).

1. Bevezetés

Egy adott szituaci6 jatékelméleti modellezése soran gyakran felmeriil a jate-
kosok informaltsagira vonatkozé ismeretek kérdése, tehat, hogy mit gondolnak az
egyes jatékosok az adott szitudciérdl, ill. mit gondolnak arrél, hogy mas jatékosok
mit gondolnak az adott szituéciordl s.i.t. A modellt kezelhetetleniil bonyolultta
teheti a kiilonb6z6 szint( vélemények végtelen hierarchiadjanak kezelése, tehat a
véleményrangsorok explicit vizsgilata. Ennek a problémanak a kezelésére a koz-
tudas fogalma jelent megoldast (lasd Aumann [1]), tehat egy olyan jaték felirasa,
ahol a jaték (minden eleme) kéztudott; minden jatékos tudja, hogy minden jatékos
tudja, ... a jaték elemeit.

Sok esetben adott a kdztudott jaték, sokszor azonban olyan szituaciot kell mo-
dellezni, ahol valamely eleme a jatéknak, tehat valamely paraméter nem kéztudott.
Ekkor a cél szintén egy koztudott jaték felirasa, tehat egy olyan modell, amely mar
nem tartalmaz véleményrangsorokat explicit médon.

Harsanyi [8] a tipus fogalméanak bevezetésével keriilte meg a véleményrangso-
rok problémajat, mely fogalom a jatékosok lehetséges ,fajtait” jelenti. Harsanyi
szerint , gy tekintjik a c; vektort, mint amely az i jdtékos bizonyos fizikai, tdr-
sadalmi és pszicholdgiai jellemzdit reprezentdlja, amely vektorban dsszegyilnek az
i jdtékos hasznossdgi fligguényének f6bb paraméterei, tovdbbd a fobb elképzelései a

1Ezen munka az OTKA T046194 palyazat tamogatasaval késziilt.
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tdrsadalmi kérnyezetrél ... a jdték szabdlyai olyanok, hogy megengedik bdrmelyik
jatékosnak, hogy egyetlen lehetséges tipusba tartozzon, annak megfeleléen, hogy a c;
vektor milyen értéket vesz fel ... minden jdtékosrol feltessziik, hogy ismeri 6nmaga
tipusdt, de nem ismeri a tobbi jdatékosét.”

Heifetz és Samet [10] formalizalta Harsanyi tipus fogalmat (a mérhetdségi
strukturakat itt nem adjuk meg):

1.1. Definicid. Az S paramétertérre épiils tipustér < (Tj, M;)iemuio),
(fi)iem > (roviden < (T, M), f) >) (ahol M a jatékosok halmaza, és 0 egy extra
jatékost jelol) a kivetkezs:

. To =S, (T;, M;) mérhets tér Vi € M U {0}-re,
2. fi:T; — (A(T, M), Ays) mérhetd fiiggvény Vi € M-re, ahol A a val6szi-
nliségi mértékek halmazat jeloli, T' = X jepruqoy Ty €8 M = ®jemu{oyM;,
3. marg(r, m;)fi(ti) = &, ahol &, a t;-re koncentralt Dirac-mérték Vt; € T;-
re.

Koénnyen lathato, hogy az 1.1. definiciéban a 2. és a 3. pont ,0Osszevonhatd™

1.2. Definicié. Az S paramétertérre épiilé tipustér < (T3, My)iemuqo}
(fi)iem > (roviden < (T, M), f) >) (ahol M a jatékosok halmaza, és 0 egy extra
jatékost jelol) a kovetkezs:

1. To =S, (T3, M;) mérhetd tér Vi € M U {0}-re,

2. fi:Ti - (A(T-;, M_;),Ags) meérhets fiiggvény Vi € M-re, ahol
T_i = X jemuiop\{iT5 & Moi = @jemuiop (M-

A tipusterek két tulajdonsagat emlitjiik itt meg. Az els6 a tipustér egyetemes
volta. Egy tipustér egyetemes egy modell tekintetében (tehat ahol a parmétertér
és a lehetséges vélemények rogzitettek), ha minden adott modellbeni tipustérnél
bévebb, tehat minden véleményt tartalmaz. A masodik tulajdonsag a tipuste-
rek teljessége. Egy tipustér teljes, ha minden a paramétertérre épiil6 kovetkezetes
véleményrangsor tipus, tehat ha tetsz6leges modellbeni véleményrangsor megfelel-
tethets egy 1.1. definicidbani tipusnak.

Sem Harsanyi, sem Heifetz és Samet nem konstrualt tipusteret, adottnak tekin-
tették azt. A tipusterek megkonstrualasa véleményrangsorokon keresztiil Boge és
Eisele [3], Mertens és Zamir [14], Brandenburger és Dekel [4], Heifetz [9], Mertens
et al. [15] és [17] munkak téméja. Ugy tiinik, hogy a kompaktsag fogalma nélkiil
nem lehet teljes egyetemes tipusteret elallitani (1asd Heifetz és Samet [11]), igy a
fenti munkak mindegyike hasznalja a kompaktsag fogalmat, bar igen eltéré moédo-
kon. Ezen munka, amely [17] egy tovabbfejlesztett formaja, olyan modellt vezet be,
ahol a paramétertéren csak mérhet6ségi struktura van (minden egyéb munkéaban a
paramétertér topologikus), és a vélemények olyan valdszindségi mértékek, amelyek
megszoritasai a kiilonboz szintd vélemények tereire kompakt reguldrisak. Ebben
a modellben olyan egyetemes tipusteret konstrualunk, amely teljes.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



AZ INVERZLIMESZ EGY JATEKELMELETI ALKALMAZASA 39

A kovetkezd fejezet a matematikai apparatust ismerteti, mig az utols6 rész a
matematikai eredmények jatékelméleti alkalmazasat oleli fel.

2. A mérték inverzlimesz létezése

A kovetkezSkben feltesszilk, hogy a mértékek valdszintiségi mértékek. ElSren-
dezett halmazon olyan halmazt értiink, amelyen értelmezve van egy binaris relacio,
mely tranzitiv, és ha a halmaz egy eleme relaciéban van valamely méas elemmel,
akkor sajat magéaval is relaciéban van. Felfelé iranyitott halmazon olyan eléren-
dezett halmazt értiink, amelynek tetszéleges két eleméhez létezik halmazbani ma-
joréns elem. Legyen u A C P(X) gytrtn értelmezett halmazfiiggvény, és legyen
C € A. p szoros a C halmazrendszeren, ha tetszGleges ¢ > 0-hoz és tetszdleges
A€ Ahoz,3C € C, hogy C C A és u(A\ C) < e. Tovabba VZ € P(X)-re legyen

w'(2) = max {infa,),cxe, 2€0.An D H(An)5UPz5 e H(A)

2.1. Definicié. Legyen (I, <) el6rendezett halmaz, és legyen (X;);c; nemiires
halmazok egy csaladja. Legyen tovabba f;; : X; — X;, ha i < j.

1. (1<jésj<k)= fix= fijo [k,

2. fii = idxi Vi € I-re.
Az 1., 2. pontoknak eleget tevS (X;, (I, <), fijli<j) rendszert inverzrendszernek

nevezzik.

Az inverzrendszer (projektiv rendszer) tehat egyméshoz kapcsolt halmazok
rendszere.

2.2. Definicid. Legyen ((X;, Ai, i), (I, <), fijli<j) inverzrendszer, ahol
(X-i, A, [Li)-k mértékterek.

1. f,‘j mérhets V(Z < j)-re,

2. pi=pjo0 f51, V(i < 5)-re.
Az 1., 2. pontoknak eleget tevs ((Xi, Ai, 1), (I, <), fijli<j) rendszert mérték in-
verzrendszernek nevezziik.

2.3. Definicid. Legyen (Xi, (I, <), fijlicj) tetszéleges inverzrendszer. Legye-
nek
X =][]X: P={z € X |pri(z) = fij opri(z), ¥(i <5},
i€l
ahol pr; a koordinata leképezés X-b6l X;-be. Ekkor P-t az (X, (I, <), fijli<j) in-
verzrendszer inverzlimeszének nevezziik és P = !iLn(X,-, (I, <), fijlicy)-vel jeldljiik.
Legyen tovabba p; = pri|p, ekkor p; = fij o p; V(i < j)-re.
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Az inverzlimesz (projektiv limesz) a halmazok Descartes-szorzat fogalméanak
altalanositasa. Ha példaul (I, <) az iires relacio, akkor az inverzlimesz a Descartes-
szorzat.

2.4. Definicié. Legyen ((Xi, A, i), (1, <), fijlic;) mérték inverzrendszer, és
legyen P = lim(X;, (I, <), fi;li<j)-
1. (P, A), ahol A a legdurvabb (legsziikebb) s-algebra, melyre p; mérhets
Vi € I-re,
2. (P, A)-n olyan mérték, hogy pop; ! = y; Vi € I-re.
Az 1., 2. pontoknak eleget tevs (P, A, u) mértékteret mérték inverzlimesznek ne-

vezziik, és (P, A, p) = lim (X, Ai, i), (1, <), fizlicj)-vel jeloljiik.

A mérték inverzlimesz létezésének egyik problematikus pontja u o-additivitasa.
Ennek a problémanak elkiilonitése céljdbol vezetjiik be a kovetkezd fogalmat.

2.5. Definicio. Legyen ((Xi, M, i), (I, <), fijli<j) mérték inverzrendszer, és
legyen P = lim(X;, (I, <), fi5] < j).
1. A= Uigpi_l(Mi) algebra,

2. u A-n értelmezett olyan additiv halmazfiiggvény, hogy pop; ' = u; Vi € I-
re.

Az 1., 2. pontoknak eleget tevs (P, A, p)-t gyenge mérték inverzlimesznek nevezziik,
és (P A, p) = w — im((X;, My, i), (1, <), fizlicj)-vel jeloljik.

Ahhoz, hogy ,értelmes” mérték inverzlimeszt kapjunk, sziikséges P inverzlimesz
nemiiressége. Ennek biztositasara vezette be Bochner [2] a sorozatmaximalitas fo-
galmat. Kés6bb, Millingtori és Sion [13] gyengitette a sorozatmaximalitas fogalmat,
mely altalanositas a majdnem sorozatmaximalitas.

2.6. Definicio. Az ((Xi, Mi, ), (I, <), fijli<;) mérték inverzrendszer majd-
nem sorozatmaximalis (almost s.m., almost sequentially maximal), ha tetszéleges
11 <9 < ... € I lanchoz 34;, C X;, halmazok, hogy

1. f! (A;,) C A, YV(n < m)re,

L0 P

2.y, (Ai,) =0Vn-re,
ha z;, € (Xi, \ Ai.), 68 i, = fininy, (Tin,,) Vn-re, akkor
Jz € P =lim(X;, (1, <), fijli<j),
hogy z;, = ps,, (x) Vn-re.

Vegyiik észre, hogy a majdnem sorozatmaximalitis biztositja az inverzlimesz
nemiirességet, tehat ebben az esetben a majdnem sorozatmaximalitds kivaltja a
Kivalasztasi Axiomaét.
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2.1. KOVETKEZMENY. Legyenek (X,, M,) mérhetd terek, n € N,
(YnaNn) = (x?=1Xi’ ®?=1Mi)v és ((YmNm/"'n)v (N, S),fmn|m5n),

ahol fmn-ek koordindta leképezések és pn-ek tetszéleges valdszinidségi mértékek,
melyek eleget tesznek a 2.2. definicié 2. pontjanak. Ekkor

((Yn,Nm lin)a (N, S)v fmnImSn)
mérték inverzrendszer majdnem sorozatmaximdalis.
Bizonyitds. Vilagos, hogy
Im(Ys, (N, <), fnnlmgn) = xZ,Yi = X2, Xs.
A koordinata leképezések sziirjektivitasa miatt A,-eket P-nak valasztva kapjuk a

2.6. definiciéban szerepls fogalmat. O

A kovetkezd allitas, amely f6 matematikai allitdsunk, Metivier [16] (269. old.),
Mallory és Sion [12] eredményeinek altalanositasa, tehat Bochner, ill. Choksi [5]
eredményeinek tovabbi altaldnositasa.

2.1. TETEL. Legyen ((X;, M;,C;, i), fij, (I, <))li<; mérték inverzrendszer, ahol
C; € M; o-kompakt halmazrendszer Vi € I-re. Ha

(I, L) felfelé iranyitott,

fi;(C5) € Ci V(i < j)-re,

fi;I ({z:}) NC; V(i £ j)-re o-kompakt halmazrendszer Vx; € X;-re,
C1,Co € C;-bdl kivetkezik, hogy C1 N Cs € C; Vi € I-re,

((Xsy M, i), (I, <), fijli<;) majdnem sorozatmaximaélis,

RAREE NI

6. u; szoros a C; halmazrendszeren Vi € I-re,
akkor (X, M, p) = Uim((X;, Ms, pi), (I, <), fijli<;) létezik és egyértelmd.
A bizonyitast darabokra bontjuk. El6szor a o-additivitas kérdését jarjuk korbe.

2.7. Definicié. Legyen A C P(X) gyftird, C C A halmazrendszer és p1 A-n értel-
mezett additiv halmazfiiggvény. Ekkor C halmazrendszer p-majdnem o-kompakt,
ha tetszéleges (Cp)nen © C halmazsorozathoz és tetszéleges € > 0-hoz 3A C X,
1*(A) < ¢, hogy ha CAn (N,C,) =0, akkor 3m € N, hogy CAN ("™, C,) = 0.

e v .

A p-majdnem o-kompaktsig ilyetén definiciéjinak oka a majdnem sorozat-
maximalitas fogalmabdl (2.6. definicid) és a 2.2. allitasbol érthets meg.

2.1. SEGEDTETEL. Legyen A C P(X) gydird, ¢ C A p-majdnem
o-kompakt halmazrendszer, ahol u A-n értelmezett additiv halmazfiiggvény, mely
szoros C-n. Ekkor p o-additiv A-n.
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Bizonyitds. A bizonyitast az olvaséra bizzuk. m]

A kbvetkezs allitas Rao [18] eredményének 4ltalanositésa.

2.1. ALLITAS. Legyen (X5, My, pa), (1, <), fijli<j) olyan mérték inverzrend-
szer, hogy

1. (I,L) felfelé iranyitott halmaz,

2. ((Xi, My, pa), (1, L), fijli<;) mérték inverzrendszer majdnem sorozatmaxi-
mélis.

Ekkor
(P, A, 1) = w— lm((Xi, My, i), (1, <), fijliss)

gyenge mérték inverzlimesz létezik és egyértelmd.

Bizonyitds. A bizonyitast az olvaséra bizzuk. a

2.2. ALLiTAS. Legyen ((Xi, M, w:),(I,<), fijli<j) mérték inverzrendszer,
C; € M; o-kompakt halmazrendszer Vi € I-re, és legyen J C I. Ha

(1, <) felfelé iranyitott halmaz,

a J halmaz minden megszamlalhaté részhalinazdnak van legkisebb eleme,
fi5(C5) € Ci V(i < j) € I-re,

figl ({z:}) NC; V(i < j) o-kompakt halmazrendszer Vz; € X;-re,

C1,Cs € C;-b6l kovetkezik, hogy C1NCq € C Vi € J-re,

w; szoros a C; halmazrendszeren Vi € I-re,

NS SR N~

((Xi, My, pi), (1, L), fijli<;) mérték inverzrendszer majdnem sorozatmaxi-
madlis,

akkor C = U p;'(C;) p-majdnem o-kompakt halmazrendszer M-ben, ahol
(P, M, 1) = w = lim((Xs, M, ), (I, ), Filiss)-
Bizonyitds. Az 1., a 7. feltételek és a 2.1. Allitas miatt
(P, M, p) = w = im((Xy, Mi, 3), (1, <), fijliss)

létezik és egyértelmii. Ekkor elég latni, hogy tetszdleges (Cp)nen C C-hez és tetszs-
leges € > 0-hoz 3A C P u*(A) < ¢, hogy ha Vm € N-re CAn ("™, C,,) # 0, akkor
CAN(N,Cy) # 0.

Legyenek (Cp)nen C C és € > 0 tetszdlegesen rogzitettek. Legyen

Ni={neN|C,=p;}C)), CLeC;, i €J} Vi€ J-re.

Legyen tovabba i(n) egy tetszflegesen rogzitett eleme {i € J | n € N;}-nek.
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Legyen i; az {i(1),i(2), ...} halmaz legkisebb eleme (a 2. feltétel miatt létezik).
Hasonl6an legyen iy, a J \ {in }n<m halmaz legkisebb eleme ¥m € N-re.

Legyenek A, -ek a 2.6. Definicidbeli halmazok (7. feltétel), és legyenek
A;, € M,,, hogy A;, CA;, és pi, (4;,) =0 Vn-re (M, -ek o-algebrak, igy lé-
teznek ilyen A; -ek). Ekkor a 6. feltétel miatt 3K, € C;, , hogy

— €
Ki“ - CAi“ és u;, (I{i") >1- WE Vn-re.
Legyen
A=uUnp; ! (CKy,).
A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy p*(A) < e.
Indirekt tegyiik fel, hogy u*(A) > e. Ekkor, mivel
- , e 1
A=Unp; ' (CK;,) és p, (CK;,) < e Vn-re,

igy 3i* € I, 3BY € M;-, hogy
i (Bi‘) > % és B = py! (B"')

jelolés mellett B C A.
Legyen j; € I olyan, hogy j; > i* és 71 > i3; éltaléb_an, legyen j, € I olyan,
hogy jn = Jn—1 €8 jn = in Vn > 2 (1. feltétel). Ekkor 3C7 € C;,, hogy

ch C (ffl (B)\ (F7} (CKy,) uA]-l)) és pj, (C71) > 335 (6. feltétel),

i*J1 i1
ahol Aj a ji <j2<... lancra vonatkozik a 2.6. Definici6b6l. Hasonléan,
3CI € C;,, hogy
j -1 (pi* -1 , i 2¢
o (fm3 (BN (fih, CKL) U A,)) 65y, (CF) > 5 Vnere,

CIn-ek valasztasa (mértéke) miatt N7, f;, 5. (C7*) # 0 Vm-re, igy a 3. feltétel
miatt Ny fj,j. (C7) # 0. Legyen zj, € Nnfj,j,. (C7*) tetszblegesen rogzitett. Az
z;, valasztdsa miatt

Fi Uz D) N (Mia i (C7)) #0 Ymere.
Ekkor a 4. feltétel miatt
fJ:]l'z ({zs )N (nn22f1'21'n (CJ)) # 0.

Legyen .
Tj, € f]":;'z ({x.‘il Hnn (nnZijzj.. (C]"))

tetszolegesen rogzitett.
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Ekkor

i. firia (le) ¢ CKil és fizjz (mjz) ¢ CKizv

ii. x5, € 7}, (BY) és x;, € fi.}, (BY).

Definaljunk a fenti médon egy (z;, ), oy Sorozatot, ekkor Vn-re
iii' f'iujn (xjn) ¢ CK'iu’

iv. zj, € fi-.Jl-" (Bi‘).

A 7. feltétel miatt 3z € P, hogy z;, = pj;, (z) Vn-re. Ekkor azonban, iii. miatt
z ¢ A, mig iv. miatt z € B, tehat B ¢ A, ami ellentmondas.

A kévetkezékben azt mutatjuk meg, hogy ha ¥m € N-re CAn (n™;C,) # 0,
akkor CA N (N,C) # 0.

Legyen

C;n =K; N (ﬂjleilj (n{nElenSm}pj(Cn))) Vm € N-re.

Ekkor CT* # 0, a 3. és az 5. feltétel miatt CT* € C; Vm € N-re. Vilagos, hogy
C D C7! vm € N, igy C; o-kompaktsaga miatt N, CT* # 0.
Legyen x;, € N,,,CT* tetszblegesen rogzitett. A 4. feltétel miatt

fi:z'lz ({m’ix }) N Ciz
o-kompakt halmazrendszer. z;, valasztisa miatt
C3" = Kiy N (firi, i 1)) N (Njen i) fias (Ninen;in<m)pi(Cn))) # 0

Vm € N-re, igy Ny, CF* # 0.
Legyen z;, € N,,CT* tetszblegesen rogzitett. Ekkor

a: T = fig, (xiz)’
b: m‘i; € K’iz N (ﬂngN{,lUNizpiz(Cn)) N (p‘iz (mnENiIUN,'z CTL))

Alkalmazva ezt az eljarast az i; < ip < i3 < ... lancra, kapunk pontok egy
halmazat, mely pontok a kévetkezs tulajdonsagokkal birnak Vk € N-re:

C: Ty = fikik+1 (xik+1)v
d: z;,, € K, N (mngu;;lN.-jPik (Cn)) N (pik (nneuleNij Cn))
A c: és d: pontok miatt

zi € (X'ik \CKik) y Tig, = fivieys (mikH) Vk € N-re,

igy Ai, C CKj, Vk-ra és a 7. feltétel miatt 3z € lim(X;, (1, <), fijli<s), hogy
z;, = pi, (z) Vk-ra. Ekkor azonban z € 0A N (N,Cy), igy CAN (N,Cr) # 0. 0
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2.3. ALLITAS. Legyen (X3, My, Ciy i), (I, L), fijlic;) meérték inverzrendszer,
ahol C; C M; o-kompakt halmazrendszer Vi € I-re. Ha

1. (I,<L) felfelé iranyitott halmaz,
2. (X, A p) = w = lim((X;, My), (I, ), fislicy) létezik,
3. V(i1 <i2 < ...) lancra, Upp ‘1 (C;,.) p-majdnem o-kompakt halmazrend-
szer,
4. p,; szoros C;-n Vi € I-re,
akkor
(X, M, p) = lim((X;, My, i), (1, <), fizlicy)

létezik és egyértelmd.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy i o-additiv U;erp; ! (M;)-n.
A 4. feltétel miatt u szoros Uie Ip,-_ 1(C’,-)-n.
Legyenek Aj, As,... € Userp; '(M;) tetszéleges diszjunkt halmazok, hogy

UnAn € Uierp; 1(M;). Ap-ek definiciéja miatt Vn-hez 3i(n) € I és JAK™ ¢ Miny,
hogy

A, «M(WMU

Legyen i1 = #(1). Az 1. feltétel miatt 3i* € I, hogy 43 < i* és i(2) < 3*. Legyen
ig = DeﬁnlalJuk az 1} <12 < ... lanc tobbi elemét hasonléan. A 3. tulajdonsag
mlatt Unl%" (Ci,) p-majdnem o- kompakt halmazrendszer, igy a 2.1. segédtétel
miatt

/L(UnAn) = Z u(An)

Az Ap, A,, ... halmazok tetsz6legesen valasztottak voltak, igy u co-additiv
Userp; "(M;)-n. Ekkor a mérték kiterjeszthetSsége miatt (1asd példaul Halmos [7])

(X, M, p) = im((Xy, My, ps), (1, <), fizlicy)

létezik és egyértelmii. a
Bizonyitds. [A 2.1. Tétel bizonyitasa]
A 2.2. Allitas miatt tetszdleges i; < i; < ... lanc esetén Unp;, ,1 (C;,) p-majdnem
o-kompakt halmazrendszer. Ekkor a 2.1. Allitas, és a 2.3. Allitds miatt
(X, M, p) = Em((X, M3, ps), (1, <), fijli<s)

létezik és egyértelmi. O
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3. Teljes, egyetemes tipustér tisztan mérhets paramétertéren

Kiindulasképpen legyen S paramétertér, mely paramétertér tartalmazza az
Osszes, a jatékosoktdl fiiggetlen tényt, amelyeknek befolydsa lehet a jatékra, pl.
a jaték leirdsat. A jatékosok véleményeinek modellezéséhez az S generalta véle-
ményteret kell venniink, tehat figyelembe kell venni, hogy miként vélekednek az
egyes jatékosok S-rél, miként vélekednek az egyes jatékosok arrél, hogy miként veé-
lekednek a jatékosok S-rél, s.i.t.

3.1. Definicid. A paramétertér mérhetd tér (5, Ag), ahol Ag az S téren defi-
nialt o-algebra.

A paramétertérrél csak azt tessziik fel, hogy mérhets. Modelliinkben a jaté-
kosok olyan fogalmakkal operalnak, mint esemény, kimenetel, valdszintiség; erre
egy tisztan mértékelméleti modell tiinik alkalmasnak. Tudjuk azonban, hogy tisz-
tan mértékelméleti modell nem feltétleniil eredményez teljes, egyetemes tipusteret
(lasd Heifetz és Samet [11]).

3.2. Definicic. Jelolje A(S, As) az (S, As)-en értelmezett valészintiségi mérté-
kek halmazat, ekkor A(S, As) C [0,1]45. Legyen (A(S,.As),7) a [0,1]4% szorzat-
topologia (pontonkénti konvergencia topolégia) altereként elGallt topologia. Jelol-
jlik a Baire mérhet8ségi struktirat B(A, 7)-val.

Ahol ez nem vezet félreértéshez, ott A(S, Ag) helyett a révidebb A(S) jelblést
hasznaljuk. Hasonl6an jarunk el B(A(S), ) és B(A(S)) esetében is.

3.8. Definicié. Definidljunk terek egy sorozatat rekurziv moédon, ahol M a ja-
tékosok halmaza:

Vo = (S, 4s)
Vi =V o (A(Vo), B (A(Vo)™))
Va=Wi® (AWM, B (A(Vl)M))
=V (AWM, B (A(W)™)) @ (A(V)™, B (A())M))

Vo = Vo1 ® (A(Va )™, B (A(Va)M)) =
=V ® &7 (AWM, B(A(V;)M))

Vegyiik a Voo = § x x2A(V;)M végtelen szorzatot. Vio-t véleménytérnek,
egy pontjat vildgdllapotnak nevezzuk

Vo egy pontjat paraméter értéknek nevezziik, egyszerden egy lehetséges para-
métere a jatéknak. V) egy pontja nem mads, mint egy lehetséges paraméter érték,
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és a hozza tartozo6 els6 rendii vélemények (a jatékosok véleménye a lehetséges pa-
raméterekrdl), s.i.t.
Ha v € V., akkor v nem mas, mint

v = (saui’/‘%:"‘ ’#évl‘l‘%"")a
ahol /‘;" jelentése: az ,,i” jatékos j-ed rendd véleménye. Tehat V,, minden eleme
felfoghaté 1ugy, mint egy véleményrangsor, (ui,u,...) minden jatékosra
(Vi € M-re), és még egy lehetséges paraméter.

(it 3.4. D(;ﬁm’cio’. Legyen © € M tetszlegesen rogzitett. Egy véleményrangsor
U1y, Uh,...) kovetkezetes, ha Vn > 2-re

1. margv, .4, = bn_1,

2. MATY(A(Vi_o)) e = O,

n-1’
ahol p! € [A(Vn-1)]' ([A(Va-1)]* az i indexd masolata A(V,,—1)-nek), tovabba
margy, jeloli a V,-en 1év6 peremmeértéket.

Az els6 feltétel azt rogziti, hogy az adott jatékos véleménye egy adott dologrél
nem valtozik a véleményrangsorban. A masodik feltétel szerint az adott jatékos
pontosan ismeri a sajat véleményét (lasd Harsanyi [8]). A fenti két feltétel felfoghato
ugy, mint a jatékosok ,Jlogikaja”, feltessziik, hogy ez a ,Jogika” kéztudott.

3.5. Definicid. Vegyiik azokat a pontokat (s, p1, p2, ... w3, 43, ...) Voo-bdl, me-
lyek esetén a véleményrangsorok (ui, u?,...) kdvetkezetesek Vi € M-re. Legyen az
Osszes ilyen pont halmaza VS, és hivjuk V-t kdvetkezetes alterének.

A © jelolést mas terek esetében is hasznaljuk, és jelentése megegyezik a 3.5. De-

finiciéban elmondottakkal.
Modelliinkben a véleményrangsorok olyan valésziniségi mértékek sorozatai,

melyek kovetkezetesek és megszoritasaik a kiilonboz6 rendd ,csonka” vélemény-
terekre kompakt regularisak. Ebbél kovetkez&en definidljuk ujra a véleményteret
(3.3. Definici6):

3.6. Definicio. Legyen
Vo =Wo
Vi=Vi® (AMC N (AMC (Vo/)M))

Vi = (i ® (Auc)™,B (anc ()")))

V= (Vi1 ® (Bne ()™ B (Awe (-)™)))

(o sz (e (5" 5 (o (™))
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ahol Ay jeloli azon valdsziniségi mértékek halmazat, hogy
Amc(Vg) = A(Vy)
Amc(Y) = Ac (Amc(V9)M, B (Amc(Vs)M))
Buc(V) = 8¢ (830 (Awc(V)™, B (Awc(V})™)))’)

Apc(Vy) = Ac ((®?=—01 (Amc(V))M,B (AMC(V]‘/)M)))C)

ahol A¢ a kompakt regularis (az el6z6 fejezetben hasznalt terminolégia szerint: a
kompakt halmazokon szoros) valésziniiségi mértékek halmazat jeldli.

Lathaté, hogy V! egy tetszdleges pontja olyan véleményrangsorokat tartalmaz,
amelyekben a vélemények maximum n-ed rendiek, kévetkezetesek, és a megszorita-
saik a tobbi jatékos hasonlé tulajdonsagi véleményeinek tereire kompakt regularis
valoszintiségi mértékek. Tehat V. -ek mar csak azokat a véleményeket tartalmazzak,
amelyekkel a modelliinkben foglalkozni kivanunk.

A kovetkezs fogalom a legfontosabb lépés {6 eredményiink bizonyitidsahoz.

3.7. Definicio. Legyen i € M tetszflegesen rogzitett. Definialjuk a csonka
véleményterek kovetkezs sorozatat (lasd a 3.3. Definiciét):

Co = (AMC (v B (AMC (VOI)M\M))

c = (®;=0 (AMC (Vj,)M\{z'} B (AMC (Vj/)M\{i})))c

Cn = (@0 (Awc V)9, B (Auc)" @)

A csonka véleményterek segitségével levalasztottuk a szorzatterek nem topolo-

gikus részét.
A kovetkez§ definicibban adjuk meg a hasznalni kivant mérték inverzrendszer

mérhets tereit.

3.8. Definicio. Legyen i € M tetsz6legesen rogzitett. Definidljunk terek egy
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sorozatat rekurziv modon:
To=Vy
T,=V!® (AMC(‘/()/)M\{i},B (AMC(VOI)M\(i}))

;= (Vll ® (AMC(V{)M\{”’ B (AMC(V{)M\“})))C

T, = (v,:_l ® (AMc (Var)"" B (AMC (VJ—I)M\M)))C

(%@ 8353 (Amctv) O, B (Awcv)*\)) )

A kovetkez fogalom egy adott jatékos lehetséges tipusainak halmaza.

3.9. Definicid. Legyen i € M tetsz6legesen rogzitett, és vegyiik a kovetkezd
halmazt:

T = (X?;OAMC (le)i)c-

Ekkor T* az ,i” jatékos tipusainak halmaza, T egy pontja az ,i” jatékos egy lehet-
séges tipusa.

Az ,,i” jatékos tipusainak halmaza tehat tartalmazza az Gsszes lehetséges ko-
vetkezetes véleményrangsort. Tehat, ha t € T*, akkor

t= (v}, vh,0h,..),

és t kovetkezetes. Ezen tulajdonsigok miatt T, ha T benne van egy tipustérben,
akkor ez egy teljes tipustér. Lathato, hogy modelliinkben a vélemények még nem, de
azok megszoritasai a csonka véleményterekre mar kompakt regularis valészintiségi
mértékek.

3.1. KOVETKEZMENY. T* egy szorzattér altere, igy topolégidja a pontonkénti
konvergencia topolégia: (T, 7).

3.2. KOVETKEZMENY. Legyen i € M tetszdlegesen rigzitett,
((Tny V:'H.l) ) (N U {0}1 S) ’prmnImSn) (1)

mérték inverzrendszer, ahol pr,.,, koordinata leképezés T,,-bél Trn-be V(m < n)-re,
és (vi,ud,...) e T

Bizonyitds. A mérték inverzrendszer definicigja megtalalhato a 2.2. Definici6-
ban.
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~ D'mn = PTmk ©Prin V(m < k < n)-re, a koordinata leképezések definiciéja
miatt,

- Prnn = idTﬁ Vn-re kozvetlenil ad6dik a koordinata leképezések definicio-
jabol,

- prmn mérhetd V(m < n)-re, a szorzat mérhetGségi struktira kdzvetlen
kovetkezménye,

- Vi (prih(A)) = v 1(A) ¥(m < n)-re és VA € T,,, mérhet6 halmazra a
véleményrangsorok kovetkezetessége miatt.

.|

A 3.2. Kévetkezmény kapcsolatot teremt a véleményterek, véleményrangsorok
és a mérték inverzrendszer fogalmak kozott.

3.1. Megjegyzés. A 3.2. Koévetkezményben (1) a
((Cnymarge,vy42) , (NU {0}, <), Primnlms<n) (2)
mérték inverzrendszerre cserélhet6.

A kovetkez6 4allitds azt mutatja, hogy az igazi kérdés v* o-additivitasa, tehat
hogy létezik-e a mérték inverzlimesz.

3.1. ALLITAS. Legyen i € M tetsz6legesen rogzitett. Az (1)-ben definidlt mér-
ték inverzrendszer esetén létezik (T, Ar,v') gyenge mérték inverzlimesz (lasd a
2.5. Definiciot).

Bizonyitds. Lasd a 2.1. Allitast és a 3.5. Definiciot. 0

A 3.1. Allitas v* additivitasara koncentral. Altalaban a mérték inverzlimesz
létezése két problémaba titkdzhet. Az els§ az inverzlimesz ,,gazdagsaga”, tehat az
a kérdés, hogy az inverzlimesz elég sok pontot tartalmazzon (a Heifetz és Samet
[11] cikkbeli ellenpélda erre a problémara épiil). A masodik tipikus probléma v
o-additivitisa (természetesen a két probléma nem fliggetlen egymastol).

Az els6 fajta probléma elkeriilésére koordinata leképezéseket hasznalunk (majd-
nem sorozatmaximalitas, lasd a 2.6. Definiciot és a 2.1. Példat), mig a méasodik
tipusi probléma kezelése a valésziniiségi mértékek valami fajta kompakt regulari-
tasat koveteli meg.

3.10. Definicid. Legyen i € M tetszdlegesen rogzitett. Ayrc (T, Ar) olyan va-
l6szindségi mértékek halmaza, hogy ha v € Ay (T, Ar), akkor

marge, _,V € Ac(Crn-1) Vn-re.

n—1
A kovetkez6 tétel a {6 eredményiink.

3.1. TETEL. Legyeni € M tetszolegesen régzitett, ekkor T* egyetemes tipustér,
tehat létezik f : T* — (Apce (T, Ar), 7) homeomorfizmus.
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A tétel bizonyitasat szétbontottuk.
A kovetkezo segédtétel a mértékterek Gsszeillesztésérdl szol.

3.1. SEGEDTETEL. Legyenek (M, Apr, im), (N, AN, un) valbsziniiségi
meértékterek, és legyen p additiv halmazfiiggvény A C P(M x N)-en, mely a ci-
linder halmazok altal generdlt algebra. Legyenek tovabba pas és py koordinédta
leképezések. Ha popy; = up és popy' = un, akkor pu o-additiv.

Bizonyitds. Kénnyen lathato, hogy A elemei felirhatok a kovetkezd formaban:
™ (M; x Nj), ahol m € N, M; € Ay, N; € An. Ismert hogy, p o-additiv A-n
pontosan akkor, ha tetszéleges A, 2 A,+1 halmazsorozatra

(MNnAn =0) = lim p(A,) =0.

Legyen (Ap)nen € .A tetszbleges halmazsorozat, hogy A, 2 A,41 és
NpAn, =0. Ekkor Vn € N-hez legyen k, € N, hogy A, = U;‘-’;l (M} x N7*). Le-
gyen

F={feNV|f(n) <k, Vn},

ekkor
ﬂnAn = Ufep MNp (M?(n) X N}I(n)) .

Tudjuk, hogy

(Nndn = 0) = (N (M) X Nji)) =0 VS € Fere). (3)

Osszuk a2 N (M) X N,

csoport, Fy azokat az f elemeket, ahol N, M} fin) = = {), és a maradék elemek alkossak
a masodik csoportot F»-Gt. .

Legyen M, = Ufep, Njoy M )’,( ) ahol n tetszélegesen rogzitett. Minden n-re
M, véges sok Aps-beli halmazb6l kaphaté meg, tehat M,, € Aps. Koénnyen lathato,
hogy M, 2 My, Vn-re, tehat (M,)neny monoton halmazsorozat. Azt kell még
latnunk, hogy N, M,, = 0.

A fentiekbd! kovetkezik, hogy

) halmazokat két csoportba. Tartalmazza az els6

ﬂnMn = UfeFl mn M}l(n)
Fi definici6ja miatt Ny M7, = 0 Vf € Fy-re, tehat N, M, = 0.
ﬂJ=1 (Mj X N) 2 Ufe[-“ ﬂ = ( & X Nf(])) Vn-re.

1y o-additivitasa miatt pas(M,) — 0, tehat

i o () = lim (0o M) 2 Jim e (per, 5 (M * Ny )
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igy '
u(Urer M=y (M3 x Ni)) =0
Az F» halmazra teljesen hasonléan lathat6, hogy
# (Urem Mier (M, x Ni))) =0
u additivitasa miatt Vn-re
n J J
n (UfEF‘, M=t (Mf(]) X Nj(]))) + (Uf€p2 ﬁ?zl (Mf(_]) X Nf(])))
n J n J
2H ((Ufeﬂ Nj=1 (Mf(]) x Nf(J))) U (Ufm Nj=1 (Mfm x Nf(J))))
Legyen € > 0 tetszGlegesen rogzitett. Ekkor 3n; € N, hogy
i €
w (Ufep‘l N1 (M}(J) X Nf(J))) 5 Vn > ni-re,

és dng € N, hogy

n 3
2 (UfEFz Nj=1 (Mfm X NI(J)))

(4)

l

Vn > ng-re.
Ekkor

; _
p (UfeFl Moy (Mg x Nf(J))) tu (UfEFz Mer (M) Nf(z))) <e

Vn > max{ni,ny}-re. A (4) egyenlStlenség és e tetsz6legesen valasztott volta miatt
M(An) - 0. O

3.11. Deﬁmczo Legyen g : Apc(T, A) — T olyan, hogy Vv mértékhez azt a
t = (vi,u,..., vi,...) pontot rendeli T%-bél, ahol

v =margr,_,v VYneN.
3.2. SEGEDTETEL. g bijekcid.

Bizonyitds. ElSsz6r megmutatjuk, hogy ¢ injektiv. Ha v € Ape (T, Ar) adott,
akkor v egyértelmiien meghatarozza a peremmeértékeit, tehat meghatéroz egy pon-
tot T"-ben.

Most azt mutatjuk meg, hogy g sziirjektiv. A 2.1. Tétel feltételei teljesiilnek
a (2) mérték inverzrendszerre, hiszen a 2.1. Példa, a kompakt halmazok és a pe-
remmeértékek kompakt regularitisa biztositja a feltételeket. Ekkor a 3.1. Allitas
miatt alkalmazhatjuk a 3.1. Segédtételt (S, A, v%)-re és a (2) mérték inverzrendszer
mérték inverzlimeszére. A meérték kiterjeszthetGsége még az egyértelmiiséget is
biztositja, igy az (1) mérték inverzrendszernek egyetlen mérték inverzlimesze van.
Tehat tetszéleges t € T¢ elemhez létezik Apre (T, Ar) halmazbani elem (a mérték
a meérték inverzlimeszben), mely peremmértékei ¢ komponensei. O

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



AZ INVERZLIMESZ EGY JATEKELMELETI ALKALMAZASA 53

3.12. Definicié. Legyen f = g~ 1.
3.3. SEGEDTETEL. f homeomorfizmus.

Bizonyitds. Kozvetlen kovetkezménye a 7 topolégia tulajdonsidgainak. a

Bizonyitds. [A 3.1. Tétel bizonyitasa]
Legyen f definidlva a 3.12. Definiciéval. A 3.2. Segédtétel miatt f bijekcié.
A 3.3. Segédtétel miatt f homeomorfizmus. |

3.2. Megjegyzés. A 3.1. Tétel tipustere egyetemes.

3.3. Megjegyzés. A homeomorfizmus létezését csak (Anc(T, Ar),T)-ra, nem
(Aric (T, 0(Ar), 7)-ra bizonyitottuk, mert az utoébbira nem feltétleniil létezik (lasd
a 3.1. Peldat).

A kovetkezs ellenpélda a 3.1. Tételhez fiizott 3.3. Megjegyzést tdmasztja ala.

3.1. Példa. Legyen
=0, 1]{1,1/2,1/3,...,1/,1,,_,},

tehat az 1,1/2,1/3,...,1/n,... pontokon értelmezett [0, 1]-be képezs fiiggvények
halmaza.

1, haz =1/n 1, ha f,e A
0 kiilonben 0 kiilénben
Dirac-meértékek. Ekkor Q kompakt metrikus tér, mérhetSségi struktirajat a koor-
dinata leképezések generaljak (szorzattopologia), és lathatd, hogy a Borel és Baire
halmazok egybeesnek.

Az is lathato tovabba, hogy a koordinata leképezések segitségével megadott
algebra (cilinder halmazok) generalja a Borel mérhet6ségi struktirat.

Legyen fy = 0 konstans fiiggvény, és legyen é;, a fent definidltaknak megfe-
lelden Dirac-mérték. Lathat6, hogy d5, — dy, pontonként az algebra (cilinder
halmazok) 6sszes elemén, de a B = { fp} {minden pontban nulla fiiggvény) halma-
zon, ami nem eleme az algebranak csak a o-algebranak, é;, (B) = dy,(B).

Legyenek  fn(z) = y 05, (A)=

A kovetkez6 példa azt demonstralja, hogy a mi modelliink mennyiben lehet
elérelépés a korabbi modellekhez képest.

3.2. Példa. Legyen két jatékos, mindkét jatékosnak legyen két-két stratégidja.
Ez a jaték normal formaban egy pont R8-ban. Van egy val6szintiségi valtoz6, mely
meghatarozza a jatékosok kifizetéseit, tehat a paramétertér legyen S = RR (a pa-
raméterek fiiggvények R-bsl R8-ba). S nem kompakt, nem Polish-tér, igy Mertens
és Zamir [14], ill. Brandenburger és Dekel [4] modelljei nem miikédnek ebben az
esetben. Legyen S mérhet strukturaja a Borel halmazai. A mi modelliinkben a
lehetséges vélemények az Osszes valdsziniségi mértékek halmaza S-en, de ezek ko-
zOtt lehetnek olyanok, melyek nem kompakt regularisak, tehat Heifetz [9], Mertens
et al. [15] modelljei kevésbé altalanosak, mint a miénk.
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Két megjegyzés:

3.4. Megjegyzés. A Baire halmazok szerepe csupan a modellezni kivant prob-
léma szempontjabél fontos (hasonlésag Heifetz és Samet [10}-hoz). A Baire halma-
zok helyett mindenhol Borel halmazokat hasznilva a fenti eredmények érvényesek
maradnak.

3.5. Megjegyzés. Elfogadott az irodalomban (lasd Dekel és Gul [6]), hogy a
Bayesi modellekben maga a modell is koztudott a jatékosok szamara. Ez a mi
modelliinkben is igaz, de csak a 3.3. Megjegyzés mellett. Ha o-algebran szeretnénk
latni a homeomorfizmust (ez lenne a ,szép” modell), akkor a jatékosok szaméara a
modell nem lenne kéztudott.

A fent ismertetett modellnek f6 ,erénye” az, hogy a kiilénboz6 rendid vélemé-
nyek terén olyan topolégiat definial, mely fiiggetlen az alacsonyabb rendid vélemé-
nyek tereinek topoldgidjatol, raadasul ezen tér a vélemények gazdagabb 4brazolasat
teszi lehetgvé.
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A GAME THEORETIC APPLICATION OF INVERSE LIMIT

MikL6s PINTER

It is a usual problem of modeling games with incomplete information to handle the hierarchies
of beliefs. It is our aim to construct a type space introduced by Harsanyi, and to show the
connection between the concept of hierarchies of beliefs and the idea of inverse system. Therefore,
we give an existence theorem for measure inverse limit, which is more general than the previously
known theorems, and by this theorem we build a complete universal type space based on a purely
measurable parameter space (i.e. non topological).
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