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ATPAKOLAST HASZNALO SZEMI-ON-LINE LADAPAKOLASI
ALGORITMUSOK

BALOGH JANOS, GALAMBOS GABOR.

A cikkben az egydimenzi6s szemi-on-line ladapakolasi feladattal foglalkozunk.
Ennél a feladatnal az elemek on-line elpakolasaval egyidejtileg megengediink bizonyos
miveleteket a mar elpakolt elemeken is. Minden pozitiv egész k értékre definidlunk
egy algoritmust, amely minden lépésben legfeljebb k elemet pakol at. Bebizonyitjuk,
hogy az algoritmus-sorozat aszimptotikus versenyképessége 3 + 515

1. Bevezetés

A ladapakolési feladat jol ismert kombinatorikus optimalizalasi probléma.
Ennek egydimenzi6s esetében adott méretiik szerint a (0,1] intervallumba esé
targyak (elemek) egy L = {z1,22,...,2Z,} listaja, és rendelkezésre 4ll végtelen sok,
egység kapacitdsu lada. A feladat minden z; elemet hozzarendelni pontosan egy
ladahoz gy, hogy a ladabeli elemek méreteinek Gsszege nem haladhatja meg a lada
kapacitdsat. A cél minimalizalni a felhasznalt 1ladak szamat (azon ladakét, ame-
lyekben legalabb egy elem van a teljes lista elpakoldsa utan). Jél ismert tény, hogy
optimalis pakolast talalni NP-nehéz feladat [5]. Ezért indokolt polinomialis idejd,
elfogadhaté kozelitést adé algoritmusok vizsgalata. Ezek egy osztalyat alkotjak az
on-line algoritmusok, amelyek végrehajtasakor az elemeket érkezésiik sorrendjében
pakoljuk el ugy, hogy semmit nem tudunk a lista tovabbi elemeirdl. (Sem az elemek
szdma, sem a késbb érkezd elemek mérete sem ismert.) Az egyszer elpakolt elemek
az algoritmus soran tdbbet nem mozgathaték. Az off-line algoritmusok teljes infor-
macioval rendelkeznek a listarél, amelyet a stratégidjuk kialakitasanal figyelembe is
vesznek. Az Ggynevezett szemi-on-line algoritmusok az on-line és az off-line kozott
helyezkednek el [1]. Ezen algoritmusoknal a kdvetkez§ miiveletek legalabb egyike
megengedett:

— elemek atpakolasa [3, 4, 8, 9],
- néhany kovetkezs elem megvizsgalasa ("el6renézése", [6, 7)),

— vagy néhany elem (eld)rendezése [2].
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A ladapakolasi algoritmusok hatékonysaga kiilénb6z6 modszerekkel mérhets.
Jelen cikkiinkben az aszimptotikus versenyképességi vizsgalatra szoritkozunk.
Jelolje A(L) egy A algoritmus 4ltal valamely L lista elemeinek elpakolasanal felhasz-
nalt ladak szamat, és OPT'(L) egy optimalis pakolas altal felhasznaltakét. Legyen

A(L)

m

R, (A) = max{ |OPT(L) = m} .
Ekkor
Ry (A) :=limsup,, _,  Ra(m)

~ amit R(A)-val fogunk jelolni — mutatja az A algoritmus aszimptotikus verseny-
képességét (AVK). Az on-line lidapakolasi algoritmusok AVK-jara ismert legjobb
als6 korlat 1, 5401 [13], mig a legjobb ismert AVK-ji algoritmus, a Harmonic++
Seiden nevéhez fiiz6dik [12]. Az 4ltala elemzett algoritmusra bebizonyitotta, hogy:
R(Harmonic + +) < 1, 58889.

Idérendi sorrendben az els§ szemi-on-line lddapakolasi algoritmust Galambos
adta meg [2] az on-line ladapakolasi feladat azon megszoritasara, amikor csak kor-
latos szamu lada lehet egyszerre nyitva. (Egy lada lezart, ha mar nem pakolhatunk
bele késébb.) Ez az algoritmus két bufferladat hasznal az elemek atmeneti tarola-
sara. Ezt javitva Galambos és Woeginger [3] definialt egy, 3 bufferladat hasznalo
algoritmust, amelynek AVK-ja 1, 6910.

Atpakolast hasznalé szemi-on-line ladapakolasi algoritmusokat vizsgaltak
Gambosi és szerzStarsai [4]-ben. Megadtak egy linearis ideji és 1,5-es AVK-ju,
valamint egy O(nlogn) id6komplexitasa 4/3-0s AVK-ju algoritmust. Utébbi ered-
mény javitasa Ivkovié és Lloyd 5/4-os AVK-ju algoritmusa [9]. Nagyon fontos
azonban megjegyezni, hogy mindegyik emlitett szemi-on-line algoritmusban lépé-
senként nem csak konstans szamu elem elpakolasa térténik. Valamennyi, [4]-beli
és [9]-beli algoritmusnal ,paranyi” elemek ,kotegeinek” atpakoldsa egységnyi kolt-
ségld miiveletnek van definidlva, azaz olyan elemek atpakolasit engedik meg egy
lépésben, amelyekre a targyak méreteinek Osszege egy adott korlat alatt marad.

Jelen dolgozatban is olyan szemi-on-line ladapakolasi algoritmusokkal foglalko-
zunk, amelyek megengedik az atpakolast. Az altalunk vizsgalt algoritmusokban
barmely elem minden egyes atpakolasa (Gjrapakoldsa) egységnyi koltségi, és a
listaelemenként atpakolhaté elemek maximalis szama egy el6re megadott k értékkel
korlatozhat6. Ezek a k-dtpakoldsos szemi-on-line lddapakoldsi algoritmusok.

A ladapakolas irodalma irant érdekl6ds olvasénak pl. Coffmann és szerzétar-
sainak 1999-es attekint6 tanulmanya ajanlhat6 [1], amely tovabbi szemi-on-line
ladapakolasi algoritmusokat is targyal.

A kovetkezdkben k-atpakoldsos szemi-on-line ladapakolasi algoritmusok egy
sorozatat adjuk meg. Minden k € N*-re definidlunk algoritmust, amelyet angol
nevének roviditésével — Uniform Fit with k-repacking — UF-k jeloljiik, és amelyre
R(UF-k) = 3 + 2 teljesiil. Az algoritmus versenyképessége a k=1 és k =2
esetekre irrelevans, mivel a legjobb ismert on-line algoritmus jobb AVK-val ren-
delkezik. Az els6 érdekes eredmény a k = 3 paraméterhez tartozik, mivel erre
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R(UF-8) = 1,5588... teljesiil, amely jobb, mint a ma ismert legjobb on-line algo-
ritmus [12] AVK-ja. Ennek masik értéke, hogy alatta van az tuigynevezett Harmo-
nikus Fit tipusi on-line ladapakolasi algoritmusok 1, 583...-as als6 korlatjanak [11].
A k =5 eset szintén javitas, mivel az UF-5 algoritmus jobb AVK-val rendelke-
zik, mint a legjobb ma ismert on-line alsé korlat (R(UF-5) = 1,53448...). Ez az
elsé eredmény, amely azt bizonyitja, hogy egy lépésenként konstans szamu elem
atpakolasat megengedd, szemi-on-line algoritmus versenyképessége jobb lehet bar-
mely on-line algoritmusénal. Ez lényegében azt jelenti, hogy a rendelkezésiinkre 4ll6
informaciét jol ki lehet hasznalni szemi-on-line algoritmusok versenyképességének
javitaséra.

2. Az UF-k algoritmus és bonyolultsaga

3

Ezt a fejezetet néhany jelSléssel és definiciéval kezdjitkk. Ha z az input lista
egy tetszbleges elemét jeloli, akkor szintén z-szel hivatkozunk ennek méretére ott,
ahol a szévegkornyezetben ez nem érthetd félre, kiilonben s(x)-szel. Egy megnyi-
tott B ldda szintje szint(B)-vel jelolt, és a tartalmazott elemek méreteinek dsszege,
0 < szint(B) < 1. Egy elemet kis elemnek neveziink, ha mérete a (0, 3] interval-
lumba esik, ha z € (3,1], akkor nagy elemnek. Nagy lidénak mondunk egy B
ladat, ha tartalmaz egy nagy elemet.

Legyen k egy tetszdleges, rogzitett pozitiv egész szam. Osszuk fel a (0, 1] inter-
vallumot 3k + 2 diszjunkt részintervallumra a kévetkezé médon:

pl- U (2d]- U

i=1,....k

11
=, = =: I
(6’3] 2k,

2k+j-1 2k+3] U
) 12k+]1
A _

12 3k+j5-1 3k + 7
—, = = I
(2’ 3] 4 ( 6k - U Tk,
j=1,....k j=l,....k

2
-1} = .
<37 ] Iﬁk

Minden egyes intervaliumhoz egy-egy ladaosztalyt rendellink hozza, amelyet
rendre Bj-vel jelolink. Egy B lada a B; ladaosztslyba keriil, ha a megnyita-
sakor benne elhelyezett els6 elem mérete az [; intervallumba esik. Ha B € B;,
3k +1 < j < 4k, akkor a B lada az algoritmus futdsa alatt atkeriilhet egy masik
ladaosztalyba is. Az atsorolas akkor torténik meg, ha olyan lépés hajtédik végre,
amelynek soran a lista éppen feldolgozas alatt lévs kis elemét, vagy ha koradbban
sajat osztalyaba elpakolt kis elemet pakolunk at a B; ladaosztélyba tartozé nagy
B ladaba, és ezutan mar szint(B) ¢ I;.
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Ennek az a kévetkezménye, hogy egy lista elpakolasa soran az egyid6ben nyi-
tott ladadk szama maximum 3k + 2, de ez a szam dinamikusan valtozhat: 1adakat
nyithatunk meg, és ladak iiresedhetnek ki. A(L) szamitasakor csak azokat a ladakat
tekintjiik megnyitottnak, amelyekben a teljes lista elpakol4dsa utan is maradt elem.

Két ladaosztalyt, B; és B; (1 < j < 3k és 3k < | < 6k), komplemenseknek
neveziink, ha az osztalyokhoz rendelt I; és I; intervallumok tetszéleges elemei-
nek Gsszege nem nagyobb, mint 1. Egy B; ladaosztily komplemenseinek halmazat
C(B;)-vel jeldljiik (1 < i < 6k). Vegyiik észre, hogy C(Bax) = 0 és C(Ber) = 0.
Tovabba, egy B; (1 < j < 3k —1), illetve egy B; (3k +1 < < 4k) ladaosztaly leg-
kisebb indexd komplemense Bay, illetve B;, legnagyobb indexti komplemense B;-,
ahol [* = min{4k, 6k — j}, illetve Bg_;.

A kovetkezdSkben vazlatosan ismertetjiik algoritmusunkat: az UF-k alapvetd-
en a Harmonikus Fit (HF) tipust algoritmusoknal alkalmazott szabély szerint [10]
pakolja el minden osztaly elemeit. Az egy osztalyba esé elemeken beliil ez Next Fit
(NF) szabaly szerinti pakolast jelent. Ez konkrétan azt jelenti, hogy ha az érkezé
elem mérete x € I; és az utoljara megnyitott B;-beli B ladara szint(B) + z < 1,
akkor z-et elpakoljuk B-be. Kiilonben nyitunk egy uj B; osztalybeli ladat, és z-et
ebben a ladaban helyezziik el. Fontos, hogy a fenti, HF eljarasnal alkalmazott sza-
balytél annyiban tériink el, hogy az 1j lada megnyitdsakor nem zarunk be ladat
az adott osztalyban, tehat azok tartalma késébb is hozzaférhets lesz. Az algorit-
musunk alapvetéen ugyan egy Harmonikus Fit tipusi szabalyt alkalmaz, de oszto-
pontjaink a [0, 1] intervallum egy ekvidisztans (uniform) beoszt4sabdl szarmaznak.

A HF szabaly alkalmazéasaval minden olyan ladat, amely a B;, i < 3k, lada-
osztalyokba esik — legfeljebb az osztédlyok utoljara megnyitott 1adaitol eltekintve —
egészen biztos, hogy legalabb 2/3 szintig telepakolunk. Igy, ha a lista nem tartal-
maz més intervallumboél elemeket, akkor a célként kittizott 3/2-es aszimptotikus
versenyképességet mar el is érnénk. Mivel azonban a Bsj1, . . ., Bs osztalyba tar-
toz6 laddkba a HF szabaly egyetlen nagy elemet helyez, ezért ezekre a ladakra
finomitanunk kell az algoritmust: ha a lista elemeinek méretei ezt lehet6vé teszik,
akkor gondoskodnunk kell arrél, hogy ezek is fel legyenek toltve a megfelels szintig.
Két esetben tériink el a HF szabalytol.

2.1. Algoritmus. UF-k algoritmus

while van még elem az L listdban do input a kovetkez§ z;
ifz € I}, 3k <1 < 6k then
zNF — B
if x ¢ Isx and z ¢ I3; then
call Atpakolas(j, 6k — j5);
endif ;
endif ;
else if z € I;, hogy 1 < j <3k —1 then
call Feltoltés(x);
endelse ;
endwhile ;
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— 1. Szabaly (Feltoltés): Ha egy olyan z € I; kis elem érkezik, amelyre
1 < j < 3k — 1 teljesiil, akkor megvizsgéaljuk B; komplemens osztalyait
indexeik szerint névekvs sorrendben oly médon, hogy az elsé nem iires B,
osztaly esetében annak utoljara megnyitott B ladajaba elhelyezziik z-et.
Legyen ez a lada B. Az vilagos, hogy z elpakolasa el6tt szint(B) € I;.
Ha az elpakolas utan szint(B) + = ¢ I, akkor B-t atsoroljuk abba a B;
ladaosztalyba, amelyre szint(B) + z € I;.

Ha a komplemensek mindegyike iires, akkor a kis elem elhelyezésére az NF
szabalyt hasznaljuk.

2.1. Eljdrds. Procedure Feltoltés(z)

j := [6k - z]; comment: x az aktualisan elpakoland6 elem mérete, j annak az
osztdlynak az indexe, melyre z € Ij;
I* = min{4k, 6k — j}; (B; legnagyobb indexi komplemense B;.)
do!l=3k+1tol*
if B; # () then
o~ Bi;
if szint(B) € Ip, p # | then
B.— Bp;
if p <6k then
call Atpakolas(p,6k — p);
endif ;
endif ;
return ; (nincs osztalyvaltas vagy Atpakolasbol tértiink vissza)
endif ;
enddo ;
x — N Bj osztaly 1adajaba; (nem talalt komplemenst)

~ 2. Szabaly (Atpakolas): Ha egy olyan nagy elem érkezik, amelyre x € I,
ahol 3k + 1 <[ < 4k teljesiil, akkor az elem elpakolasahoz el6szor nyitunk
egy B; osztalybeli nagy ladat, és abban elpakoljuk z-et. Ezutan indexeik
szerint csokkend sorrendben megvizsgéljuk, hogy van-e olyan B;-beli lada,
amely nem iires, ahol B; € C(B;). Ha talalunk ilyen ladat, akkor ebbdl a
ladabol egy elemet athelyeziink a nagy laddba. Amennyiben a nagy lada
szintje az elpakolas utan intervallumot valt, akkor a Feltoltési szabalyban
leirtakhoz hasonl6an jarunk el. Figyelniink kell arra, hogy ebben az esetben
az a lada, amely a kis elemet tartalmazta, kiiiriilhet.

2.2. Eljdrds. Procedure Atpakolas(l, j)

comment: Megprébalunk atpakolni egy kis elemet egy C(B;) osztalybeli 14-
dabol B; utols6 ladajaba (I > 3k + 1). j adja meg azt, hogy a
C(B;) melyik elemét6l kell kezdeni a keresést.
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dot=jtol
if B; # 0 then

€ Be€e Bt =b B[

if szint(B) € I, l + 1 < s < 6k then
B By
if s < 6k then

call Atpakolas(p, s);

endif ;

endif ;

Az algoritmus és a két fenti szabaly pontos leirasat a tablazatokban taldlhat6
pszeudokodok tartalmazzak. A leiras sordn az znyp — By, illetve z — B, jelolést
hasznéljuk akkor, ha az aktudlis targyat a Next Fit szaballyal pakoljuk el a B;
ladaosztélyba, illetve ha berakjuk a B; ladaosztaly utols6 ladajaba. Hasonlb6an, a
B — B, jelolést hasznaljuk annak roviditésére, hogy a B ladat atsoroljuk a B,
ladaosztalyba.

A kovetkezd harom allitas az algoritmus bonyolultsaganak vizsgéalatdhoz nyujt
segitséget.

2.1. LEMMA. Az UF-k algoritmus véges.

Bizonyitds. A f6program pontosan n-szer fut le és a Feltoltés eljaras listaele-
menként legfeljebb egyszer hajtédik végre.

A féprogrambol vagy a Feltoltés eljarasbol hivott Atpakolas eljaras ugyan
rekurzivan meghivhatja énmagat, de a rekurziv hivas csak akkor kovetkezik be,
ha az aktuélisan hasznélt lada szintje intervallumot valt. Ennek kovetkezménye,
hogy egy Atpakolas eljarasban a ladamagassag intervallumat jelz6 (elss) paramé-
tere, I, a rekurziéban egymast kovets Atpakolas eljarasok soran szigortian monoton
né. A rekurziot indit6 Atpakolas eljarasban [ > 3k + 1, az utolsénak hivottban
legfeljebb 4k. Ezért a rekurziv hivasok szdma listalemenként legfeljebb k — 1, ami
adja, hogy az Atpakolas eljaras legfeljebb k-szor hivodik meg listalemenként.

Mivel az Atpakolas eljaras listaelemenként csak a féprogram és a Feltoltés
eljarasok legfeljebb egyikébdl hivodik meg, igy allitasunk bizonyitott. £l

2.1. KOVETKEZMENY. Ha k egy rogzitett, pozitiv egész szam, akkor az UF-k
algoritmus legfeljebb k elemet pakol at lépésenként.

2.2. LEMMA. Az UF-k algoritmus futédsa soran ladaosztélyok tartalmanak vizs-
gélata (B; # () 6sszehasonlitas) dsszesen legfeljebb 3kn-szer torténik meg.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy listalemenként legfeljebb 3k-szor torténik
meg az allitisban emlitett Gsszehasonlités.
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A féprogramban nincs, a Feltoltés eljarasban egy listaelem elhelyezésekor leg-
feljebb k-szor torténhet ilyen vizsgélat.

A féprogrambél vagy a Feltsltés eljarasbol hivott Atpakolas eljaras elsé para-
métere, [, masodik paramétere 6k —[. l = 3k + 1 alaku, ahol 1 <i<k. A 6k —[-nél
nem nagyobb indexti ladaosztalyok szama 2k + 1 —i. Az Atpakolas eljarasok egy-
mast kévets rekurziv hivasai sordn a masodik paraméterek alkotta sorozat — nem
szigori értelemben ugyan, de — monoton csokkend sorozatot alkot. Mivel egy adott
listelem elhelyezésekor az Atpakolas eljaras legfeljebb k + 1 — 4-szer hivodik (bele-
értve a rekurziv hivasokat is), igy — multiplicitasokkal szamolva - ezekben Gsszesen
legfeljebb (2k + 1 — i) + (kK + 1 — i) = 3k + 2 — 2i kérdéses vizsgalat torténik.

Ha az adott listaelemnél az els6 Atpakolas eljarashivas Feltoltés eljarasbol tor-
tént, akkor ¢ > 2 (hiszen ott a nagy lada ekkor osztalyt is kellett, hogy valtson),
és a Feltoltés eljarasban legfeljebb i — 1 darab ilyen vizsgalat volt, 6sszesen tehat
legfeljebb 3k — 1.

Ha az Atpakolss a fé6programboél hivédott, akkor a f6programban egyetlen kér-
déses Osszehasonlitas sem tortént, ebben az esetben i > 1, igy a kérdéses vizsgalatok
szadma Osszesen legfeljebb 3k. O

A harom Aallitas kévetkezmeényeként kimondhaté az alabbi tétel:

2.1. TETEL. Az UF-k algoritmus idébonyolultsdga mind az input elemek mind
az atpakolhaté elemek szamdaban linedris, pontosan T(UF-k) = O(kn).

3. Az UF-k algoritmus aszimptotikus versenyképessége

Az UF-k algoritmus AVK-janak vizsgalatakor két esetet kiilonboztetiink meg
attol fiiggSen, hogy az algoritmusnak egy konkrét L listainputon valé lefuttatasa
utan

- A.: aBsiy1,. .., By ladaosztalyok mindegyike iires,
- B.: a Bsgy1,- .-, Bax ladaosztalyok valamelyike nem iires.

Az A. esetre a kivetkezd allitds mondhato ki:

3.1. LEMMA. Ha egy L listainputon az UF-k algoritmus ledllisakor a Bagyi,
i € {1,...k} ladaosztalyok mindegyike iires, akkor UF-k(L) < 3OPT(L)+ (2k+1).

Bizonyitds. Ebben az esetben minden lada legaldbb % szintig tele van, a csak kis
elemeket tartalmazo6 ladaosztalyok (B, . . . , Bax) legfeljebb 1—1 1adajatdl eltekintve.
Az ilyen ladaosztéalyok szama pedig maximum 2k + 1. Ebbdl a tétel allitasa azonnal
kovetkezik. O

A B. eset vizsgalatdhoz az irodalombél jol ismert eszkdzt, az tgynevezett
stlyfiiggvény-technikat alkalmazzuk (lasd pl. [3]). A stlyfiiggvény definidlasakor az
algoritmus AVK-janak elemzésében a kivetkezd allitas fontos szerepet fog jatszani.
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3.2. LEMMA. Ha az UF-k algoritmus egy L inputon val6 lefutdsa utén a Bsgyi,
i € {1,...k} legalabb egyike nem lires, és i* a minimalis ilyen tulajdonsigt index,
akkor a By« 0sszes komplemens osztalya, kivéve Bi-et, iires.

Bizonyitds. A bizonyitas indirekt modon torténhet. Tegyiik 61, hogy algorit-
musunk elpakolta az adott listat, Bsgy;--nak valamely komplemens osztilya nem
iires, és az nem a B; osztily. Legyen x a legnagyobb indexd ilyen komplemens osz-
taly utolsé ladajanak legfelss eleme. Mivel Bs,.;» nem iires, igy tartalmaz legalabb
egy nemiires 1adat. Legyen ez B.

Két eset lehetséges. Vagy az x érkezett hamarabb, mint ahogy B-be utoljara
elemet pakoltunk, vagy forditva. Legyen y a B legfels§ eleme, azaz az utoljara
B-be helyezett elem. (Azaz az x kis elem vagy a B ezen forméjanak kialakulasa,
B tartalmanak utolsé valtozasanak idépillanata el6tt érkezett, vagy forditva).

— Az els6 esetben az algoritmus rapakolta volna a kis z elemet egy nagy
ladara, hiszen akkor volt legalabb egy, a feltételeknek megfelels lada.

— A maésodik esetben a széban forgé nagy, Bagyi--beli laddba bepakolasra
keriilt volna még elem y bepakolasa utdn, hiszen volt akkor legaladbb egy
atpakolhato6 ,kis elem”.

Mindkét eset ellentmondashoz vezet. 0

Legyen i* a 3.2. Lemmabeli, és legyen j* = max{i*,2}. A B. esetben hasznalt
sulyfliggvény pontos definiciéja a kdvetkezd:

62—511’ IL‘G{IlU...UIja_l}
1
éﬁ, IIIE{I]"U...UI;;k_i-},
w(z) = %, z € {lzg_i=+1U... Ung},
1-— %(iﬁ% - .’II), T € {I3k+1 U... U]3k+iv_1}(= #, hai* = 1),
1, T e {I3k+,w U... UIsk}.

\

Mielstt megadjuk az UF-k algoritmus aszimptotikus versenyképességét, kimon-
dunk néhany tovabbi lemmat.

3.3. LEMMA. Ha az algoritmus lefutdsa utdn létezik legaldbb egy olyan i index,
i € {1,...,k}, hogy a Bsky: osztily tartalmaz legaldbb egy nemdiires lidat, és
3k + i* a legkisebb ilyen index, akkor létezik egy olyan 0 < My < oo konstans,
hogy béarmely L listdra w(L) = 3 o, w(z) > UF-k(L) - Mj.

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy - ladaosztalyonként legfeljebb egy-egy
1adatol eltekintve — minden ladaban az elemek 6sszsilya legalabb 1. (Egy lada
stlyan a benne elhelyezett elemek silyainak osszegét értjik.)
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- A B osztaly 1adai, legfeljebb 1 kivételtdl eltekintve legalabb 9%_5—1 szintig
tele vannak. Itt minden elem sulya (sajat) méretének ﬁf—l-szerese, igy a
legfeljebb egy ladatdl eltekintve minden lada sulya legalabb 1.

— A B,,..., By osztalyok mind iiresek.

- A Baky1,- .., B3 osztalyok koziil amelyek nem iiresek, azok l4dai — oszté-
lyonkeént legfeljebb 1 — 1 kivételtsl eltekintve — pontosan két elemet tartal-
maznak, mindketts salya %

— A Bzt .- -, Bakai=-—1 osztlyok iiresek.

— A Bsgtiv, ..., Bk és a Bg osztalyok 1adai — kivétel nélkiil — pontosan egy
,hagy elemet” tartalmaznak. Legyen B egy ilyen lada, és legyen = a benne
lévé nagy elem. Két esetet kiilonboztetiink meg. Ha z > 3%48=1, akkor

ennek salya 6nmagédban 1, igy w(B) > 1. Ha z € (%, 3"%”—1], akkor

mivel szint(B) > M, igy a lada tartalmaz legalabb % — z Ossz-

s 3k+4i"—1
mennyiségi kis elemet, amelyek Osszstlya legaldbb Ek‘-‘T (—is?,—c— - x),
igy w(B) > 1 ekkor is. Azaz, mindkét esetben, minden lada Osszsilya
legalabb 1.

Figyelembe véve, hogy a kivétel ladak szama az Gsszes — nem iires — lddaosztalyban
legfeljebb &k + 1, igy az M2 = k + 1 konstanssal a lemma &llitasa teljesiil. O

3.4. LEMMA. Ha az algoritmus lefutdsa utén létezik legaldbb egy olyan i index,
i € {1,...,k}, hogy a Bk, osztdly tartalmaz legalibb egy, nemiires ladat, és S az
L elemeinek egy olyan részhalmaza, melyre 3 .o <1, akkor

w(S) == Zw(z) <= 3 + le_ T

€S

teljestl.

Bizonyitds. A kulcs ennek a résznek a bizonyitasihoz (is) a 3.2. Lemma. Ha
az S halmazban nincs elem az (%, %] intervallumbél, akkor a stlyfiiggvény defini-
ci6jabol l1athato, hogy minden S-beli z elem silya < 2:1: Ebbdl kovetkezden

w(S)::Zw(x)SZ szg =3
z€S :cES IES

Ha az S halmaz tartalmaz elemet az (2, 3] intervallumbél, akkor pontosan egy
elemet tartalmaz onnan, és ez a legnagyobb méretl elem a ladaban. Jel6ljik ezt
z1-gyel. Feltételiink szerint ekkor létezik olyan i pozitiv egész, hogy z1 € I3g4i.
Két esetet kiilonboztetiink meg, z; mérete alapjan.

1. Az elsd eset, amikor z; > 3—"‘%, azaz i > i*. Az S-beli masodik legna-
gyobb elem, zo mérete alapjan két lehetfségiink van.
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a) Az els6 lehetSség, hogy z2 nem eleme az I;, j € {3k —i +1,...,3k}
intervallumok egyikének sem, azaz a maradék az x;-t6l kiilonbozé S-beli
elemek az I;, j € {1,...,3k —t} intervallumba esnek. Az ilyen kis z elemek
silya legfeljebb %x, igy

6k 1 3k 3 1

— < —_ - = - .
w(S) w(zl)‘*'xeg;ézlw(x) = 1+6k—1 9 1Jrﬁk;—l < 2+6k—1

b) A masodik lehet8ség, hogy =2 az I, j € {3k — i+ 1,3k} intervallu-
mok valamelyikébe esik. Ez az intervallum azonban kizarélag az Isx_iq1
intervallum lehet, mert barmely mas intervallumbeli elemhez hozziadva
z1-et 1-nél nagyobb értéket kapnank. Viszont ekkor S z;-en és xo-n kiviili
elemeinek Gsszmérete legfeljebb 1 —z; -2 <1 - 3"“;% - S'é;i = é lehet.
(Ez azt is jelenti, hogy ekkor az S halmaz z;-en és z-n kiviil legfeljebb

csak az I) intervallum elemeit tartalmazhatja.) Igy
w(8) =Y w(@) =w@) +uwlz)+ Y, w@)<
z€S €S, z#x1,2#x2
<1 + 1 4 Bk 6k 1 3 N 1
6k—1 6k 2 6k-1

2. A maésodik eset, amikor z; < %%%‘—1, azaz ¢ € Igpyq, © < i*. Az S-beli
masodik legnagyobb elem, x5 mérete alapjan szintén két lehetGségiink van.

a) Hazy > 3—%}, akkor w(zz) = , és S-ben az Gsszes tobbi (z1-t6] és zo-

61 killénb6z6) x elem dsszmérete 1 gy —zp < 1=l _ it = i'gfc“.
Igy
w(S) = Z w(z) = w(zy) + w(z2) + Z w(z) <
€S T€S,z#T1,2H# L2
<1- 6k .(3k+i*—1_11)+1+ 6k ™ —i-{-l'
- 6k —1 6k 6k—1 6k

Mivel z; < 38£E=1 {gy ennek a kifejezésnek az értéke

3 3k+i*—1-Bk+i—1) *—i+1
=9 6k — 1 6k—1 =
- it—i  it—i+l 3. 1
= 6k—1 ' 6k—1 2 " Bk—1

3
2

b) Az utolsé lehetdség, hogy z; < 3"“ =1 de 3 < Bk ’ . Ekkor z5-t is
beleértve S barmelyik, z-t6l kixlonbozo x elemere w(z ) 5 %z teljesiil.
Igy az el626 eset elsS 4gahoz hasonlé médon w(S) < 2 + 75
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A 3.1, 3.3. és 3.4. Lemmakbol kovetkezik az alabbi
3.1. TETEL. Bérmely pozitiv, de rogzitett k > 1 egész esetén

3 1

ROUFR < 3+ =1

Bizonyitds. A 3.1. Lemmaval belattuk, hogy az A. esetbeli minden L listara
letezik olyan M; konstans, hogy

UF-k(L) < -Z-OPT(L) + M.

A B. esetben minden L listara a 3.4. Lemma miatt a lista w(L) stlyara, amely a
benne elhelyezett elemek sulyainak 6sszegeként definialt, a kovetkezd teljesiil:

W= Y Tuw= ¥ wd)s(3+go)orrw

BEOPT(L)z€B BEOPT(L)

Ugyanakkor a 3.3. Lemmabél adédik, hogy az ilyen L listakra létezik olyan Mz

konstans, hogy
UF-k(L) < w(L) + My,

amibd! adodik, hogy

1
6k — 1

UF-k(L) < (3 + ) OPT(L) + M,.

Az M := max{M;, My} valasztassal adodik, hogy barmely L listara

1
6k —

UF-K(L) < (3 + ) OPT(L) + M.

|

A most kévetkezé lemma azt igazolja, hogy az algoritmusunkra bizonyitott
fels6 korlat éles.

3.5. LEMMA. Baérmely pozitiv, de rigzitett k > 1 egész esetén

3 1
R(UF-R) 2 5 +

Bizonyitds. Minden t € N*-ra konstrualunk egy N = (4 + &> )n elemszamu
L listat, ahol n = 2¢t(6k — 1).

Alljon L négy (rész)lista konkatenacu‘)jabél, azaz legyen L = LyLoL3Ly, ahol
Ly: 2t-szer L}, ahol L}: 6k —1 darab g —2¢ utéan 1 darab (12k +1)e méretd elem,

ahol € tetszoleges pozitiv érték, melyre £ < min {5575, 223 m} teljesiil,
L,: n darab € méretd elem,
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L3: n darab 3':5—;1 + € méretd elem,
L4: n darab -21- + & méreti elem.

Az UF-k algoritmus tgy miikédik ezen az inputon, hogy L} elemeit (NF szabaly
szerint) egy-egy B;-beli ladaba pakolja. Ezek magassaga pontosan 1 — & + 3¢, igy
a kovetkezs L] els6 eleme mar nem fér rajuk. Ezért L; elemeinek elpakolasihoz
(NF szabaly szerint) az algoritmus 2t = g5 darab ladat hasznal fel. Ezutan
L elemeit — mivel azok is B;i-bdl valék és € méretiik definiciéja miatt beférnek
az utolsd, L; érkezésekor létrehozott ladaba — bepakolja ebbe — az NF szabaly
szerint —, majd az algoritmus L3 elemeit elpakolja az NF szaballyal Bsg-ba, n/2
darab ladat felhasznalva. L4 minden elemének érkezésekor az algoritmus nyit egy 4j
ladat Bsgyi1-ben, belepakolja az elemet, majd atpakol egy Li-beli € méretd elemet
ebbe a ladaba. Igy ez ujabb n darab ladat jelent.

Egyszerden ellendrizhetd, hogy barmely régzitett k-ra az UF-k algoritmusunk
n+ %5 + grey ladat hasznél, és hogy OPT(L) < n+1. Mivel ez tetszéleges t pozitiv
egészre teljesiil, igy ezzel allitdsunkat bizonyitottuk. a

A 3.1. Tétel és a 3.5. Lemma egyiittesen szolgaltatja a kdvetkezs eredményt:

3.2. TETEL. Béarmely pozitiv, de rogzitett k > 1 egész esetén

31
R(UF-k) = 5 + =—.

4. Osszefoglalas

A 3.2. Tétel allitasat megvizsgalva az UF-k algoritmusra vonatkozéan azt lat-
juk, hogy ha k tart a végtelenbe, akkor az algoritmus(ok) aszimptotikus verseny-
képessége, R(UF — k) tart 1,5-hez. Két konkrét esetet érdemes kiemelni: a k = 3
esetben az UF-3 algoritmus aszimptotikus versenyképessége 1,5588..., ami alatta
van a legjobb ismert on-line algoritmusra bizonyitott 1, 58889 aszimptotikus ver-
senyképességnek. A k = 3 eset masik érdekessége, hogy annak AVK-ja alatta van
az ugynevezett Harmonikus Fit tipusa on-line ladapakoléasi algoritmusokra bizonyi-
tott 1,583...-as als6 korlatnak [11]. A k = 5 esetben az UF-5 algoritmus AVK-ja
1,53448..., amely jobb van Vliet 1,5401-es on-line algoritmusokra vonatkozé also
korlatjanal [13].

Szamos nyitott kérdés felvethets, ezekb6l harmat emlitiink meg. Az els6, hogy
adjunk lépésenként 3-nal kevesebb elem atpakoliasat megengedd, 1, 583...-nal kisebb
AVK-ju szemi-on-line ladapakolasi algoritmust! A masodik, hogy adjunk lépésen-
ként 5-nél kevesebb elem atpakoldsit megengedd, 1,5401-nél kisebb AVK-ju algo-
ritmust! Tovabba, a harmadik nyitott probléma kis k& értékekre (pl. k = 1,2) alsé
korlat adasa.

Kdészdnetnyilvanitas. A kutatast az OTKA (T 048377 és T 046822 szamt projek-
tek), valamint a MOB-DAAD Magyar-Német Kutat6csere Program (21-es szamu
projekt) tamogatta.
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ALGORITHMS FOR THE ON-LINE BIN PACKING PROBLEM WITH REPACKING

JANOS BALOGH AND GABOR GALAMBOS

In the paper we deal with a semi-on-line bin packing problem. In this modification of the
classical on-line bin packing problem some operations are allowed on the earlier packed elements
while the algorithm packs the actual element in an on-line manner. We define an algorithm for
every positive k value, which repacks at most k elements per step. We prove that the asymptotic
competitive ratio of our algorithms is % + ﬁ.
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