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EGY KESLELTETETT DIFFERENCIALEGYENLET VIZSGALATA
MEGBIZHATO SZAMITOGEPES ELJARASSAL

BANHELYI BALAZS

A szakirodalomban nem volt ismert megbizhaté numerikus eljaras késleltetett
differencidlegyenletek megoldasira. Egy megbizhat6 algoritmusnak nem csak a szé-
mitasaiban kell garantaltnak lennie, de a formulakat is korrektiil kell hasznalnia.
Jelen cikkben egy — sok szempontbél is egyszerii - differencialegyenleten keresz-
tiil prébaljuk illusztralni az eljaras részleteit. A moédszeriink alapja a kezdeti érték
problémakra sokszor alkalmazott Taylor-sor. Ezzel az eljarassal a fliggvény trajekto-
ridja meghatarozasira egy megbizhatd befoglalast kapunk. A befoglalé intervallum
ismeretében egy konnyen eldonthetd feladat eredményét adjuk meg.

1. Bevezetés

Késleltetett differencialegyenletekre nem ismert matematikai bizonyitasokban
is hasznalhat6 numerikus eljards. Tobb gyakorlati probléma van, amelynek mo-
dellje visszavezethetd ilyen késleltetett egyenletekre. A késleltetés természetes, ha
arra gondolunk, hogy példaul az informacié terjedése idSbe telik, és igy minden
olyan dontés, valasz, vagy reakcié — mely ezen informacién alapul — késést indukal.
Gondoljunk csak a biol6giaban a populacidelméletre, orvostudomanyban a fertszé-
sek terjedésére, vagy a kozgazdasigtanban a részvények arfolyamanak valtozasara.
Ezen témako6rok tanulmanyozasa soran felmeriilhet benniink az a kérdés, hogy a
vizsgalt paraméter altal okozott ingadoz6 viselkedés allandosult, vagy csak a révid
vizsgalati id§ miatt latjuk annak.

A jelen cikkben egy korabban felvetett [14] egyszertnek tiind probléméat fogunk
megvizsgalni. A feladatunk azt eldonteni, hogy egy, a differencidlegyenletek jobb
oldalan szerepld paraméter fliggvényében hogyan viselkedik a differencialegyenlet
megoldasa, trajektéridja. Hasonlé jobboldali, de szimmetrikus esetekre mar 1é-
teznek eredmények [11]. Szimmetrikus abban az értelemben, hogy a differencial-
egyenlet jobb oldalan szereplé — a megoldas fiiggvényében megadott — fliggvény
kozéppontosan szimmetrikus. A nemszimmetrikus esetekkel kapcsolatban vannak
még bizonyitandoé feltételezések.
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E cikkben egy szamitégépes vizsgalatot fogunk bemutatni. A programrol meg-
mutatjuk, hogy az matematikailag korrekt szamitasokat végez, és igy egy szamito-
géppel segitett matematikai bizonyitast fogunk adni a feltett kérdésre. Természete-
sen a teljes korrektség eléréséhez a formulakat is a megfelel6 médon kell hasznalni.
Az eredményekbdl 1atni fogjuk, hogy a médszer miikédik, de az allitas teljes értéki
bizonyitasahoz a jelenlegi szamitasi kapacitdsok nem elegendéek.

2. A vizsgalt késleltetett differencialegyenlet
Tekintsiitk az alabbi késleltetett differencidlegyenletet:
2Z'(t) = —az(t - 1) (1 + 2(2)),

ahol a € R* paraméter. A megfelel6 atalakitasokkal csak késleltetést tartalmazo
alakra hozhat6. Ha z(t) > —1 (szamunkra csak ez az eset érdekes), akkor vegyiik
a z(t) = e¥® — 1 helyettesitést. Ekkor 2/(t) = e¥®y/(t)¢s z(t — 1) = ¥t~ — 1.
Igy az alabbi egyenletet kapjuk:

evy'(t) = —a (ey(t'l) - 1) (1 + vt — 1) ,
melybdl egyszer(sités utéan:
y'(t) = —a (ey(‘"l) — 1) . (1)

Az induléfiiggvény legyen ¢(s), ahol s € [-1,0]. Vizsgalatainkat a ¢(s) = —11
indulofiiggvényre korlatozzuk.

Az a < 1,5 esetben ismert, hogy a trajektéria oszcilldlva konvergél a nulldhoz
(lasd az 1(a). abrat). A w/2-ben bifurkaci6 lép fel, és megjelennek a periodikus
palyak. Az a > m/2 esetén azonban mar ezen periodikus palydk valamelyikéhez
tart a megoldas. Ezért a tovabbiakban csak az a € [1,5, n/2] eseteket vizsgal-
juk. Az eddigi numerikus eredmények alapjin az sejthetd, hogy itt is hasonldéan
viselkedik mint az a < 1,5 esetben.

A nullahoz valé konvergencia vizsgalata numerikus médszerekkel nehézkes, igy
egy egyszeriisitett problémat tanulméanyozunk. A feladatunk az, hogy a késlel-
tetett differencidlegyenlet megoldésairél eldéntsiik, hogy létezik-e olyan a € R+
szam, hogy az [a,a + 1] intervallumon a megoldas abszolut értéke kisebb, mint
egy adott konstans. Ez az érték a mi esetiinkben legyen 0,075. A probléma igy
egyszeriibbé valt, mivel a nullidhoz valé konvergenciabél kovetkezik a fenti tulajdon-
sag. Ez a kett6 nem ekvivalens allitas, mivel a forditott irdny nem sziikségszertien
igaz. A trajektoria tarthat egy olyan periodikus megoldashoz, melynek szélséér-
tékei a £0, 075 kbzott vannak, és nem nulldk (1asd az 1(b). abrat az o = 2, 0 esetre).
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(a) Az a = 1,5 eset.
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(b) Az a = 2,0 eset.

1. Abra. Kozelité abrak a trajektoriara.

3. A differencidlegyenlet mélyebb vizsgilata

Toébb modszer is ismert a differencidlegyenletek megoldasainak kozelitésére.
A hagyomanyos differencidlegyenletekre kifejlesztett matematikai bizonyitasokban
is hasznalhat6 [7) m6dszerek egy j6 része a Taylor-soron alapul [4, 13]. Igy mi is ezen
az elven mdkods eljarast alkalmazunk a jelenlegi késleltetett differencidlegyenletre.
Lagrange-féle maradéktaggal ellatott Taylor-polinom:

y(.'l:) — "il ("E — xo)ky(k)(a"O)

Ll + Tn, (2)

k=0

ahol ( r
T—x N
Tn = Toy(")(x ), 3)
valamely z* € [zg, z]-re (2o < 7).

Ha elhagyjuk az r, maradéktagot a képletbdl, akkor egy kozelitést kapunk
y{z)-re. A kapott formulat megvizsgalva lathaté, hogy a magasabbrendi derivaltak
alkalmazasa esetén jobban kozelithet$ a fiiggvény. A kovetkezs allitds segitségével
hatarozhatjuk meg a magasabbrendd derivaltakat.

3.1. ALLITAS. Az (1)-es késleltetett differencidlegyenlet magasabbrendd deri-
valtjai (k > 2) felirhat6k a kovetkezé formulédval:

k—1
y00 =000+ 3 ([0 -0, @

i=1

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



134 BANHELYI BALAZS

Bizonyitds. A bizonyitast k szerinti teljes indukciéval végezziik.
Tekintsiik el6szor a k = 2 esetet:

yD(t) = (—a (ey(t—l) _ 1))' = —aeVt-Dy/(t — 1) =
=y'(t-1) (—a (ey(t_l) - 1)) —ay'(t-1) =

y(t-1y'() — /' (t -

0
= —ay t—1)+<0 y(l)t—ly(l)()
+

ay®V(t - 2-2 y Ot @-1)(5) —
(t—-1) L - - Dy ()

k—1
— a1 Z( ) st — 1)y *=9 (¢).

Tegyiik fel, hogy valamely k > 2-re igaz az allitas. Nézziik a k + 1 esetet.

y+ () = (W) =

(—ay"‘ b t—1)+Z<k 2) ‘“(t—l)y““""(t)) =

— _ay(k 1+1)( _ 1)+

+ Z (z _ 1) (y(i+1)(t - l)y(k—i)(t) + y(i) (t _ 1)y(k—i+1)(t))

Mivel az elsé tag mar azonos, igy vizsgélatainkat folytassuk a masodik taggal.

Z_: (f— \ ) (30 - 1y®=9@) + (¢ - Dy*HI () =

S (27) (- v+
(52 ey -
(572 )) (e = gt ) +
S (520 (e o)«
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+(523) (- o) +

k+1-2
_ (k+1=-1)p _ 1y, (k+1=k)
<k+1—2)(y (t =Dy R ) +

+ (k +é - 2) (y(l)(t _ l)y("“'l)(t)) n
+§ (z o 1) (v - 1y (0)) +
k-1

(0 e me)-

=2

k+1-2
_ (k+1=1) (5 _ 1\, (k+1-k)
<k +1- 2) (y (¢ -1y (t)) +

N (k +é - 2) (y(l)(t _ 1)y(k+1—1)(t)) n

> ("T277) (O - vyt)

Azaz

KH1=1 41 _ .
y* () = —ay** D - 1) + X:( i1 )@m@-U¢HF°M),

i=1

mellyel az allitast bizonyitottuk. a

Vegyiik észre, hogy az (1)-es egyenletben csak az y(t — 1) érték szerepel, igy
a t id6pillanatban az elsé derivalt kiszamithat6 a (t — 1) pontbeli fiiggvényérték
ismeretében. A magasabbrendi derivaltak kiszamit4asihoz elegendGa t és a (t —1)
iddpillanatban az alacsonyabbrendd derivaltak értéke. Tehit a t id6pillanatban az
Osszes derivaltat ki tudjuk szamolni az alacsonyabbrendd derivaltakt6l haladva a
magasabbrendiek felé.

Az alabbi tétel szerint a megoldas 1étezéséhez elégséges feltétel, hogy a fiiggvény
folytonos legyen.

3.1. TETEL. Tekintsiik az y'(t) = f(y(t — 1)) (¢t > 0) késleltetett differencisl-
egyenletet, a ¢(t) {t € {—1,0]) induléfiiggvénnyel. Folytonos jobboldali és folytonos
indulofiiggvénnyel adott explicit késleltetett differencidlegyenletnek létezik megol-

<

désa.
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Bizonyitds. A tétel allitasa hasonlé a Cauchy-Peano-féle egzisztenciatételhez,
de mivel mi most egy tisztan késleltetett differencidlegyenletrél allitjuk ugyanazt,
ezért a bizonyitas is egyszer(ibb.

Elegend6 a [0, 1] idSintervallumon vizsgilni a megoldast. Ha ezen intervallumon
létezik folytonos megoldéasa, akkor a kovetkezd 1 hosszi intervallumra ugyanezt a
bizonyitasi eljaras alkalmazhatjuk.

Vegyiik észre, hogy a t € [0, 1] id6pontban a fliggvény értéke az alabbi formu-
laval szamolhato:

t—1

y(t) = y(0) +/0 y'(z) dz = y(0) +/ —a(e¥® — 1) dx.

-1

Ha tehat y’ integralhatd, akkor az y egy folytonos fiiggvény lesz a [0, 1] intervallu-
mon. Ehhez az kell, hogy y'(t) véges sok pont kivételével ne legyen folytonos. Ez
pedig kovetkezik abbdl, hogy y(t) folytonos a [—1, 0] intervallumon. 0O

A tételben szerepl§ f fiiggvény folytonos, igy mindig létezik egy megoldas, és a
Taylor-polinom kézelitésként alkalmazhat6 rd. Ezek utan azt vizsgaljuk meg, hogy
hol lehetnek szakadasi pontjai az (1)-es differencislegyenletnek.

3.2. ALLiTAS. Az (1)-es differencidlegyenlet szakadasi pontjaira az alabbiak
igazak:

— a differencidlegyenletnek és magasabbrendd deriviltjainak csak az egész-
értékid pontokban lehet szakadasi pontja,

— azi. derivaltnak az (i — 1)-nél nagyobb egész pontokban mair nem lehet
szakaddsi pontja (i > 0).

Bizonyitds. Az &llitas bizonyitashoz a 3.1. Allitasban szerepls képletet, vala-
mint az (1)-es formulat kell megvizsgalni. Vegyiik észre, hogy a vizsgalt indulofiigg-
vény is, és a derivaltjai is a [—1,0) intervallumon folytonosak. Legyen a vizsgalt
pont t > 0. A folytonos fiiggvények megadott kombinaci6ja folytonos fiiggvény.
A derivaltakra vonatkozé képletekben csak a t és (t — 1) pontok szerepelnek. Vala-
mely alacsonyabbrendd derivaltnak ezen pontok valamelyikében szakadasi pontja-
nak kell lennie ahhoz, hogy szakadéasi pontja legyen a tekintett derivalt fiiggvénynek.
Igy ha van szakadasi pont, akkor annak periédusa 1. A tekintett indulofiiggvény
els6 derivaltjanak csak a 0-ban van szakadasi pontja, igy az els6 allitas igaz.

A masodik allitas igazolasidhoz is elegends a képletek alapjan a folytonossagot
vizsgalni. Az i = 0 esetben a fiiggvényrdl allitjuk, hogy folytonos, melyet mar lat-
tunk az el6z6 tételben. A magasabbrendii derivaltak esetében a képleteket megvizs-
galva lathatd, hogy az 1. derivaltnak, akkor lesz szakadasi pontja, ha a 0...(i — 1)
derivaltak koziil legalabb az egyiknek van szakadasi pontja a t vagy a (t — 1) pon-
tok valamelyikében. Az induléfiiggvény folytonos, igy az els6 derivalt is folytonos
lesz 0 utan, a masodik derivilt pedig folytonos lesz 1 utén és igy tovabb. Tehat a
masodik allitas is igaz. m]
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Mivel az els6 derivalt folytonos a t > 0 iddpillanatokban, igy korlatos is. Ve-
gylik észre, hogy az elsé derivalt a ¢t = 0 id6pillanatban is korlatos. E két tulajdon-
sagbol kdvetkezik, hogy az els§ derivalt korlatos minden [—1,¢'] idGintervallumon,
ahol ¢/ > —1. Ebbdl a tulajdonsagbél kovetkezik a differencidlegyenlet megoldasa-
nak egyértelmisége is, de jelen cikkben ezt nem hasznaljuk ki.

4. Megbizhat6é numerikus médszerek

A szamitégépeken torténé szamdabrazolasok elterjedt, hatékony formaja a
lebegGpontos szamabrazolds. Ezzel csak bizonyos pontossaggal tudunk szamolni.
Elsfordulhat, hogy a szamitasok soran az eredményt nem tudjuk pontosan abra-
zolni szamitogeép segitségével. Egyik lehetdség, hogy az eredmény egy intervallumos
befoglalasit adjuk meg. Ekkor valos szamok helyett intervallumokat hasznalunk,
melyekre definialni kell a miveleteket. Példaként definiljuk a négy alapmiiveletet.

4.1. Definicid. (intervallumaritmetika)

AoB={acb|a€ Aésbe B},
A,B €I (I az (i, j) parok halmaza, ahol i,7 € R, és i < j).

Ezt a kovetkez6 konstruktiv médon lehet megvalésitani:

[@,b] + [¢,d] = [a + ¢,b+d],
[a,b] — [e,d] = [a —d,b— ],

[a,b] - [c,d] = [min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)]
[a,b]/[c,d] = [a,b] - [1/d,1/c], ha O ¢ [c,d].

Az intervallumok szamitégépes abrazolasa soran Gjabb probléma all el6, ha az
eredményintervallum hatarai nem &brazolhatok szamitégépen. Ezért kifele kerekit-
jiik a hatarpontokat, azaz vessziik a legkGzelebbi szamitogépen dbrazolhat6 szamot.
Ekkor az eredmény egy megbizhat6 befoglalasat kapjuk, azaz az eredmény inter-
vallum tartalmazza a pontos eredményt.

Ilyen megbizhaté miveletek sorozataval megadhaté a fiiggvényérték egy ga-
rantalt befoglalasa. Igy az az elvarasunk, hogy egy tobbvaltozos, intervallumos
fiiggvény eredményintervalluma minden tébbdimenziés intervallum esetén tartal-
mazza a valos fliggvénynek az adott helyen szdmitott értékkészletét.

4.2. Definicié. F (I™ — I) befoglal6 fiiggvénye f(R™ — R)-nek az X tdbbdi-
menziés intervallumon, ha minden Y C X-re

f(Yy={z:2€R|z=f(y) ésy € Y} C F(Y)

teljesiil.
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Megjegyzendd, hogy a megbizhaté miiveletek sorozataval kiértékelt Gsszetett
fiiggvények eredményintervalluma sokszor bévebb lesz, mint a valodi értékkeészlet,
agynevezett tilbecslést eredményez6 intervallum lesz. A masik probléma, hogy
nem minden fliggvény értékelhets ki véges szamu aritmetikai mivelet elvégzésével.
Gondoljunk csak a /z-re, a sin z-re, és a jelenlegi problémankban hasznalt e®-re.
Ezen fliggvények kiértékelésére az egyik lehetdség a jelen cikkben is alkalmazott
modszer lehet. Igy példaul az e®-re az alabbi médszert alkalmazzak:

k+1

o0 k s T

O IEE SR
ha 0 £ z £ 1. Részletesebben olvashatunk az intervallumaritmetikarol az {1, 12]
dolgozatokban.

Az intervallumos miveleteket tdmogaté intervallumos kényvtarak léteznek C
és C++ kdrnyezetben [8, 10], melyeket tobb esetben is hasznaltunk matematikai
bizonyitasokban [2, 3, 6]. A jelen problémat mind a C-XSC, mind a Profil/Bias
kényvtar hasznalatdval megvalésitottuk. Mindkét konyvtar az ,Interval” tipus vég-
pontjait C-beli double tipussal abrazolja. A végpontok pontossiga befolyasolja az
intervallumaritmetika pontossigat. Esetiinkben ez az alap tipus nem volt elegen-
déen pontos. Mindkét kényvtarban megtaldlhat6 azonban egy nagyobb precizitést
szolgal6 intervallum tipus. A C-XSC a végpontokat tGbb double tipussal irja le

[8], és ezek szama beallithat6. Mig a Profil/Bias esetén a kivant pontossigot lehet
megadni [9].

n

~|H

5. Az intervallumos befoglalas hasznalata

Az intervallumaritmetika segitségével megbizhat6 szamitasok végezhet6k, igy
alkalmas bizonyos problémak matematikai ereji bizonyitasara. Jelen esetben a
bizonyitashoz a Lagrange-féle maradéktaggal elldtott Taylor-polinom intervallumos
megvalositasa jol hasznilhat6. A matematikai bizonyitashoz a formulakat megbiz-
hato alakban, intervallumos befoglalé fiiggvényekkel kell hasznalni. A médsze-
riink alapja, hogy az r,-re megprobalunk egy befoglalé intervallumot adni. Ennek
segitségével mar be tudjuk foglalni a y(z) megoldast.

5.1. ALLITAS. Az z id6pontban (x > x¢) a fiiggvényérték befoglalasara, azaz
y(z) € Y(z), a Lagrange-féle maradéktaggal elldtott Taylor-polinom az alabbi for-
méban alkalmazhaté:

n—1

T —x0)*
V() = 3 Ve S s R
ahol n
n = y () ([11?0,1:]) (:I: _nTO) )
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Bizonyitds. Egy konkrét pontban a fliggvényérték befoglaldsshoz az r, ér-
téket kell befoglalni, mivel a (2)-es képlet els6 tagja egyszerien meghatarozhato.
Természetesen e tag kiértékelését is megbizhatdan kell elvégezni, hogy garantéalt
befoglalast kapjunk ra. A (3)-as formula szerint létezik olyan z* € [x¢, ], melyre
rn pontos. Ha az r, befoglalasat a (3)-as formulaval hatirozzuk meg az [zg, z]
intervallumon, akkor az Y{(z) befoglalas korrekt lesz, azaz y(z) € Y (z). d

Az 5.1. Allitas alkalmazasahoz sziikség van az Y (™ ([xo, z]) értékre. Ez egy ma-
gasabbrendd derivalt, melyre lattuk, hogy meghatarozasahoz sziikség van
y(t — 1)-re, azaz sziikségiink van az Y ([zo — 1,z — 1]) befoglalasé intervallumara.
Az el6z6 modszer megfelel6 médositasokkal mikddik az [z, z] intervallumon is.

5.2. ALLITAS. Az [z9,7] id6intervallumon a fiiggvényérték befoglaldsara, azaz
y([xo,z]) C Y ([z0o,z|), a Lagrange-féle maradéktaggal ellstott Taylor-polinom az
alabbi formaban alkalmazhaté:

Y([.’IIO,.’L’] Z Y(k)(.'L' [O I — IO] + R»n,

ahol
R = ¥ (a0, z)) L2 21

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszéleges z’ € [zo,z] pontot. Ekkor azt kell be-
latni, hogy az Y ([zo,z]) befoglalas tartalmazza az y(z') értéket. Az el6bbiekben
lattuk, hogy az Y (z') intervallumnak eleme az y(z’) érték. Vegyiik észre, hogy az
[xo, 2'] intervallum részintervalluma az [zo, z]-nek, illetve (2’ —zo) része a [0, z — o]
intervallumnak. Ezen befoglalasokat felhasznalva lathato, hogy az Y{([zo, z]) be-
foglal6 intervalluma tartalmazza az Y (x') értéket, mellyel az allitast igazoltuk. O

5.1. TETEL. A fenti formulikkal megbizhaté befoglalds adhaté az (1)-es diffe-
rencidlegyenlet megoldasara.

Bizonyitds. Egy teljes indukciéhoz hasonld gondolatmenettel belathaté a tétel.
A [-1,0] intervallum minden pontjaban ismert a 0,...,n-edik derivaltak egy-egy
befoglalasa. Tegyiik fel, hogy minden —1 < t < z-re tudjuk a fiiggvény és a derival-
tak befoglalasat. Tekintsiink egy tetszdleges zg € [z,z + 1] pontot. Ekkor az els§
derivaltak befoglalasa kiszamithaté az z¢ pontban és az [z, o] intervallumon az
(1)-es képlettel. Mivel a magasabbrendi deriviltak meghatarozasahoz elegendd az
els6 derivalt ismerete az [z, zo| intervallumon, valamint a magasabbrendd derivéaltak
az [z—1,zo—1]-en, igy a 3.1. Allitasban szerepls formulaval szamithat6 a magasabb-
rendi derivaltak befoglalasa. A derivaltak ismeretében az 5.1. és az 5.2. Allitasok
alkalmazasaval szamithaté a fiiggvény egy befoglalasa az = pontban és az [z, zo]
intervallumon. Igy zo-ig ismert a 0, ...,n-edik derivaltak egy befoglalasa. 0
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A magasabbrendii derivaltak képlettel szamithatoak, és minden ¢ > —1 pont-
ban létezik megoldas. Igy a bizonyitason alapulé eljarassal egy adott induléfiigg-
vénybdl barmely t > 0 pontban szdmolhat6 a megoldas egy befoglalasa.

Visszatérve a kezdeti problémahoz, azt kell megvizsgilnunk, hogy van-e
olyan 1 hosszii szakasza a megoldis befoglalasanak, amely teljes egészében a
[-0,075, 0,075] intervallumba esik. Ez a kérdés megbizhatéan elddnthet6 a be-
foglalo intervallumok végpontjainak vizsgalataval. Most nézziik meg, hogy milyen
esetben nincs értelme folytatni a trajektoria kovetését. Ehhez el6bb a kovetkezd
allitast fogjuk igazolni.

5.3. ALLITAS. A trajektéria befoglalisdnak szélessége az xo pontban (o > x)
nem kisebb, mint az x-ben.

Bizonyitds. Mivel g > z, igy az zp pont eléréséhez minimum egy lépés
szitkséges az x pontbol. Igy elegends, ha belatjuk, hogy egyetlen lépésben sem
csOkken a befoglalis szélessége. Vegyiik észre, hogy ha egy intervallumhoz in-
tervallumaritmetika segitségével hozzdadunk egy masikat, akkor az eredeti inter-
vallumnal nem kapunk kisebb szélességiit. Ugyanakkora szélességiit abban az
esetben kapunk, ha a hozziadott intervallum szélessége 0. Most vizsgaljuk meg
az 5.1. Allitasban szereplé képletet. Az Osszegzést kibontva pontosan n darab
Gsszeadas szerepel a képletben. A k = 0 esetben az Y (z)-et kapjuk, melyhez mar
csak tovabbi intervallumokat adunk hozza. Ezzel igazoltuk, hogy nem csdkken a
befoglalis szélessége. a

Mivel a megoldasnak abszolat értékben kisebbnek kell lennie 0,075-nél, igy a
megfelels sav szélessége 2 - 0,075. Az allitasbol kovetkezik, hogy ha az = pontban
a fiiggvényérték befoglalé intervallumanak szélessége legalabb 2 - 0,075, akkor az
zo > = pontokban nem lesz kisebb. Igy az z-nél nagyobb pontokban a feladatnak
megfelel§ szakaszt mar nem talalhatunk. Azaz a trajketéria tovabbi kovetése nem
vezethet sikerre.

6. Az ellendrzd eljaras

A fiiggvény és derivalt értékek befoglalasat az z; id6pillanatban is és a
t; = [zi-1, ;] id6intervallumon is taroljuk. A trajektoria kdvetését az z; —x;—1 = ¢
fix lépéskozzel valésitjuk meg minden i-re, ahol ¢ egy konstans. A szamitégép pon-
tossagara tekintettel, ezt a ¢ konstanst a szamitégépen abrazolhaté szdmok koziil
valasztjuk ki. A befoglalasok szamitdsahoz az z;-ben, valamint a t;-ben az (z; — 1)
és a (t; — 1) id6beli értékekre van sziikség. Ezért érdemes a ¢ konstanst gy meg-
valasztani, hogy ha az z;-ben van végpont, akkor az (z; + 1)-ben is legyen. Igy
a befoglalasokat nem kell Gjra szamolni tobb befoglalasbél. A ¢ konstans minden
esetben 27 alaku, ahol n € N*. A kezdeti 1 hosszi szakaszon a fiiggvény értékére
¢és derivaltjaira konnyen adhaté befoglalds minden z; és t; idGkben.
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Két listaban taroljuk az z; és a t; id6kben a fiiggvény és a derivalt értékek
befoglalasat. A két listat a késGbbiekben X-szel és 7-vel jeloljiik. Ezen fiiggvény-
leirasbol mindkét listaban pontosan n darab lesz. A 7 lista Gsszes eleme pontosan
1 hosszu szakaszt tartalmaz, mely minden egyes pontjdban befoglalja a fiiggvényt.
Ez elegend§ a feltett kérdés megvalaszolasadhoz.

Az eljaras a listakat béviteni fogja a kbvetkezs z; és ¢; idGkben a fiiggvény és
a derivalt értékek befoglalasaval. Az 5.1. Tételbdl kovetkezik, hogy a befoglalasok
kiszamitasihoz elegendd a 7 lista elsd eleme, és az X lista els6 és utolsé eleme.
Az 4j befoglalasokat betessziik a listak végére, és az elsd elemet toroljiik a listakbol.
A 7 lista megint egy teljes, 1 hosszi id6intervallumon irja le a fliggvényt.

Ezekkel a megkotésekkel elértiik, hogy minden lépés elStt az alabbi &llitasok
igazak:

(1) A T lista els6 eleme tartalmazza az N. lépésben

az y ((N — 27)/2", (N - 2™ + 1)/2")) (i = 0, ..., K) derivaltak befoglalasait.
(2) Az X lista els6 eleme tartalmazza az N. lépésben

az y((N — 2™ +1)/2") (i = 0, ..., K) derivaltak befoglalasait.

(3) Az X lista utolsé eleme tartalmazza az N. 1épésben
az y(N/2™) (i =0, ..., K) derivaltak befoglalasait.

A T és az X lista kovetkezs elemeinek a meghatarozidsahoz éppen ezekre az
értékekre van sziikségiink. Ellendrzéskor elegendé az 4j

Y([(N —2%)/2",(N = 2" +1)/2%))

befoglalast megvizsgalni, és ha arra igaz az allitas, akkor egy szamlalét novelni,
egyébként nullazni. Ha a szamlalé elérte az 1 hosszi szakaszhoz sziikséges értéket,
akkor megtalaltuk a szakaszt, amely igazolja a feltételezést. Az 5.3. Allitasbol
ismert, hogy a befoglalas szélessége a lépések soran nem csékken. Tudjuk, hogy
ha az Y(N/2") befoglalas szélessége nagyobb, mint 2 - 0,075, akkor mar nem fog
beleférni a kivant savba. Ekkor az algoritmus sikertelen kereséssel all meg.

6.1. Algoritmus. A trajektoéria kovetése.

Input: - K: a hasznalt legmagasabbrendd derivalt rendje,
- 1/2™: a lépés nagysaga,
- k =0,075: a feladat kitiizésében szereplé konstans,
- ¢(s) = —11: az induléfiiggvény.
Az [a,a + 1] intervallum, melyen a fiiggvényérték abszolit értéke
kisebb mint k, vagy
- nem talalt megfelel§ intervallumot.

Output:

0. lépés: Toltsiik fel a listakat a [—1,0] szakaszon levd befogalasokkal, és legyen
N=0.
1. lépés: Vegyiik ki a listak els6 elemét, és az X lista utolsd elemét.
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2. lépés: Szamitsuk ki a (4)-es képlet hasznslataval az [N/2™, (N + 1)/n] inter-
vallumon az Y® (i = 1... K) derivaltakat.

3. lépés: Hatarozzuk meg a (4)-es képlet felhasznalasaval az (N + 1) pontban az
Y® (i =1...K) derivaltakat.

4. lépés: Szamitsuk ki az 5.1. Allitas segitségével az [N/n, (N + 1)/n] interval-
lumon az Y értékeket.

5. lépés: Hatarozzuk meg az 5.2. Allitas segitségével az (N + 1)/n pontban az
Y értéket.

6. lépés: Frissitsiik a két listat.

7. lépés: Legyen N 1j értéke N + 1.

8. lépés: Ellendrizziik az Gj Y ([(N — 1)/2”, N/n}) befoglalast. Ha megfelel az
|z] < k feltételnek és elértiik az 1 hossza szakaszt, akkor az [N/n — 1, N/n]
intervallum a megoldas, és STOP.

9. lépés: Ha az Y ((N + 1)/n) pontban a befoglalds nagyobb mint 2 - &k, akkor
nem talalt megfelel§ intervallumot és STOP.

10. lépés: Folytassuk az 1. lépéssel.

Az algoritmus az 5.1. Tétel bizonyitasa alapjan késziilt, és minden szami-
tasa garantalt. Az eljaras sikeres fut4sa esetén matematikai bizonyossaggal allit-
hatjuk, hogy létezik egy 1 hosszt szakasz a feladat megoldasaként. Egyébként nem
allithatjuk azt, hogy nem létezik ilyen szakasz, azaz a jelenleg hasznalt szamitéasi
paraméterekkel a befoglaldsok névekedése miatt nem volt sikeres a kisérlet. Ebben
az esetben nem zarhato ki a feladatra egy ilyen szakasz létezése. Elméletileg el6for-
dulhat, hogy az intervallum szélessége soha nem lesz a korlatnal nagyobb, és nem
talal 1 hossza szakaszt sem. Ekkor az eljaras egy végtelen ciklusba keriilne, de ez

‘a szamitogép véges pontossigat tekintve nem fordulhat el6.

7. Eredmények

Els6 lépésben az a = 1,5 esetet vizsgaltuk, melyre ismert, hogy a megoldas
nulldhoz tart. Ekkor talalnunk kell egy megfelel§ 1 hosszi szakaszt. A 25. deri-
valtig szamoltuk a befoglalasokat, és a lépésnagysagot 273 = 1/8-nak valasztottuk.
A dupla pontossagi adattipussal abrazolt végpontu intervallum tipus nem volt
elegendd. Ehhez, az altalunk vizsgalt legegyszeribb feladathoz is mar sziikség volt
a nagyobb pontossagot hasznalé intervallumaritmetikira. Az elsé megfelels szakasz
az [56,57] volt, amelyre |Y'([56,57])] < 0,075. Ennek megtalalasahoz 25 masodperc
CPU idére volt sziikség egy egyszeri asztali szamitégépen (Pentium 1V, 2,2 GHz-es
processzor).

Az 2. 4bran a trajektoria befoglalasat lathatjuk az idé fliggvényében. Mivel
a lépés nagysaga 273, igy egy 1 hosszt szakasz felett pontosan 8 darab befogla-
las talalhat6. A szomszédos befoglal6 téglalapok fiiggbleges oldalai pontosan egy
egyenesre illeszkednek, és ezek az oldalak nem csatlakoznak a végpontjaikban, ha-
nem atfedik egymast. Ez az atfedés tartalmazza az adott id6ben a fiiggvényérték
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(a) A teljes trajektoria egy részlete.

(c) A teljes trajektoria az y és y’ térben.

2. abra. A trajektoria kozelitése az a = 1,5 esetben és annak garantalt befoglalasa.
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befoglalasat. A 2(c). abran ugyanaz a trajektoria lathato. A téglalapok ebben az
esetben az y fliggvényérték és az y’ els§ derivalt befoglalasat abrazoljak.

Az 1. tablazatban lathatd, hogy azonos deriviltak hasznalata mellett, ha a
lépéshossz felére cs6kken, akkor a sziikséges id6 kb. kétszeresére n. Ennek a ma-
gyaradzata egyszerl, mert pontosan kétszerannyi lépést kell végrehajtani, mint a
kétszeres 1épéshossz esetén. A masik észrevehetd tulajdonsig, hogy az alkalma-
zott derivaltak maximalis szdmanak cs6kkentésével csokken a sziikséges CPU idé
is. Ennek magyarizata a magasabbrendd derivaltak szamit4sdhoz hasznalt egyre
Osszetettebb képlet. De lathat6 az is, hogy mindketts tulzott csdkkentésével a
bizonyitas nem sikeriil.

A derivaltak Lépéshossz
szama 271 272 278 274 2-5 276 -7 278 2-9
5 X X X X X X X X X
10 X X X X X X 105 213 431
15 X X X X 45 93 187 373 771
20 X X X 35 73 150 291 585 1157
25 X X 25 583 107 212 424 851 1695
30 X X 36 72 146 292 584 1169 2314
35 X 23 48 96 191 383 765 1530 3055
40 X 30 61 123 245 491 980 1956 3903
45 X 38 77 153 306 611 1220 2437 4862

1. tablazat. Sziikséges CPU id6 (masodpercben) az o = 1,5 eset vizsgalatakor.
A tablazat sorai az 6sszes hasznalt derivalt maximalis rendjét, mig az oszlopok a
lépés nagysagat jelentik. Az X-szel jelolt esetekben a bizonyitas nem sikeriilt.

Megvizsgaltuk, hogy milyen pontossig érhet6 el a szamitasok soran hasznalt
intervallumok végpontjainak pontossigaval, melyek a 2. tablazatban lathatok.
Az a = 1,5 esetben kiilonb6z4 paraméterekkel kovettiik a trajektoriat a [0,50]
id6intervallumon. Megnéztiik, hogy ez mennyi CPU id6t igényelt, és mennyire
pontos a fliggvényérték befoglalasa a t = 50 idépillanatban. Lathato, hogy a ki-
vant szamitasi pontossig novelésével nétt a sziikséges CPU id6. Azonban az el-
érhet6 pontossagot nem tudjuk kihasznalni, ha nem hasznalunk magasabbrendii
derivaltakat. A szamitasi pontossagot nem valtoztatva, csak magasabbrendi deri-
valt hasznalataval, nem tudunk nagyobb pontossigot elérni. Igy minden szamitasi
pontossaghoz tartozik egy optimalis derivailtrend, és minden hasznalni kivant de-
rivalthoz létezik egy optimaélis szdmitasi pontossag. Azaz a szamitasi pontossagot
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novelve magasabbrendd derivaltakat is hasznilhatunk, de ekkor a CPU idé6 is né.
Mig az 1. tablazatban lathattuk, hogy minden lépéshosszhoz hasznalni kell egy mi-
nimalis nagysaga rendet. Mas szdval, a magasabbrendii derivaltak hasznalataval
csokkenthetjiik a lépéshossz nagysagat, mellyel a CPU id6 is cs6kken. Osszegezve
lathatjuk, hogy a sziikséges CPU id§ a lépés nagysagtol és a szamitasi pontossagtol
fiigg, melyek forditott ardnyban éallnak egymaéssal.

A derivaltak Az intervallumok k dupla pontos szamitassal
szama k=1 k=2 k=4 k=28
6 sec 9 sec 12 sec 21 sec
15
2,78 10° 2,01 107! 2,01 101 2,01 10~1
11 sec 15 sec 19 sec 32 sec
20
2,58 10° 7,70 1078 7,70 10°5 7,70 10~8
17 sec 23 sec 28 sec 46 sec
25
2,58 10° 2,86 1079 2,86 1079 2,86 1079
24 sec 32 sec 40 sec 63 sec
30
2,58 10° 7,24 10~ 14 7,24 10714 7,24 10714
32 sec 43 sec 54 sec 84 sec
35
2,58 10° 2,60 10~15 2,06 10719 2,06 1019
40 42 sec 55 sec 70 sec 108 sec
2,58 10° 2,60 10~15 7,89 10-28 7,89 10-23
145 sec 182 sec 249 sec 390 sec
75
2,58 10° 2,60 10715 1,79 10747 3,01 1075
164 sec 206 sec 282 sec 446 sec
80 0 15 47 58
2,58 10 2,60 10~ 1,79 10~ 2,11 10°

2. tablazat. Sziikséges CPU id6 {masodpercben) és a t = 50 idépillanatban a
fiiggvényérték befoglalasanak szélessége az o = 1,5 eset vizsgalatakor. A tablazat
soral az Gsszes haszndlt derivalt maximalis rendjét, mig az oszlopok a szdmitasok
soran hasznalt intervallumok végpontjainak pontossagat jelentik (C-XSC-ben).

Az eddigi eredményekbdl lathatjuk, hogy a hasznalt 1épésnagysag, a szamitasi
pontossag és a maximalis derivaltrend erdsen befolyasolja a bizonyitas sikeressé-
gét és annak idejét. Ezen paraméterek optimaélis beallitdsa egy Gjabb probléma.
Nézziik meg, hogyan alakul a trajektoria befoglalasanak szélessége. A 3. tablazat
az adott id6pillanatra a befoglal6 intervallum szélességét tartalmazza. Lathatjuk,
hogy egy egységnyi id6 alatt a befoglalas szélessége koriilbeliil a kétszeresére né.
Ez az ardny méas o értékekre is csak kicsit romlik. Kozelité szamitasokbél tud-
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juk, hogy a feltett kérdésre melyik lehet a megfelels 1 hosszti szakasz. Ebbdl a
két tulajdonsagbdl mar meghatarozhat6, hogy hol milyen széles lehet a befoglalé
intervallum egy sikeres bizonyitas esetén.

t szélesség t szélesség t szélesség t  szélesség
1 9,121073 | 11 1,9710-2 [ 21 8,6610°2° | 31 1,88 10~15
2 2,26107%° [ 12 9,3310°2 | 22 2,0610719 | 32 4,60 10715
3 2,71107% | 13 2,3010722 | 23 4,59107!9 | 33 1,02 10~ ¢
4 3,37107%0 | 14 6,29107%% | 24 8,4310°19 | 34 12,3210
5 3,89107%° |15 1,35107%' | 25 1,6410718 | 35 5,31 10~
6 4,24107%° | 16 2,301072! | 26 6,93107'% | 36 1,05 1013
7 4,90107%° | 17 4,581072! | 27 1,16 10717 | 37 2,05 10713
8 7,33107%° | 18 1,13107%° | 28 3,4610717 | 38 4,49 1013
9 2,85107%8 |19 2,4910720 | 29 2,2210716 | 39 9,95 1013
10 2,24107%° | 20 4,4210°%° | 30 6,3810°16 | 40 1,98 10712

3. tablazat. A befoglalas szélességének alakulasa a ¢t idépillanatban az o = 1,5
esetben. '

Az eddigi ismereteink alapjan dsszeallitottunk egy optimalizalo eljarast [5] a
paraméterek helyes beallitasara. Az eljaras egy korlatos, hirom paraméteres egész-
értékd optimalizaldsi problémét old meg. A hirom paraméter a lépésnagysag, a
miveletek pontossiga és a maximalis derivaltrend. Ezen paraméterek mellett ko-
vetjlik a trajektoriat egy adott konstans ideig. Az ehhez sziikséges CPU idét fogjuk
minimalizalni. A korlatozé feltétel pedig legyen az, hogy ebben az id6pillanatban
a befoglalds maximalis szélessége ne legyen nagyobb, mint egy adott konstans.

Ez az eljaras az a = 1, 5-re a 20 idSpillanatban a 10~20-0s korlatozoé feltétellel
a végs6 befoglalas szélességére a 10,6 masodperces optimumot adta. Az optimalis
megoldas:

— Derivaltak szama: 28,
- Lépésnagysag: 273,
- Szamitas: 2 dupla pontos szammal.

Ez az eredmény kozel azonos a kordbban tapasztaltakkal. A magasabbrendd
derivaltakra vonatkozé kévetelményt a korlat tul kicsire allitdsaval lehet magya-
razni. A 1072%-0s korlatnal nagyobb is elegend§ a bizonyitéshoz. Az optimum
értékbdl a szilikséges teljes iddre a 10,6 - gﬁ- = 28 mésodperces becslést kaphatjuk,
mely Ggyszintén igazodik az eddigi eredményeinkhez.
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A kovetkez6 lépésként egy a intervallumon prébaltuk bizonyitani a feladat
allitasat. Mivel a kezdeti intervallumok szélessége erGsen befolyasolja a késébbi be-
foglalasok pontossagat, igy széles intervallumokkal nem dolgozhatunk o esetében.
Az a = [1,5,1,5 + 107%2] a legszélesebb olyan intervallum, melyre sikeriilt bizo-
nyitani a feladat allitasat. A futasi paraméterek és a sziikséges CPU id§ hasonlé
volt, mint az el6z6 esetben.

A harmadik kisérletben egy nagyobb a-t valasztottunk,

1 1 1
a—1,546875—1+§+§+(—ﬂ,
amely pontosan abrazolhaté szamitogépen. Ehhez magasabbrendii derivaltakat is
kellett hasznalni.

Lépéshosszként 274 = 1/16-ot hasznaltunk. Ekkor a {115,938, 116, 938] inter-
vallum volt az els6 olyan 1 hosszt szakasz, mely teljesitette a feltételt. A feladat
bonyolultsigat jelzi, hogy ehhez mar t6bb 6ranyi CPU idére volt sziikség.

A tovabbiakban tobb o értékkel is futtattuk a programot. Minél nagyobb volt
az « értéke, azaz minél jobban kozelitettiink a = /2-hoz, annal nagyobb pontossigra
volt sziikségiink. Ennek kovetkeztében a sziikséges derivaltak szama, valamint a
szamitashoz hasznalt CPU id§ is jelentSsen megnétt. Az ellendrizhetd o interval-
lumok szélessége pedig erdsen csdkkent.

A programot t&bb bedllitassal is futtattuk, egy a mw/2-nél kicsit kisebb, szami-
tégépen pontosan abrazolhato, o értékkel is. Ezen tesztek eredményébdl azt a ko-
vetkeztetést vontuk le, hogy a szamitasokhoz sziikséges pontossag legalabb 107500,
és a sziikséges CPU id6 tébb mint 100 nap. Elméletileg a m/2-re is lehetne igazolni
az allitast. A n/2 kbrnyezetében megjelend periodikus palyak szélsGértékei kicsik.
Az ezekhez tarté megoldasok esetében is létezhet egy megfelel6 1 hosszii szakasz.
Ebben az esetben a /2 értéket befoglalé intervallummal szamolva igazolhaté a
kérdés.

Osszefoglalva, a feladat bizonyitdsa a teljes @ = [1,5,7/2] intervallumra az
oriasi CPU id6 miatt ezzel a moédszerrel egyeldre nem lehetséges, bar a program az
intervallum barmely pontjara, illetve annak sziik intervallumara képes matematikai
bizonyitast adni.

8. Osszefoglalas

Egy késleltetett differencidlegyenlet viselkedésének vizsgalatara adtunk meg-
bizhaté modszert. Ezen eljaras alapja a szokasos differencialegyenleteknél hasznalt
Taylor-sor egy megbizhaté formaja.

A bizonyitas sikere minden esetben azon miilt, hogy mennyire pontosan sza-
moltunk. Ennek két GsszetevGje volt, az alkalmazott Taylor-polinom fokszama,
illetve a szamitas pontossiga. Mind a kett6 er8sen befolyasolta a szamitasi igényt
is. Sikertelen volt a teljes allitds bizonyitasa egy futason beliil.
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A tapasztalatok alapjan, ha a tart a 7/2-h6z, akkor a probléma egyre nehezebb,
de a trajektoridk viselkedése hasonl6é marad. Ha nincs az [1,5, 7/2] intervallumon
beliil szokatlanul viselked§ rész, akkor az intervallum barmely pontjara, illetve an-
nak egy elegendden szik intervallumara képesek vagyunk matematikai bizonyitast
adni.

A jelen médszer alkalmazhatd lehet egyéb késleltetett differencidlegyenletek
vizsgalatakor is.
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DISCUSSION OF A DELAYED DIFFERENTIAL EQUATION
WITH VERIFIED COMPUTING TECHNIQUE

BALA2S BANHELY!

Consider the following delayed differential equation:

y = —a (ey(‘_l) - 1) \

where a € R is a parameter. Let the initial function be

#(s) = -11,

where s € [-1,0].

When a < 1,5, it is known, that the trajectory converges to zero, and when a > m/2, the

trajectory converges to different periodic solutions too. The analysis of the convergence to zero
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is very hard with numerical methods, so we consider an easier problem. We are interested in
checking whether for all a € [%, %] , there exists a unit length time segment where the absolute
value of the solution is less than 0, 075.

Most verified techniques for solving ordinary differential equations apply a Taylor series. Our
technique is based on the same idea too.

In this case the verification means mathematical verification, hence rounding and other errors
were considered. Instead of real numbers, we can also calculate with intervals. In case the bounds
of the result interval are not representable, then they are rounded outward. In this problem we
used the Multiple Precision Interval Arithmetic libraries (C-XSC, PROFIL/BIAS).

We use two fix length lists to store the solution bounds. The first list contains the solution
and the derivatives on time intervals, which cover the unit length time segment. The other list
stores the solution and the derivatives in concrete time points. We calculate the new elements of
the lists with earlier discussed formula. The oldest elements are deleted from the lists, and the
new ones are inserted. This technique has three parameters: step length, maximum derivate rank,
and a precision of the interval arithmetic. We combine our method and optimization technique
to determine the optimal values for these parameters.

We proved the above statement for some tiny intervals around certain computer representable

numbers, but we were not able to prove it for all points of the o parameter interval.
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