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Uj monoton jellegi szimplex algoritmusok elemzése
megengedettségi feladatok esetén

Bilen Filiz, Csizmadia Zsolt és Illés Tibor

Anstreicher és Terlaky (1994) monoton szimplex algoritmusanak megfogalmaz-
zuk egy olyan 0j varidnsat megengedettségi feladatokra, amelynek a lépésszamat
egy a szokasostol gyengébb nem degeneraltsagi feltevés mellett mA adja meg, ahol
A a feladat adataibél kiszamithaté konstans, m a feltételek szaima. A A konstans,
a feladat leirasdhoz sziikséges szamitogépes tarigénynek — az adatok bithosszanak —
egy polinomjaval nem mindig korlatozhaté.

Erésen degeneralt feladatok esetén a végességet olyan index valasztasi szabalyok
segitségével biztositjuk, melyek nagyfoku flexibilitast tesznek lehet6vé a pivot po-
zicid meghatarozasakor, elésegitve a numerikusan nehéz pivot pozicidk elkeriilését.
Az algoritmusunk végességének a bizonyitasahoz olyan altalanos keretet hasznalunk
—~ s-monoton pivotalasi szabalyok tulajdonsagait -, amely magaban foglalja a szo-
kasos minimal indexes szabaly mellett, a "Last In First Out" (LIFO) és a "most-
often-selected-variable" (MOSV) szabalyt is.

Az s-monoton pivotalasi szabalyok fogalma j6l illeszkedik a linearis programozasi
pivot algoritmusok témakoréhez is. A megengedettségi feladatok egy pivot algorit-
musara (MBU-szimplex médszer 1ij varidnsara) bemutatott, az s-monoton pivot
szabaly fogalmat hasznalé végesség bizonyitds természetes modon vihet§ at tébb
linearis programozasi pivot algoritmus végességének az igazolaséra is.

Az algoritmus lépésszadméanak elemzése az eredeti monoton szimplex algoritmus
és a primal szimplex algoritmus elsé, illetve masodik fazisara, tovibba az ugynevezett
exterior-point simplex algoritmusra is atvihet6 nem degeneraltsagi feltevés mellett.

Kulcsszavak: megengedettségi feladat, monoton szimplex algoritmusok, degene-
raltsag, linedris programozas, index valasztasi szabalyok.
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1. Bevezetés

A linearis egyenlGtlenségrendszerek vizsgalata és megoldasa, amely a XX. sz4-
zad kézepén fejlédésnek indult linedris optimalizdlds egyik fontos probléméja, ma
is tobb szempontbdl érdekes kutatasi tertilet.

Tekintsiik az alabbi linearis egyenlGtlenségrendszert, az

Ax=b, x>0 (1)

megengedettségi feladatot, ahol A € R™*™ b € R™. Az altalanossig korlatozasa
nélkiil feltehetjiik, hogy rang(A) = m, ugyanis a linearis feltételrendszer megold-
hatosagat ellendrizhetjiik, illetve a redundans linedris feltételeket elhagyhatjuk a
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Gauss-Jordan eliminicié segitségével. A megengedettségi feladatok legismertebb
megoldatlan kérdése az, hogy létezik-e ersen polinomialis pivot algoritmus az (1)
probléma megoldasara. Mi ennél egy konnyebb kérdésre adunk valaszt: megmu-
tatjuk, hogy az Anstreicher-Terlaky monoton szimplex algoritmusnak megfogal-
mazhaté egy olyan varidnsa az (1) feladatra, amelynek a lépésszamat az mA adja
meg, ahol A a feladat adataibdl kiszamithatd konstans. Annak ellenére, hogy a
A konstans, a feladat leirasihoz sziikséges szamit6gépes tarigénynek — az adatok
bithosszdnak — egy polinomjaval nem mindig korlatozhaté, és egy speciilis nem de-
generdltsdgt feltevéssel is élniink kell az elemzésiink soran, eredményiink mégis érde-
kes, hiszen hasonlé nem ismert a szakirodalombél. S6t, azt is mondhatjuk, hogy a
linearis programozasi feladatra, a Dantzig-féle szimplex algoritmus [7, 8] felfedezése
6ta sem ismert olyan pivot algoritmus, amelynek a lépésszam becslését az algorit-
mus elemzésébdl nyernénk. A lineéris programozasi feladat megoldasara definialt
pivot algoritmusok nagy tObbségérdl megmutattak, hogy a Klee-Minty feladaton
[15], vagy valamely azzal nagyon hasonlé strukturiji exponencialis ellenpéldan,
egy adott bazisbol indulva exponencilisan sok bazis csere segitségével éllitjak el
az optimalis megoldast. A pivot algoritmusok tEbbségénél, a végesség bizonyitasan
kiviil, ez az egyetlen elméleti jellegi tAmpont az algoritmus hatékonysagara altala-
nos linearis programozasi feladat esetén. Masfell, gyakorlati feladatok megoldasa
soran nyert tapasztalat ([16], 19. oldal), azt mutatja, hogy a linearis programozési
feladatok megoldasshoz, a szimplex médszerrel O(m) iteraciéra van sziikség, ahol
m a feltételek szama. A gyakorlati tapasztalatot szamos valészintiségi modellen ala-
pulé vizsgalat tamasztja ala, azaz igazoltak, hogy szadmos specidlis feladatosztalyon
és valosziniiségi feltételek mellett a szimplex algoritmus varhato lépésszama poli-
nomialis. Ezek koziil a vizsgalatok kozill — a teljesség igénye nélkiil - megemlitjlik
Borgwardt [4] és Todd [20] mtiveit. A téma irant érdekl6d6k Fukuda és Terlaky [9]
cikkébsl nyerhetnek tovabbi informaciokat a pivot algoritmusok varhato-, atlagos-,
illetve legrosszabb lépésszamardl, béséges irodalmi hivatkozas mellett.

Karmarkar hires cikke [12] utan a linearis optimalizalas kutatis homlokterébe a
belsépontos algoritmusok fejlesztése, Gj algoritmusok és elemzési médszerek felfede-
zése keriilt, teljesen hattérbe szoritva a pivot algoritmusok elméleti vizsgalatat, 4j
algoritmusok definialasat.! Ritka kivétel Anstreicher és Terlaky [2] monoton szimp-
lex algoritmusa, amely szamos igen jelentds ujitast tartalmaz a kordbbi szimplex
(pivot) tipusii algoritmusokhoz viszonyitva. Az algoritmus f6bb jellemz6i: (i) a
dual valtozok megengedettségét monoton médon 4llitja be; (ii) nem feltétleniil 6rzi
meg az iteraciok soran a primal megengedettséget; (iii) két lehetséges pivot pozicit
hasonlit 6ssze; (iv) degeneralt feladatok esetén sziikséges valamilyen degeneraltsag
elleni technikat, pl. minimal indexes szabalyt, alkalmazni; (v) amennyiben elrontja
a primal megengedettséget, akkor az Un. vezér valtozon valé pivotéalaskor, a primal
megengedettség visszaall.

A pivot algoritmusok kifejlesztésének hdskorat lezaré Klee és Minty [15] dolgozata utan meg-
jelent pivot algoritmusokat foglaltak dssze Terlaky és Zhang [19].
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Dolgozatunkban Anstreicher és Terlaky altal megfogalmazott monoton szimp-
lex médszer [2] alapotletét felhasznélva definidltuk algoritmusunkat megengedett-
ségi feladat megoldasara. Algoritmusunk rendelkezik azzal a tulajdonsiggal, hogy
ha valamelyik valtozé a szamitasi eljaras soran megengedetté valt, akkor ezt a meg-
engedettséget mindvégig megdrzi, tehat a feladat megoldésa — a valtozék megenge-
dettségének az elérése — monoton moédon torténik. Algoritmusunk dual valtozata
analég médon definidlhato.

Pivot pozicié valasztasunk eltér a megengedettségi (linearis programozasi) fel-
adatoknal megszokottaktol. Részletesebben ezzel a 2. fejezetben foglalkozunk.

Algoritmusunkrol — egy nem degeneraltsagi feltétel mellett — kimutatjuk, hogy
mA iterdciéra van szitkségiink a feladat megoldasahoz. Tekintettel arra, hogy a
nem degeneraltsagi feltétel teljesiilését nem lehet a priori bizonyitani, igy a 4. fe-
jezetben egy &ltalinos mddszertan segitségével szamos flexibilis index vélasztasi
szabalyrél bizonyitjuk, hogy algoritmusunk végességét biztositja. Ezen index véa-
lasztasi szabalyok tartalmazzak a most-often-selected-variable, LIFO és a szokasos
minimal index véilasztasi szabalyt is. A flexibilis index valasztasi (pl. LIFO) szaba-
lyok szamos esetben lehetévé teszik numerikusan instabil pivot pozicidk elkeriilését.

Algoritmusunk geometriai tulajdonsagait az alabbiakban foglaljuk Gssze. Ha-
sonldan a criss-cross mddszerekhez, az algoritmus a megengedettségi feladat feltéte-
lei altal alkotott metszésrendszer szomszédos metszéspontjain — nem megengedett
bazisokon — halad keresztiil. Ha valamely iteracié sorén az aktuilis bazismegoldas
egy adott feltétel altal meghatarozott hipersik megengedett oldalara keriilt, akkor
a tovabbi iteraci6kban elGallitott bazismegoldasok sem fognak ezen feltétel nem
megengedett oldalara keriilni.

Dolgozatunk 2. fejezetében 1j pivot pozicié valasztasi szabalyt és lokilis dege-
neraltsagi fogalmat vezetiink be. A 3. fejezetben megfogalmazzuk az MBU tipusii
primal szimplex algoritmusunkat, és igazoljuk néhany tulajdonsagat. Lokalisan
nem erésen degeneralt pivot sorozatok esetén kiszamitjuk az algoritmus lépéssza-
manak egy felsé korlatjat. A 4. fejezetben degeneraltsagi megkotés nélkiil igazoljuk
az MBU tipust szimplex algoritmus végességét.

1.1. Jel6lések

Dolgozatunkban a kévetkezd jelolésrendszert hasznaljuk. A skalarokat és index-
eket kis latin betiik, a vektorokat vastag kis latin betdk, a matrixokat nagy latin
bettik, mig az indexhalmazokat kalligrafikus nagy bettk jelolik.

Egy G C T :={1,2,...,n} indexhalmaz és v € R" vektor esetén jellje vg a
v G altal indexelt részvektorat, vagyis (vg); 1= v, i € G. Egy T € R™*™ matrix,
illetve az F C J := {1,...,m} és G C T indexhalmazok esetén jelolje T'rg azt a
részmatrixot, amelynek sorai F, illetve oszlopai a G indexekkel vannak indexelve.

Legyen B € R™*™ a teljes sorrangi A matrix egy nemszingularis négyze-
tes részmatrixa, illetve N az A maétrix t6bbi — maradék — oszlopabdl allé6 mat-
rix. Ekkor a B matrixot a feladat egy bazisinak nevezziik, és az Zg C I, illetve
Iy C 7T indexhalmazokkal a bazisbeli és bazison kiviili valtozék halmazat
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jeloljiik. Ha sziikséges hangsilyozni, hogy az indexhalmazok a k. iteracidhoz tar-
toznak, akkor az Ip, és In, jeloléssel éliink. Ismeretes, hogy ekkor a béazis-
hoz tartoz6 megoldést a b := %Xz, := B~ 'b formulaval lehet meghatarozni, és
T = B~!N € R™*(®»~™) adja meg a bazishoz tartozo révid pivot tablat. Definici6
szerint Xz, := 0.

Egy rogzitett B bazis esetén a kivetkezs particiokat fogjuk hasznalni:

Ig=IfUT}UIg,
ahol
If={ieZp:3; >0}, Iy ={i€Tp:%;=0} ¢é Iz ={i€Tp:x; <0},
Idénként, ha csupan a megengedettségét szeretnénk hangsulyozni bizonyos ba-

zisvaltozoknak, akkor az I§ = I} UTY jel6lést hasznaljuk.
A particiénak megfelel6 bazistablat az 1. dbra mutatja.

1 — : }IE

J : }I%
:

k + : }Ig
.

1. abra. A bazis particionélasa.

2. Pivot pozici6é valasztasa: néhany 1j fogalom

A legtobb szakirodalombél ismert pivot mdédszer primal megengedett sorban
csak pozitiv elemen végez béaziscserét (pl. primal szimplex), illetve primal nem
megengedett sor esetén negativ elemen végez baziscserét (pl. dual szimplex) eset-
leg a kétféle stratégiat 6tvozi (pl. criss-cross modszer). Ezt felismerve Fukuda és
Terlaky [9, 10], bevezették az ugynevezett elfogadhaté baziscsere fogalmat. A mi
algoritmusunk ennél altalanosabb baziscseréket is fog végezni. A pozitiv értéki
valtoz6 soraban pozitiv elemen végzett baziscsere felfoghat6 az elfogadhaté bazis-
cserék dual oldali pivotjanak megengedettségi feladatokra vonatkoz6é megfelelGje-
ként. A degeneraltasig kezelésekor a degeneralt sorokban (vagyis ahol a jobboldal
nulla) pozitiv, illetve negativ elemen is végezhetiink baziscserét.
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2.1. Definicio. Egy adott B bazis és T pivot tabla esetén a t;; elemet dltald-
nositott elfogadhatd pivot elemnek nevezziik, ha

1. i€y ésty <0, vagy

2. €I} ésty >0, vagy

3. ’LEI% és t;; #0.

Algoritmusunkban és a késSbbiekben bevezetett részfeladatok megoldasakor
altalinositott elfogadhat6é baziscseréket hasznilunk. Az algoritmus megfogalma-
zasahoz sziikségiink lesz a degeneraltsag fogalmanak a finomitasara. Vezessiik be
s € In esetén a

Ks={i€Ip:ti,>0}
jelolést.
2.2. Definicié. Egy B bazist nem degenerdltnak neveziink, ha Xp egyik kom-

ponense sem nulla. A B bazis degenerdlt, ha az Xp bazismegoldasnak van nulla
komponense.

A degeneraltsag jelensége az aktualis bazist6l is fiigg oly médon, hogy az adott
bazismegoldas elGallithat6é a dimenziéjanal kevesebb bazisbeli elem kombinacidja-
ként. A késSbbiekben a degeneraltsag két fajtajat fogjuk megkiilonbdztetni.

2.8. Definicio. A B degeneralt bazist lokdlisan gyengén degenerdltnak nevez-
zikk az s € Iy indexre vonatkozéan, ha K, = @, illetve lokdlisan erdsen degene-
rdltnak nevezziik az s indexre vonatkoz6an, ha K, # .

Tegyiik fel hogy egy adott B bazis esetén elddntéttiik, hogy a bazistabla s. osz-
lopaban kivanunk nem degeneralt sorban altalanositott elfogadhato baziscserét vé-
gezni olymédon, hogy a degeneralt valtozék ne valjanak nem megengedetté. Fi-
gyeljiik meg, hogy ez pontosan akkor lehetséges, ha s = 0. Egy ilyen, az s indexre
nézve lokalisan gyengén degeneralt tablat mutat a 2. dbra.

2. abra. Lokalisan gyengén degeneralt pivot tabla.
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2.4. Definicio. Legyen adott egy B bazis és egy r € Iy index. A megfelels
bazistabla egy t;; elemén végzett baziscserét x, néveldnek neveziink, ha

1. at;; elem Altalanositott elfogadhaté pivot elem,
2. I2C7IY és
3. I, > I, teljesiil,
ahol x az aktualis megoldast, B’ az 0j bazist és X az 1j bazismegoldast jeloli.
Az z, novel6 baziscserére mutatunk egy egyszeri példat.

2.1. Példa.
T4 T
I 0 -1
T2 1 -1 1
3 | —1 01 —2

A tabla egyetlen nem megengedett viltoz6janak a soraban egy negativ elem
talalhaté, igy a vezérvaltozd az z3, és az x4 oszlopaban végziink baziscserét. A ve-
zérvaltoz6 sordban a baziscsere nem lenne névels, mert az x; valtozd nem mege-
negedetté valna, ellentmondva a definici6 2. feltételének. Mivel a tabla gyengén
degeneralt (4 = @), igy van z3 novels baziscsere, azaz az x, tavozik és az x4 belép
a bazisba.

) 3
) 0 -1
T4 1 -1
I3 1 -1} -1

Célunk z, néveld baziscseréket végrehajté algoritmust megfogalmazni. Ismere-
teink szerint a szakirodalombél egyetlen z, névels baziscseréket végzé algoritmus
ismert, Anstreicher és Terlaky [2] altalanos, primal, illetve dual megengedett meg-
oldasbol indulé linearis programozasi feladatokra megfogalmazott primal, illetve
dual oldali algoritmusa.

Sajnos léteznek olyan bazistablik, melyeken nincs z, névelé baziscsere, aho-
gyan azt a 3. dbra példaja is mutatja. A probléma egy megengedett megoldasa
az T1 = 13 = 0,23 = x4 = 1, mégsincs az egyetlen negativ értékd sorhoz noveld
baziscsere.

T3 T4
Ty -1 0 -1
I 1 -1 0

3. abra. Lokalisan erdsen degeneralt tabla, melyen nincs z, novel§ baziscsere,
ahol r =1.
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3. Az MBU szimplex tipusu algoritmus megengedettségi feladatokra

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk az (1) primal megengedettségi feladat
megoldasara szolgéléo MBU szimplex tipusi algoritmusunkat, mely Anstreicher és
Terlaky [2] algoritmusahoz hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik. Ez utébbi algo-
ritmust altalanos linearis programozasi feladatra fogalmaztak meg, és 6 jellemzgje,
hogy duil megengedett bazisbol indulva monoton médon allitja be a primal val-
tozok megengedettségét, mikézben a dudl megengedettség elromolhat, azonban a
kivilasztott primal valtozé megengedettségének elérésekor az aktualis megoldas is-
mét dual megengedetté valik.

3.1. Algoritmus. MBU szimplex algoritmus megengedettségi feladatokra

Begin
Bemend adatok: A € R™*™ b € R™,
B € R™*™ az A regularis részmatrixa.
T:=B 'A,b:=B"'b,I; :={ie J|b <0}
While (I # 0) do
Legyen r € T tetszoleges (vezérvaltozo), rDone := false.
While (rDone = false) do
J-:={j€In|ty; <0}
If (77 =0) then
nincs megengedett megoldas, Return
Endif
Legyen s € J,~ tetsz6leges, Ky := {i € I} | tis > 0}.
If (Ks # 0) then
(T,1) = DegEljaras(T,I3,T).
If ({ € Zy) then
s:=1.
else
nincs megengedett megoldas, Return
Endif
Endif
0 = ::f;, O3 := min {E'?;‘L | k€ I8, tks > 0} .
If (©, < ©,) then
pivotalas a t,s elemen, rDone = true.
else
g := arg; min {be | k € Ig, tes > O} , pivotalas a t,s elemen.
Endif
Endwhile
Iy :={i|b; <0}
Endwhile
X% megengedett megoldas.
End
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Algoritmusunk bizonyos értelemben az Anstreicher és Terlaky duil MBU-
szimplex algoritmuséahoz 4ll kézel, hiszen esetiinkben is a primal megengedett val-
tozok szdma névekszik monoton maédon.

Algoritmusunk a monotonitas elérése érdekében a kévetkezs szemléletes képet
koveti. Kivilaszt egy, az adott megoldidsban nem megengedett valtozot, melyet az
elkovetkezd iteracidk sordn megengedetté kivan tenni. Mindaddig, mig ezen val-
toz6 megengedetté nem valik, ezt a valtozdt vezérvdltozénak fogjuk nevezni. Az x,
vezérvaltoz6 megengedettségét monoton médon javitjuk z, névels baziscserék se-
gitségével. Latni fogjuk, ha az algoritmus csupan nem degeneralt, vagy lokalisan
gyengén degeneralt bazistablakon halad, akkor ez mindig megtehetd.

Az (1) feladatra megfogalmazott algoritmusunk pseudo kédjat a 3.1. Algorit-
mus, mig annak folyamatabrajat az 4. abra foglalja Gssze. Az algoritmus lokalisan
erdsen degeneralt bazisok esetén kénytelen degeneraltsig elleni eljarast alkalmazni.
A degeneraltsag elleni eljarast a 4. fejezetben targyaljuk, az algoritmusban egyen-
16re csak DegFEljdrdsként hivatkozunk ra.

Az z,. novels baziscsere megtalalasanak érdekében a baziscserére kivalasztott
oszlopban két hanyadostesztet kell végezni, melyek értékének viszonyabdl allapit-
haté meg, hogy végezhets-e baziscsere a vezérvaltozo sordban, vagy altalanosabb
x, novels baziscserére van-e sziikség.

Az algoritmus leirasdban a két hanyadosteszt értékét ©;-gyel és O,-vel jelol-
tiik (3.1. Algoritmus). A definiciéjukbél kénnyen lathaté, hogy ©; > 0 és ©2 > 0,
tovabba ha a megfelels bazis lokalisan nem erdsen degeneralt, akkor ©; > 0. Az al-
goritmus bels6 ciklusdnak célja a vezérviltozé6 megengedettségének elallitasa.

Megmutatjuk, hogy az algoritmus kizarélag x, nével6 baziscseréket végez, ha
az adott B bazis a kivalasztott nem bdazis valtozéra nézve nem erdsen degeneralt.
A kovetkez6 allitasban azt az esetet vizsgaljuk, amikor éppen a vezérvaltozé tavozik
a bazisbél.

3.1. ALLITAs. Az MBU szimplex algoritmus egy adott lépésében az aktualis B
bazis esetén legyenr € Iy és q € Ig,tqs > 0. Tegyiik fel, hogy

b b
< =6;>260;=-->0,

tqs T8

ahol b, < 0, t,s <0, Eq > 0 és tys > 0. Ekkor az algoritmus a t,s elemen végez
baziscserét. Jelolje a baziscsere uténi iij bazist B’.

Ekkor
T2 u{s} C IE
teljestl, és igy
Iz > 23]

Bizonyitds. A t,, elemen végzett baziscsere soran az x, valtozé tavozik a bazis-
bél, és igy 0j értéke nulla, mig az z, valtozé belép a bazisba. Jeldlje az Gj bazishoz
tartozé megoldast — és igy az j bazistabla jobboldalat — b*. Bizonyitasunk eset-
szétvalasztason alapszik.
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ciklus:
START

rel,
rDone = false

I, ={ieJ|b<0}

I ={i€In|l;<0}

Nincs megengedety)
megoldas fo——

ciklus

nem
A megoldis
megengedett * s€J;

Ky i={i € TY | ti > 0}

nem

b= ‘—L"- :
o E 3
0 =win{l | keTu. >0} [ 2 0
- -|r
ﬂ*{q = arg min {T‘:L |k €Th i > 0}’
igen l
rDone = true
q + *

r % = - s

s sl

4. abra. Az MBU szimplex algoritmus folyamatabraja megengedettségi felada-
tokra.

a) Az s index esetén a megfelels jobboldal b} = té."‘ = ©; > 0, vagyis a

vezérvaltozo helyére belép6 valtozé megengedett lesz.
b) Azie€ I}, i# seseténazijjobboldalab} = Ei—b‘tf%-‘ képlettel szamolhat6
ki. Ha t;s < 0, akkor felhasznalva, hogy b; > 0, b, < 0 és t,s < 0, adodik,
hogy 5i+ > 0, mivel egy nemnegativ szdmot adunk a mar amugy is pozitiv
b; jobboldalhoz. Egyébként, ha ti; > 0, akkor a b = t (;‘!L i )

tra
atalakitas alapjan, mivel a vezérvaltozé soraban torténik a baziscsere, ezért

a - > 0y > ©; = = > 0 feltétel alapjan b} > 0.

c¢) Legyeni € I%. Az uj jobboldal értéke b} = b; — %L’_’L Mivel %"; =60;>0,
ezért a g ¢ I%, vagyis aks= 0, és igy tis < 0. Figyelembe véve a b; = 0
feltételt is, a b} = _% = —t;,0; > 0 teljesiil.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



172 BILEN FILIZ, CSIZMADIA ZSOLT, ILLES TIBOR

Mivel minden esetet szamba vettiink, igy megmutattuk, hogy megengedett
valtoz6 nem valik negativva a baziscsere folyaman, de az x, kordbban nem meg-
engedett vezérvaltoz6 megengedetté valt, igy |I3,| > |IE|. Ezzel sllitisunkat
belattuk. O

A kovetkezd allitas azzal az esettel foglalkozik, amikor nem a vezérvaltozo so-
raban vilasztunk pivot pozici6t. Ha az aktuilis bazisunk nem lokilisan erdsen
degeneralt a vizsgalt nem bézis valtozéra nézve, akkor az algoritmus altal vilasz-
tott baziscsere tovabbra is x, novels lesz.

3.2. ALLITAS. Az algoritmus egy adott lépésében az aktuslis B bazis esetén
legyenr € Ig ésq€ I8, tys > 0. Tegyiik fel, hogy

(=al]

T

Ost—q=92<91

a

7'8

ahol b, < 0, trs <0,by >0 ésty > 0. Ebben az esetben az algoritmus a t,s elemen
végez baziscserét. Jelolje a baziscsere utani bazist B'. Ekkor IE\{q} C T2, \{s} és
0 > b} > b,. Amennyiben a bazis nem degeneralt vagy lokalisan gyengén degeneralt
az s indexre nézve, akkor b} > b,.

Bizonyitds. Az el6z6 allitasban bevezetett jeloléseket és gondolatmenetet hasz-
nalva a hanyadostesztekbdl adédik, hogy tetszéleges i € I index esetén i € I8
teljesiil ¢ # g esetén. )

Tovabba, mivel b} = t%‘- >0, igy s € IS, és igy

IE\{a} S TZ\{s},
ami biztositja, hogy egy mar megengedett valtozé ne valjon negativvd. A vezér-
valtoz6 megvaltozasat b = by — %L formula adja meg, ahol —%’- > 0, hiszen
trs <0, tgs > 068s 5,, > 0. A O, < O feltevés miatt 0 > th—bl > b, adédik, és igy

0>bf =b, — troby

tqs

Amennyiben a bazis nem degeneralt, vagy lokilisan gyengén degeneré.lt az s € In
indexre, akkor definicié szerint ©5 > 0 teljesiil, tehat t%'— >0és —trst > 0, igy
0>br =b, —t.s—L > b,
tgs

teljesiil. Ezzel allitasunkat belattuk. ]

Geometriailag a 3.2. Allitast ugy lehet értelmezni, hogy a béziscsere soran a
vezérvaltozé altal kijelolt feltételhez kézelebbi megoldast kapunk.
A 3.1. és 3.2. Allitasokat dsszefoglalva kapjuk az alabbi kévetkezményt.
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3.1. KOVETKEZMENY. Az MBU szimplex algoritmus megengedettségi felada-
tokra, ha lokdlisan nem erdsen degeneralt bézisokon halad, akkor minden lépésben
z, noveld baziscserét hajt végre a vezérvaltozora nézve, és igy véges.

Bizonyitds. Mivel a lehetséges bazisok szama véges, igy elég megmutatni hogy
az algoritmus nem ciklizal, vagyis ugyanaz a bazis nem fordulhat el6 kétszer. Mi-
vel feltettiik, hogy a bazisok, amelyeken az algoritmus végighalad nem lehetnek
lokalisan erdsen degeneraltak, ezért a 3.1. és 3.2. Allitasokbol kovetkezik, hogy
az algoritmus minden lépésben z, ndvels baziscserét hajt végre a vezérvaltozora
nézve, igy minden 1épésben vagy egy jabb valtozo valik megengedetté, vagy pedig
a vezérvaltoz6 értéke novekszik, igy kétszer ugyanaz a bazismegoldas nem fordulhat
elé. a

A 2.1. Példa folytatasaként bemutatunk egy a vezérvaltozd soraban térténd

pivotalast is. Ezzel az MBU szimplex algoritmusunk mindkét nem degeneralt pivot
fajtajara (z, novel6 pivotalasra) példat adunk.

3.1. Példa. o s

Iy 0 -1 0
T4 1 -1 1
T3 1 -1 -1

A tabla tovabbra is degeneralt, a baziscsere oszlopa egyértelmt, hiszen az z3
vezérvaltozo soraban csak egy negativ elem van. A gyengén degeneraltsig miatt és
a hanyados teszt értelmében, a vezérvaltozo soraban elvégezhets a baziscsere.

T2 I3
I -1 -1 1
T4 0 -1
zs | =1 1|1

A 3.1. és 3.2. Allitasok és a 3.1. Kovetkezmény az MBU szimplex algoritmus
pivotalasi szabalyat jellemz6 eredmények. Anstreicher és Terlaky [2] cikkiikben
linearis programozasi feladatra definialt primal algoritmusukra hasonlé eredmeé-
nyeket igazoltak.

A kovetkezé fejezetben a vezérvaltozd értékének novekedésére alsé korlatot
adunk, és igy az algoritmus lépésszamara fels6 korlatot allitunk els.

Legjobb tudomasunk szerint a szakirodalomboél eddig még nem ismert olyan
altalanos feladatokra kifejlesztett pivot algoritmus, amelynek a lépésszamira az
algoritmus elemzésébdl tudtak korlatot kiszdmitani. A pivot algoritmusokat az
jellemzi, hogy lépésszamukra altalaban legrosszabb eset elemzés ismert csak, vagy
pedig sejtik, hogy exponenciilis [épésszami példa adhaté rajuk.

Az itt bemutatott médszert hasonlé médon lehet elemezni, és hasonl6 lépés-
szam becslést lehet adni az MBU algoritmus linearis programozasi megfelelGjére,
illetve a szimplex algoritmus megengedettségi feladatok megoldasara szolgald elsG
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fazisara is. Mig a primal MBU algoritmus geometriai interpretaciéja, hogy egy
kiszemelt sériils feltételhez kozelediink, a primal szimplex algoritmus elsé fazisa a
nem megengedettségek Gsszegét probalja csokkenteni.

3.1. Lépésszam becslés: lokilisan nem erdsen degeneralt pivot
sorozatok esetén

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy algoritmusunk lokilisan nem erdésen dege-
neralt bazisokon halad. A degeneralt esettel a 4. fejezetben foglalkozunk.

A rovid pivot tabla és a bazismegoldas definiciéja alapjan a révid pivot
tabla egy oszlopara és az aktualis bazismegoldasra teljesiil, hogy t; = B~ la, és
b = B~!b, vagyis a t, és b vektorok a Bu = a,, illetve Bv = b linearis egyenlet-
rendszerek egyértelm megoldasai. A Cramer szabaly alapjan tetszGleges i € Ip
index esetén

det(B;s) = det(B;)
lis = ———70y © bi= )
det(B) det(B)

ahol a B;; € R™*™ matrixot agy kapjuk, hogy a B bazis 1. oszlopat kicseréljiik az
a, vektorra, és hasonl6an, a B; matrix a B i. oszlopinak b vektorra cserélésével
keletkezik. Egy olyan x, novel§ pivot soran, mely nem a vezérvaltozé sordban
torténik, a 3.2. Allitasban bizonyitottak alapjan

- det(B...) det(B,)
trby  det(B,) Sesr GeB)y  det(B,) det(B,)det(B,)

+ 5 — _ — _
by =br tes det(B) %;;_) det(B) det(Bgs) det(B)’
ahol

det(B,s) det(By)

~ det(B,,) det(B)

teljesiil a bazis lokalisan nem erfsen degeneralt volta miatt. Jel6lje

A _ det(B,s)det(B,) B az A regularis részmaétrixa és }
A:=min{ - " det(Brs) det(B,) det(By.)
det(Bys) det(B) get(B) <0, Gx8y > 0 §et(3) >0

a vezérvaltozo értékének minimalis novekedését. Felhasznalva, hogy csak lokilisan
nem erdsen degeneralt bazisokat vizsgalunk, adédik, hogy A4 > 0 véges, és

_trsbg _ det(Br) det(Brs)det(B,) S det(By)
tys  det(B)  det(Bgs)det(B) ~ det(B)

b+=1_),- + Aga.

r

Osszefoglalva, az z, ndvel§ pivot vagy megengedetté teszi a vezérvaltozot, vagy
annak értékét legaldbb A 4-val néveli. Habar a végesség bizonyitasdhoz ez méar
elegendd lenne, a lépésszam fels6 becsléséhez meg kell becsiilniink a vezérvéltozok
lehetséges legnagyobb abszolut értékét. Legyen
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A ‘= max _det(B,.) . sgn(det(B,)) = —sgn(det(B)), és
max det(B) ° B € R™*™ az A egy regularis részmatrixa

a lehetséges legnagyobb abszolitértéki jobboldal a Cramer-szabaly alapjan. Ha a
feladat nem trivialis, és van olyan bdazis, mely esetén van negativ jobboldal, akkor
Amax pozitiv és véges. Legyen A € Z és A := [%":K-’.

A koévetkezs allitasban fels§ korlatot adunk az algoritmus belsé ciklusanak
maximalis hosszara, vagyis azon itericiok szdmara, melyek soran a vezérvaltozo
értéke ndvekszik ugyan, de nem valik megengedetté.

3.3. ALLITAS. Tegyiik fel, hogy az algoritmus lokalisan nem erésen degeneralt
béazisokon halad végig. Legyen r € Ig az aktudlis vezérvdltozé indexe. Ekkor az
algoritmus legfeljebb A baziscserét végez mielStt a vezérvaltozé megengedetté valik,
vagy legfelijebb A béaziscsere alatt kimutatja, hogy a megengedettségi feladatnak
nincs megoldésa.

Bizonyitds. A definiciok alapjan a vezérvaltozé legkisebb értéke —A,ax lehet,
melynek értéke minden iteraciéban legalabb A 4-val névekszik, igy legfeljebb A
iteraciét végezhet az algoritmus miel6tt a kdvetkezs x,- novels pivot a vezérvaltozét
megengedetté tenné, vagy eldallit egy primal infizibilis tablat. 0

Készen allunk az algoritmus lépésszamanak becslésére.

3.1. TETEL. Tekintsiik az (1) megengedettségi feladatot, és tegylik fel hogy az
algoritmus lokilisan nem erdsen degenerilt bazisokon halad végig. Ekkor az MBU
szimplex algoritmus legfeljebb mA baziscserét végez a feladat megoldasa sorédn.

Bizonyitds. A 3.3. Allitas alapjan az algoritmus legfeljebb A baziscserét végez
egy-egy vezérvaltozé megengedettségének bedllitasa elStt, vagy elér egy infizibilis
tablat. Az algoritmus induldsakor a nem megengedett véltozék maximadlis szama
megegyezhet a sorok szamaval. A 3.1. és 3.2. Allitasok alapjan, ha egy valtozo6
megengedett egy iteracié sordn akkor az is marad, igy az algoritmus nem ciklizal-
hat, és legfeljebb mA lépésben vagy megoldja a feladatot, vagy kimutatja, hogy a
feladatnak nincs megoldasa. O

Megmutattuk, hogy a nemdegeneraltsagi feltétel teljesiilése esetén az algorit-
mus véges, és korlatot tudtunk adni a szlikséges baziscserék maximéalis szdméra.
Ez a fels6 korlat gyakran nagyon durva, igy érdekes kérdés lenne olyan feladat-
osztalyokat keresni, amelyek esetén a korlat jol szamithat6, vagyis konnyen megha-
tarozhatok a Ay és Apax szimok. Egy nyilvanvalé médon felmeriils ilyen feladat-
osztaly a teljesen unimodularis matrixok osztélya, azonban a legtobb ilyen tulajdon-
sagu feladat erGsen degeneralt, igy a becslés csak a lokilisan nem erSsen degeneralt
baziscserék szamara ad egyszer( fels§ korlatot. Ezen felsé korlatra a determinan-
sok meghatarozasabol b € Z™ esetén egyszerd szamolassal a b oszlopa szerinti
kifejtést hasznalva A < ||b||; adédik. Erdekes kérdés lenne megfelels perturbacio-
kat talalni adott feladat osztalyokhoz, azonban megjegyezziik, hogy a perturbécié
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nagyon erdsen befolyasolja a lépésszam becslésében szerepls értékeket. A szakiro-
dalombél ismert eljarasok (mint amilyen az e-perturbaciés technika is [17, 6]) nem
adnak megnyugtaté valaszt a kérdésre?.

4. Az erds degeneraltsag kezelése

Ebben a fejezetben az MBU algoritmus DegEljdrds (4.1. abra) részét dolgozzuk
ki. A degeneraltsagot algoritmikus szempontbd! leggyakrabban perturbaciéval vagy
indexvalasztasi szabalyokkal kezelik [16].

Az el6z6 fejezetben ismertetett algoritmus elemzésének kulcskérdése az algorit-
mus altal bejart tablak esetén az erSs degeneriltsag feltételének a nem teljesiilése
volt. A degeneraltsag elleni eljaras, a vezérvaltozé sora és a degeneralt részfel-
adat alapjan olyan baziscseréket végez, melyek az aktuéilis bazismegoldas értékét
nem valtoztatjak meg, de agy transzformaljak a pivot tabla belsejét, hogy az vagy
primal nem megengedett legyen, vagy legyen olyan oszlopa melyben a vezérvaltozo
sordban negativ érték szerepel, és a tabla az adott oszlopra nézve lokilisan gyengén
degeneralt. A degeneralt részfeladat kezelése soran kizarélag a degeneralt sorokban
végzlink baziscserét.

Az algoritmus végességét az 1j tipusd index valasztasi szabalyok alkalmazasa
esetén egyszerre, az [1] és [5] dolgozatokban is alkalmazott s vektor egy &ltalanosi-
tasanak segitségével bizonyitjuk.

4.1. Az s-monoton pivotalasi szabalyok

Legyen adott a By, By, ..., By, bazis sorozat, amellyel eljutottunk az aktualis By
bazisba. A béazis sorozat minden bazisdhoz megadhaté egy s € Ng vektor. Hason-
léan ahhoz, hogy a kiilénb6z8 pivotalasi szabalyokkal nyert s vektorok, ugyanugy,
ahogyan a bazis sorozatok altalaban eltérdek, az s vektorok is kiilénbdznek. A kii-
16nboz6 pivotalasi algoritmusok végességének az elemzése soran, hasonlé médszerek
alkalmazhatéak. Ezeket szeretnénk bizonyos tulajdonsagok definidlasaval k6zo6s ke-
retbe foglalni.

A degeneracit ellenes eljarasunk olyan index valasztasi szabalyokat hasznal,
melyek teljesitik a kovetkezd tulajdonsagot.

4.1. Definicié. Legyen adott egy index valasztason alapulé pivotalasi szabaly,
egy s € Ng vektor, amelynek a koordinatait a feladat valtozéihoz rendeltiik, és az
algoritmus iteraci6i soran, a pivotalasi szabalytdl fliggden modosulhatnak. A pivo-
talasi szabalytol fiigg6 s vektor sorozatra az alabbi elvarasokat fogalmazzuk meg:

2Az e-perturbaciés technika kritikus mértékben rontja az ad6dé korlatot.
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1. Az s vektor értékei a baziscserék soran nem cstkkennek, illetve kizartlag
a mozg6 valtozok értéke valtozhat. Amennyiben a pivotalasi szabaly tébb
véaltozé bézis allapot valtozasat tenné lehetévé, akkor a mozgd valtozoé in-
dexét az s vektor maximalis értékii elemei koziil kell kivalasztani.

2. Ha a pivotélas soran eldallitott valamelyik By bazis erésen degeneralt,
akkor az s vektor biztositja, hogy a kévetkezs két eset valamelyike eléfor-
duljon:

(i) A By bazis utan véges sok lépésben véget ér az algoritmus.

(ii) Ha léteznek olyan valtozok, melyek a By, bazis utan végtelen sokszor
valtoztatnak bazis allapotot: az ilyen valtozok indexeinek a halma-
zat jelolje I*. A Bj bazis utan, véges sok iteraciéval eljutunk egy
olyan B* bazishoz, amely esetén az s vektor szerinti legkisebb ér-
tékd, bazison kiviili valtozé egyértelmi az 7*-ra nézve. Jeldlje ezt a
valtozot z;.

3. Amikor a By bazis utdn az x; valtoz6 belép a bazisba, akkor a belépés
utdn addig, amig az z; valtozd Ojra tavozik a bazisbél igaz, hogy azon
valtozok s értéke, amelyek az x; valtozé bazisba lépése 6ta beléptek a
bazisba nagyobb, mint az x; valtoz6 s vektor szerinti értéke.

Azokat a pivotalasi szabalyokat, amelyekhez tartozé s vektorokra az 1-3. fel-
tételek teljesiilnek s-monoton pivotalasi szabalyoknak nevezziik.

Megmutatjuk, hogy szdmos index valasztasi szabaly eleget tesz az s-monoto-
nitasi tulajdonsagnak. Megjegyezziik, hogy az index valasztasi szabalyto! fiiggben
lehet olyan bazis, melyre az s monotonitas méasodik tulajdonsiga teljesiil, azonban
a harmadik nem, azonban figyeljik meg, hogy ha az s-monotonitasi tulajdonsag
2/i tulajdonsaga nem teljesiil, akkor olyan B* bizis létezését kotottiik ki, melyre
2/ii és 3 egylitt teljesiil.

A bizonyitasok soran csak a nem trivialis 2/7i és 3 tulajdonsagokat bizonyitjuk.

4.1. LEMMA. A Bland-féle minimal index szabaly s-monoton.

Bizonyitds. A Bland-féle minimalindex szabaly esetén az s vektort a kovetkezs
médon konstansnak definidlhatjuk:

si=n—1, te€l.

Konnyen belathaté, hogy az igy definialt s vektor tetszGleges részvektora sze-
rinti legnagyobb érték minden esetben a legkisebb indexd valtozéhoz tartozik, igy
a maximalis s érték kivalasztasinak a szabalya tényleg a Bland-féle minimal index
szabidlynak megfeleld.

Az s-monotonitas elsé és masodik feltétele kovetkezik abbol, hogy s értékei nem

valtoznak. A Bpy) bazis esetén argmins; = u egyértelmi, hiszen az s; értékek
i€In, NI

kiilénboz6ek, s, = n — u, azaz u a legnagyobb indexd elem az i € Iy, , NI"
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halmazban. Ha v = argmins; olyan, hogy v > u (ekkor valdjiban v > u), akkor
i€Ip, NI

B* = Byyy és | = u, kiilénben B* az az els6 olyan bazis, amikor z,, mar bazison
kiviili, és ekkor [ = v.

A szabaly harmadik elvarasa azért teljesiil, mert az s vektor konstans, igy a
mozgd valtozdk kdzotti legkisebb indexd valtozd végig ugyanaz. O

A LIFO pivotalasi szabaly szerint, valasztési lehet8ség esetén, azon valtozokat
részesitjiik elényben, melyek id6ben visszafelé a lehetG legkézelebbi idépontban
mozogtak.

4.2. LEMMA. A LIFO pivotalasi szabaly s-monoton.

Bizonyitds. Az s vektort inicializaljuk azonosan nullanak. Egy (I, k) baziscsere
soran, amennyiben ezen baziscsere az r. baziscsere, akkor az s vektor frissitése a
kovetkezd szabaly alapjan torténik:

U B haie {l,k},
! s; egyébként.
Az s-monotonitasi tulajdonsag elsG pontja nyilvinvaléan teljesiil. Legyen adott
a definici6 szerinti By béazis.
Legyen M = Iy, NZ*. Figyeljiik az ¢ € M esetén az z; valtozék mozgasat,
és ha valamely x; valtoz6 belép a bazisba, akkor toroljiik az M halmazbdl, azaz
M= M — {i}. Mivel M C I*, ezért véges sok baziscsere utin |M| =1 teljesiil.

Az M halmaz utolsé elemét jeloljiik [-el. Ennél a bazisnal nyilvan | = arg min s;,
i€InNT*

tehat az egyértelmi x; valtozohoz ezt a bazist jeloljiik B*-gal.
A harmadik pont azonnal kévetkezik a LIFO definici6jabol. a

A "most-often-selected-variable" (MOSV) pivotalasi szabély azon valtozokat
részesiti elényben, melyek addig a legtobbet mozogtak.
4.3. LEMMA. A "most-often-selected-variable" pivotildsi szabaly s-monoton.

Bizonyitds. Az s vektort inicializaljuk azonosan nullanak. Egy (I, k) béziscsere
soran az s vektor frissitése a kovetkez6 szabdaly alapjin torténik:

o = si+1 haie{lk},
: Y egyébként.
Legyen My = Iy, NT* és Mp = I*\ M. Definidljuk a ¢; értéket a kovetkezd
modon:
t= Si, ha i e My,
' si+1, haie Mp.
Legyen P = {i € I* : i € argmin ¢;} és rrenzn t; = p. Folytassuk az iteraciot a
JET* JjezI:
pivot szabalynak megfelelen. Mivel P C I*, ezért barmely i € P esetén lesz egy
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olyan bézis, amikor az z; valtozé a By utan elGszér 1ép be a bazisba. Ekkor toroljiik
az indexét P-b6l, azaz P := P\ {i}. Véges sok baziscsere utan el5all egy olyan
P halmaz, mely esetén |P| = |[{l}| = 1. Az aktualis bazis utani elsé bazis, mikor
végiil z; belép a bazisba, legyen B*. Megmutatjuk, hogy az x; valtoz6 kivalasztisa
ekkor mar egyértelmd. Nyilvan ebben az esetben s; = p, attol fiiggetleniil, hogy
az ; a By bazis esetén béazis valtozé volt-e vagy sem. A pivotalasi szabaly miatt
p < 83, ha i€ I*\ P, és mivel minden i € P\ {{} mar legalabb egyszer belépett a
bazisba, ezért ha most bazison kiviil van, és a By, bazis esetén is bazison kiviil volt,
akkor az s szerinti értéke legalabb p + 2. Masfeldl, ha a By béazis esetén bazisban
volt, akkor jelenleg az s szerinti értéke legalabb p + 1. Igy a masodik tulajdonsag
teljesiil.

Az s-monoton pivotalasi szabaly harmadik feltétele is teljesiil, mivel a By
bazis utan az z; valtoz6, a MOSV szabaly alkalmazésa esetén a fentiek szerint
a B* bazisnal lép be a bazisba, és az I*-beli kés6bb belépdk mindegyikének mar a
B* bazis esetén is nagyobb volt az s szerinti értéke. ]

4.2. Az algoritmus végessége degeneralt esetben

Készen allunk a degeneraltsag kezelésére szolgal6 algoritmusunk definidlaséra,
amelynek pseudo kodjat a 4.1. Algoritmus, mig folyamatabrajat a 5. abra foglalja
Ossze. Megjegyezziik, hogy lehetséges a teljes algoritmus sorn ugyanazt az s vek-
tort hasznalni, azonban elegendé annak csupan a degeneralt részfeladatok kezelése
soran torténé bevezetése is. Az egyszeriiség kedvéért a leirds soran ezen ut6bbi
stratégiat valasztjuk.

4.1. Algoritmus. Egy lehetséges degeneriltsag elleni DegEljaras, az s vektort
hasznalva.

(T,!) = DegEljaras(T,2%,r)
Az s vektor inicializilasa.
T =1{j € In : to; <O}.
While (Jy # 0) do
Legyen k € K := {i € Jy : s; = max{s; : j € Ty }} tetszoleges index.
It = {i € I% | tar > 0}.
If (Zf =0) then
A hiv6 tabla gyengén degenerilt, Return(T, k).
Endif
Legyen | € £ := {i € I} : s; = max{s; : j € T} }} tetsz6leges index.
Pivotalas a tj; elemen, az s vektor frissitése.
Iy = {j€In: trj < 0}.
Endwhile
A hivé tabla nem megengedett, Return(T, -1).
Return(T,1).
End
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\ igen
Ty #0y—— i £
nem
Y
. =) 0
0 1gen g .
Il-cl- %_i— . :
0 © 0
SNtk Z ;
turn(T,k
Return(T,-1) g gee: r:n(de: z,nerélt
Nem megengedett \ o 5
leZ}

Pivot t.[k—ll
az s frissitése.

5. abra. Egy lehetséges degeneraltsag elleni eljaras folyamatabraja, az s vektort
hasznélva. A béazistablakat a degeneralt részre, és a vezérvaltozé sorara megszoritva
abrazoltuk.

Figyeljiik meg, hogy a degeneraci6 elleni eljaras mindkét leallasi tablaja bizto-
sitja a teljes algoritmus végességét, hiszen a teljes tablara nézve az egyik esetben
no6veld pivot lehetséges, mig a masik esetben nem megengedettség miatt az algorit-
mus véget ér. Igy elegends bizonyitani hogy a degeneraci6 elleni eljaras véges.

Bizonyitasunk a j6l ismert ortogonalitasi tételen alapszik. Egy adott B bazis
és hozza tartozé T rovid pivot tabla esetén definidljuk a t®, i € Zp, illetve a t;,
J € In U {b} vektorokat a kovetkez&képpen [13]:

tic, hakeInyU {b}
(t(‘))k= 1, hak=i
U; ha k € Zp\ {Z}

illetve

tk’ji hakEIB
(t)e={ -1, hak=j
0, hake (ZnU{b})\ {5}

Ezek utén az ortogonalitéasi tételt [13] az alabbi formaban mondhatjuk ki:
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4.1. TETEL. Legyen adott az (1) megengedettségi feladat két tetszéleges B’,
illetve B" bazisa. Barmely t (), i € Ip, vektor meréleges barmely ti,j € Inn
vektorra.

Készen allunk eljarasunk végességének bizonyitasara.

4.2. TETEL. Ha a degenercios eljaras s-monoton pivotalasi szabalyt alkalmaz,
akkor véges.

Bizonyitds. A DegEljaras esetén a teljes feladat csupan a degeneralt sorokbol
és a vezérvaltozo sorabol 4all.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy a degeneracio elleni eljaras nem véges. Mivel a
bézisok szama, véges, igy ez csak gy lehetséges, ha az eljaras ciklizal®. Tekintsiink
egy minimalis méretd ciklizalé példat. Az s monotonitas tulajdonsigai miatt egy
ilyen feladat esetén minden valtozé — a vezérvaltozo kivételével — végtelen sokszor
mozog.

Mivel a pivotalasi szabaly s-monoton, ezért van olyan B’ bazis és x; bazison
kiviili valtoz6, melynek az s vektor szerinti értéke a bazisba valé belépés pillanata-
ban a bazison kiviili valtozok koziil minimalis (1. és 2. tulajdonsag alapjan). Mivel
az algoritmus a lehetséges x; valtozok koziil a legnagyobb s; értékit valasztja ki,
ez csak ugy lehetséges, hogy ha a B’ bazishoz tartozo t (™) vektorra t., <0, illetve
tl, > 0 barmely i € T — {l} esetén.

Tekintsiik most azt a B” bazist, mikor az z; valtozo legkbzelebb kilép a bazisbal.
A belépé6 valtozo legyen az zx. A degeneracio elleni eljaras szabalya szerint ez azt
jelenti, hogy a t} vektor pozitiv elemeihez tartozé valtozok kozil az z; értéke a
legnagyobb az s” vektorban, hiszen egyéb esetben mésik valtozot valasztott volna
az eljards. A kisebb s értékd valtozék azonban az s szabaly harmadik pontja
alapjan kizarolag olyan valtozok lehetnek, melyek B’ bazis 6ta nem mozogtak.
Legyen ezen valtozok indexeinek halmaza K, vagyis K = {j € Zg~ : t}} > 0} NZp.
Jeldlje tovabba £ = {j € Zg~ : t; < 0} indexhalmazt. Nyilvan I ¢ LUK. A B’ és
B" bazisokhoz tartozo pivot tablat a 6. Abra mutatja.

B B -

0 0 }Kf

I +

0 0] }£

re B — He--D | = Ty - -
Ry Th

6. abra. A B’ és B” bazisok.

3 A flexibilis index valasztasi szabalyok esetén ciklizalas alatt csupan annyit értiink, hogy az
algoritmus végtelen sokszor visszatér egy adott allapotba (bazisba).
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Mivel t;; =0, ha i € K, és t}}, =0, hai € In» — {k}, igy

T
T = STttt b ST+ S Ut Lt 4 ol < il =
€L 1EX i€l
= tntl +t <0,

mivel ¢;; > 0,ha j € £, ést,t;, = 0, hai € K, mivel ezek a valtozok nem mozogtak

a két bazis kozott. Figyelembe véve a t);, < 0 és tj, > 0, illetve t.,. =1ést/. <0
feltételeket t,tj; < O ado6dik, amely ellentmond az ortogonalitési tételnek. a

Figyelembe véve, hogy a DegEljaras soran az x, valtozé egyetlen egyszer sem
lép be a bazisba az iteracidk soran, valamint a 6. abran bemutatott leallasi tab-
lak alapjan vilagosan latszik, hogy a degeneralt részfeladat megfogalmazhato lenne
linearis programozasi részfeladatként is, az z, vezérviltozé soraval, mint célfiigg-
vény sorral.

Masfeldl, barmely a linearis programozasi feladatok pivot algoritmussal torténd
megoldéasanak a végességét biztosité modszer (pl. lexikografikus szabaly) is alkal-
mazhaté lenne a DegEljaras egy moédositott valtozatdban. Erre egy utalis erejéig
Anstreicher és Terlaky [2] is kitér a linearis programozasi feladatra megfogalmazott
MBU-szimplex médszerrél irt cikkiikben.

Az elézéek alapjan kimondjuk, hogy az s-monoton pivotalasi szaballyal meg-
fogalmazott algoritmusunk véges.

4.3. TETEL. Tetszlleges megengedettségi feladatot az MBU-algoritmussal,
s-monoton indexvilasztési szabaly alkalmazisa esetén véges sok pivot iterdciéban
megoldhatunk.

Bizonyitds. Nem erdsen degeneralt feladatok esetén a noveld baziscserék biz-
tositjak, hogy egy adott bézis ne térhessen vissza. Erdsen degenerilt pivot tablat
a degeneracio elleni eljaras a 4.2. Tétel alapjan véges sok pivot 1épésben gyengén
degeneraltta konvertalja, vagy kimutatja hogy a feladat nem megengedett anélkiil,
hogy a tabla jobboldalat megvaltoztatna. O

4.3. Algoritmus valtozatok

Gyakorlatban az algoritmus hatékonyééga novelhetd, ha a vezérvaltozo, illetve
a bazisba beléps elem valasztdsa nem tetszéleges, habar éppen ez a szabadsaga ha-
sonldan az index-valasztasi szabalyok flexibilitdsdhoz numerikusan rosszul viselkedd
feladatok esetén praktikus lehet.

A pivot tipusit modszerek legkoltségesebb része a bazistabla megfelel§ sora-
inak, illetve oszlopainak az el64llitdsa. Azonban a béziscserék hatékonysaganak
szempontjabol érdekes lehet a vezérvaltozé meghatarozasakor a megfelelé sorok
degeneraltsiganak vizsgalata, ugyanis konnyen elSfordulhat, hogy egy adott ve-
zérvaltozohoz tartoznak lokilisan gyengén, illetve erfsen degeneralt oszlopok is.
Hasonléan, eléfordulhat olyan bazistabla is, melyen vélaszthat6 olyan vezérvaltozd,
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mely egy lépésben megengedetté tehetd, de van olyan vezérvaltozé is, melynek meg-
engedetté tételéhez degenericio ellenes eljaras sziikséges.

Ha a bazistabla nagyobb részét ismerjiik, olcson elvégezhets a kovetkezs, lokali-
san erds degeneraltsag elleni taktika. Amennyiben barmelyik lépésben lenne olyan
negativ valtozé, mely sordban lehetséges olyan baziscserét végezni, amely noveli
a megengedett valtozok szamat, akkor a vezérvaltoz6t a végesség veszélyeztetése
nélkiil le lehet cserélni.

Sajnos ez az Gtlet az erGs degeneralt tablaknal nem mindig alkalmazhatd, ahogy
azt a 3. dbra példaja is mutatta.

Az MBU algoritmus tulajdonsagaira épitve kifejleszthets a degeneraltsag ke-
zelésére egy rekurziv primal-dual eljaras is [3].

A DegEljaras végességének a biztositasara kifejlesztett modszerek egyszerien
atvihetSk linearis programozasi pivot algoritmusok végességének az igazolasara is.
Ebben az értelemben a 3. és a 4. Tételek eredményei az Illés és Mészaros [11], illetve
az S. Zhang [21] cikkében szerepls végesség bizonyitasok kozds altalanositasa.
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A NEW ANALYSIS FOR MONOTONIC TYPE SIMPLEX ALGORITHMS
FOR FEASIBILITY PROBLEMS

Zsour CsizMADIA, FiLiz BILEN AND TiBoR ILLEs

A variant of Anstreicher and Terlaky’s (1994) monotonic build-up (MBU) simplex algorithm
for linear feasibility problems is defined. Under a nondegeneracy assumption weaker than the usual
one, the complexity of the algorithm can be given by mA, where A is a constant determined by
the input data of the problem and m is the number of constraints. The constant A cannot be
bounded in the general case by a polynomial of the bit length of the input data.

Flexible index selection rules provide finiteness for strongly degenerate problems. The flexi-
bility of the rules provides possibility to avoid numerically instable pivots. The proof of finiteness
is presented in a unified framework — using the s-monoton property of pivot rules, defined in this
paper —, that incorporates the usual minimal index rule, the Last-In-First-Out and the most-
often-selected-variable index rules.

Key words: feasibility problem, monoton simplex algorithms, degeneracy, linear program-
ming, index selection rules.
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