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AZ ITERALT SHUFFLE MUVELET ALKALMAZASA REGULARIS
NYELVEKEN

IVAN SZABOLCS

A parhuzamos folyamatok elméletében kdzponti szerepet jatszanak a shuffle-
szorzds (LL1) és iteralt megfeleléje, a shuffle-iterdlt (*““') miveletek. Nem ismert,
hogy egy adott regularis (vagy véges) nyelv shuffle-iteraltja mikor regularis, illetve
kérnyezetfiiggetlen; vizsgalatainkban bizonyos specialis regularis nyelvekre megvala-
szoljuk e kérdéseket, tovabba adunk egy regularis nyelvosztalyt is, mely zart mindkét
miiveletre.

1. Bevezetés

A shuffle-szorzat egy jol ismert kommutativ és asszociativ kétvaltozés mivelet
nyelvek kozétt. Ha Ly, La nyelvek a ¥ abécé folott, shufle-szorzatuk, Lil11L,
szintén ¥ folotti nyelv, amit a kovetkez6képp definidlunk:

LWLy = {:rlyl...a:nyn P X1To.. . T € Ly, 1Y2-. - Yn € Lo, x4,y € E*} .

Egy X folétti L nyelv shuffle-iterdltja, L*'" szintén T folotti nyelv; ezt a kévetke-
20képp definidlhatjuk:

L**Y ={A}uLu(LWL)U (LWLWL)U....

Jol ismert tény, hogy a Chomsky-hierarchia £ és Ly osztalyai zartak mindkét
miiveletre, lasd pl. [1]. A regularis nyelvek osztalya, L3 a shuffle-szorzésra zart,
am nem zart a shuffle-iteralt képzésére; a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya, Lo
pedig nem zart egyik miiveletre sem, lasd [1). A shuffle nyelvek SL osztalyét
[1, 9] dgy definialjuk, mint a legszlikebb olyan nyelvosztalyt, mely tartalmazza
a véges (vagy regularis) nyelveket, és zart mind a regularis muveletekre, mind
a shuffle-szorzasra és a shuffle-iteralt képzésére. A fenti zartsagi tulajdonsagok
alapjan SL C L. {13]-ban igazolast nyert, hogy SL C P, ahol P a polinom idé-
ben determinisztikusan eldonthetd nyelvek osztalya. Tovabb4, [15] szerint 1éteznek
SL-ben P-teljes problémak is. Egy SL-en beliili végtelen hierarchiat adtak meg
[10]-ben. Az iteralt shuffle midvelettel lehet AN'P-teljes nyelveket is definialni, lasd
[16]. Regularis nyelvek varietasainak (ld. [14]) a shuffle miveletre valé lezartjarol
lasd [3].

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



188 IVAN SZABOLCS

[2]-ben igazoltak, hogy eldonthetetlen a kévetkezd kérdés: adott egy shuffle
nyelv (egy ,shuffle-kifejezéssel”, melyben a regularis miiveleti jelek, a LLI és a **
szerepelnek), L regularis nyelv-e? Tovabbi eldonthetetlenségi eredmények talalha-
tok az [5, 8, 11, 12] cikkekben.

Ugyanez a kérdés kommutativ shuffle-nyelvekre eldénthets, lasd [4]. Jelenleg
nem ismert, hogy eldonthet6-e a kovetkez6 kérdés: adott egy regularis nyelv, igaz-e,
hogy shuflle-iteraltja regularis (vagy hogy kdrnyezetfiiggetlen). A probléma nyitott
véges nyelvekre is. A [4]-beli eredmények szerint a kérdés eldénthet§ kommutativ
regularis nyelvekre; egy kozvetlen bizonyitas talalhaté [7)-ben. Azonban az ezen
munkikban megjelent médszerek nem adnak explicit fels6 korlatot a kérdés bonyo-
lultsagara.

Ebben a cikkben sziikséges és elégséges feltételeket adunk arra nézve, hogy bi-
zonyos regularis nyelvek shuffle-iteraltja regularis vagy kérnyezetfiiggetlen legyen.

2. Definicidk, jeldlések

Jelen cikkben N jel6li a természetes szamok {0,1, ...} halmazat. Amennyiben
n € N, [n] jelenti a {0,1,...,n} halmazt.

A formalis nyelvek elméletében szereplé standard jeloléseket (1d. [6]) és elne-
vezéseket fogjuk hasznalni: dbécének neveziink barmely véges halmazt, egy abécé
elemei a betiik. Az abécék jelolésére a X, I' betiiket hasznaljuk, a betiket az
a,b,c,... betiikkel jeloljiik, sziikség esetén indexelve.

Y, 4béceé folotti szonak neveziink barmely, 3 elemeibdl képzett véges sorozatot,
azaz aay...a, alaku sorozatokat, ahol n € N és minden 1 < i < n-rea; € X.
Ekkor a sz6 hossza, |a;...a,| = n; a benne levé a betiik szamat (ahol a € X)
lay...anlq jelzi. Ha n = 0, a szé az iires sz0, aminek jele a A. A ¥ folotti
bsszes szavak halmazat ¥* jeloli. Szavakra altaladban az u, v, w, z, y jeloléseket
hasznaljuk. Amennyiben w egy sz6, i € N és a w; jelolés még nem definilt, agy
w; a w sz0 . betijét jelenti.

Ha adott egy ¥ abécé folotti két szo,

aiaz...an 6s by ... bg (a1, ..., an,b1,...,br € X),

akkor (ilyen sorrendid) konkatendltjuk az a; ...anb;...by 526. £* a konkatenécid
miveletével monoidot alkot, melynek egységeleme ), az iires sz0.

¥ abécé feletti szavak barmely (iires, véges vagy végtelen) halmazat nyelvnek
nevezziik. Az egyelemi nyelveket azonositjuk egyetlen elemiikkel; ez nem okoz
majd félreértést. Nyelveket altalaban K vagy L jeld), szitkség szerint indexelve.

Nyelvek kozott értelmezhetjiik a halmazelméleti miiveletek mellett a konkate-
naci6 miveletét: ha K és L két nyelv, akkor legyen KL = {uv : v € K,v € L}.
A konkatenacio segitségével definialhatjuk nyelvek nemnegativ egész kitevSji hat-
vanyait: ha L egy nyelv, legyen
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- L'={x}
- Lnl = [
Egy nyelvnek definialjuk tovabba (Kleene- )iterdltjdt is: ha L egy nyelv, legyen

L* = G L.
i=0

Nyelveket bonyolultsdguk szerint osztalyokba sorolhatunk. Cikkiink a reguldris
és a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalyaval foglalkozik; ezen osztalyokat definialhat-
juk példaul a kovetkezGképpen:

— Egy L nyelv reguléris, ha el6all a véges nyelvekbdl a konkatenacio, Kleene-
iteracio és a halmazelméleti miiveletek véges sokszori alkalmazasaval.

— Egy L nyelv kérnyezetfiiggetlen, ha létezik olyan P veremautomata, melyre
Lg¢(P) = L (1d. lentebb).

Veremautomatdnak neveziink egy a P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F) rendszert, ahol
— @ allapotok véges halmaza;

- ¥ a véges inputibécé;

— I a véges veremabécé;

- degy @ x(ZU{A}) xI-bdl Q x I'* véges részhalmazaiba képezé fliggvény,
az atmenetfiiggvény;

- o € Q a kezddallapot, Zy € I’ a verem-kezd6szimbélum, F C @ a végélla-
potok halmaza.

A fenti P veremautomata egy konfiguraciéja egy @ x £* x I'™*-beli elem.
Konfiguraciok kozott értelmezziik a b rdkdvetkezési relaciot: (p,z, X) F (q,v,Y)
pontosan akkor, ha az alabbiak valamelyike teljesiil:

- £ = ay valamely a € ¥ betiire, X = 7X', Y = ;... X’ valamely
X eT™, 4,7, ..,¥n € I veremszimboélumokra, és d(p,a,v) 3 (¢, 71 ---"n);

- =y, X =9X",Y = v ... X’ valamely X' € ['* széra, ¥,71,---,Yn €T
veremszimboélumokra és §(p, A,7v) 3 (g,71-.-¥n)-

A fenti P veremautomata altal iires veremmel felismert nyelv
Lo(P) = {w € Z* : (qo,w, Zo) " (g, A\, A) valamely q € Q-ra};

itt * a reflexiv-tranzitiv lezaras jele.
Nyelvek kozott értelmezziik a shuffle-szorzds miveletét is: ha K, L nyelvek,

akkor legyen

KWL = {mlylxgyg..‘mnyn iT1Z2...Zn € K, yiy2...Yn € L, 75, y; € 2*}
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A shuflle-szorzas a konkatenaciéhoz hasonléan asszociativ, igy ennek a miveletnek
a segitségével is definidlhatjuk nyelvek nemnegativ egész kitev6jd hatvanyait: ha
L egy nyelv, legyen

W = (A}
L(n+1)l_|_l = LY L.

oo
A Kleene-iteralthoz hasonléan kapjuk egy L nyelv shuffle-iterdltjat: L*"-= | J L*".
1=0

Hasznélni fogjuk tovabba a legfeljebb n. shuffle-iterdlt jeldlését: LS™H = | L.

A részsz6 fogalmat tobbféleképp szoktdk definidlni. Ebben a cikkber; l(l)a z és
y két sz6, akkor mondjuk, hogy = részszava y-nak, ha létezik olyan w sz6, melyre
Yy € zllw.

A shufle és a shuffle-iteralt miiveletekre szamos jol ismert sszefiiggés 4ll fenn,
a teljesség igénye nélkiil néhany:

- A LW miivelet kommutativ, asszociativ.
~ Tetsz6leges K, Ly, Ly nyelvekre KU (L, U Ly) = (KWL ) U (KLLIL,).
- Tetszéleges K, L nyelvekre (K U L)*X = K*"HL*.

—~ A regularis nyelvek osztalya zart a shuffle-szorzasra, nem zart viszont a
shuffle-iteralt képzésére.

- A kirnyezetfiiggetlen nyelvek osztilya sem a shuffle-szorzasra, sem a shuffle-
iteralt képzésére nem zart.

Ha £ = {a1,...,ar} egy abécé, és w egy ¥ folotti sz6, akkor w Parikh-képe,
®(w) az az N*-beli vektor, melynek i. koordinatajan |w},, 4ll.
Nyelvekre is kiterjesztjiik a Parikh-fiiggvényt: ha L C ¥, legyen

&(L) = {d(w) :w e L}.

3. Elemi eredmények

Els6 vizsgalataink a legegyszeriibb olyan regularis nyelvekre iranyulnak, me-
lyekre a kérdés nemtrividlis: az egyetlen sz6b6l all6 nyelvekre. Kezdjiik egy egy-
szerd allitassal:

3.1. ALLiTAS. Legyen T tetszéleges 4bécé és u, vy, va, ..., v, € L* Ugy, hogy
u € vilivplll. .. LWv,. Ekkor ®(u) = &(v)) + ®(vz2) + - + &(vn).

Az 4llitas néhany egyszeri kovetkezménye:

3.1. KOVETKEZMENY. Tetszéleges L nyelvre ®(L*Y) = ®(L*) (ezt ugy is
mondjuk, hogy L** és L* bettiekvivalens).
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3.2. KOVETKEZMENY. Tetsz6leges u és v szavakra ha u € v*Y, akkor
®(u) = k®(v) valamely k € N-re.

Most mar be tudjuk bizonyitani els6 eredményiinket:

3.1. TETEL. Tetszbleges w széra w* pontosan akkor regularis, ha w € a*
valamely a betire.

Bizonyitds. Az elegenddség trivialis, hiszen ha w € a*, akkor w*"" = w*, ami
reguléris nyelv. Belatjuk, hogy ha nem létezik olyan a betd, melyre w € a*, akkor
w*" nem regularis. Legyen tehat w = a™by valamelya #b€ X, n > 0, y € I*-ra.
Tegyiik fel, hogy w*** regularis. Ekkor a pump4al6 lemma szerint kell létezzen olyan
N € N konstans, melyre tetsz6leges u € w*™- esetén, ha |u] > N, ugy u felirhaté
u = ujusug alakban oly médon, hogy a kovetkez6k fennillnak:

- |uug} < N;
- uz # N
~ tetsz6leges i € N esetén ujubug € w*.

Vegyiik az u = a®VbVyN € w* sz6t! E széra a feltételek fennallnak. Tekintve
barmely, a fenti harom kikétésnek eleget tevs uy, ug, uz sz6t, az juyus| < N feltétel
miatt (mivel u elsé N betiije csupa a) uz = a’ valamely j > 0-ra. Ekkor viszont
v’ = ujuZuz nem lehet w*"-beli 26, hiszen |u'|, = N|ulp, de |v’|o > N|w|,. Ebbé&l
kévetkezGen nem létezik olyan k € N szam, melyre ®(u') = k®(w). Ellentmon-
désra jutottunk, igy w*" val6ban nem regularis. 0

Folytatva a w*-" alakban el64ll6 nyelvek vizsgélatat, a kovetkezs eredmény is
adédik:

3.2. TETEL. Tetszbleges w szoéra, melyben az alterndldsok szama legalibb 2
(azaz barmely a, b betiiket is tekintiink, w ¢ a*b* fennall), w* nem lehet kérnye-
zetfiiggetlen.

Bizonyitds. Irjuk fel w-t w = af'a}?...a}* alakban, ahol minden 1 <i < k
esetén a; # a;4+1, €s minden 1 < i < k esetén n; > 0. A feltétel szerint tehat ekkor
k > 2. Tekintsiik az L = w*™ N ajaj...a; nyelvet. Konnyen lathatéan ekkor

L= a’l“N a'z"N .. .a}:“N : N € N'}. Mivel a kérnyezetfiiggetlen nyelvek osztalya

zért a regularis nyelvvel val6 metszésre, elegendé belatni, hogy L nem kdrnyezetfiig-
getlen. Ehhez a Bar-Hillel lemmat alkalmazzuk: amennyiben L kdrnyezetfiiggetlen
nyelv, agy léteznek p, ¢ > 0 egészek ugy, hogy tetszbleges u € L-beli sz6, melyre
|u| > p, felirhat6é u = ujusuzusus alakban ugy, hogy a kovetkezdk fennallnak:

- |uousus| < g5
- ugug # A

- minden i > 0 egész esetén ujubusujus € L.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007)



192 IVAN SZABOLCS

Tegyiik fel tehat, hogy L kornyezetfiiggetlen és a p, q egészek rendelkeznek a fenti
tulajdonsaggal. Vegyiik az u = al? H)n’ag”“’)"’...aff +Onk ¢ [ sz6t. Erre a
széra |u| > p, igy a lemma szerint felirhaté u = ujusuzuqus alakban Ggy, hogy a
fenti harom feltétel fennall. Tekintsiik az v’ = ujuluzudus sz6t! u konstrukcidja
és az |uguaug| < q feltétel miatt az usuzuyg sz6 legfeljebb két szomszédos blok-
kot érinthet (itt egy u-beli blokkon azonos betiik maximalis hosszi sorat értjiik,
azaz blokkok az a§” ton aép tome ,a,(cp TOnk gravak). Mivel w-ben az alterna-
lasok szama legalabb 2, igy u-ban legalabb 3 blokk kell legyen; tekintve tehat az
v’ = ujulugudug sz6t, azt kapjuk, hogy u'-ben u-hoz képest legalabb egy (mondjuk
az 1.) blokkban t6bb a betiik szama (mert ugug # A), viszont legalabb egy (mond-
juk a j.) blokkban ugyanannyi. Ez L fenti formaja szerint nem lehetséges (ugyanis
az i. és a j. blokk hosszanak ardnya n; : n; kellene maradjon). Ellentmondast
kaptunk, igy sem L, sem w*"" nem kornyezetfiiggetlen. o

A fenti foltétel nemcsak sziikséges, hanem elégends is. Ennek igazolasat egy
altalanosabb tételben végezziik el, amihez el6bb ismét sziikséges néhany allitast
belatni. Ahhoz, hogy az allitasokat ki tudjuk mondani, bevezetjiitk az alabbi jels-
léseket:

3.1. Definicié. Legyen ¥ abécé. Definialjuk minden i € N-re a
By 5 = (S x N
homomorfizmust a kivetkez6képp: minden a € ¥ esetén legyen h;(a) = (a,1).

A fenti homomorfizmusra akkor lesz sziikség, ha valamely L nyelvre ésw € L*
szbra ,nyomon akarjuk kévetni”, a w sz6 L-beli ,dsszetevsit”. Tovabba definidljuk
az alabbi homomorfizmust is:

3.2. Definicié. Legyen ¥ abécé. Ekkor a d : (£ x N)* — T* homomorfizmus
legyen a kdvetkezd: minden a € ¥ és i € N esetén d{(a,1)) = a.

Ezt a homomorfizmust pedig akkor hasznaljuk, ha az elgbbi homomorfizmus-
csaladdal kapott szavakbol vissza akarjuk kapni ¥*-beli megfeleldjiiket.

Ahhoz pedig, hogy egy L nyelv és egy w € L* sz6 esetében tudjunk beszélni
a w 826 ,,i. komponensérdl” (ami igy messze nem egyértelmii, de ha a h; homomor-
fizmusokkal jelolt komponensekrol beszéliink, akkor az lesz), definialjuk az alabbi
homomorfizmus-csaladot is:

3.3. Definicid. Legyen ¥ abécé. Tetszsleges i € N esetén legyen
5 (ExX N - &*
a kivetkezé homomorfizmus: a € ¥ és j € A esetén
- si((a,5)) =, hai =7
- si((a,J)) = A, egyébkent.
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Megjegyzés. A két utolsé definiciéban s a select, d pedig a delete szavak kez-
débetiijébdl szarmazik.

Az imént definidlt homomorfizmusok és az iteralt shuffle kdzott az alabbi Sssze-
fiiggés all fenn:

3.2. ALLITAS. Legyen ¥ 4bécé, L C T* tetszéleges nyelv, w € (Z x N)* pedig
egy sz6. Ha minden i € N-re s;(w) € LU {)\}, akkor d(w) € L**-.

Mivel w pontosan akkor van L*“-ban, ha szét lehet particionalni diszjunkt
L-beli részszavakra, az allitds nyilvanval6. Tovabba, az alabbi megforditas is igaz:

3.3. ALLITAS. Legyen X 4bécé, L C T* egy nyelv és w € L*Y egy sz6. Ekkor
létezik olyan w' € (¥ x N)* sz6 és n € N szdm, melyre minden i € N esetén
si(w')€e L,hai<mn;éss;(w)=2M\ hai>n.

Ezen bevezets definicidk utan elkezdhetjiik vizsgalni a kvetkezs nyelvosztalyt.
A tovabbiakban jelélje F' = {akb™1,a*2b"2,...,a*7b"/} az a*bt nyelv tetszbleges
véges részhalmazat.

3.4. ALLiTAS. Legyenw € {a,b}*. w € F* pontosan akkor teljesiil, ha létezik
olyan w' € ({a,b} x N)* 526 és n € N, melyre az alabbiak fennallnak:

- dw') = w;
- si(w')e F,hai<n;
- si{w')y=A hai>n;

- tetszbleges i < j < n indexek esetén (b,i) Gsszes el6forduldsa megel6zi
(b, 7) Osszes eléfordulasat.

Bizonyitds. Ha létezik ilyen w’ sz6, Ggy méar az els6 harom feltételbsl ko-
vetkezik, hogy w € F*. Az ellentétes irdnyt tartalmazas igazolasahoz legyen
w € F*H.  Ekkor léteznek olyan ug, u1, ..., un-1 € F szavak ugy, hogy
w € upllull). .. Wup—; (w = X esetén n = 0 valasztasa adja az lires szorzatot).
Ekkor létezik (esetleg tobb) olyan w’ szd, melyre az alabbiak fennallnak:

- w € ho(ug)hy(ug)tll. . LAy 1(tn-1) (azaz so(w') = up,s1(w') =
=up,...,8n-1{W) = un_1, és minden mas i-re s;(w’') = A);

~ w'-ben az elsG (b,0) megel6zi az elsé (b,1)-et, az az els6 (b,2)-t és igy
tovabb (ezt a shuffle-szorzat kommutativitasa miatt tehetjiik fel);

- dw')=w.

Legyen egy ilyen w’ € (X x N)* 526 esetén Alt(w') C N x N az a halmaz, melyben
egy (i,7) elempar pontosan akkor van benne, ha a kovetkezs feltételek fennall-
nak:

- i< j < |w| (azaz i és j pozicibk w’'-ben);

- )= (b,7) & w} = (b, ) Ggy, hogy i > 5
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Legyen w’ a fenti tulajdonsagu szavak koziil egy olyan, melyre |Alt(w’)| minimalis.
Allitjuk, hogy ekkor Alt(w’) = 0.

Tegyiik fel ugyanis, hogy Alt(w') # 0. Vegyiik ekkor azt az (I,7) € Alt(w')
part, melyre r minimalis és ezen beliil [ maximalis. Tekintsiik azt a w"” sz6t, melyet
w'-bél kapunk az [. és az 7. pozicion all6 betik felcserélésével. Ekkor [Alt(w”)]|
konnyen lathat6an kisebb, mint |Alt(w’)|; ha belatjuk tehat, hogy w” is teljesiti a
feltételeket, igazoltuk, hogy Alt(w’) = @ val6ban fennall.

El6szér belatjuk, hogy w"”-re tovabbra is fennall az, hogy ha i < j < n, akkor
w"-ben az els6 (b, 1) megel6zi az elsd (b, 7)-t.

Val6ban, tegyiik fel, hogy w” nem ilyen: el6zze meg az els6 (b, j) az els6 (b, 7)-t
az i < j szamokra. Ebbdl kovetkezik, hogy kell legyen olyan i index is, melyre az
els (b, i+ 1) megel6zi az elsé (b, 1)-t. Ekkor a kovetkezs esetek lehetségesek:

— Az els6 (b,1)-t cseréltiik az elsS (b, i+1)-gyel. Ez nem lehet, hiszen 1 < i+1,
ez a par nem volt Alt(w')-ben.

— Azels6 (b, 1)-t a széban hatrafelé cseréltiik, igy az els6 (b, i+1) mogé keriilt.
Ekkor egy i-nél kisebb i'-re egy (b, i) betiivel kellett cseréljiik, mely az elss
(b,% + 1) utan allt w’-ben. Viszont a cserélendS par valasztasi stratégiaja
miatt ekkor semmiképp nem cserélhettiik (b,%)-vel ((b,% + 1) is j6 lenne a
cserére, és hatrabb all w'-ben). Igy ez sem lehetséges.

- Az els6 (b,i + 1)-et cseréltiik a széban egy, az elsé (b, i)-t megelézs olyan
betiivel, mely (b,4’) alakd, ahol ¢’ > i + 1. Ekkor w’-ben az els6 (b, i’')-nek
meg kellene el6znie az els6 (b, i + 1)-et, ami szintén nem lehetséges.

Tehat w”-ben tovabbra is fenndll, hogy tetszéleges i < j < n esetén az els6 (b, 1)
megel6zi az elsé (b, j)-t.

Most belatjuk azt is, hogy tetsz6leges i < n-re az els§ (b, 1) pozicidja ugyanaz
w’-ben és w”-ben is. Tegyiik fel ugyanis, hogy nem igy van. Ekkor az alabbi esetek
lehetségesek:

- Az els6 (b,1)-t cseréltiik ki egy 6t megel6z6 (b, j)-vel, ahol ezek szerint
j > i. Ekkor az els6 (b, j)-nek értelemszerden meg kellene elGznie az elsS
(b, 1)-t, amirdl az elébb megallapitottuk, hogy nem lehetséges.

- Egy (nem az elsG) (b, 1)-t cseréltiink ki egy, az elsé (b, i)-t megel6z8 pozicién
1évé betiivel (igy a szoban el6rébb keriilt). Csakhogy ekkor az adott betiivel
az els6 (b,1)-t is kicserélhettiik volna; a valasztéasi stratégiabdl kdvetkezéen
ekkor az elsé (b,1)-t kellett volna vélasztanunk (vagy egy még el6bb allo
betiit). Ez tehat nem lehetséges.

- Az elsd (b,1)-t cseréltiik ki egy, a szban hatrébb 4allé betivel, atugorva
a masodik (esetleg tobb) (b,7)-t. Ez ismét nem lehet, hiszen a valasztasi
stratégia szerint az Atugrott betit kellett volna valasszuk (vagy egy még
hatrébb all6 betiit). Tehat ez sem lehetséges.

Osszefoglalva: a w’-bsl kapott w”-ben minden 0 < i < n-re az elsé (b, i) pozicidja
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megmaradt. Igy tetsz6leges 0 < i < n-re fennall, hogy az utols6 (a,i) (amit nem
cserélhettiink) még mindig megeldzi az elsé (b,1)-t w”-ben is; mivel a csere nem
valtoztatja sem az (a,i), sem a (b,i) betik szamat, igy s;(w”) = u; tovabbra is
fennall. Természetesen d(w'") = d(w') is teljesiil, hiszen két olyan betit cseréltiink
ki, melyek d melletti képe megyegyezik.

Tehat belattuk, hogy ha egy, a feltételeket teljesité w’-re Alt(w’') nemiires,
akkor megadhat6 olyan w” sz6 is, mely szintén teljesiti a feltételeket, és melyre
|Alt(w")] < |Alt(w')|. Mivel az Alt(w’) halmaz véges minden w'-re, valéban kell
létezzen olyan w’, mely teljesiti a feltételeket, és melyre Alt{w’) = 0. O

Analég gondolatmenettel beliathaté, hogy az (a,)-k is rendezhetsk ebben az
értelemben; igy végeredményben azt kapjuk, hogy w € F*'"Y pontosan akkor telje-
stil egy w € {a, b}* széra, ha van olyan v’ € ({a,b} x N)* s26 és n € N konstans,
melyekre:

- si(w') € F,hai<mn;
- si(w)y =X hai>n;

— tetszdleges i < j < n-re barmelyik (a,7) betd megelGzi az Gsszes (a,7)
betdt w’-ben;

- tetszéleges i < j < n-re barmelyik (b, 7) betd megel6zi az Gsszes (b, ) betit
w’-ben.

Jeldljon w € F* esetén egy hozz4 tartozoé ilyen tulajdonsagi (¥ x N)*-beli sz6t
(mondjuk a lexikografikusan legkisebbet) .

Ez lehet6vé teszi az F*'-beli szavak nemdeterminisztikus, egyfajta ,moho”
moédon térténd felismerését egy P veremautomatéaval a kévetkezd médon: ha P a
betiit olvas, azt beteszi a verembe. Amint elolvassa az els§ b betit, nemdetermi-
nisztikusan megsejti, hogy ez melyik a'b’ € F-beli szénak az elsé b betdje (vagyis:
mivel lesz egyenld sg(10), ahol w az input szé), a megfeleld szami a-t kiveszi a
verembdl, és a tovabbi j — 1 darab b-t (amik megfelelnek a t&bbi (b, 0)-nak @-ben)
pedig a verem tartalmit nem valtoztatva olvassa be. Ezutan ha talilkozik még egy
b-vel, ismét megsejti, hogy ez melyik F-beli szé els6 b-je (hogy mi s;(@)), és igy
tovabb. A beolvasis végén pontosan akkor iiriil ki a verem, ha w € F** valéban
fennallt, és a w-beli sorrendet is jol sejtettiik meg.

A fenti veremautomata formalis megadasa a kovetkez6: P = (Q, X, T, 6, qo,
Zo, 0), ahol

- Q= |max|vla| x [max|v]s|;
@ [ueaf)‘clla] [veFllb]’

- X ={a,b}
- I'= {ZO’G'};
- go=(0,0);
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- végiil, § a kovetkezs fiiggvény:

8((0,7),a,v) = {((0,3),a7)} minden 0 < j < max |vle, v € T esetén;
v

- 6((0,7),b,7) = {(0,7 — 1),7} minden 0 < j < mea}dvlb v €T esetén;
v

- 6((0,0),b,7) 2 ((4,5 — 1),v) minden a*¥’ € F, v € I esetén;
- 8((3)A0) = {(( = 1,7), M) minden 0<i < maxfola, 0<j <

< max |v]p esetén;
veF

- 6((0,0),A,Z0) = {((0,0),/\)}.

Tehat az eddigiek szerint erre a P veremautomatara Lg(P) = F*.
Eddig tehat belattuk, hogy ha F véges részhalmaza a*b*-nak, akkor F*
kérnyezetfiiggetlen. Ezt konnyen kiterjeszthetjitk a*b*-ra is:

3.3. TETEL. Ha F véges részhalmaza a*b*-nak, akkor F*"" kérnyezetfiiggetlen.
Bizonyitds. F ekkor felirthaté F = Fy U F, U F3 alakban, ahol:

- F, Catb*;

- I, Ca%

- F3C b~

Ekkor

FU = (FLUFU F;})""‘L1 = FfLuLUF;LULUF;LU
Azt mar lattuk, hogy Fy' kdrnyezetfiiggetlen; mivel F3' = F3 és Fy'H = Fy
(ugyanis abécéjiik egyelem), e két nyelv reguldris. Mivel pedig a kérnyezetfiig-
getlen nyelvek osztalya zart a regularis nyelvvel valo shuffle-szorzasra, igy F*"-
valéban kérnyezetfiiggetlen. ]

3.3. KOVETKEZMENY. Tetszdleges w € a*b* széra w* kdrnyezetfiiggetlen.

Maradva a*b* véges részhalmazainal, vizsgaljuk most azt, hogy milyen feltéte-
lek mellett lesz shufle-iteraltjuk regularis! Erre a kérdésre az alabbi sziikséges és
elégséges feltételt adjuk:

3.4. TETEL. Legyen F C a*b* véges nyelv. F*'Y pontosan akkor reguldris, ha
az alabbi feltételek valamelyike fennall:

- atbtNF= w;
- at N F és bt NF egyike sem liires.

Bizonyitds. Amennyiben atbt NF = (@, természetesen F*"H regularis: ekkor F
felirhat6 F = FyUF, formaban, ahol F; C a* és F, C b*. Igy F*'Y = Fy*PLLFY,
ami ismét két regularis nyelv shuffle-szorzata, igy reguléris.
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~ Amennyiben a_+ NF és bt N F egyike sem iires, tgy létezik i, > 0 gy, hogy
a* € Fés bl € F. Irjuk fel F-et Fy U F3 U F3 alakban, ahol Fy C a*bt, F, C a* és
F3 C b*. Tekintsiink egy a'b”™ € F; sz6t. Mivel

(a br)(z])l_l_l (a )(1])L.Llu_j(br)(1])l_l_l C ( i)*l_l_l(bj)*,
igy 3
(albr)ﬁu_l C (albr)(Sl])LlJLLIF;UJuJF;LL!
fennall. Ebb6l kévetkezden Fytt C (Fy)(SIFHiDW | Fxy | FyiU| Egt visszahelyet-
tesitve kapjuk, hogy

o F*LULLIF*L‘UU_IF*LU - (F(<|F1|1J U_JF*LULUF u")L.LlF;LULUF;LU _
=((Fy) (SR prd )y ¢ e,

Igy a teljes F* el6all ((Fy)(SIAEW P FFYYY alakban — az els6 tényezd
regularis nyelv véges shuffle-szorzatainak véges uni6ja, ami regularis; a masik két
tényez6 pedig egybetiis dbécé feletti nyelvek shuffle-iteraitja, ami regularis. Mivel a
regularis nyelvek zartak a shuffle-szorzasra és a véges unié képzésére, kapjuk, hogy
F*Y valéban regularis.

Az elegendGséget tehat belattuk; most igazoljuk a feltételek sziikségességét.
Tegyiik fel tehat, hogy atbt N F # @ és (mondjuk) a* N F = (. Ekkor tehat

létezik az € = rrgg l'”" hanyados, mely pozitiv (itt a 0 nevez6jd tortek értéke,

beleértve a J-t is, 0o): mivel van a*b*-beli sz6, a hanyados véges és mert minden
a-t tarta.lmazo széban van b is, igy a minimum nem O.

Ebbél kévetkezik, hogy — mivel F*Y betdekvivalens F*-gal — ugyanez az € a
minimuma az F*"H-beli u szavak esetében is az % hanyadosnak.

Ismét alkalmazzuk a pumpalé lemmat L = F*“Na*b*-ra (ami végtelen nyelv,
hiszen atbt N F # 0). Tegyiik fel, hogy L regularis. Legyen N € A a pump4l6
lemma szerint ekkor létezd olyan konstans, melyre tetszéleges u € L-re ha |u| > N,
akkor u felirhaté u = wjugugz alakban ugy, hogy |ujuz] < N, uz # A, és minden
i € N-re ujubuz € L.

Legyen a'b™ € F N (a*b*t)! Ekkor u = a!Vb™V eleget tesz a feltételeknek;
viszont tetszoleges u = ujuqug felirast tekintve, melyre |ujuz| < N, az uy sz6
a*-beli kell legyen. Ekkor viszont tekintve az u(¥ := ujubus szavakat, azt kapjuk,
hogy lim [u®], = oo, mikdzben {u®|, konstans. Igy tehat létezik olyan u(®,

melyre IT(TI'L < €, és igy ez az u(® nem lehet L-beli. Ellentmondast kaptunk tehat,
amibél kévetkezik, hogy sem L, sem F*" nem regularis. O

Megjegyzés. A masik eset (amikor is FNatbt # 0 és F Nb*T = ) bizonyitasa
analog, azzal a kiilénbséggel, hogy nemcsak a hinyadosokat kell megforditani, ha~
nem a pumpalé lemma azon valtozatat kell alkalmazni, amikor is az |ujug] < N
feltétel helyett az |uquz| < NV feltétel szerepel.
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4. Kommutativ nyelvek

Mivel tetszSleges kommutativ nyelvekre igaz, hogy shuffle-szorzatuk a legszi-
kebb kommutativ nyelv, mely tartalmazza konkatenaltjukat, tovabba tetszSleges
kommutativ nyelv shuffle-iteraltja a legsziikebb kommutativ nyelv, mely tartal-
mazza a nyelv Kleene-iteraltjat, erds kapcsolat all fenn a kommutativ nyelvek
és a shuffle mdveletek kozott. Ezért e fejezetben kommutativ regularis nyelvek
shuffle-iteraltjat vizsgaljuk. Annak eldontésére, hogy egy adott L kommutativ nyelv
shuffle-iteraltja pontosan mikor regularis, mar ismert algoritmus, lasd [4, 7]. Azon-
ban bizonyos sziikebb nyelvosztalyokra sikeriilt kdnnyen ellendrizhets feltételeket
adni; tovabba vannak kornyezetfiiggetlenséget biztosité feltételeink is.

A legegyszertibb kommutativ nyelvek (@ és {A} utan) azok, melyek valamely
egyszavas nyelv kommutativ lezartjaként allnak elé.

Az alabbi allitas igaz kommutativ nyelvekre:

4.1. ALLiTAS. Legyen ¥ 4bécé, L C X* kommutativ nyelv és x € T* s520.
Az x € L*V tartalmazéas pontosan akkor 4ll fenn, ha léteznek u;, ... ,u, € L szavak

igy, hogy &(z) = ; ®(uy).

Bizonyitds. Ha w € L*Y, akkor w € uyl. .. Wiu, valamely uj,...,un € L
szavakra. Ekkor termeészetesen ®(z Z ®(u;) is fennall. A masik irdny bizonyi-
tasat n szerinti indukcidval végezzuk el:i-l

- Han =0, azaz ®(z) =0, gy = = A és ekkor z € L*** barmely L-re igaz.

- Han =1, azaz ®(z) = P(uy) valamely u; € L-re, akkor L kommutativitasa
miatt igaz az allitas.

- Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden olyan széra, melynek Parikh-képe
felirhaté legfeljebb n darab L beli sz6 Parikh-képének Gsszegeként. Le-
gyen z € X*-ra ®(z) = Z ®(u;) valamely uy,...,un41 € L szavakra.

=1
Ekkor z felbonthato két dlSZJunkt részszora, x;-re és xo-re gy, hogy

o(x Z ®(u;) és ®(x3) = P(un+1). Az indukcids feltevés szerint ek-

kor z; € L““‘l és 9 € L*V is fennall. Mivel igy z felbomlik két L*"-beli
részszéra, igy r € L**HULOL*Y = L** is fennall. a

Specialisan ha L = &~ 1®(w) valamely w-re, ezt az allitast a kovetkezs forma-
ban mondhatjuk ki:

4.2. ALLITAS. Legyen ¥ 4bécéész,w € £*. Azz € (<I>'1<I>(w))*u'| tartalmazés
pontosan akkor &ll fenn, ha ®(z) = k®(w) valamely k € N-re.

Ezt felhasznalva a kovetkezd eredmény sziiletett:
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4.1. TETEL. Legyen w tetszdleges sz6. (&~ 1®(w))*" pontosan akkor regularis,
ha |Alph(w)| < 1.
Bizonyitds. Amennyiben |Alph(w)| € 1, ugy w € a* valamely a betiire; erre
(@7'e(w)™ = {w}™,
amire mar lattuk, hogy reguléris nyelv. '
Legyen w € a7'ay? ...ag* valamely a1,...,ax betikre, ahol a; # a;41 semmi-
lyen 1 <1 < k esetén, k > 1; és az n; kitevSk pozitivak, minden 1 < 1 < k esetén.

Tegyiik fel, hogy L = (®~'®(w)) * regularis nyelv, és legyen N a pump4lé lemma
allitasaban szerepld, L-re jellemzd konstans! Tekintsiik az

_ _Nny _Nng Nng
u=a; ‘ay *...a, €L

szO0t. Mivel |u| > N, a pumpalé lemma szerint u felirhaté u = ujupus alakban
ugy, hogy |ujuz| < N, uz # A, és minden i > 0 esetén ujubus € L is fennall.
Vegyiik észre, hogy itt up csak a; bettiket tartalmazhat. Tekintve az uyudus szot,
azt latjuk, hogy u-hoz képest csak a; bet(ibsl tartalmaz tobbet, igy nem lehet,
hogy ®(u) és ®(ujudus) egyszerre legyen k®(w) alaku (hiszen w tartalmaz ag # a;
betit is). Tehat ujuus ¢ L; ezzel ellentmondast kaptunk, és igy belattuk, hogy L
tényleg nem regularis nyelv. |

Ugyanezen nyelvekre a kornyezetfiiggetlenséggel kapcsolatosan egy hasonld
eredmény 4ll fenn:

4.2. TETEL. Legyen w tetszéleges sz6. (®~1®(w))** pontosan akkor kérnye-
zetfiiggetlen, ha Alph(w) < 2.

Bizonyitds. Legyen Alph{w) = {a1,...,ax}, ahol k > 2. Vegyiik el8szor is az
Ly = (27'®(w))" " Nala}...af
nyelvet. Erre a nyelvre

nlwls; nlwla, nlwlay,
Ll--{a1 a, .y :meN}.

Alkalmazzuk most Li-re azt a
h:{a1,...,ac}* — {a1,a2,a3}"
homomorfizmust, melyre
h(a1) = a1, h(az) = a2, h(as) = as,

és minden i > 3 esetben h(a;) = X. Ezutan h(L,)-re alkalmazzuk azon hz homo-
morfizmus inverzét, melyre ha(a;) = alwl"", minden 1 < ¢ < 3 esetben. Ekkor

h; h(Ly) = {aTa}a} :n € N},
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ami ismerten nem kornyezetfiiggetlen nyelv. Mivel pedig a regularis nyelvvel val6

metszés, a homomorfizmus alkalmazasa és az inverz homomorfizmus képzése mind

olyan miiveletek, melyekre a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart, igy az eredeti
(<I>'1fI>(w))*LJJ nyelv sem kornyezetfiiggetlen.

' Az elegenddség igazolasdhoz az altaldnossig megszoritasa nélkiil feltehetjiik,

hogy Alph(w) = {a,b} (ha Alph(w) < 2, Ggy a nyelv regularis, tehat kdérnyezetfiig-

getlen). Legyen |w|, = n, |w|p = m. Ekkor

L=(®7'®w))™"" = {z: mlz|, = nizls}.

Ezt a nyelvet pedig fel lehet ismerni egy olyan veremautomatival, mely vermét
mint egészértékd szdmlalét hasznalja Ggy, hogy a beolvasidsakor m-mel néveli a
szamlalo értékét, b beolvasdsakor pedig n-nel csokkenti; ha a szénak vége és a
szamlalo értéke 0, felismeri, egyébként elveti azt. A kévetkezs veremautomata igy
mikodik: P = (Q,{a,b},T, 4, g0, Z0,0), ahol:

- Q={-n,-n+1,...,-1,0,1,...,m};
- ¢ =0;
- F:{Zova7b};

- a é atmenetfiiggvény pedig a kdvetkezd:
- 6(0,a,v) = {(m,~)} minden v € T esetén;
- 6(0,b,v) = {(—n,v)} minden y € T esetén;
- 8(i,A,b) = {(i — 1, )} minden i > 0 esetén;
— 63, A7) ={(i —1,avy)} minden i > 0, v € {a, Zp} esetén;
- (i, A a) = {(i + 1, )} minden ¢ < 0 esetén;
- 6@, M) ={(i+1,by)} minden i <0, v € {b, Zy} esetén;
- 8(0, ), Zy) = {(0, M)}

A verem a kovetkezSképpen reprezentalja a kivant szamlalét: ha a verem tar-
talma a™Zy, akkor értéke n; ha b"Z,, akkor értéke —n. Lathatd, hogy P csak a
0 allapotban olvashat be betiit; az is lathato, hogy ha P egy i < 0 allapotba ke-
riil, akkor i-vel cstkkentve a szamlalé értékét keriil vissza a 0 allapotba, ha pedig
egy i > 0 allapotba keriil, akkor i-vel noveli a szamlalét, és Ggy keriil vissza a 0
allapotba. Tovabba mivel a beti olvasisakor eszerint m-mel noveli, b olvasasakor
pedig n-nel csokkenti a szamlalé értékét, valéban a kivant médon kezeli a szdm-
lalojat. Amennyiben felismeri az z sz6t (ez pontosan akkor kévetkezik be, ha a
sz6 elolvasasa utéan kiveszi a verembél az egyetlen ott 1év6 szimbolumot, Zp-t), agy
a szamlalo értéke O kell legyen x végigolvasasa utan. Ez valéban megfelel annak,
hogy miz|, = njzls.

Tehat Lg(P) = L, azaz L tényleg kdrnyezetfiiggetlen. O
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A kommutativ nyelvek osztalyan beliili osztalyokat alkotnak a lokalisan (1, m)-
kiiszobtesztelhet6 (vagy kommutativ csillagmentes) nyelvek; a tovabbiakban ezek-
kel foglalkozunk. Innen ugy tekintjiik, hogy ¥ = {ai,...,ax} adott.

4.1. Definicié. Legyenm € N. Definialjuk a ®,, : &* — N* fiiggvényt a kovet-
kezGképpen: tetsz6leges w széra ®,, (w)[i) (azaz a ®,,(w) vektor i. koordinataja)
legyen min {m, ®(w)[i]}.

4.2. Definicié. Egy L C ¥* kommutativ nyelv lokalisan (1, m)-kiiszGbtesztel-
hetd, ha megadhaték olyan vy,.. ., v, € N* vektorok, melyekre tetszGleges w € £*
esetén w € L pontosan akkor 4ll fenn, ha valamely 1 < ¢ < n esetén &,,(w) = v;.

4.8. Definicié. A lokalisan (1, 1)-kiiszObtesztelhets nyelveket lokalisan 1-tesz-
telhets nyelveknek is nevezziik.

A lokalisan 1-tesztelhet§ nyelvekre igaz az alabbi allitas:

4.3. ALLITAS. Egy L C %* nyelv pontosan akkor lokilisan 1-tesztelhets, ha
megadhatéak X1, %, ..., X, C X dbécék gy, hogy tetszblegesw € ¥* sz6 pontosan
akkor van benne L-ben, ha valamely 1 < i < n-re Alph(w) = %;.

Jelolje ¥ C X esetén Ly, azt a nyelvet, melyben pontosan azok a szavak

vannak, amiknek abécéje ¥;. Azaz:

Ly, = [ ZiaZy;
a€Ly
lathatéan minden Ly, alaku nyelv regularis.

Igaz tovabba, hogy tetszdleges ¥y C ¥-ra Ly, LWLy, C Lyx,, hiszen ha két
olyan szét fésiiliink Gssze, melyeknek &bécéje 1, egy olyan szét kapunk, melynek
abécéje ismét ;.

Ebbdl kévetkezben L3t = {A} U Lx,, tetszbleges ¥1 C I esetén.

Az eddigiekbd] kapjuk az alabbi egyszerd eredményt:

4.4. ALLITAS. Tetszdleges L lokalisan 1-tesztelhet6 nyelv shuffle-iteréltja regu-
laris.

Bizonyitds. Legyen

L=Ly, ULy, U---ULyg

"

Ekkor
LYY = L3EPubEt . WLE =
= (Lg, U{DHW(Lg, U {AHW. .. LL(Lg, U {A}),
azaz el6all regularis nyelvekbdl a véges unio képzésével és a shuffle-szorzassal; mivel
a reguléris nyelvek osztalya zart ezen miiveletekre, igy L*“" regularis. m|

Ennél azonban er&sebb Gsszefiiggést is kimondhatunk, amihez az alabbi allitas
sziikséges:
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4.5. ALLiTAs. HaX,,...,5, C %, akkor L = Ly, 1. .. WLy, lokdlisan (1,n)-
kiiszGbtesztelhetd nyelv.

Bizonyitds. Legyen minden 1 < § < n esetén v; a ¥; halmaz karakerisztikus

vektora (azaz vi[j] = 1, ha aj € I;, egyébként v;[j] = 0). Legyen v = 3 v;.
i=1

Allitjuk, hogy L pontosan azon w szavakat tartalmazza, melyekre minden 1 <i < k

esetén:

vagy v[i] =0 és |wls, = 0;

vagy vu[i] > 0 és |w|s, > v[i].

Ennek bizonyitasat teljes indukci6val végezziik n szerint:

Ha n =0, akkor L csak A-t tartalmazza, és ez minden i-re megfelel a
v[i] = 0 és |Als, = O eseteknek.
Ha n =1, akkor egyetlen ¥; C 3-rél van sz6; ekkor v minden koordi-

feltételeket kapjuk.

Tegyiik fol, hogy az allitas igaz n-ig. Legyen 3¥,...,X,41 C X, és te-
gyiik fel, hogy w € Ly, lU....1Ls,,,. Ekkor w két diszjunkt részszora,
wy-re és wo-re bonthaté ugy, hogy w; € Lg,LLI... LWLy és wg € Ly, ,.
Vizsgaljuk meg minden 1 < ¢ < k koordinata esetén v(i] és |w|q, viszonyat!
Az alabbi esetek lehetségesek (ismét v; jel6li X; karakterisztikus vektorat):
n
Ha )" v;{i] = 0 és vp41{i] = 0, akkor |wy]e; = O (indukciés feltevés szerint)
j=1
és |wala, =0 (Ls,,, definiciéja szerint); ekkor v[i] =0 és |w
allitas igaz.

a; =0, az

n
Ha > v;[i] =0 és vp4q[i] = m > 0, akkor |w;
j=1
szerint) és |walq; > m (Lg,,, definicidja szerint); ekkor v[i] = m > 0 és
|w]e, > m, az allitas igaz.

a: = 0 (indukci6s feltevés

n
Ha > v;[{] = m > 0 és vp41[i] = 0, akkor |wy|a; > m (indukcids feltevés
Jj=1
szerint) és |wzle; =0 (Lgx,,, definici6ja szerint); ekkor v[i] = m >0 és
|w]e, = m, az allitas igaz.

n
Ha 3" v;[i] = my > 0 és vpq1[i] = ma > 0, akkor |w|e; > m) (indukcios

i=1
feltevés szerint) és |wsls; > m2 (Ls,,, definici6ja szerint); ekkor

v[i] = mq + mg > 0 és |wle, > my + mo, az allitas igaz.

Azaz belattuk, hogy ha w € L, akkor valéban 4llnak ra a feltételek.
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Tegyiik most fel, hogy w Parikh-képe megfelels, azaz

n+1

Slw)>v= Zvj,

=1

és mindahanyszor v[i] = 0, ®(w) = 0 is fennall. Bontsuk ¥,1-et két diszjunkt
részhalmaz unidjara, Sy U Sa-re a kovetkez6képp: legyen

S = (L"J Ei) NXnt1
i=1

és So = X,+1\5:. Bontsuk most w-t két diszjunkt részszéra, wi-re és wo-re
gy, hogy we minden S;-beli betiib6l pontosan 1-et tartalmazzon, és tartalmazza
az Osszes Sp-beli betit! Konnyen lathatd, hogy ws € Ly, ., fennill; tekintve
a v’ =37, v; vektort, igaz, hogy ®(w1)[i] > v'[i] minden 1 <i<kra, és ha
v'[i] = 0, akkor ®(w;)[i] = 0, ugyanis:

— ha a; ¢ £,41, akkor v]i] = v'[i] és wo-be sem keriilt egyetlen a; sem a

konstrukcié miatt, igy az egyenlGség fennall;

n
- haa; € T ésa; ¢ |J X, akkor az Osszes a; betd wa-be keriil; ekkor
=1
V'[i]] = 0 és jurl,, = 0;

- egyébként we-be pontosan egy a; kerill, azaz |wi|,, = |w]s, — 1; mivel
n

vn+1[i] = 1 ekkor, igy v’[i] = v[i] — 1 is fenndll; és mivel a; € |J X, igy
j=1

v'[i] > 0 is fennall; Gsszegezve v'[i] > 0 és |wilq, > v'[4].

Mindezekbd] kdvetkezden wy-re az indukcios feltevés miatt valéban mondhatjuk,
hogy w; € Ly, lU... WLy, , tovabba hogy wo € Ly, ,,, igy valéban, w € L. ]

n Y
Az allitas kévetkezménye pedig:

4.1. KOVETKEZMENY. Ha X4,...,%, C %, akkor Ly, LLILs,LLI...WLLs, egy
lokalisan (1, n)-kiiszébtesztelhets nyelv.

Mivel lokalisan (1,n)-kiiszobtesztelhet6 nyelvek unidja is lokalisan (1,n)-kii-
szobtesztelhets, és felhasznalva, hogy a ¥ abécének legfeljebb 2!l kiilonb6z6 rész-
halmaza lehet, kapjuk az alabbi, a regularitasnal er8sebb allitast:

4.6. ALLiTAS. Tetszéleges L C {ai,...,ar}" lokélisan 1-tesztelheté nyelvre
igaz, hogy L** egy lokalisan (1, 2*)-kiiszébtesztelhetd nyelv.

Megjegyzés. A korlat nem éles; valdjaban ha k > 1, bebizonyithat6, hogy L*-

egy lokalisan (1, k — 1)-kiisz6btesztelhets nyelv (ez mar egy éles korlat).
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A lokalisan 1-tesztelhetS nyelvek ut4n most egy olyan kommutativ regularis
nyelvosztalyt vizsgalunk, mely abbdl a szempontb6! ,érdekesebb”, mint az eddigiek,
hogy zart a shuffle-iteralt képzésére.

4.4. Definicié. Legyen ¥ = {ay,...,ar} és N > 0. Definialjuk az N - MOD
nyelvosztalyt a kovetkez6képp: egy L nyelv pontosan akkor legyen benne
N — MOD-ban, ha létezik ¢ € N'* vektor ugy, hogy

L={weX:®(w)=c+MNes+ AaNea+ - -+ A Neg}

valamely Ap,...,Ax > O-ra. Itt e; az i-edik egységvektort jelenti. Ekkor azt is
mondjuk, hogy ¢ az L nyelv bdzisa.

4.5. Definicié. Legyen N € N esetén N —UMOD az N — MOD osztély véges
uniéképzésre vett lezartja.

Ezen nyelvosztalyokkal kapcsolatban kimondunk néhany allitast.

4.7. ALLITAS. Legyen N € N és K,L egy-egy N — MOTD nyelv; K bazisa
legyen ¢, L béazisa pedig d. Ekkor KWL is N — MOD nyelv, bazisa ¢+ d.

Bizonyitds. Legyen w € ulllv az u € K, v € L szavakra. Ekkor
O(u) =c+ Nlvés ®(v) =d+ Nip
valamely v, u € N* vektorokra (itt I a k-dimenzi6s egységmatrix). Tehat
S(w)=c+NIv+d+Nlp=c+d+NI(v+ p),

és ekkor valoban fennall, hogy w benne van az adott bazisai N — MOD nyelvben.
Ha pedig w benne van e nyelvben, ugy ®(w) = ¢+d+ NI(u) valamely u € N*-ra;
ekkor szétbonthaté két diszjunkt részszora, wi-re és wo-re gy, hogy ®(w;) = ¢ (és
igy wy € K), és ®(wq) =d + NIy (azaz wy € L). |

Ennek az egyszerd allitAsnak a kovetkezménye:
4.2. KOVETKEZMENY. Ha L egy N — MOD nyelv a ¢ bazissal, akkor

L(N+1)LLI C L.

Bizonyitds. Az eloz6 allitas szerint ekkor LIN+DW is egy N — MOD nyelv,
az (N + 1)¢ bézissal. Csakhogy ha ®(w) = (N + 1)c+ NIy valamely p € N*-ra,
akkor Ne-t kiemelve ®(w) = ¢+ NI(u+ ¢), azaz w € L is fennall.

Ebbél az eredménybdl kovetkezik, hogy ha L € N — MOD, akkor

N
L = J L™, vagyis L™ € N -UMOD.
=0
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Legyen most L € N —UMOD tetszleges! Ekkor L felirhato

=0

alakban valamely n > 0-raés Ly,...,L, € N— MOD nyelvekre. Felirva és kifejtve
L shuffle-iteraltjat, kapjuk, hogy

LtLLl — (U Li)tu_l —- %L:LLJ
=0 O

Az el6zbek szerint az L} nyelvek N — U MOD-beliek, azaz felirhatoak

L,’ = O Li,j
j=0

alakban. Erre a disztributivitast alkalmazva

n;
n n n
L LY = L ULi;= U W Ly,
=0 1<i;<n;
minden 1<j<n-re
Az uniéban N — MOD-beli nyelvek véges shuffle-szorzatai allnak, amik szintén
N — MOD-beli nyelvek; igy L**" végeredményben N — MOD-beli nyelvek véges
uniéjaként all els, azaz L* € N — UMOD.
Igy igazoltuk a kovetkezét:

4.8. ALLiTAS. Tetszbleges N € N-re N — UMOD zért a shuffle-iteralt és a
shuffle-szorzas miiveletekre.
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ON THE ITERATED SHUFFLE OF SOME REGULAR LANGUAGES

SzaBoLcs IVAN

In the paper the iterated shuffle operation is investigated on some regular languages. We give

necessary and sufficient conditions for regularity and context-freeness of languages that are the
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iterated shuffie of some singleton language, or a commutative closure of some singleton language.
We prove that for any finite language L C a*bt it holds that the iterated shuffle of L is context-
free, and characterize the cases when such a language is even regular. Also the iterated shuffle of
any l-testable language is proven to be locally threshold testable. Finally, a family of subclasses
of the commutative regular languages is identified such that each member of this family is closed
under both the shuffle product and the iterated shuffie operations.
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