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RELACIOS ADATBAZISOK FUNKCIONALIS FUGGOSEGI
RENDSZEREINEK GRAFIKUS AXIOMATIZACIOJA!

DEMETROVICS JANOS, MOLNAR ANDRAS ES BERNHARD THALHEIM

Relécios adatbazisok tervezésekor az adattablak séméai mellett fontos azt is meg-
adni, hogy az adatbézisnak milyen invaridns tulajdonsagokat kell teljesitenie. E fel-
tételeket integritasi megszoritasok formajiban adhatjuk meg, melyek koziil a funk-
cionlis fligg&ségek a legalapvet&bbek. A tervezési gyakorlatban azonban a formaliz-
mus hasznalata nehézkes, igy gyakran csak kdzvetve alkalmazzak. Egyes esetekben
viszont az egyértelmi és teljes specifikici6 csak fiiggfségi rendszer megadasaval le-
hetséges. Ehhez egy olyan diagramos reprezenté4ciot készitettiink, amely lehetvé
teszi a fiigg6ségi rendszerek hagyomanyos jelolésnél egyszeriibb, attekinthet6bb ke-
zelését. A grafikus reprezentacié a hozza kifejlesztett axiomatizicioval az implikalt
fligglségek levezetését természetes médon tdmogatja, kisebb séméakra pedig kézzel
is konnyen elvégezhet6vé teszi. Ezen kiviil kis sémakra (legfeljebb 5 attributum
esetén) a lehetséges fiigg6ségi rendszerek, ill. tipusok szam4t is meghataroztuk.

1. Bevezetés

Egy adatbazis struktirajanak tervezésekor az alabbi hirom {6 szempont jatszik
szerepet [27]. Ezek természetesen nem fiiggetlenek egymastol.

Szintaktika: Az adatbazis logikai szerkezetének megadasa induktiv médon, alap-
tipusokbdl kiindulva, konstrukciés miiveletek segitségével. A miveletek alkal-
mazhat6sagi feltételei logikai szabalyokkal frhaték le.

Szemantika: Az adatbazis elfogadhaté allapotainak leirdsa. A megadott logikai
feltételeket az adatbazis invaridnsan kell tartsa, ellenkezG esetben az adatok
nem lennének értelmezhetsk.

Pragmatika: Az adatbazis kornyezetének és a kérnyezetben bet6ltott szerepének
megadasa. Alapja a tarolt adatok és az elvégezhetd miveletek kapcsolata az
adott intézménnyel vagy céggel, az intézmeényi, ill. tizleti munkafolyamatokkal,
a felhasznalékkal.

A szintaktikai rész egyszerd esetben megadhat6 kozvetleniil a hasznélt adat-
modellben (pl. relaciés modell [16], 1d. késGbb e fejezetben), de 4ltaldban valamely

1Késziilt az OTKA tamogatasaval (T042706).
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modellez8 nyelven tervezik meg az adatbazis szerkezetét (a nyelv tébbnyire vizu-
alis, pl. egyed-kapcsolat modell [14]), s az elkésziilt tervet alakitjik 4t az adat-
modell sémajara. A pragmatikai rész megadasa gyakran nem teljesen explicit. A
szemantikai részben az adatbazis-invaridnsok itegritasi megszoritasok (fiiggsségek)
forméjaban adhaték meg (pl. egy azonosité szam valéban egyetlen egyedhez tar-
tozzon, ne fordulhasson el t&bbszor). Ezek sokfélék lehetnek; az egyes tipusokhoz
formalis logikai nyelvek allnak rendelkezésre; tObbségiik axiomatizalhato [1]. A sze-
mantikai rész megadasa sokszor elbonyolédik, mert nehéz attekinteni a fiiggSségek
kozti kapcsolatokat és végiggondolni a lehetséges fiiggdségek érvényességét. Ehhez
sziikség van maodszerekre, melyek segitik az adatbazis tervezgjét meghatarozni az
eleve érvényes és érvénytelen fiiggiségeket és azok logikai kdvetkezményeit. Bar
a modellezé nyelvek tobbsége ad eszkdzoket ilyen megszoritdsok megadasara, ez
egyes esetekben a teljesen pontos specifikdciora nem elegendd; logikai kdvetkezte-
tést példaul altaldban nem tesznek lehetgvé.

1.1. A relaciés adatmodell

A relaciés modell [16] maig is a legszélesebb kirben alkalmazott adatmodell, el-
sGsorban egyszeriisége, kifejezGereje és hatékony implementalhatosaga révén [1, 32].
Az adatbazis el6re meghatarozott tipusti adattablakbol all; egy tabla sorok hal-
maza; egy sor pedig a tadbla tipusaban (sémdajiban) meghatarozott attribdtumok-
hoz rendel értékeket. Ez pontosabban az alabbiakat jelenti.?

Legyen Attr és Dom szimbolumok egy-egy megszdmlalhaté halmaza, melyekre
értelmezett a DOM : Attr — 2P°™ fiiggvény. Attr az attribitumszimbélumok,
Dom pedig az adatbazisban el6fordulé szimbélumok (elemi adatok) univerzuma.
DOM adja meg az attribitumok tipusat (értéktartomanyat).

Legyen R C Attr attribatumszimbolumok egy véges, nem iires halmaza (an. re-
ldciéséma), R pedigr : R — Dom alaka fliggvények véges halmaza. R-et R séméju
relacionak (reldcid-eloforduldsnak) nevezziik, ha

Yre R:VAe R:r(A) € DOM(A).

R attribitumai (vagy oszlopai) alatt R elemeit értjiik, R sorai alatt pedig maganak
az R relaci6nak az elemeit.

Legyen Rel egy megszamlalhato szimbélumhalmaz, a reldcidséma-szimbolumok
halmaza és T egy véges részhalmaza. Egy DB : T — 244" fiiggvényt reldcids
adatbdzissémdnak nevezlink; DB sémaju reldciés adatbdzisnak pedig egy olyan DB
fiiggvényt, amely T minden ¢ elemét egy DB(t) sémaji relaciora képezi le. Ezek a
relaciok az adatbazis tablai, T elemei a tablak nevei.

Példaul egy napi repilSgép-jaratokat nyilvantarté J adattabla reldciésémaéja
lehet

J = {Jaratszam, Honnan, Hové, Mikor},

2Tobbféle, lényegében ekvivalens definicié is adhaté [1]. Mi az attribatumokat tipusosnak
tekintjiik, relaciosémabeli sorrendjiiket tetszolegesnek vessziik, az attribatumokat névvel azono-
sitjuk. fgy a definiciét funkcionalis alapon adjuk meg.
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melynek az egyik eleme (sora) lehet

r = {Jaratszém — 6209, Honnan — Budapest,
Hové — London, Mikor — 18 :05}.

Ha régzitjiik az attribatumok sorrendjét, a jelolés egyszerisddik:
T = (6209, Budapest, London, 18:05).

Ha nyilvantartjuk a pilétakat és azt is, hogy melyik jaratot ki vezeti koziiliik,
akkor az el6bbiek bévitéseként egy harom tablabél 4ll6 adatbazissémank lehet,
T = {P,3,V} tablanevekkel. Itt P a pilotak adattablajanak sémaija, V (yvezeti”)
pedig egy olyan séma, amely a pil6tak és a jaratok kozti hozzarendelésnek felel meg,
el6fordulasanak sorai egy-egy piléta azonositéjat és jaratszamot tartalmaznak.

1.1.1. Egyed-kapcsolat diagram

A relaciés adatbazissémak tervezésének legelterjedtebb modellezé nyelve az
egyed-kapcsolat diagram (pl. [14, 15, 13, 30, 32]). A nyelv nem egységes, tobbféle
valtozata létezik.

A tervezés soran tekintjiik a valés vilagnak azon részét, amelyrol adatokat kiva-
nunk tarolni és egyedosztdlyokat kiilonitiink el, attribitumokkal (a fenti példaban
egyedosztalyként modellezhetjiik a jaratokat és a pil6takat). Az egyedosztalyok
kozotti viszonyokat pedig kaepcsolatok formajaban modellezziik (pl. a pilotak és a
jaratok kozott kapcsolatként jelenik meg, hogy ki melyik jaratot vezeti). A kap-
csolatok sokfélék lehetnek, mind aritdsukat (pl. binaris — két egyedosztaly k6zotti;
ternaris; kvaternaris), mind pedig a részt vevé egyedek multiplicitasat tekintve
(pl. egy jaratot hany pilotanak kell vezetnie, egy piléta hany jaratot vezethet). A
binaris kapcsolatoknak harom alaptipusa van: egy-egy (pl. a pilétak és a jaratok
kozott egy-egyértelmd a megfeleltetés?), egy-sok (egy jarathoz egy piléta tartozik,
de egy pil6ta tobbet is vezethet, azaz forditott irdnyban nincs fliggvénykapcsolat),
sok-sok {egyik iranyban sem adhaté fiiggvénykapcsolat). Mi az olyan tipusd kap-
csolatokkal foglalkozunk, amelyek ilyen jellegl viszonyokkal megfogalmazhatoék.

Az adatmodell diagram formajaban késziil el, mely 4talakithaté relaciés adat-
bazissémava: az egyedosztalyokbél relaciosémak lesznek, altaliban a kapcsolatok-
bél is (,kapcsolotabla”, pl. a fenti V), de a séma gyakorta egyszerisithetd.

1.2. Funkcionalis fiiggéségek és negaltjaik
1.2.1. Funkcionalis fliggdségek

Az integritasi megszoritasok legalapvetébb tipusa a funkciondlis figgéség [2],
melynek elmélete jol ismert és kidolgozott, szamos fontos fogalom épiil ra (kulcsok,

3Tagabb értelemben a kapcsolatban valé részvétel lehet opcionlis, azaz a pil6téknak és a
jaratoknak csak egy-egy részhalmazan értelmezett a bijekcio.
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dekompoziciék, normélformak; pl. [6, 7, 5, 8, 31, 32]). Egy funkcionalis fiiggs-
ség azt jelenti, hogy a relaciés adattdblaban egyes attribiitumok értékei masok-
kal fiiggvénykapcsolatban kell legyenek, azaz egyértelmiien meghatarozzak azokat.
Pontosabban:

Legyen R egy relaciéséma, X és Y pedig attributumainak egy-egy részhalmaza.
Ekkor X — Y egy funkciondlis fiiggéség, melyet egy R sémaju R relacié akkor és
csak akkor teljesit (jel.: RE X — Y), ha

Vr,s€ R: (VA€ X :7(A) =s(A)) = (VBeY :r(B) = s(B))

(egyszeribben jelolve r(X) = s(X) = r(Y) = s(Y)), azaz ha két sor X-en meg-
egyezik, akkor Y-on is. A fogalom értelemszerien altalanosithaté fiiggségek hal-
mazaira is.

Jelbléseinkben két attribitumhalmaz uniéjat X UY helyett XY-nal jel6ljiik a
szokasos médon; s ahol nem okoz zavart, ott az egyetlen attriblitumbol 4116 halmazt
({A}) maga az attribiutum (A) jeldli.

Kanonikus (vagy szingleton) figgdségnek nevezziik azt, amelynek a jobb olda-
lan egyetlen attributum all; trividlisnak pedig azokat tekintjiik, melyeknél a jobb
oldal része a bal oldalnak. Redunddnsak azok a fiiggGségek (ezeket lehetne akar
pszeudotrividlisnak is nevezni), melyeknek van bal és jobb oldalukon k6zos attribu-
tumuk (vagy a jobb oldaluk iires). Ezek érvényessége ekvivalens azokéval, melyeket
a jobb oldalbél a bal oldalon is szerepls rész kivonasaval kapunk, ezért a redundans
fiiggdsegek kezelését (koztiik a trividlisokét) igyeksziink majd elkeriilni.

A funkcionilis fiiggbségek koérében értelmezhets a logikai kiovetkezmény fo-
galma. Ha ¢ egy fiiggsség és F fiiggségek egy (véges) halmaza, akkor { pontosan
akkor logikai kdvetkezménye F-nek (jel.: F E ¢), ha minden R relaciéra

REF = RE(.

Ha F funkcionalis fiiggdségek egy halmaza, akkor F lezdrtja alatt azt az F*-szal
jeldlt halmazt értjiik, mely F logikai kGvetkezményeit tartalmazza:

Ft={=X Y |FEG}.
F zdirt,ha F = F+.
1.2.2. Negalt funkcionalis fliggdségek

Egy adatbazis tervezésekor a valos vilagot modellezziik, s egyes jelenségek funk-
cionalis fiiggdségek formajaban keriilnek be a modellbe (erre még késébb visszaté-
riink). A tervezés kozben a fliggdségi rendszert finomitjuk, azaz egyre t6bb fiiggs-
séget vesziink hozza a halmazhoz. Igy minden lépésben nyitott kérdés, hogy azok
a lehetséges fliggdségek, melyek még nem szerepelnek a halmazban, vajon igazak-e
vagy sem. Egy adott lehetséges fiiggdség vizsgalatakor kétféle médon deriilhet ki,
hogy be kell venniink a modellbe: a vizsgalt fiiggdség logikai kdvetkezménye az
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eddigieknek, ezért igaz; vagy a vizsgalt fiiggGséget a valos vilaggal 6sszevetve azt
talaljuk, hogy sziikségképpen igaznak kell deklaralnunk a modellben.

A vizsgélat viszont azt is eredményezheti, hogy a fiiggdség nem sziikségkép-
pen igaz, azaz a majdani adatbazisban meg kell engedniink, hogy a fiiggdségre
ellenpélda legyen: két olyan sor, amely a bal oldalnak megfelels attributumokon
megegyezik, de a jobb oldalnak megfeleleken kiilonbozik. Ennek figyelembe véte-
léhez a funkcionalis fliggdségek mellett un. negdlt fiiggdségeket is kezeliink, melyek
X -+ Y alakuak. Egy ilyen nem integritasi megszoritasként értelmezends, hiszen
nem irja eld, hogy az adatbazisnak csak olyan &llapotai lehetnek, melyben tala-
lunk ellenpéldat az X — Y fliggségre. Ehelyett a tervezési fazisban van szerepe,
és azt fejezi ki, hogy nem irhatjuk el az X — Y fiiggdséget, azaz a tervezés vé-
gén elSallitandé funkcionalis fiiggGségi rendszernek csak olyan halmaz fogadhaté el,
melyben az adott fiiggdség nem szerepel. A fent bevezetett kanonikus (szingleton)
és redunddns fogalmakat értelemszertien altalanosithatjuk a negalt fiiggdségekre.

A funkcionalis fliigg&ségeket ezzel 6sszefiiggésben gyakran pozitiv fliggdségeknek
nevezziik, mig a negalt fiiggdségeket negativaknak. Egy rogzitett megszamlalhato
attribitumszimbolum-készlet felett kifejezhets 6sszes funkcionalis fiiggség univer-
zumat jeldljitkk D-vel, a negalt fliggGségek univerzuméat pedig E-vel. Egy adott ¢
pozitiv (vagy negativ) fiigglség negdltja alatt a neki megfelel§ negativ (ill. pozitiv)
fiiggGséget értjitkk (azaz amelynek jobb és baloldala megegyezik (-val, de ellenkez§
értelmd), és —(-val jeloljik. Ezt a jel6lést értelemszerten altalanosithatjuk fiiggs-
ségek halmazaira. Egy ¥ C DUE fiiggéségi halmaz egy adott attribitumhalmazra
nézve teljes, ha nem tartalmaz egyszerre egy fligglséget és annak negaltjat, tovabba
a FNDU-(FNE) halmaz éppen az adott attribitumhalmaz felett felirhat6 6sszes
lehetséges funkcionalis fiiggdséget tartalmazza (azaz minden lehetséges fiiggSségre
a halmaz megadja, hogy a modellben igaz-e vagy sem).

Egy § Cc DUE fiigg6ségi halmaz lehetséges kiterjesztése minden olyan Gt C D
zart funkcionalis fiiggdségi halmaz, melyre

FNDC ST & ~(FNE)NGT =0

(azaz tartalmazza F pozitiv fiiggdségeit, de nem tartalmazza F negativ fliggSsége-
inek negaltjait). A definiciéban szerepl§ G+ halmazok valéjaban azok a lehetséges
fiiggdségi rendszerek, melyek F finomitasival (tovabbi fiiggéségek hozzavételével,
teljessé tétellel) megkaphatok, azaz a tervezés adott fazisdban lehetséges kimene-
teleknek tekinthetok.

Pozitiv és negativ fiiggdségek egyiittes kezelésekor a logikai kdvetkezmény fo-
galmat masképpen kell érteniink. Tegyiik fel, hogy F C DUE egy (véges) fliggbségi
halmaz, és ( € DUE egy fliggdség. Ekkor ¢ pontosan akkor logikai kivetkezmé-
nye F-nek, ha minden lehetséges G+ C D kiterjesztésére teljesiil, hogy ¢ € G%,
amennyiben ¢ pozitiv; illetve —¢ ¢ G, amennyiben { negativ. Kénnyd latni, hogy
ha ¢ pozitiv, és F C D, akkor ez éppen ugyanazt jelenti, mint a kordbban de-
finialt kévetkezményfogalom. A lezdrds fogalma twjraértelmezhetd ezzel a logikai

kovetkezményfogalommal.
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Egy J filiggbségi halmaz ellentmonddsos, ha nem létezik lehetséges G* kiter-
jesztése. Ekkor F-nek logikai kovetkezménye barmilyen fiiggSség, igy egyidejtleg
valamely X -» Y és X — Y fiigglség is. Ennek vizsgilata, felismerése fontos a
tervezés soran, hiszen ilyenkor valami hibat vétettiink a modellezésben és finomi-
tassal nem tudunk eljutni érvényes, teljes fliggdségi rendszerhez.

1.2.3. Afunkcionalis fiiggdségek

Az imént bevezetett negilt fiiggGségfogalomnal létezik egy erdsebb szemanti-
kaja is, mely azt fejezi ki, hogy az adatbazisban mindig lennie kell olyan soroknak,
melyek egy adott funkcionalis fligg@séget megsértenek. Az ilyet afunkciondlis fiig-
g6ségnek nevezziik [9).

Az afunkcionalis fiiggSségek szdmunkra kevésbé érdekesek, de az alabbi Gssze-
fiiggés ramutat arra, hogy formalisan azonosan kezelhet6k a mi negalt fiigg&sége-
inkkel, hiszen a logikai kévetkezményfogalom a két esetben ekvivalens:

1.1. ALLITAS. Legyen ¥ C DUE egy véges halmaz és ¢ € E egy negalt fiiggo-
ség. Ekkor F E ( ekvivalens a kiévetkezével: minden olyan R reliciéban, amelyre
REFND, deVé € FNE : R ¥ -4, igaz az is, hogy R ¥ —( (azaz ha R kielégiti
F pozitiv fiiggdségeit, és van benne ellenpélda F negativ fiiggbségeinek negaltjaira
- igy a nekik megfelel6 afunkciondlis fligg6ségeket R kielégiti —, akkor kell lennie
ellenpéldanak —(-ra is — s igy a (-nak megfelel6 afunkcionalis fiiggéség teljestil).

Bizonyitds. Az ekvivalencia egyik irdnyanak igazolasihoz tegyiik fel, hogy
F E(, és R egy olyan relacié, amely ¥ minden pozitiv fiiggségét kielégiti, de min-
den negativ fliggGségének negaltjara talalhaté R-ben ellenpélda (cafol6 két sor).
Indirekt modon tegyiik fel, hogy R F —(, azaz nincs ellenpélda —(-ra. Ekkor te-
kintsiik azt a G+ C D fiiggGségi rendszert, mely pontosan azokat a funkcionalis fiig-
gbségeket tartalmazza, melyeket R kielégit. R F —(, ezért ~¢ € G*. Ugyanakkor ez
a G* zart, és R valasztdsa miatt F egy lehetséges kiterjesztése, igy ellentmondéasra
jutunk azzal, hogy F F (.

A masik irdnyhoz vegyiink egy olyan G+ C D zart funkcionalis fliggfségi rend-
szert, mely F egy lehetséges kiterjesztése. Ahhoz, hogy megmutassuk F &= ¢-t, meg
kell mutatnunk, hogy =¢ ¢ G*. Ehhez vegyiik a §* egy R Armstrong-relaciojat
[26, 4, ?|, azaz egy olyan relaciot, amely éppen Gt fiiggdségeit elégiti ki. Mivel R
attribitumain felirhaté6 minden maés funkcionalis fiiggGségre lesz ellenpélda R-ben,
igy a F-ben szerepld negativ fiiggdségek negaltjaira is, a feltétel (a bizonyitandé
ekvivalencia masik oldala) szerint lesz ellenpélda —(-ra is. Emiatt R ¥ —(, amely
éppen azt jelenti, hogy ~¢ ¢ G, mivel R Armstrong-relacio. m]

1.2.4. A fiigg6ségek hagyomanyos axiomatizacidja

A funkcionalis fiiggdségek ismert helyes és teljes kovetkeztetési szabalyrend-
szere az alabbi, un. Armstrong-azidmarendszer [2]:
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0) XYY

(1) X —Y @) X—Y,Y—2
XVW — YV X —Z
Negalt fiiggdségek esetén az axiomatizaciot az alabbi levezetési szabalyokkal
bévitve kapjuk a kiterjesztett Armstrong-azidmarendszert*, mely Ggyszintén helyes
és teljes [30]:

XY, XH2Z XY XZ Y2
6) =547 W x7vz ® X757

(6) X —7Z, X 4HYZ (7) Y —>Z X -HZ
X 4V X LY
A (3) és (7) szabalyok a (2) lehetséges megforditasai, a (4) és (5) pedig az
(1) megforditasaiként tekinthetGk. A (6) szabaly az alabbi Gsszevonasi szabaly
megforditasa, mely az (1) és a (2) szabaly alapjan kévetkezik:

@ XX —2
X —YZ

Egy axiémarendszerrel torténd levezethetdséget altaldban a b szimbolum jeldli,
a mi esetlinkben példaul F + § azt jelenti, hogy az F fiigg6ségi halmazbdl vala-
mely (helyes és teljes) szabalyrendszerrel levezethets a § fiiggdség. Mivel tobbféle
axiomatizaciot vezetiink be, jelezni fogjuk azt is, hogy mely rendszerben értendd
a levezethetség. Igy az eredeti Armstrong-rendszerben torténd levezethetdséget
a k4, a kiterjesztett Armstrong-rendszerbelit pedig a g4 fogja jelolni. Hason-
l6képpen, a késGbb bevezetett axiomatizacioknal értelemszeri indexeket fogunk
hasznalni.

Tekintsiink egy példat a fenti szabalyrendszerrel val6 kovetkeztetésre. Tegyiik
fel, hogy egy { Jdrat, Piléta, Id6} relaciéséma repiilGjaratok és az azokat vezetd pilo-
tak osszerendelésének sémajat irja le, most az id6 feltiintetésével. A séma szintjén
eldirjuk, hogy egy piléta egyidSben csak egy jaratot vezethet: Idd Pildta — Jdrat,
tovabba azt is, hogy egy jaratot egy idében csak egy piléta vezet (a masodpilotat
nem jegyezziik be ide): Jdrat Idé — Piléta. Ha ezek utan azt is eldirnank, hogy
egy jarat egy meghatéarozott id6ben megy, akkor a Jdrat — Idd fiiggBséget kellene
hozzavenniink a halmazhoz. Ez esetben a fenti szabalyrendszerrel levezethetjiik
az implikalt fliggGségeket. Els6 lépésben az (1) bdvitési szaballyal megkapjuk a
Jdrat Pilota — Idé fiiggGséget. Ezek utan viszont nem tudunk ugy szabalyt al-
kalmazni, hogy egy lépésben ne trividlis vagy kozel trividlis eredményt kapjunk.
Igy pl. megkaphatjuk a bavitési szabaly ujboli alkalmazasaval a Jdarat — Jdrat Id6
fliggdséget, mely nem ad Gj informaéciot, viszont most mar alkalmazhatjuk a (2)

4Ha negalt fiigg6ségekrol is sz6 van, akkor ezt a kiterjesztett rendszert nevezziik egyszerGien
Armstrong-axiémarendszernek.
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tranzitivitast, melynek eredménye relevans: Jdrat — Piléta. Ha most megvizsgal-
juk, hogy zart-e mar a halmaz, a valasz természetesen nem, hiszen még levezethets
pl. a Jdrat — Jdrat, Jdrat — Jdrat Pildta, Jirat — Idé Pildta, ... Bar ez utébbiak
ismét redundansak (a korabban levezetettekhez képest nem hordoznak 4j infor-
maciot), altaldnos esetben nem kénnyd latni, hogy rajtuk keresztiil kaphatunk-e
még relevans fliggdséget. Célszerd lenne példaul, ha a redundans (és kiilénésen
a trivialis) fiiggdségekkel nem kellene foglalkoznunk, hiszen azok a gyakorlatban
feleslegesen bonyolitjik a fiiggGségi halmazok vizsgalatat.

1.2.5. Fiiggdségi rendszerek megadasa

Tervezéskor — mint mar emlitettiik — fontos feladat az, hogy megallapitsuk,
mely lehetséges fiiggGségek igazak és melyek nem. Ez teszi lehetvé a teljes és
egyértelmid specifikiciét. Sajnos azonban nagyobb sémikra az ember nem képes
attekinteni a fiiggdségi rendszereket, illetve a fiiggdségek kozti kapcsolatokat. Bar
vannak elméleti médszerek a fliggdségi rendszerek kezelésére, egyel6re nem ismert
olyan egyszerd reprezentici6, amely konnyen attekinthetévé tenné a fiiggdségek
halmazait, kiemelné a hianyzé (nem specifikalt érvényességi) fiiggGségeket, illetve
a fiiggbségek kozti logikai viszonyokat.

A fliggdségek érvényességének lépésenkénti megallapitasdhoz kétféle fiiggdségi
halmazt tarthatunk nyilvan (|25, 28, 30]) — a korabban targyaltakkal 6sszhang-
ban:

A pozitiv fliggdségek ¥, halmaza: Minden olyan funkcionalis fiiggdség, ame-
lyet eleve igaznak tekintiink, illetve amelyek érvényessége kovetkezik a kezdet-
ben megadott érvényes (pozitiv) fliggdségekbdl (mint lattuk, negativbol pozitiv
nem kovetkezik).

A negativ fiiggdségek £y halmaza: Minden olyan funkcionalis fiiggfség, ame-
lyet eleve hamisnak tekintiink, illetve amelyek érvénytelensége kovetkezmény-
ként el6all a kezdetben megadott érvényes (pozitiv) és érvénytelen (negativ)
fiiggségekbdl kiindulva.

Ez a megkozelités az alabbi, az 1. dbran is lathat6 egyszerd moédszerhez ve-
zet, mely tobbféleképpen is finomithatd; az ismert eljarasok dont6 tobbsége is ezen
alapul. A moédszer lényege, hogy minden lépésben egy még nem ismert érvényes-

21 P 1 by 1 3 1
Még Még Még
ismeretlen ismeretlen ismeretlen
Yo To o Lo
Kezddlépés Kozbiils lépések Befejez6 1épés

1. abra. Egy fiigg6ségi rendszer elkészitése 1épésenként
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ségd lehetséges fiiggdséget a modellezends valosaggal Gsszevetve megvizsgalunk, és
megallapitjuk annak érvényességét vagy érvénytelenségét, majd képezziik ennek és
a korabban méar eldéntott fiiggsségeknek a logikai kévetkezményeit.

1. Kezd6 1épés: Rigzitjiik a kezdeti fiiggdségeket.

2. Iterdlt lépés: Ismételjik az aldbbi lépéseket, amig a £y vagy a ¥, halmaz
vdltozik:

- Kerestink egy o lehetséges fiiggiséget, mely nem eleme ¥y U L, -nek.
e Ha o érvényes (pozitiv), akkor L1-et bovitjiik a-val.
o Ha a nem érvényes (negativ), akkor o-t bovitjik a-val.

- Képezziik a ¥o és a 31 lezdrtjdt.
1.3. A felmeriil6 problémak és az altalunk készitett reprezentacié

A funkcionalis fiiggsségek elmélete bar j6l kidolgozott, a tervezési gyakorlatban
gyakran csak kézvetve alkalmazzak (pl. kulcsok, dekompozicidk, normalformak).
Egyes esetekben viszont az egyértelmi és teljes specifikicié csak fligg@ségi rendszer
megadasaval lehetséges. Ilyen példaul harom vagy t6bb egyedosztily kapcsolat-
tipusanak megadasa, az egyed-kapcsolat modell ugyanis meglehet&sen sziik lehets-
ségeket kinal tobbagu kapcsolatok jellegének deklarilasara. A binaris kapcsolat jol
ismert harom tipusa (egy-egy, egy-sok, sok-sok) megfogalmazhat6 funkcionalis fiig-
gbségekkel. Emellett azonban a ternaris vagy nagyobb aritasa kapcsolatok tipusait
nem elemzik kell6képpen, pedig rendelkezésre all hozza a fiiggSségek elmélete (a
gyakorlatban ritka, hogy nagy szamau, pl. 6tnél t&bb egyedosztaly egy kapcsolatban
részt vegyen, de a kapcsolattipusok kisebb aritdsokra sincsenek kell§en kidolgozva).
Ez esetenként tobbértelmi specifikiciéhoz vezethet, gyakrabban a kapcsolatok ,,bi-
narizalasihoz” (a magasabb aritasd kapcsolatok binarisakkal térténd modellezése,
kozbiilss egyedosztalyok bevezetésével).

Ez tobbek kozott annak koszonhetd, hogy a fiiggbségeket hagyoméinyosan
egyenkeént kezeljiik, a fiigglségi rendszereket pedig 6néallé fiiggdségek halmazaiként.
A koézoéttiik lévs kapcesolatokat viszont kezelni kell; a logikai nyelv példaul lehet6veé
teszi az implikiciét, de a formalizmus hasznalata nehézkessé valik a gyakorlatban a
vizualis attekinthetdség hidnya és a redundanciak miatt (1d. az ismertetett implika-
ci6s példat a repiilSjaratokkal). Az MFDBS’87 konferencian meriilt fel [29], hogy
ehelyett inkabb fiigg6ségek halmazaiban, a fliggGségi rendszer egészében kellene
gondolkodni, és megfeleld specifikaciés médszert adni a fiiggdségi rendszerekhez,
mely természetes, attekinthetd médon tdmogatja a halmazon beliili levezetést.

Ennek nyoméan a funkcionalis fliggfségi rendszereknek egy olyan diagramos
reprezentaciojat adjuk, mely lehet&vé teszi a hagyomanyos jel6lésnél egyszertibb
kezelésiiket, attekintésiiket. A fent emlitett algoritmusséma a mi diagramos rend-
szeriinkben is alkalmazhat6, a grafikus reprezentacié kisebb séméakra az implikalt
fiigggoségek levezetését kozvetleniil a diagramon is lehetGvé teszi. Késébb latni
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fogjuk, hogy a lezaras szisztematikusan elvégezhet6. Ehhez a formalizmus egy-
szerdsitése sziikséges; a hozza kifejlesztett axiomatizacié és a levezetési algoritmus
természetesen érvényes nagyobb sémaékra is, bar ott a grafikus reprezentaci6 alta-
lanositasa bonyolultta valik.

A lehetséges fiiggségek szama exponencialis az attributumok szdmaban [19)].
Ezért az Osszes fligglség érvényességének vagy érvénytelenségének specifikilasa nem
mindig valosithaté meg, a tervezést korlatozzak kognitiv képességeink (ezt jol pél-
dazza, hogy a grafikus reprezentacié nagyobb sémékra magasabb dimenziés terek-
ben altalanosithat6 egyszeriien). E probléma szorosan 6sszefiigg azzal az ismert
kombinatorikai problémaval, mely az MFDBS’87 konferencian meriilt fel ([29]),
és csak részben megoldott: Egy n attribtitumos séman vajon hany kiilonb6zé
funkcionalis fiiggdségi rendszer (zart halmaz) adhaté meg? Egy masik hasonld
kérdés, hogy hanyféle, funkcionalis fiiggSségekkel leirhaté n-aga kapcesolat létezik
(az egyed-kapcsolat diagram nyoman). Ez az el6z6t6l annyiban kiilénbozik, hogy
az attributumok permutaciéjaval egymasba vihet6 fiiggdségi rendszerek azonosnak
tekintend6k. Kutatdsunk sordn e problémaval is foglalkoztunk, s legfeljebb 5 attri-
butum esetén a lehetséges fliggdségi rendszerek, ill. tipusok szamat meghataroztuk.

2. A funkcionalis fliggéségi rendszerek szintaxisa

2.1. A fiiggiségek alaphalmazai

Célunk egyeldre az, hogy elkeriiljiik a funkcionalis fiigg&ségek hagyomanyos je-
161ésébsl adodé redundanciakat, bevezetve egy egyszerdsitett formalizmust, mely-
hez azutan helyes és teljes kdvetkeztetési szabalyrendszert adunk. Az egyszeriisités
lényege, hogy eltekintiink a redundans (és koztiik a trivialis) fiiggdségektdl, vala-
mint csak kanonikus (szingleton) fiiggdségekkel foglalkozunk.

Bevezetiink néhany tovabbi jelolést. A korabbiakkal 6sszhangban a funcionélis
fiiggsségek alaphalmazat, tovabba a nemredundans, illetve kanonikus (szingleton)
nemredundans funkcionalis fiiggdségek alaphalmazat jelélje rendre D, D és DF.
Hasonléan, E, E* és EF jelsli az sltalanos negalt, a nemredundéns negélt és a nem-
redundans negéalt kanonikus (szingleton nemredundéns negalt) fliggdségek alaphal-
mazat. Az Armstrong-rendszer alaphalmaza — mint lattuk — D U E, ezt fogjuk
egyszerdsiteni D} UE}-ra. A fligg6ségekre és halmazaikra vonatkozéan bevezetett
fogalmakat (lezart, zartsag, teljesség, lehetséges kiterjesztés, logikai kovetkezmény)
mindig az éppen adott univerzum f6l6tt tekintjiik, a levezethetdséget pedig jeldlni
fogjuk, hogy mely axiémarendszerben értendé.

Anélkiil, hogy érdemi kifejezGerdt veszitenénk, rendszerilinkbél kihagyhatjuk a
redundéns fliggdségeket (gondolva itt mind a pozitivakra; mind a negativakra), azaz
amelyek jobb és bal oldaldn van k6zos attributum, vagy a jobb oldaluk iires. Ezen
kiviil a nem kanonikus pozitiv funkcionalis fiiggdségeket is elhagyhatjuk, hiszen
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azok helyettesithet6k tobb kanonikus fiiggdséggel.® Sajnos azonban a bemutatott,
kiterjesztett Armstrong-axidmarendszer nem felel meg ezeknek a megszoritasoknak.
Meg fogjuk mutatni, hogy egy vele ekvivalens rendszer készithets (ld. kés6bb az
ST és NST rendszert, illetve az 5.1. és 5.3. tételt) az egyszertisitett formalizmusra.
Kideriil, hogy nincs sziikség redundans fiigg&ségek levezetésére ahhoz, hogy egy
fliggdségi halmaz Gsszes nemredundans kovetkezményét levezessiik. Igy az elss,
kozbiilsG egyszerisits lépés az eredeti univerzum D} UEt-re val6 megszoritasat
jelenti, tovabba azt, hogy egy D U E folotti tetszbleges, véges F filiggdségi halmaz
helyett a vele D} UEY f6l6tt ekvivalens

F={VoC|IW:VoWeTF, CeW\VIU
UV U|IW: VsWeF, U=W\V}

fiiggdségi halmazzal dolgozunk.

Az egyszertisités masodik lépése a nemszingleton negalt fliggsségek (negalt
nemkanonikus filiggsségek) elhagyasa. Bar ez a kifejezer§ valodi megszoritasat
jelenti, ennek a ténynek kevés gyakorlati jelentGsége van. A nemszingleton negalt
fiiggbségek ugyanis vagylagossagot fejeznek ki: pl. X -+ AB azt jelenti, hogy vagy
X » A, vagy X -+ B (vagy mindkettd) érvényes. Nyilvanvald, hogy egy teljes
fliggdségi halmazban az ilyen vagylagossigok redundansak, hiszen minden lehet-
séges elemi, azaz kanonikus fligg&ségre meg van hatarozva, hogy érvényes-e vagy
sem — ut6bbi esetben a negalt szerepel a halmazban. Ha pedig az ilyen fiigg8ségek
jobb oldala mas fiiggSségek miatt nem egyszeriisithetd le egyattribitumosra, azaz
sem X — A, sem X — B nem vezethetd le, akkor csupéan informéaci6hianyt vonha-
tunk le kovetkeztetésként: nem tudjuk eldénteni, hogy a két pozitiv fiiggdség koziil
egyaltalan igaz lehet-e valamelyik (csak azt tudjuk, hogy mindketts egyszerre nem
igaz).® Figyelembe véve, hogy sématervezéskor a cél egy teljes rendszerhez val6 el-
jutds, és a kezdeti halmazban altaldban nem szerepelnek ilyen nemszingleton negalt
fiiggdségek, elfogadhatjuk, hogy elhagyasukkal a fiiggdségek kifejezerejét csekély
moédon csbkkentsiik. Ez a méasodik egyszeriisitG 1épés formalisan az alaphalmaz
D} U Ef-re valé megszoritasat jelenti, azaz az el6zGekhez képest csak olyan fiig-
gbségi halmazokkal foglalkozunk, melyekben nem szerepel V -+ W, |W| > 1 alakn
negalt fliggdség.

A kiterjesztett Armstrong-axiémarendszer lehet6vé teszi, hogy a DY UET alap-
halmazon kiviil esé fiiggGségeket is levezessiink még olyan halmazbél indulva is ki,
mely része ezen alaphalmaznak. Garantdlnunk kell tehat, hogy ezek a kozbiils
eredmények ne legyenek sziikségesek ahhoz, hogy D} U Ef-beli kévetkezményeket
vezessiink le. Latni fogjuk, hogy készithetd olyan szabélyrendszer, mellyel min-
den szingleton kovetkezmény levezethetd nemszingleton részeredmények nélkiil, ha
a kezdeti fiiggoségi halmaz csak szingleton fiiggGségeket tartalmaz. Ez lesz majd
a PQRST axiémarendszer, melynek megvan az az elényss tulajdonséga is, hogy

5Példaul az X — AB fiiggdség helyettesithet6 X — A-val és X — B-vel.
6Ha példaul a zart vilag feltételezést alkalmazzuk, akkor pedig az a konkluzio, hogy egyik sem

igaz.
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a szabélyok alkalmazisanak van egy k6tott sorrendje, mely minden esetben teljes
lezarast eredményez, azaz minden kivetkezmény levezethets ugy is, hogy a szabéa-
lyokat csak egy el6re megadott sorrendben alkalmazzuk.

2.2. A Dimenzié fogalma

Egy X — A € D} funkcionalis fiiggdségre definialjuk annak dimenzidjdt, me-
lyet [X — A]-val jeléliink:

def

(X — 4] % x|

(a dimenzi6 negalt fiigg6ségekre hasonléan definidlhaté). Egy A attribttumra is
értelmezziik a dimenzi6 fogalmat, adott F C D7 fiiggbségi halmaz mellett:

(45 % min_ |X],
X—A€eF+

ahol 3* az F lezartja a DY folott, azaz
F+t={6eDF | FE o).

A definiciot kibgvitjiik arra az esetre is, ha F*-ban nincs X — A alaku fiiggsség,
ekkor
(A5 € 007

A dimenzi6 fogalma megkdnnyiti a fliggdségi halmazok kezelését, csoportosita-
sét, szoros kapcsolata van a grafikus reprezentécioval, és a kovetkeztetési szabalyok
alkalmazasi sorrendjénél is van szerepe.

3. A fiiggdségi halmazok szama

Jeldlje n a séma attribatumainak szamat, az §Dy,-nel jel6lt halmaz pedig tartal-
mazza az Osszes olyan érvényes (zart, ellentmondéismentes) funkcionalis fiiggdségi
halmazt, melyben a fiigg6ségek bal oldala nem iires.® Definidlunk egy 7 ekvivalen-
ciarelaciét ezen a halmazon oly modon, hogy két fiigg6ségi halmazt akkor tekin-
tiink ekvivalensnek, ha létezik az attribGtumok egy olyan permuticiéja, mely az
egyik halmazt a mésikba viszi at. Az ekvivalenciaosztalyok (a fiiggdségi rendszerek
tipusai v. esetei) halmazat 8D, /7 jeldli, ennek a méretére koncentrdlunk. Ha

TEst az esetet definidlhatnank ugy is, hogy [A] = n (ahol n a séma attribitumainak szama).
A oo jelblés viszont hangsiilyozza, hogy A fiiggetlen a t8bbi attributumtol, tovibba maga a di-
menzi6 definfci6ja fiiggetlenné valik n-tél.

8Ennek a megkdtésnek a sématervezésben van szerepe. Példaul egy- egyed-kapcsolat modellben
a tdbbagh kapcsolatoknak megfeleltethetiink fiigg6ségi halmazokat (ha a multiplicitasok megfe-
lels alaktak, és a kapcsolatokban lehetnek belsd multiplicitasi megszoritasok is), s ilyenkor nem
fordulnak el konstans attributumokat megadé fliggéségek.
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megengedjiik azokat a fiiggdségeket is, amelyek konstansnak deklardlnak egy-egy
attributumot (azaz iires halmaz all bal oldalukon), akkor egy bévebb halmazt ka-
punk, melyet SD,O1 jelol, ennek kiilonbo6zd eseteit pedig SD?z /7. Konnyen lathato,
hogy

|8DY /7| = [8Dns1/7| +|$DY /7|

teljesiil minden n € N*-ra.

Ezekkel a jelolésekkel tablazatba foglaltuk a lehetséges fiiggdségi halmazok és
esetek szamat, 6t vagy annal kevesebb attributum esetén. Az eredményeket egy
PROLOG program segitségével kaptuk [22], mely az (S) és (T) szabalyokra, s
azok alkalmazasi sorrendjére épiil (1d. 5.1. tétel). Magukat a lehetséges eseteket is
tartalmazza [22] — amennyire a terjedelem engedi.

Egyel6re nyitott kérdés maradt az 6tnél tobb attributumot tartalmazé fiiggs-
ségi halmazok lehetséges szama.

[ 15D [0/ ] 805 | [505/7]

1 1 1 2 2

2 -4 3 i 5

3 45 14 61 19
4 2 271 165 2 480 184
5 (| 1373701 | 14 480 | 1385552 | 14 664

1. tablazat. n attributumos séméak lehetséges zart fliggGségi halmazainak szama.

4. Funkcionalis fliggdségi rendszerek abrazolasa diagramokon

A fligg6ségi rendszerek abréazolasara mar fejlesztettek ki moédszereket. Ilyen
példaul [3] vagy [33] grafelméleti megkozelitése. Ezek és a hasonl6 médszerek nem
terjedtek el a gyakorlatban, f6ként azért, mert bonyolultabb filigg6ségi rendszerek
esetén kevésbé attekinthet6k. A haromattributumos esetre [11] javasol egy lehetsé-
ges diagramot, amely azonban redundéns, és nem altalanosithaté nagyobb sémakra.
A mi jelolésiink valamelyest egyszeriibb; konnyen lithaté rajta, mely fliggségek
igazak és melyek nem, ezen kiviil kovetkeztetésre is alkalmas.

4.1. Haromszoges reprezentacié

A 2. abran lathatjuk a diagram sémajat harom attributum esetén. Ebben
az esetben alapvetéen kétféle fliggGséget kiilonboztetiink meg. A fiiggSségeket a
haromszog cstcspontjai és a mellé rajzolt szakaszok (kiilon élek) végpontjai repre-
zentaljak:
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{(B,C} — (A} A

{C} — {4}

{A} - {C}, \{A} ~ {B}

{A,B} - {C} B i4.C).~ 40}

{B} — {4}

i8} =+ {C}y . {C}— {U}

2. abra. Héaromszoges diagrom haromattribatumos sémjk funkcionalis fiiggsegi
rendszereinek dbrazolasdhoz. A kiilonéllé szakaszol: a hamm :z0g0z: beliilre vagy
kiviilre egyarant rajzolhatok -

¥ i

—  Egydimenzids fiiggiségek (e bal oldal egy ati.ibiiumcé tar:almaz):-
Az {A} — {B} fiiggéség példail ilyey, a .liagram»n a haromszog AB
éle mentén lévs szakasz (mzint egydlmenzl(“ alakzat) B fel6li végpontja
reprezentéalja.

- Kétdimenzids fiiggoségek (két attribituri a bal oldalon):
Példaul az {A, B} — {C} fiigg6séyg tartozik ebbe a csoportba, ennek a
haromszog (kétdimenziés alakzat) C fel6li csicsa felel meg a diagramon.

Ha egy fliggGség érvényes, azt a neki megfelel§ cstucspontba rajzolt kérrel ab-
razoljuk. Athuzott korrel jeldjiik, ha tudjuk, hogy az adott fiigg&ség nem (vagy
nem mindig) teljesiil, azaz a neki megfelels negalt fiiggdség eleme a fiiggdségi rend-
szernek. Kis korrel jeloljiik, ha egy fiiggéség érvényessége nem allapithaté meg a
kiindulasi halmaz alapjan. Ha negutiv fliggGstégeket nem kezellink és lezartuk a po-
zitiv fiiggoségek halmazat, a fennmarad6 csicsokra szintéa kis korok keriilhetnek.

Az implikaciot is figyelembe véve Gsszességében az alébbi jeloléseket alkalmaz-
hatjuk a diagramon:

— A kezdetben megadott fliggGségeket tele korokkel,
— az implikalt fliggségeket dies korokkel, ' ”
- a kezdeti negélt fuggosegeket dthizott tele kb"rb'/‘kel (vagy kis korokkel) és
— az implikalt negalt fiiggGségeket dthizott tires kirokkel (vagy kis korokkel)
jeloljiik. ,
Néhany példat lathatunk a 3. abran. A bal oldali az {A} — {B} fiiggGséget
abrazolja az {A,C} — {B} implikalt fliggdséggel. A kozépsén az

{A} - {B}, {B}—{C]
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A A A

C B C B C B
3. abra. Példak a haromszoges reprezentaciéra

fiiggdségek és kbvetkezményeik, a jobb oldali haromszégon pedig az {A,C} +» {B}
negalt fiiggsség és {A} + {B}, {C} -+ { B} kovetkezményei lathatok.
Az Osszes lehetséges eset diagramjat [22] tartalmazza.

4.2. Altalanositas tobb attribtatumra

A fenti haromszoges reprezentacié altalanosithaté tobb attribttumot tartal-
mazoé sémaékra is. Két irdny képzelhetd el.

A dimenzi6fogalmat kovetve magasabb dimenzids terekben folytathaté az épit-
kezés a haromszoges alapon: pl. négy attribitum esetén tetraéderes reprezentaciod
adhat6é a haromdimenziés térben. Ilyenkor a diagram egy tetraéderbdl, négy ha-
romszogbdl (beagyazott haromattributumos részek) és hat szakaszbol (élbél) all
(beagyazott binaris részek).

A masik lehetséges irdny az, hogy sikban maradunk: a tetraéder négyzetre
torténd kicserélésével és a tobbi elem megfelelé elrendezésével kapjuk a négyze-
tes reprezentaciot. A parhuzamossag és az irdnyok figyelembe vételével konnyen
végiggondolhat6, mely sikidom mely csiicsa minek felel meg a tetraéderes reprezen-
taciéban.

A négyattributumos esetre lathatunk példat a 4. abran (az implikaciét kés6bb
taglaljuk).

A konstrukci6 altalanosithat6é 5 attributumra is. A kombinatorikus robbanas
miatt azonban az attribitumok szaménak névelésével a reprezentacié bonyolultta
valik, tobb geometriai alakzatra van sziikség. n attributum esetén a viszonylag egy-
szeri strukturdjua, szimmetrikus reprezentacié az n — 1 dimenziés térben létezik —
ennek atvitele két dimenzioba a szimmetridk megtartasaval nem lehetséges. A na-
gyobb sémék bonyolultsiga az attributumok csoportositasiaval, dekomponélasaval
kezelhetd, vagy az egész séma helyett egyes transzlaciok ([17], [18]) abrazolasaval.
A [23] cikkben bemutatunk egy példat, mely az attributumok csoportositasara
épiil. Az ilyen lehetGségek részletesebb vizsgilata tovabbi kutatémunkat igényel,
Osszefiiggésben a kis sémék mar ismert lehetséges fiiggdségi rendszereinek katego-
rizalasaval, jellemzésével.
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4. abra. A {B—-C,B—- D,B — A AD — B, AC — B} altal generalt rendszer
tetraéderes és négyzetes reprezentacioja.

Ha iires bal oldalu fiigg&ségek is megengedettek (azaz konstans attribatumok is
megadhatok), akkor a diagramokat attributumonként egy-egy tovabbi ponttal kell
béviteni, mely nulla dimenziés elemként éppen ezen fliggGségek reprezentéacidjat
teszi lehet6vé. A szabalyok grafikus mintait is béviteni kell az Y = () esettel, mely
konnyen elvégezhetd.

5. Axiomarendszerek
5.1. Az ST és a PQRST axiéomarendszer

Az alabbi levezetési szabalyokban és axiémaban Y egy attributumhalmazt jelol
(mely akar iires is lehet), A, BésC pedig olyan, paronként kiilonbéz6 attributu-
mokat, melyek nem szerepelnek Y-ban.

Y —-B Y—-AYA—-B YC -+ B
() YC—- B (T) Y - B it Y+B
Y—->AY-+»B YA—-B,Y +B

(R) (@ —~(Y—-B,Y -+ B)

(@ YA+ B Y+ A

Ha a dimenzionalitasra gondolunk, lathatjuk, hogy a szabélyok ¥ méretének
megfelels dimenzi6ju fiiggdségeken dolgoznak, beleértve esetleg eggyel nagyobb
dimenziéjuakat is. Ennek a ténynek fontos szerepe van a fliggéségek grafikus repre-
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zentacibéiban val6 kdvetkeztetésben, valamint a szabalyok alkalmazasi sorrendjének
finomhangolasdban. A szabdlyok Y kiilénb6z6 méretei mellett kiilonb6éz6 dimen-
z16j0 eseteket jelolnek, melyek a grafikus reprezentacidban kénnyen felismerhetsk
és alkalmazhatok. Az (S) szabalyt kiterjesztési szabalynak, a (T)-t pedig reduk-
ciés vagy forgatdsi szabalynak nevezhetjiik. Pozitiv (nem negalt) fiiggdségekre
belathats, hogy ha el8szor csak az (S)-t alkalmazzuk ameddig lehet, majd utana
ugyanigy a (T)-t, megkapjuk az Gsszes kovetkezményt (1d. az 5.1. tételt lejjebb).
Ezt finomithatjuk azzal, hogy (S)-t eldszor alacsonyabb dimenziéban, majd foko-
zatosan magasabb dimenziéban alkalmazzuk, a (T) alkalmazasat pedig a lehets
legmagasabb dimenziéban kezdjiik, s haladunk a legalacsonyabb felé. Ezt hasznal-
tuk ol arra, hogy legeneraljuk, és 6sszeszamoljuk a kiilénboz6 eseteket (a fiiggdsegi
halmazok tipusait) négy ill. 6t attribtitum esetén (1d. 4. fejezet).

Ha negalt fliggGségek is vannak, ehhez hozza kell vegyiik a (P), (Q) és (R)
szabalyokat is, mint az (S) és (T) negaltjait. A (O) szimbolikusan azt fogalmazza
meg, hogy ,,-»" épp a ,,—" negaltja, azaz egy ellentmondésos fligg&ségi halmazbél
levezethetd a —~(0). Mint fent, itt is kapunk a szabalyok alkalmazasara egy teljes
médszert; melynek soran minden egyes szabalyt annyiszor alkalmazunk, ahinyszor
csak lehet, s utdna tériink ra a kovetkez6 szabalyra. A sorrend: (S), (T), (R), (P),
(Q); de (P) és (Q) felcserélhetd.

Megjegyezzilkk, hogy csak szingleton, nemredundéns fiiggéségekkel foglalko-
zunk. A szabalyok alkalmazasaval nem is léphetiink ki ebbdl a korbél. Ez igaz
mind a pozitiv, mind a negalt fiiggGségekre.

A bemutatott szabalyokbél az alabbi két axiémarendszert definidljuk; az els6t
funkcionalis fiiggéségekre, a masodikat arra az esetre, amikor pozitiv és negalt
fiiggOségek is el6fordulnak:

- ST azidmarendszer: a D} alaphalmazon, az (S) és (T) szabalyokkal (az
Armstrong-rendszerbeli (0)-nak megfelel§ axiémaséma nincs),

—~  PQRST aziomarendszer: a DF U E}alaphalmazon, az sszes szaballyal és
a (O) szimbolikus axiémaval, mely az ellentmondasossag jelzésére szolgal.

Ezek a rendszerek helyesek és teljesek alaphalmazukon. Ezt és a szabalyok emlitett
alkalmazasi sorrendjét fogalmazza meg az alabbi két tétel.

5.1. TETEL. Legyen F a D} egy véges részhalmaza, tovabbs 6 € DY .

(i) Az ST axiémarendszer helyes és teljes a D} alaphalmaz folott, azaz
Flsr 6 < FE.

(ii) HaF tgr G egy véges G C DY fiigg6ségi halmazra, akkor G Osszes
eleme levezethets F-bol az (S) és (T) szabalyok alkalmazaséval ugy,
hogy (S) egyetlen alkalmazasit sem el6zi meg (T) alkalmazésa.

5.2. TETEL. Legyen F a D} UE} egy véges részhalmaza, tovabb4 6 € DF UES.

(i) A PQRST axiémarendszer a (00) nélkiil helyesDF UEY folott, és teljes
minden ellentmonddsmentes F-re, azaz F -pgrst 6 <= F F 4, ha
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F ellentmonddsmentes. Ezen kiviil, —(0O) levezethet6 akkor és csak
akkor, ha F ellentmond4sos.’

(ii) Ha F Fporsr G egy véges § C DF UEY fiigg6ségi halmazra, akkor
§ 0Osszes eleme levezetheté F-bél az (S), (T), (R), (P), (Q) szabs-
lyok alkalmazésaval oly médon, hogy (R) egyetlen alkalmazdsit sem
el6zi meg (P) és (Q) alkalmazédsa, (T) alkalmazasiat nem elézi meg
(R) alkalmazéasa, valamint (S) alkalmazdsat nem el6zi meg (T) al-
kalmazdsa. Ezen kiviil, ha |G| = 1, akkor (R)-et elegend§ egyszer
alkalmazni.

A tételek bizonyitisa az Armstrong-axidmarendszer I f5l6tti és a kiterjesztett
valtozat DUE {616tti helyességén és teljességén mulik. A kovetkezSkben kiterjeszt-
jiik az alaphalmazt a nemszingleton negalt fiiggdségekkel (igy D UE*-t kapunk),
s bevezetiink egy masik axidmarendszert, az NST-t. Belathato, hogy ez ekvivalens
a PQRST-vel az eredeti, sziikitett alaphalmazra (D} UE}) nézve. Ezek utan beve-
zetjiik az U és UE szabéalyrendszereket, melyek rendre ekvivalensek az ST-vel és az
NST-vel. Végiil az U és UE rendszereket hasonlitjuk ssze az eredeti Armstrong-
és a kiterjesztett Armstrong-axiomarendszerekkel, igy valik teljessé a bizonyitas
menete.

5.2. Az NST axiémarendszer mint a PQRST bévitése

Az alaphalmazt kibévitjitk D} U E*-re.

Az alabbi szabalyrendszerben Y, Z ésW paronként diszjunkt attribdtumbhal-
mazokat jelolnek (melyek iiresek is lehetnek azzal a megkotéssel, hogy a negalt
fiiggGségek jobb oldalai nem lehetnek teljesen iiresek), tovabba A, B ésC kilon-
b6zé attributumok, melyek nem fordulnak el a veliikk egy szabalyban szerepld
halmazokban.

Y -B Y A YA—- B
() YC - B (T) Y - B

YC -+ Z Y -AY»Z
(NS) Y»Z (NT1) YA+ Z

9 Az ellentmondésossag azt jelenti, hogy keét ellentétes fiiggdség (pl. X — W, X -+ W, lehetnek
akar redundansak is) levezethetd az Armstrong-axiémarendszerben. Elegendd megmutatnunk,
hogy ilyenkor ~{1) levezethet6 a PQRST rendszerben. Egyes ellentmondésos esetekben ugyanis
az Armstrong-axiomarendszerben levezethet$ néhany nemredundans, szingleton fligg&ség, melyek
nem vezethetéek le a PQRST-ben, az alaphalmaz megszoritottsiga miatt (pl. a (6)-os szaballyal
levezetjiik X -+ @-t, és utdna barmely B-re a (4)-es szaballyal levezethets X -» B). Bar ezek az
esetek nem relevansak, szigort formalis értelemben vett teljesség nem Aallithat6.
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YZW - B,Y » ZB Y -BY»ZB

(NT2) T (NT2S) >
Y »2Z
(Y -B,Y+»B R A
©@ ~ ) () e

Ezekkel a szabélyokkal akkor is miikddik a levezetés, ha nemszingleton negélt
fiiggGségeket is figyelembe kell venniink. Pozitiv, funkcionalis fiiggSségek leveze-
tésére tovabbra is az (S) és a (T) szabaly hasznalhaté, de negaltjukként most
az (NS), az (NT1), az (NT2) és a () jelenik meg. Bar az (NT2S) levezethet6
(S)-bol és (NT2)-b6l a W =  valasztassal (Id. az 5.8. lemmat kés6bb), az eset
gyakran el6fordul, igy érdemes kiilon szabalyként szerepeltetni.

A gyakorlatban a (*) szabaly nem sziikséges, mert minden lényeges informa-
ci6t levezethetiink nélkiile (Id. az 5.3. tétel 2. részét). Ez azt jelenti, hogy sosem
kell béviteniink egy negalt fliggség jobb oldalat, ami kiilondsen kedvezs, hiszen
altalaban épp az a célunk, hogy ezeket a jobb oldalakat redukaljuk. Igy egyediil az
(NT2) szabaly esete az, ami a jobb oldal méretét névelheti, de ez azzal jar, hogy
kozben legalabb egy attribiitumot el is tavolitunk belSle (B ¢ W).

Definidljuk az NST azidmarendszert a D} UE*' alaphalmazon mint a fenti
szabalyok egyiittesét (az (NT2S) opcionalis), beleértve a (O) ellentmondast jelzd
szimbolikus axiémé4t is. A rendszer helyes és teljes a nemredundans fliggGségekre
vonatkozoan, ha a pozitiv fiiggéségek kanonikusak. Jel6ljiik tovabba NST’-vel azt
az axi6marendszert, melyet NST-bdl (*) elhagyasaval kapunk.

5.3. TETEL. Legyen F a D} UE* egy véges részhalmaza, tovabbs § € DY UE*.

(i) Az NST rendszer (O) nélkiil helyes a DY UE*alaphalmazon és teljes
minden ellentmondéasmentes F-re, azaz F -ysr 0§ < F F 4, ha
F ellentmondéasmentes. Ezen kiviil, ~(0O) levezethet6 akkor és csak
akkor, ha F ellentmond4sos.

(ii) A (x) szabaly nem sziikséges ahhoz, hogy az NST rendszerben minden
relevans informaciét levezessiink, azaz az NST’ rendszer is helyes a
D} UE* alaphalmazon, teljes D} -n; és ha F ellentmonddsmentes,
tovabba § e Et, 6 = X -» Y, akkor

§F5=>HZ_€Y,Y7£@: g"l-NSTIX—I-?Z.m
Ha F ellentmondaésos, akkor F s —(0).

Az 5.2. tétel bizonyitasa az 5.3. tételen és az alabbi lemmakon nyugszik, melyek
a PQRST és az NST D} UE] alaphalmaz folotti ekvivalenciajat allitjak.

10Vegyiik észre, hogy X -+ Z legalabb annyi informaciét hordoz, mint 4.
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5.1. LEMMA. Ha az NST helyes rendszer, akkor PQRST is helyes, azaz
Fnst{(P),(Q),(R)}.

5.2. LEMMA. Vegyiink egy fiigg6ségi halmazt, mely nemredundéns, szingleton
(pozitiv és negativ) fiiggdségeket tartalmazhat. Ekkor minden olyan nemredun-
déns, szingleton fiiggbség, mely NST’-ben levezetheté D} U E* fol6tt, szintén le-
vezethet6 a PQRST rendszerben DY UE} fol6tt, ha a kezdeti fiiggbségi halmaz
ellentmonddsmentes. Ha ellentmondésos a halmaz, akkor pedig a PQRST rend-
szerben DY UEY folott levezethet6 a ~(3). Pontosabban fogalmazva:

~ Legyen ¥ a D UE} egy véges részhalmaza, X egy attribitumhalmaz
és A egy attribatum, melyre A ¢ X. Ha ¥ ellentmondismentes és
F FnsTe X + A, akkor F Fpgorst X -+ A. Ha JF ellentmondasos, ak-
kor F FPQRsT ‘1([:') teljesiil.

-~ Tovabb4, ha F FpgorsT X -+ A, akkor a levezetés elvégezhetd tigy, hogy
az (R) szabélyt legféljebb egyszer kell alkalmazni.

5.3. Az U és az UE axiéomarendszerek és kapcsolatuk az ST, az NST és
a kiterjesztett Armstrong-axiomarendszerekkel

Tekintsiik az alabbi szabalyokat. Csakigy mint elgbb, X, Y, Z és W paronként
diszjunkt attributumhalmazokat jelolnek azokra a szabilyokra nézve, melyekben
egyiitt el6fordulnak (lehetnek iiresek is, de a negalt fiiggdségek jobb oldala nem
valhat iiressé), tovabba az A;-k (i € [1..k], & € Ng) kiilonb6z6 attributumokat
jelolnek, melyek nem elemei a veliik egy szabalyban szereplé halmazoknak.

XY = A1, , XY - A, YA1--- A — B

) XY - B
(E1) XY - Ay, , XY 5 A, XY »ZA;-- A (0<I<k)
YA, -- Ay » Z
XA, X oA, X H ZA-- A
(E2) X +HZ
(E3) XZW = Ay,--- , XZW — Ay, XY » ZA,--- A
XY » ZW

(EQ) (X - A1, X > A, X + A 4p)

Az {(U)} egyetlen szabalybol all6, D} folott értelmezett rendszer U azioma-
rendszernek nevezziik. Kibovitve az (E1), (E2), (E3) szabalyokkal és az (EQ)-vel,
megkapjuk az UE azidmarendszert a D} UE* alaphalmazon.!!

Megjegyzendd, hogy k (és ) lehet O is, az (E2) kivételével (ott ez az eset ir-
relevans). Megmutathat6, hogy minden relevans informécié levezethets anélkiil,
hogy (E3)-at k = 0-val alkalmazni kellene (ez az eset felel meg a (x) szabalynak az

118z0ros értelemben ez nem véges axiomatizaci6 (de rekurziv), hiszen a felirt szabalyok val6ja-
ban sémak, melyekbdl minden k-ra kapunk egy-egy konkrét szabalyt.
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NST rendszerben). Ezt az allitast és az UE rendszernek a kiterjesztett Armstrong-
axiémarendszerrel a D} UE™ f6lotti ekvivalenciajat mondjak ki az alabbi lemmak.
F 4 jeloli az Armstrong-rendszerbeli bizonyithatésagot a funkcionalis fiiggoségekre
(értve ez alatt a (0) axiémat és az (1)-es és (2)-es szabalyokat, D {616tt), Fga pedig
a kiterjesztett Armstrong-rendszerbeli bizonyithatésagot (D U E folott, az Osszes
szabalyt beleértve). E két rendszerrdl ismert, hogy helyesek és teljesek.

5.3. LEMMA. (U) helyes, azaz + 4 (U).

5.4. LEMMA. Az U szabilyrendszer teljes a funkciondlis fiigg&ségekre nézve a
redundans fiiggdségek kivételével, tovabba azzal a megkitéssel, hogy azokat a fiig-
goségeket, melyek jobb oldala tobb attribatumbdl 4ll, kanonikus fiiggdségek repre-
zentaljak. Pontosabban: legyen ¥ a D egy véges részhalmaza. Ekkor minden X és
Z attribatumhalmazra

FraX—>Z=VBeZ\X:Ft+tyX-B,

ahol
F={VoC|IW:VoWeF CeW\V}

5.5. LEMMA. Az (El), (E2), (E3) szabélyok és (EQ) helyesek, azaz Fga{(E1),
(E2), (E3)} és ha F tyg —~(EQ) egy véges F C D} UE*' halmazra, akkor F
ellentmondésos.

5.6. LEMMA. AZ UE rendszer teljes a negalt funkcionélis fiigg&ségekre nézve,
a redundans fiiggségek kivételével, ha a kiinduldsi fiiggéséghalmaz ellentmondés-
mentes. Azokat a pozitiv fiiggéségeket, melyek jobb oldala tobb attribitumbél 4ll,
kanonikus fiiggoségek reprezentéljsk (az 5.4. lemmahoz hasonléan), tovabbé a nem
onellentmondéasos redundéns negalt fiiggéségeket nemredundansakkal helyettesit-
jik. Pontosabban:

— Legyen § a DUE egy véges, ellentmonddsmentes részhalmaza, és Iegyenek
X és Z olyan attribitumhalmazok, melyekre Z \ X # @ teljesiil. Igy ha
Frtga X -» Z, akkor F byp X + Z\ X, ahol

F={VoC|IW:VoWeF,Ce W\ VU
(VoU|IW:VHWeFU=W\V}

— Tovabbé, ha F' +yg X -+ V igaz egy nemredundans negilt fliggbségre (és
F' nem ellentmondésos), akkor 3U C V, U # 0 1igy, hogy X -» U leve-
zethetd az UE rendszerben anélkiil, hogy alkalmaznink az (E3) szabélyt
k = 0-val.

- Ha pedig F ellentmondédsos, és a hozzd tartozé 3JF-re teljesiil
¥ c DFUE™ (azaz F nem tartalmaz redundéns negélt fiiggGségeket, és igy
F' nem tartalmaz X -+ O alaki fiiggGségeket), akkor ¥ Fyg —(EN) igaz,
és a levezetés elvégezhetd anélkiil, hogy (E3)-at k = 0-val alkalmaznénk.
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Az ST és az U, valamint az NST és az UE ekvivalenci4jarél szénak az alabbi
lemmak:

5.7. LEMMA. Az ST és az U axiémarendszerek ekvivalensek a D f5l6tt, azaz
Fu{(S), (T)} és Fsr(U).

5.8. LEMMA. Az NST és az UE axiémarendszerek ekvivalensek a DY UE™ f6l6tt,
azaz az 5.7. lemma &llitdsain kiviil az alabbiak igazak:

—- Fue{(NS), (NT1), (NT2), ()},
- {(S), (NT2)}-nsT(NT2S), ~(EQ)FnsT ~(D),

- }"NST{(EI); (E2), (E3)}, ﬁ(D)I—UE "!(ED).

- Ezen kiviil a (x) szabdly csak az (E3) levezetéséhez sziikséges k = 0O-ra
és forditva (sem a tObbi szabdly levezetéséhez, sem a (EQ) levezetéséhez
(0)-bél vagy forditva).

5.4. A bizonyitasok

Az 5.1. tétel elsG részének bizonyitisa az Armstrong-axiémak helyességén és
teljességén, tovabba a 5.3., a 5.4. és a 5.7. lemman nyugszik. A méasodik részhez
meg fogjuk mutatni, hogy egy (T)-t kévets (S)-alkalmazas felirhat6 mint egy (S)-et
kovets két (T)-alkalmazas.

A 5.2. tétel elsG része trividlisan kévetkezik a 5.3. tételbdl és az 5.1. és 5.2. lem-
mabél. A masodik rész bizonyitasihoz, hasonléan az 5.1. tételhez, meg fogjuk
mutatni, hogy barmely, a szabalyokat nem a megadott sorrendben alkalmazott bi-
zonyitas atalakithaté egy olyan, vele ekvivalens bizonyitassi, melyben a szabalyok
kovetik a sorrendet (és ha a célhalmaz egyelemi, akkor (R)-et legfoljebb egyszer
kell alkalmazni).

Az 5.3. tétel az Armstrong-axiémak helyességén és teljességén nyugszik, vala-
mint az 5.5., az 5.6. és a 5.8. lemman.

A lemmak bizonyitasai koziil az 5.2., az 5.4. és az 5.6. érdekesebb, ezekben egy
adott, tetszéleges levezetéssel parhuzamosan konstrualhaté meg a masik axiéma-
rendszerben torténd, megfelel6 levezetés. Itt ugyanis a formalis rendszer szintaxisa-
ban van kiilonbség: az (U) rendszer példaul D} f616tti, mig az eredeti Armstrong-
axiomatizacié (a (0) axiéma az (1) és (2) szabalyokkal) D f6l5tti.

El6szér az 5.3.-5.8. lemmakat bizonyitjuk, melyeket az 5.1. és az 5.2. kivet.
A tételek bizonyitasait a lemmak utan ismertetjiik. A sorrend alapja a lemmak és
a tételek logikai egyméasra épiilése.

Az 5.8. lemma bizonyitdsa. A k = 0 eset éppen az (1) szabalynak felel meg,
ha V = (. Ellenkez6 esetben tetszéleges k > 0-ra tegyiik fel, hogy

XY—*Al,...,XYﬁAk éSYAlAk—*B
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igaz (eleme a fiiggGségi rendszernek). A (0) axiéma szerint XY — Y. A (8) szabaly
tobbszori alkalmazasaval XY — Y A; --- Ay adodik. Végiil a (2) szabaly alapjan
kapjuk a kivant eredményt: XY — B. (]

Az 5.4. lemma bizonyitdsa. Legyen F 4 X — Z. Megmutatjuk, hogy
FryG={X—->B|BeZ\X}.

Ehhez készitiink egy U rendszerbeli levezetést, parhuzamosan X — Z levezetésével
az Armstrong-rendszerben. Tegyiik fel, hogy az {(fi,---, fin) sorozat X — Z
egy levezetése. Az 1j levezetést indukciéval készitjiik el, biztositva, hogy minden
fi =V — W-re a hozz4 tartoz6

F ={VoC|CeW\V}

halmaz minden eleme szerepeljen az 1j levezetésben, még mielStt f;1-re keriilne
a sor. Ez azt jelenti, hogy minden i-re létezik az Gj levezetésnek egy (fi, -, f})

prefixe, melyre
i J

U7, = Uinh

p=1 q=1
Adott i-re a levezetés ezen a tulajdonsagat P;-vel jeloljiik. Vegyiik észre, hogy ez a
halmaz D7 része, igy ha csak az (U) szabalyt alkalmazzuk, a levezetés érvényes lesz
az U rendszerben D} folott. Az indukcio inditasahoz az uj levezetés kezdGprefixe
az lires sorozat.

Legyen 0 < i < m és tegyiik fel, hogy a régi levezetés (f1,-- -, fi) prefixe alap-
jan elkésziilt az uj levezetés P; feltételnek megfelels (f,-- -, f;) prefixe. Az induk-
ci6s lépés az Gj levezetés prefixének (opcionalis) bovitését jelenti. A bévitett prefix
valamely h > O-ra (f1,---, f}, fi41s s fi4n) lesz, melyre

i+h
w1 € U
g=1

és igy a P41 tulajdonsag teljesiil. Ha a helyes bévitési 1épést megmutatjuk, kész a
bizonyitas, mert m-re az allitas indukciéval adédik, és

fm=X—-2, F,.=6

A bévitési lépés az eredeti bizonyitasban szerepl§ f;y1 feldolgozasat jelenti.
fis1 négyféle lehet: vagy F-beli, vagy a (0) axiéma szerint keriilt be, vagy pedig az
(1), illetve (2) szabalyokkal a levezetésben mar korabban szerepelt fiiggéség(ek)bdsl
képzett. Tekintsiik 4t a négy esetet.

Tegyiik fel, hogy fi+1 € F. Ez esetben JF; | elemeit egyszertien hozzéirjuk az
1j bizonyitashoz. Mivel F; C F, a 1épés helyes.
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Ha fiy1-et a (0) axiéma ,példanyositasaval” kaptuk, akkor F/,, = 0, és emiatt
Piy1 automatikusan teljesiil az 4j levezetés bovitése nélkiil.

Tegyiik fel, hogy fi+1 = X'V'W’' — Y'V'-t az (1)-es szabéllyal kaptuk vala-
mely €el6z6 fiy = X' — Y’ alapjan. Ez esetben az

= {X'V'W S D|DeY'V\XV'W}

halmaz elemeivel kell béviteni az 1j levezetést (hacsak nem iires). Fj ; valamely

X'V'W!' = D elemére
DeY'V\XV'W =Y'\X'V'W CY'\ X,

és igy X' —» D € F},, ami mar korabban be kellett keriiljon az 1j levezetésbe. Ha az
(U) szabélyt k = 0-val erre alkalmazzuk, éppen X'V'W’ — D-t kapunk, amelyet
igy hozzévesziink az 1j levezetéshez. Ezt JF; , minden egyes elemére megtessziik,
biztositva P;; teljesiilését.

A hatralévé eset az, amikor fi41 = X' — Z' a (2)-es szaballyal szarmazik
valamely korabbi két

f,‘l=X,—>Y, és fi2=Y'—>Z,

fliggosegbdl. Ha F,,, # 0, akkor minden X’ — E € Fj,, fliggbséget hozza kell
vegyiink az 1j levezetéshez valamely korabbiak kovetkezményeként. Igy valik igazza
Piy1. Fi,, egy ilyen elemére E € Z'\ X'. Ha

Ec(Z'\C)nY' C X'\Y’,

akkor X' —» E € F] , és mivel ezt mar f;, feldolgozasakor hozzdadtuk az uj leve-
zetéshez, nem kell tenniink semmit. Kiilonben pedig E € Z'\ X'Y’' C Z'\Y’ és
Y’ — E-t f;, feldolgozasakor hozzaadtuk az 1j levezetéshez. Legyen

X'=X'\Y,Y'=Y'nNX & {A,|1<s<k}=Y'\X

ugy, hogy |[Y'\ X’| = k (k = 0 is lehetséges, ekkor nincs egy As se). Ezekkel a
jelolésekkel

Y 5E=Y"A,-- Ay > E és Vse[lLkl: X' 5 A, =X"Y"—> A, 5.

Miutan F, elemei benne vannak az uj levezetésben, (U) alkalmazhat6 az alabbi
moédon: X” felel meg az (U) szabaly eredeti jelolésében 1évé X-nek, Y pedig
Y-nak. igy éppen az

X”Y” - E= XI —_ E

eredményt kapjuk, melyet hozzaadunk az uj levezetéshez. A bévitési 1épést mind
a négy esetre megadtuk, ezzel a lemmat bizonyitottuk. O
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Az 5.5. lemma bizonyitdsa. V — A;--- Ay levezethets a (8) szabaly t6bbszéri
alkalmazasaval, kiindulva a V. — A;,--- |V — A fiiggdségekbél. Tekintsiik ezt
elsé lépésnek minden esetben (a megfelels V-vel, amely lehet XY, X vagy X ZW).

Elséként (E1) helyességét mutatjuk meg. A k = 0 (és igy | = 0) eset a (0)
axiémaval és a (3) szaballyal egyszerien lathat6. Legyen most k > 0, és tegyiik fel,
hogy

XY - Ay A, and XY » ZA, - A

igaz (azaz eleme a fiiggdségi rendszernek) valamely 0 < | < k esetén. Az (1)
szaballyal XY — Y A, --- Ay adédik, majd a (3) szabily szerint YAy ---Ax -+
ZA - A kiovetkezik. Végiil az (5) szaballyal megkapjuk az YA;--- Ay » Z
negalt fligglséget.

Az (E2) a (6) szabalybol azonnal kovetkezik (a k = 0 érdektelen).

Az (E3) megmutatasahoz elGszor tegyiik fel, hogy k > 0és XZW — Ay --- Ay,
valamint XY -» ZA;--- Ay igaz (ZW # 0). Az els6 fiiggdséget bovitjiikk az (1)
szaballyal, igy kapjuk, hogy XZW — ZA, --- Ag, melyre alkalmazva a (7) szabalyt
XY -+ YZW adéodik. A kivant XY -» ZW az (5) szabaly alapjan kovetkezik. A
k = 0 eset megfelel a (4) szabalynak, amely a (7) specialis eseteként (Z C Y) is
felfoghaté.

Mivel — mint éppen lattuk — az UE rendszer szabélyai helyesek, minden véges
F C DF UE* esetén F Fyg ~(EQ)= F g4 —~(EQ). Ebb6l mar latszik, hogy F
ellentmondasos, de teljesen formalisan is megkaphatjuk: pl. az X — A1ésX » A;
a (6) szabaly tobbszori alkalmazasaval érhetd el ~(ED)-bél. |

Az 5.6. lemma bizonyitdsa. Legyen F bpa X » Z, Z\ X # 0, és tegyiik
fel, hogy ¥ ellentmondasmentes. Vegyiik észre, hogy ekkor a hozza tartoz6 F’
is ellentmondasmentes, mivel ekvivalens F-fel a kiterjesztett Armstrong-rendszer
szerint. Megmutatjuk, hogy a H = {X - U | U C Z\ X, U # (} halmaz
legalabb egy f” elemére ' Fyg f” teljesiil. Ehhez készitiink egy levezetést az UE
rendszerben anélkiil, hogy alkalmaznank (E3)-at k = 0-val. Ez igazolja a masodik
allitast. A teljesség ezutan egyszertien kovetkezik, ha a levezetést még egy 1épéssel
bévitjiik, nevezetesen (E3)-at k = 0-val alkalmazzuk, sigy ¥ Fyg X -+ Z.

Az 5.4. lemmahoz hasonléan HH egy elemét levezetjiik az UE rendszerben,
parhuzamosan X - Z egy megléve levezetésével, mely az Armstrong-rendszerben
van felirva. Tegyiik fel, hogy ez a megléve levezetés az (fy,-- -, fm) sorozat, mely-
ben az egyes f;-k pozitiv vagy negativ funkcionalis fiiggéségek lehetnek. Az 1j
levezetést az 5.4. lemma bizonyitasa soran targyalt modszert bévitve készitjiik el.
A porzitiv fiiggGségek levezetése teljes egészében az ott targyalt médon torténik, s
emlékeztetiink, hogy igy az eredeti levezetés egy fiy1 fliggdségének feldolgozasakor
mAr az

F={V-oC|CeW\V}

halmaz elemei bekeriiltek az uj levezetésbe, ha f; = V — W alaki volt. Minden
negalt f; =V -» W fiigg6ségre igaz, hogy W \ V # 0 (mivel F ellentmondasmen-
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tes'?), igy az
FI— (VU |UCW\V,U %0}

halmaz nem iires. Az j levezetést ugy készitjiik el, hogy F’ legalabb egy eleme sze-
repeljen benne mire f;;; sorra keriil. Ezen tulajdonsig formalizalasihoz
eddigi definici6inkat kiterjesztjiik: F; = @ lesz a pozitiv fiiggdségekre és F, = 0
a negaltakra. Az invarians ezaltal igy irhaté fel: minden i-re van az 4j levezetésnek
egy (fi,---, f;) prefixe, melyre teljesiil, hogy

U qu} U(?’Uff"”DU{fq

és J

Vpe[1.i]: By #0=F,n | J{f} #0.
q=1

Jeloljik az invarians tulajdonsagot P;-vel. Mivel

j
U{s} c D uE?
g=1
igaz, az 0j levezetés érvényes lesz az UE rendszerben D} UE felett, ha csaz az UE
szabéalyait alkalmazzuk. Kezdetben az 1j levezetés az lires sorozat.

Legyen 0 < i < m, és indukci6val tegyiik fel, hogy az (fi, -, f;) sorozat az
1j levezetés mar elkészitett része (prefixe), mely a meglévs levezetés (f1,-- -, fi)
prefixe alapjan késziilt és P; igaz ra vonatkozoan. Az f;11 € D eseteket (F egy
pozitiv eleme, illetve a (0) példanyositasa vagy az (1), illetve (2) szaballyal kapott
fiiggsség) az 5.4. lemma bizonyitasakor targyaltuk. Ha fiy; € E, akkor F}/, | # 0,

és (opcionalisan) bévitjiik az 4j levezetést az (fi,- -, fj, fi41s -+ fj+n) SOTOZALLE
Ggy, hogy :
j+h
Flan J{f}#0.
g=1

Ez igazolja az allitast, hiszen f,, = X + Z, ¥/, = H és m indukciéval érhetd el.
Legyen fiy1 € FNE, fi = X'+ Z'. Ez esetben X' +» Z/\ X' € F]', és ezzel a
negalt fliggdséggel bovitjitk az uj levezetést, hogy Pit1 teljesiiljon.
A masodik esetben tegyiik fel, hogy

finn=Y' -+ Z'(Z'\Y' #0)
a (3) szaballyal valamely el6z6

fu=X"-Y & fi,=X"-»Z2(Z'\X"#£0)

12Egy 6nellentmond4sos negalt fiigg6ség (XY -+ X) a kiterjesztett Armstrong-rendszerrel akkor
és csak akkor vezethetd le, ha a kezdeti fiigg6ségi halmaz ellentmondésos. A ,csak akkor” irany
trivialis. A masik irany a (3) szabaly Y = Z esetébdl, a (6) szabaly Y = 0 esetébdl, illetve a (7)
szabaly X = Y esetébdl egyarant kovetkezik.
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fliggoségek alapjan kovetkezik. Ekkor az 1 levezetést valamely Y’ -+ V' fiiggsség-
gel kell béviteniink egy nem iires V/ C Z’\ Y’ halmazzal. Vegyiink egy

X' »UeF (UcCZ\X)

olyan fiigg8séget, amely mar eldfordul az 1j levezetés eddig elkészitett prefixében.
Legyen

XII:X/\Yl YI/=XImYI
zZ'=U'\Y'CZ'\Y', {A1,--, Ax} =Y\ X/,
Y\ X' =k

(k = 0 is megengedett, ekkor nincsenek A,-k), és tegyiik fel, hogy A1, -, A; éppen

U’'NY’ elemei, mely a Y’ \ X’ részhalmaza. Igy
Z'"Ay - A =U e X"Y'pZVA - A=X U

Minden s € [1..k]-ra
X' 2 A, =X"Y" > A, € T

11
és emiatt mar akkor bekeriiltek az 1j levezetésbe, amikor f; -et dolgoztuk fel. Az
(E1) szabaly alkalmazasaval, X"-et irva X helyére, Y-t irva Y helyére és Z"-t
irva Z helyére,

Y'A - Ag » 2"'=Y » 2"

adodik, ha Z” # . Az 1j levezetést bévitjiik ezzel a negalt fiiggséggel, és Z” C
Z'\'Y’ biztositja, hogy a kivant P;; tulajdonsag igaz legyen. Megmutatjuk, hogy
Z' nem lehet iires. Indirekt modon tegyiik fel, hogy az. Ekkor

X »U =X »A4A--A.

Mivel korabban minden X’ — A; le lett vezetve az UE rendszerben, ~(EQ)-t kap-
juk, ami azt jelenti, hogy F”’ ellentmondasos (1d. 5.5. lemma, az UE-axiémarendszer
helyes). Ez viszont ellentmond a feltételnek, miszerint F” ellentmondasmentes,
ezért Z" # 0.
Ha
fin=X' »Y'Z'(Y'Z'\X"#0)
a (4) szaballyal kovetkezett egy el6z6 fy = X' -» Y’ alapjan, akkor az indukcio
miatt egy
X' »U eF]U CY\X,U #£0)
fiigg6ségnek mar szerepelnie kell az uj levezetésben. Mivel U’ C Y\ X' C Y'Z'\ X/,
7 C F/L,, ésigy a Piy1 tulajdonsag a levezetés bovitése nélkiil igaz lesz.

= Yitl
A kovetkez§ esetben tegyiik fel, hogy az

fi1=X'Z' Y (Y'\X'Z #0)
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fiiggGség az eredeti levezetésbe az (5) szabily alapjan a korabbi fiy = X'Y' » Y'Z'
kozvetlen kévetkezményeként keriilt be. Az indukcié miatt az 1j levezetésben mar
szerepelnie kell egy

X'Z' »U e Fl(U CY'Z'\X'Z',U" #0)
fiiggbségnek és igy Gjfent nincs sziikség bdvitésre a P;; tulajdonsig teljesiiléséhez,
ugyanis Y'Z'\ X'Z' =Y'\ X'Z', és igy F}/ = F],.
Most tegyiik fel, hogy

frr =X Y (Y\ X' £0),
és ez a (6) szabaly f;, = X' — Z'-re és f;, = X' Y’'Z'-re tortént alkalmazasaval
keriilt az eredeti levezetésbe. P, teljesiiléséhez egy

X' »VeF (V' CY'\X, V' #£0)

fiiggSséget kell az ) levezetésbe beillesztenlink. Az indukciés feltevés miatt
X' -+ U’ € F], mar szerepel az 0] levezetésben egy nem iires U’ C Y'Z'\ X'
halmazzal, és nem kell tenniink semmit, ha U’ C Y’ \ X’. Legyen

{A1,-- A} =(Z'\X')nU'
kiilonb6z6 As-ekkel (k = 0 megengedett), és Z” = U’ \ Z'. Igy

X U =X+ Z”Al-"Ak.

Mivel minden X’ — A, € F], ezek mar le vannak vezetve az 1j bizonyitasban. Az,

hogy Z" # 0, a (3) szabaly eseténél targyalt médon bizonyithaté itt is. Emiatt az
(E2) szabaly alkalmazhato Z” helyettesitésével Z-be, és az eredmény,

X' »Z"'"=X"pU\Z'U\Z CY'\X
hozzairhatod az 1j levezetéshez, teljesitve Piqq-t.
Az utols6 eset az, amikor az fi+1 = X' » Y/ (V' \ X' # 0) a (7) szaballyal

valamely korabban levezetett f;, =Y’ — 2’ és f;, = X' +» Z'(Z'\ X' # 0) alapjan
kévetkezett. Ekkor, hogy P;.1 igaz legyen, biztositanunk kell, hogy valamely

X +»VeF (VCY\X,V £0)
bekeriiljén az 4j levezetésbe. Az indukcié miatt egy
X' »UeF,(UCZ'\X', U #0)

mar bekeriilt az Gj levezetésbe. Ha U’ \ 'Y’ = @, akkor U’ C Y’ \ X', és P,,-bdl
kovetkezik P;y;. Ellenkez esetben legyen

{A1,---Ax}=U'\Y/, [U'\Y'|=k (k>0),
és zZ"=U'nY’, Y"=X'nY’,
X"=X\Y w" =Y \ XU,
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Ezekkel a jelolésekkel U’ = Z"A; - Ag, X' = X" \Y" &s Y' = Y"Z"W".
Minden s € [1..k]-ra

Y - A, =Y"Z"W" - A € F|

71?

és ezek mindegyike bekeriilt az 1ij levezetésbe f;, feldolgozasakor. Alkalmazzuk az
(E3) szabalyt k > 0-ra, X”-et X helyére, Y”-t Y helyére, Z"-t Z helyére és W't
W helyére irva az imént emlitett fiiggdségekre az

X »U =X"Y"+2Z"A - Ax

fiiggOséggel egyiitt, melynek eredménye XYY" + Z"W" lesz. Vegyiik észre, hogy
Y'"NZ"=X'NnY' NU’' és ez iires, mivel U’ C Z'\ X’. Emiatt
Uny CcY'\ x/,
és
ZlIWl/ — (UI n Y/) U (YI \ XIUI) — YI \ XI # @
Igy az (E3) szaballyal levezetett fiiggbséget az j levezetéshez hozzairva Py, tel-
jesiilni fog.

Ezzel az Osszes lehetséges esetet kimeritettiik, igy az 4j levezetés konstrukci-
6ja a régi minden egyes f;+1 lépése alapjan elvégezhets; és ha az eredeti leveze-
tés a kiterjesztett Armstrong-rendszerben X -» Z-t bizonyitotta, akkor az 0j az
UE rendszerben H egyik elemét eredményezi. Ez a lemma elsG 4llitasat igazolja.
Vegyiik észre, hogy az (E3) szabalyt nem alkalmaztuk k = 0-val egyik esetben sem,
igy a lemma maésodik allitasat is igazoltuk.

Tekintsiik a harmadik, utols6 allitdst, amikor is F ellentmondasos, de nem
tartalmaz redundans negalt fliggGségeket. Tegyiik fel, hogy valamely X és Y att-
ribitumhalmazra Ftps X - Y é&sFtgq X -+ Y is igaz.

Legyen {Ci,---, Ci} = Y \ X. Mivel a (3)-(7) szabalyokkal nem vezethet6 le
pozitiv fiiggdség, F k4 X — Y kell teljesiiljon, és igy F' Fy {X — C;} minden
i € [1..k]-ra az 5.4. lemma szerint. Megmutatjuk, hogy vagy ¥ Fyg X + C1---C)
igaz valamely | € [1..k]-ra, vagy ~(EO) (esetleg mar attributumokkal) levezethetd.
Kezdjiik el X -» Cj---Cy levezetését az UE rendszerben, parhuzamosan X -» Y
bizonyitasival csakigy, mint az ellentmondasmentes esetben. Ha megnézziik a
moédszert, mindaddig mikodik, amig az eredeti levezetésben egy X'Y’ -» X' alaku
onellentmondasos fiiggdséghez érkeziink. Ha most egy pillanatra feltessziik, hogy az
UE rendszerben a negalt fiigg&ségek jobb oldala lehet iires, az Gj levezetést tovabb
épithetnénk, mely azt eredményezné, hogy X'Y’ - B-zal kell béviteniink az (E1),
(E2) vagy (E3) szabaly alkalmazasanak kovetkeztében. Ahelyett, hogy elvégeznénk
ezt a bovitést, kdnnyen észrevehetjiik, hogy ennek a lépésnek az el6feltétele (az (E1)
és (E2) esetén Z = {, (E3)-ra pedig ZW = Q) éppen ~(EQ1) valamely A,,---, Ap
attributumokkal. Igy arra a kévetkeztetésre jutunk, hogy még mielstt elakadna
az 1j levezetés elkészitése, ~(EDQ) mar le kellett vezetve legyen. Ha nem akad el,
akkor pedig X -» C)---Ci levezethet6 valamely | € [1..k]-ra, ami megint csak
—-(EO)-nak felel meg. Vegyiik észre, hogy ismét nem alkalmaztuk (E3)-at k& = 0-ra
ahhoz, hogy megkapjuk —(EQO)-t. O
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Az 5.7. lemma bizonyitdsa. Az (S) és (T) szabéslyok az (U) specislis esetei:
k=0, |X|=1illetve k =1, |X] =0.
Legyen k > 0 és | X| > 0. Megmutatjuk, hogy minden 0 < t < k-ra,

{XY—>A1,---,XY—>A]C, YAl'--Ak—-*B}F’STXYAI---At—-)B

igaz. Azigazolando allitds éppen a t = 0 eset, t = k-ra pedig az (S) alkalmazaséaval
egyszerien kovetkezik. Tegyiik fel ¢t-re vonatkoz6 indukcidval, hogy

XYA]"'AH.I - B

levezethets. Ekkor XY — A;,1-b6l az (S) szaballyal XY A, --- A, — Ay adodik,
és ebbdl (T)-vel azonnal kévetkezik

XYA;---A — B.
A t = 0 esetet indukciéval kapjuk. O

Az 5.8. lemma bizonyitdsa. Az {(U)} és az {(S), (T)} ekvivalencidjat az
5.7. lemma allitotta és az imént bizonyitottuk. Maradnak tehat a negalt fiig-
goségekre vonatkozo6 szabalyok. Az (NS) és az (NT1) az (E1) speciilis esetei,
1 X|=1,k=0(=0),ill. | X|=0, k=1, =0 valasztassal. Hasonléan, (NT2) és
(%) az (E3) specialis esetei rendre k =1 és k = 0 valasztéassal.

(NT2S) egyszerden szimulalhat6 az Y — B fiigg6ség (S)-sel YZ — B-re tor-
ténd bévitésével, majd az (NT2) alkalmazasaval W = () esetén Y -+ Z-t kapunk.

—-(E0)-b6! indulva ~{0O) levezethets (NT2S) ismételt alkalmazasaval. A fordi-
tott eset trivialis, mivel (O) az (ED) specidlis esete (k = 1).

Tekintsitk az (E1) k = 0,1 = 0, |[X| > 1 esetét. Ezt konnyen szimulalhatjuk
(NS) ismételt alkalmazasaval. Legyen k > 0. Ha ! > 0, akkor (NT2S)-sel az A;-ket
(1<i<l)aXY » ZA;--- A; jobb oldalardl lépésenként elvehetjiik (az XY — A;
fiiggdség igaz minden i-re). (E1) még nem targyalt esete a k > 0,/ = 0. (NT1)
alkalmazasaval XY A; - Z kaphat6. Minden XY — A; (1 < j < k) fiiggdséget
XYA;---Aj-1 — Aj-re bovitiink (S)-sel, hogy (NT1) ismételten alkalmazhaté
legyen. lgy minden j-re megkapjuk XY A, ---A; -» Z-t. Amint j = k lesz,
(NS)-sel elvessziik X-et a bal oldalrél és megkapjuk a kivant Y A;--- Ay + Z
fiiggbséget.

Az (E2) szabély csak k > O-ra relevans és X - ZA; --- A; levezetheté (NT2S)-
sel lépésenként minden j € [0..k]-ra. j = O-ra éppen a kivant X -» Z fliggGséget
kapjuk.

Tekintsiik (E3)-at k > 0-ra. Ehhez

XZW — Ag-t

bévitjiik (S)-sel
XZA1 cee Ak_1W - Ak-l‘a.
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Ezutan (N2)-vel XY -» ZA,--- AW adédik (ZA;--- Ag_1 helyettesitends Z
helyére az eredeti képletben). Az A;j--- Ax_; attribatumok eliminilhaték a jobb
oldalr6l (NT2S) ismételt alkalmazasaval, igy XY -» ZW adédik.

Az utolsé eset (E3) k = 0-val, ami (*) (esetleges ismételt) alkalmazasanak felel
meg. Ezzel belattuk az ekvivalenciat. Vegylik észre, hogy a () szabalyt nem al-
kalmaztuk més esetben. Ez igazolja a lemma utolsé allitasat is, azzal egyiitt, hogy
az NST minden szabalya (beleértve a () axiémat is) az UE valamely szabalyanak
(vagy (EQ)-nak) specilis esete és (x) az egyetlen, amely megfelel (E3)-nak k = 0-
ra. (]

Az 5.1. lemma bizonyitdsa. Trividlis: A (P) és a (Q) rendre az (NS) és az
(NT1) specialis esetei (|Z] = 1, B = Z); (R) pedig az (NT2) speciélis esete
(Z=0,|W|=1,A=W). 0

Az 5.2. lemma bizonyitdsa. ElGszor tegyiik fel, hogy F ellentmondasmentes
(az 5.6. és 5.8. lemmak értelmében ez azt jelenti, hogy ¥ Fngr —(0)), és hogy
Fbkns X + A igaz. Tekintsiik X + A egy levezetését. A szabalyok alakjabél
lathato, hogy a levezetés lépései atrendezhetSk oly médon, hogy minden pozitiv
fiigg&ség megeldzze a negativ fiiggdségeket. Ha kihagyjuk a levezetés azon elemeit,
amelyek nem sziikségesek X -» A bizonyitasahoz, lathatjuk, hogy csak az elsd
negalt fliggdség kell hogy F-beli legyen, hiszen nincs olyan szabaly, melynek az els-
feltétele két vagy tObb negalt fiiggdséget tartalmazna. Tovabb4, az igy megmaradt
negalt fliggdségek sorrendje olyan, hogy mindegyik az el6z6bdl lett egy 1épésben le-
vezetve valamely szabaly alkalmazasaval (és esetleg egy pozitiv fiiggdség figyelembe
vételével). Jelolje (81,---, ds, ¢, -+ -, €1) ezt az NST’ rendszerben felirt, sziikitett
és atrendezett levezetést (6; € DY, €; € Ef minden i € [1..s]-re és j € [1..t]-re).
Vegyiik észre, hogy €1 = X -+ A, és mivel ¢; € F, tovabba ez az egyetlen ¢; ezzel a
tulajdonsaggal, (FNDF)U{e} Fnsr X + A igaz. Készitiink egy ekvivalens leve-
zetést a PQRST rendszerben az eredetivel paArhuzamosan. A pozitiv fiiggségeket

({(81,-- -, 05)) valtozatlanul atirjuk az 4] bizonyitas elejére, mivel az (S) és a (T) sza-
balyok kozbsek az NST’ és a PQRST szabalyrendszerben. A negativ fliggségeket
({es, - -+ , 1)) egyenként tekintve lecseréljiik egy (8541, &, Cu,- -+, (1) sOrozatra

(r > s,ueN*; 4 € DF,¢(; € E} minden ¢ € [s+ 1..r]-re és j € [1..u]-ra), mely
érvényes levezetés lesz a PQRST rendszerben D} UE? f6l6tt. A konstrukci6 soran

biztositjuk, hogy minden ¢ € [1..t]-re az Gj levezetésnek legyen egy (01, -, On,)
prefixe és egy (j;,- - , 1) szuffixe (h; > hi—y > s és j; > j;_; minden i € [2..t]-re)
agy, hogy (61,---, n,, Cj;»- -, 1) egy érvényes levezetés, mely igazolja az

(?QD:) U {E,;} }_PQRST X»rA

allitast. Tovabba biztositjuk, hogy {j;; = V + A minden ¢; = V -» W-re, és
VA — E € {61,---, 6n,} minden E € W\ A-ra. E két tulajdonsagot jelSlje Q;
adott ¢ € [1..t]-re. Els6 lépésként Q a {3 = €, valasztassal, hy = s és j; = 1
mellett igaz. t pedig indukciéval érhet§ el, az alabb részletezett modon eljarva
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minden lépésben. Ha (;, = ¢, akkor u = j;, és a bizonyitas kész. Maskiilénben
G, =Y » A, ee=Y » E(A#E),

és ekkor Q; szerint YA — E szerepel az iij levezetés prefixében. Ekkor (j, 1 = &:-t
kell az elkészitett szuffix elejére illeszteni (legyen u = j, + 1), mivel (;, levezethets
az (R) szaballyal az YA — E és az ¢, fiigg6ségekbdl kiindulva. Ez az (R) egyetlen
sziikséges alkalmazasa, mint azt az aldbbiakban latni fogjuk.

Indukciéval tegyiik fel, hogy a PQRST-beli aj levezetés egy (61, - - , dn,) prefixe
és egy ((j., -, ¢1) szuffixe mar elkésziilt az eredeti levezetés pozitiv fliggGségei-
nek és (g, -, 1) szuffixének feldolgozasaval (i € [1..t — 1]) dgy, hogy teljesiti
Q;-t. Az indukci6s lépésben végziink egy (opciondlis) bévitést a prefixen, a szuf-
fixon (vagy mindkett6n), hogy Q;,1-et is teljesitse. Tébbféle eset lehetséges asze-
rint, hogy mely szabaly alkalmazasaval kaptuk g;-t £,41-b6l az eredeti levezetésben
(2; ¢ F mint lattuk).

Tegyiik fel, hogy e, =Y -+ Z és €41 = YC + Z (az (NS) szabalyt alkalmazta
az eredeti levezetés), és (;, =Y -» A. Legyen

ji+l = ji + ly Cji+1 =YC+»A

(ez érvényes lépés, hiszen (j; levezethets (P) alkalmazasaval (j,,,-re). Hogy Q41
teljesiiljon, bévitjiik az Gj levezetés prefixét minden olyan

YCA— E(EcZ\ A)

fliggbséggel, amely még nem szerepel benne. Ezek az indukcié alapjan mar a bizo-
nyitasban szereplé6 YA — E-bél (S) alkalmazasaval allithat6k els. Vegytiik észre,
hogy A # C mivel F ellentmondasmentes (A4 = C azt jelentené, hogy YC — E
igaz minden E € Z \ C = Z-re, és ez ellentmond Y C + Z-vel).

A maésodik eset az, amikor az (NT1) szabalyt alkalmazta az eredeti levezetés
€ix1 =Y b Z-re, és valamely 6, =Y — A’ (k < s), hogy megkapja

E; = YA +» Z-t.
Az indukciés feltevés miatt
CJ-,.=YA’—/->A és VEe Z\ A3l € [1..hy]: 5=YA'A—- E.

A szuffixet bévithetjik ¢j,,, = {j,+1 =Y -+ A-val, mivel (;;, a (Q) szabéllyal egy
lépésben megkaphat6 di-bol és ebbdl a (j,,,-bsl. Tovabbd YA — E levezethetd
minden E € Z \ A-ra (S)-sel és (T)-vel, kiindulva Y — A’-bél és YA’A — E-bdl,
melyek mér szerepelnek az Gj levezetésben. A prefixet bévitjiik az YA — A’ és
az YA — E fiigg6ségekkel, ha azok még nem szerepelnek benne, igy megkapjuk
Qi+1-et.

A harmadik és egyben utolsé eset az (NT2) szabalyé. Legyen e; =Y + ZW,
€ix1 =Y » ZB, és k olyan, hogy 6, = YZW — B (k < s). Az indukci6é miatt

G,=Y»A & VEcZW\AAeE(l.h]:§=YA-E.
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Legyen jiy1 =j; {a szufixot nem bovitjiik). Qi1 teljesiiléséhez még
YA — E-t kell hozzavenni a prefixhez, ha az nem szerepel még benne, minden
E € ZB\ A-ra. Mivel minden E € Z \ A-ra mar szerepel benne, csak az YA — B-
vel kell béviteni, ha egyaltalan kell (ez esetben, A # B). Az (U) szaballyal az
Y A — B megkaphat6 a fent emlitett dx és §; fliggSségekbdl. Az 5.7. lemma szerint
az (U) kifejezhet6 az (S) és a (T) szabalyokkal és ennek a bizonyitasnak a lépéseivel
kell béviteniink az Gj levezetést.

Egy ellentmondasmentes fliggségi halmazra a PQRST-beli 1j levezetés elké-
szithet§ a fenti lépésekkel. Ha viszont a kezdeti F halmaz ellentmondasos, akkor
—(01) levezethetS az NST’ rendszerben. Egy ilyen levezetés atalakitasa elakadhat,
ha tartalmaz egy olyan ey = Y -» Z fiigglséget, amelyre k > 1és Ftgr ¥ — E
minden E € Z-re (Id. az (NS) szabaly esetét). Az elsé ilyen tulajdonsagi ex-t kiva-
lasztva (a lehetd legnagyobb k indexszel) és az eredeti levezetést itt elvagva (csak
az ez el6tti fiiggbségig tekintve) befejezhets az atalakitas. ElGszor tetszélegesen
kivalasztunk egy D € Z attribatumot (; = Y -» D-hez és Y — E levezetésének
lépéseit minden E € Z-re hozzaadjuk a (8;,---, 8,) prefixhez, majd tovabb foly-
tatjuk az atalakitas lépéseit a targyalt modon. Az eljiras nem akad el, és mind
Y — D, mind pedig Y -+ D szerepelni fog a levezetésben, jelezve, hogy F ellent-
mondasos. a

Az 5.1. tétel (i) dllitdsdnak bizonyitdsa. Az ST rendszer helyessége és teljes-
sége az Armstrong-rendszer helyességébdl és teljességébdl, valamint az 5.3., 5.4. és
5.7. lemmakbol kévetkezik. Vegyiik észre, hogy az 5.4. lemmaban, ha F € D} és
X — Z € D}, akkor § = F', és pontosan egy B € Z \ X attributum és egy

X — Z = X — B fiiggoseég van. Igy egyszertien azt kapjuk, hogy
Flhord <= Flhyd & Fra0 < FEI.

Az 5.1. tétel (ii) dllitdsdnak bizonyitdsa. Megmutatjuk, hogy (S) (T) uténi
alkalmazasa szimulalhaté (S) kétszeri, majd (T) kétszeri alkalmazéasaval. Tegyiik
fel, hogy a kiindulasi fiiggoségek YA — B ésY — A. (T), majd (S) alkalmazaséval
Y — B és YC — B adédik. E helyett (S)-et alkalmazva mindkeét kezdeti fliggs-
ségre YCA — B-t és YC — A-t kapunk. Erre a két fiiggéségre alkalmazva (T)-t,
megkapjuk YC — B-t, és Y — B levezethet§ (T)-vel ezt kivetGen a két kiindulasi
fliggGségbdl. a

Az 5.3. tétel (i) dllitdsinak bizonyitdsa. Az NST rendszer helyessége és tel-
jessége (a (O) nélkiil) a kiterjesztett Armstrong-axiémarendszer helyességébdl és
teljességébdl, valamint az 5.5., az 5.6. és az 5.8. lemmabol kovetkezik. Vegyiik
észre, hogy az 5.6. lemmaban, ha

FcDfuEt és X -»pZeE*,
akkor
F=F & X-+»Z=X-+Z\X (Z\X#0).
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Az 5.1. tétel (i) allitdsanak bizonyitasahoz hasonléan kapjuk, hogy
Fhystd — ?FUE(S < Flpad < FE§

minden ellentmondasmentes F-re. A helyesség érvényes fliggetleniil attol, hogy F
ellentmondasmentes-e, igy F Fyg (O) => F g4 (O). A forditott irdny ellentmon-
dasos esetben az 5.6. lemmabél kévetkezik, mivel F = F' ¢ Df UE*.

Az 5.3. tétel (ii) dllitdsdnak bizonyitdsa. A helyesség D} U E* folott és a
teljesség DF folott e tétel (i) allitasanak trividlis kovetkezménye. Az (i) 4llitas-
hoz hasonléan ¥ = F. Az 5.6. és az 5.8. lemma alapjan (azok utolsé allitasaira
hivatkozva) az alabbiakat kapjuk, ha F ellentmondasmentes:

FIFX »YeE" —Fltyg X Y =
=[AZCY,Z#0: Fryg X -» Z (E3) nélkiil k£ = 0-ra] =
=>[Fbnsr X + Z ugyanarra a Z-re (*) nélkil].

Ellentmondésos F-re pedig azt kapjuk, hogy
[F Fue ~(EO) (E3) nélkiil k = 0-ra] = [F Fysr ~(0)(*) nélkil]. a

Az 5.2. tétel (i) dllitdsdnak bizonyitdsa. Az allitds az 5.3. tételbdl és az 5.1.,
5.2. lemmakbol trivialisan kovetkezik.

Az 5.2. tétel (ii) dllitdsdnak bizonyitdsa. Az (i) allitas szerint minden pozitiv
kovetkezmény levezethets ugy, hogy eldszor (S)-et alkalmazzuk amig lehet, majd
utana (T)-t amig lehet. Vilagos, hogy a (P), (Q) és (R) szabalyok alkalmazasa
maradhat ezek utanra. Azt kell belatnunk, hogy az (R) szabaly (P) vagy (Q) utani
alkalmazasa helyettesithets egy olyan levezetéssel, amelyben (R) megel6zi (P) és
(Q) alkalmazasanak 6sszes el6fordulasat.

El6szor tegyiik fel, hogy (R)-et kozvetlenill (Q) utan alkalmaztuk. Az Y — A,
Y -» B és YAC — B fiigg6ségekbdl indulva (Q)-val YA - B-t kapunk, majd ezt
kévetSen (R) alapjan YA +» C-t. YA -+ C egy alternativ levezetéséhez vegyiik
észre, hogy YC — B-t mar le kellett vezetniink, mivel az egy pozitiv fiiggdség, mely
(T)-vel kovetkezik. Az (R) szabalyt alkalmazva el6szor YC — B-re és Y - B-re,
Y -» C-t kapunk, és a kivant Y A - C fliggdség a (Q) szabaly alapjan kovetkezik.
Ezutan a (Q) szabalyt alkalmazzuk ismét az eredeti levezetésnek megfelelGen, igy
kapjuk a YA -+ B fiiggGséget.

A masik eset az, amikor az (R) szabalyt a (P) utan alkalmazzuk: az YC +» B
és az YA — B fiiggGségekbdl kiindulva az Y -+ B a (P) szabaly alapjan kovetkezik,
majd Y -+ A-t kaphatjuk az (R)-rel. Vegyiik észre, hogy Y AC — B-t el6z6leg mar
le kellett vezetniink az (S) szaballyal. Ebbé6l és az YC -+ B-bdl (R)-rel YC -+ A
kévetkezik, és az Y +» A (P)-vel megkaphaté. (P) masodik alkalmazasaval az
eredetivel egyezd modon ezutdn megkaphatjuk a Y -» B-t.

Mindezekbdl kévetkezik, hogy nem veszitiink kovetkeztetési lehet8séget azzal,
ha (R) mindig megelézi (P) és (Q) alkalmazasat. Az pedig trivialis, hogy (P) és
(Q) sorrendje tetszdleges.
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Ha |G| = 1, akkor a levezetés atalakithat6 az 5.2. lemma bizonyitdsaban sze-
repl6 médon, mivel a PQRST szabélyai specialis esetei az NST’ szabalyainak (1d. az
5.1. lemma bizonyitésat), és igy minden PQRST-beli levezetés NST’-beliként is fel-
foghat6. Az atalakitott levezetésben (R) alkalmazasara csak egyszer keriil sor. O

6. Kovetkeztetés grafikus aton

Implikalt fiiggdségek levezetése a fiigghségi rendszer diagramjan kozvetleniil is
elvégezhet6 valamely axidmarendszer szabélyainak grafikus megfelelGivel. Erre a
legalkalmasabbnak a PQRST rendszer tinik, a szabalyok egyszertisége miatt (csak
egy halmazparamétert tartalmaznak, Y-t, és azon kiviil két attribitumparamétert,
B-t és A-t vagy C-t). Altalanossagban a PQRST rendszerben egy levezetési 1é-
pés egy magasabb dimenziés alakzat (pl. haromszog) és egy nalanél eggyel kisebb
dimenzi6s ,hatéarolo” alakzat (pl. a hdAromszog mellé rajzolt szakasz) egy-egy cstics-
pontjanak kolcsonhatasaként tekinthetd.

6.1. Grafikus szabalyok

Els6ként az n = 3-as esetet részletezziik.

A A

)

/ g\

5. abra. Az (S), (T) és (P), (Q), (R) szabalyok grafikus (haromszioges) megfeleldi.

A szabélyoknak megfelels grafikus mintéak az 5. 4bran lathatok (haromattribu-
tumos eset, Y = {C}). A kis fekete nyilak az implikici6hoz sziikséges kontextust (a
segédfiiggdségeket) jelolik, mig a nagy sziirke nyilak az implikécié irdnyat, hatasat.
Az (S) szabély egy egyszert bévitést jelol (a bal oldal béviil egy attribaitummal, igy
eggyel nagyobb dimenzi6s implikalt fiiggéség jon létre), mig a (T) szabaly ,forga-
tasnak” (rotacid) vagy ,szikitésnek” (redukci6) tekinthets. A forgatas azt jelenti,
hogy a fiiggdség jobb oldala kicserélhets (egy megfelels, eggyel magasabb dimen-
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zids fiiggdség megléte esetén), mig a szikités egy attributum elhagyasat jelenti a
bal oldalrél (a bal oldal attribtitumain teljesiilnie kell hozz4 a megfelels fiiggdség-
nek). A két interpretacié kozbtt a lényegi kiilénbség az, hogy mit tekintiink az
implikaci6 kiindul6 fiiggbségének és mit a sziikséges kontextusnak. Mi a forgatasos
megkozelitést hasznaljuk.

A negalt fiiggoségek bovitési szabélya a (Q), forgatasi szabalya pedig az (R).
Mindketts pozitiv segédfiiggdséggel mikédik. E két szabaly a (T) negaltjanak is
tekinthets. A (P) szdkitési (redukcios) szabily, a (Q)-val ellentétes hatéasd, de
segédfiiggsség nélkiili. A (P) az (S) negaltjanak felel meg.

A 3. abran j6l kovethetd a grafikus szabalyok alkalmazasa. A bal széls6 diagra-
mon az (S) szabalyt alkalmaztuk, mig a jobb szélsén a (P)-t kétszer. A kozépss egy
tranzitivitdsi esetet mutat be, melyet az (S) szabaly kétszeri, majd ezt kivetGen a
(T) egyszeri alkalmazésaval zarunk le.

E grafikus szabalymintdk megadhatok tébb attribitum esetére is. Négy attri-
butum esetén a szabalyokban szereplG Y szerint mar kétféle eset lehet, az ugyanis
tartalmazhat egy vagy két attribatumot. A tetraéderes reprezentaciéban pl. az (S)
mar felrajzolt hiromszéges mintdja mellett megjelenik egy eggyel magasabb di-
menziés minta: haromszogesiucs bévitése tetraédercsuccesa. A (T) szabaly méasodik
mintaja pedig egy hiromszig forgatasa megfelels tetraédercsics megléte mellett.
A 6. abran az (S) és a (T) négyzetes reprezenticiora vonatkozé mintai lathaték. A
tetraéder négyzetre tortént cseréjével a szimmetria megbomlott, ezért egy esetnek
két vagy harom minta felel meg.

A négyattribiitumos esetre a 7. dbran lathatunk példat: hogyan szimulal-
haté a tranzitivitas az (S) és (T) szabalyokkal a {C — BD, BD — A}FC — A
esetben. A kezdd8 diagramhoz els6ként a C — BD fiiggbséget szét kell bontani
{C — B, C — D}-re. Ezutan a kivetkeztetés példaul az alabbi sorrendben végez-
hetel: 1. BD — Aty BCD — A;2. C - Bk(5yCD - B; 3. CD — B (kon-
textus:) BCD — Aty CD — A; 4. C — D (kontextus:) CD — Aty C — A.

A fenti esetben a tranzitivitasig eljutottunk, de a halmaz még nem zart.
A 4. dbra egy zart halmazt mutat be.

6.2. Az ST és az STRPQ algoritmus

Az egyik leggyakrabban felmeriils kérdés a fiigg6ségi halmazok kezelésekor (és
a veliik valo sématervezéskor) az, hogy a kezdetben felvett fiiggdségek (tele korok)
milyen més fliggGségeket implikilnak, azaz milyen tipust kapcsolatot definialtunk
a kezdeti fliggGségekkel. Ha negalt fiiggdségeink is vannak, az is elképzelhetd, hogy
ellentmondésos esetet adtunk meg. Ezeket a kérdéseket a fiiggségi halmaz lezara-
saval valaszolhatjuk meg, melyet a (PQR)ST axiomatizacioval szisztematikusan is
elvégezhetiink.
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6. abra. Az (S) és a (T) szab4ly mintai a négyzetes reprezentaciéban.

1. Kezdeti A
fliggbségek

(e Bl & By B

7. abra. Kovetkeztetési példa a tetraéderes, illetve a négyzetes reprezentéaciéban:
tranzitivitas (a szamok egy lehetséges implikaciés sorrendet jelolnek).
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Az 5. fejezet 5.1. tétele (ii) allitasa szerint teljes levezetési méodszert jelent a po-
zitiv fiiggGségekre, ha elGszor az (S) szabalyt alkalmazzuk, amig lehet, majd uténa
a (T)-t. Ezt a modszert ST algoritmusnak nevezziik.!> Ha negélt fiiggSségeink
is vannak, a (P), a (Q) és az (R) szabalyokkal mindezt bévitve (az 5.2. tétel (i)
része alapjan) az alabbi, in. STRPQ moédszert kapjuk az Gsszes implikalt (pozitiv
és negativ) fliggdség szisztematikus levezetéséhez:

1. Az inputként megadott nemredundans, szingleton fiiggdségekbdl 4ll6 hal-
mazzal kezdve,

2. bdvitjiik a fiiggdségek bal oldalait az (S) szabaly alapjan, az 6sszes lehet-
séges modon, majd

3. alkalmazzuk a (T) szabalyt amig lehet, ezutin
alkalmazzuk az (R) szabalyt amig lehet, majd

sziikitjiik és bévitjiik a negalt fiiggiségek bal oldalait a (P) és a (Q) szabaly
alapjan, az 6sszes lehetséges modon.

6. Az output az igy keletkezett fiiggGségi halmaz lesz.

A fenti algoritmus akar kozvetleniil az input fiigg@ségi rendszer diagramjan is
elvégezhets. Az Altaldnositott hiromsziges reprezenticié alapjan elvileg adatszer-
kezet is tervezhets a fiiggGségi rendszerekhez, melyen az algoritmus természetes
moédon futtathat6.

Az ST moédszer még konkrétabbéa tehet6 a dimenzidk figyelembe vételével. El6-
szor kezdjiink az (S) lehets legalacsonyabb dimenziés mintaival, majd folyamato-
san haladjunk egyre magasabb dimenziok fele. A (T)-vel pedig éppen forditva
haladjunk. Ha mar belattuk az ST médszer teljességét, konnyen lathatd, hogy ez
esetben is teljes modszert kapunk: egy magasabb dimenzi6s (S)-minta alkalma-
z4sa nem general nalanal alacsonyabb dimenzios esetet, melyben (S) alkalmazhaté
lenne. Hasonléan a (T) alkalmazisa nem general olyan 1j esetet, mely (T) egy
magasabb dimenziés mint4jat tenné alkalmazhatova. Ha ilyen eset létezik, az mér
a szabaly alkalmazasa el6tt is fennallt.

7. Konklizié

Annak jegyében, hogy a funkcionalis fiiggdségi rendszereket egységként és ne
csupan a fligg6ségek Osszességeként kezeljiik, bevezettiik a diagramos reprezenta-
cidkat (harom attribiutmra haromszoges, négyre tetraéderes vagy négyzetes, dtre
hasonléan altalanosithaté). Segitségiikkel egyszertibbé, attekinthetdvé valik a fiig-
goségi rendszerek kezelése, megkonnyitve a grafikus adatbazis-tervezést.

13F2 a mo6dszer adta az alapjat a PROLOG programnak, amellyel a lehetséges fiigg8ségi rend-
szereket generaltuk és §sszeszamoltuk (1d. 3. fejezet).
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A fiiggbségek egyszerisitett formalizmusa (miszerint a redundansokkal, koz-
tiikk a trividlisokkal, valamint a nem kanonikusokkal (nemszingletonokkal) nem
foglalkozunk) és az ehhez megalkotott ST és PQRST szabalyrendszer megsziin-
teti a fiiggdségek hagyomanyos rendszerébdl adodé redundancidkat. A szaba-
lyok a grafikus reprezentacidhoz is jol illeszkednek: megadhatok nekik megfe-
lels, diagramon alkalmazhaté mintdk, igy kis sémdakra a grafikus kovetkeztetés
konnyen, akar kézzel is elvégezhets§. S6t, megadhaté olyan szabalyalkalmazasi sor-
rend, mely teljes, szisztematikus médszert ad egy halmaz lezarasara. Ez leirhaté
az (S)*(T)*(R)*((P)*|(Q)*) regularis kifejezéssel. Az axiomatizacié helyességét és
teljességét a nemredundans, szingleton fliggSségekre nézve az 5.1. és 5.2. tétel (i)
allitasal mondjak ki, az emlitett sorrendiséget pedig ezen tételek (ii) allitasai.
ban van az itt bemutatottaknak a zart attributumhalmazok haléjaval {20, 21, 12]
valé Osszevetése. Sziikséges lehet tovabbi dekompozicits, szeparaciés lehet&ségek
ezen keretek kozti vizsgalata is. Szintén érdekes probléma mas tipusu fliggGségek
hasonlé reprezentaciéjinak megadasa.

Az (S) és (T) szabalyok alapjan kis séméakra (legfoljebb 5 attributum ese-
tén) meghataroztuk a lehetséges zart fiiggdségi halmazok szaméat. Nagyobb sé-
makra (n > 6) ennek altalanositasa egyel6re megoldatlan, csupéan becslések vannak
[10, 21].

Koszonet

Ezuton koszonjiik Asvanyi Tibor segitségét a PROLOG program hatékonysa-
ganak novelésében és Regéci Zoltan Csaba kdzremikodését a program futtatasa-
ban. Ezen talmenden haladsak vagyunk Molnar Andrea és Bencziir Andras hasznos
megjegyzéseiért, észrevételeiért.
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GRAPHICAL AXIOMATIZATION OF SETS OF FUNCTIONAL DEPENDENCIES
IN RELATIONAL DATABASES

JANOs DEMETROVICS, ANDRAS MOLNAR AND BERNHARD THALHEIM

An important task during relational database schema design is to specify invariant proper-
ties, which the database instances must obey. These semantical conditions can be formulated
as integrity constraints. The most fundamental type of constraints is functional dependency.
Direct usage of its traditional formalism is rare in practice, due to its complexity and redundan-
cies. However, in some cases, a complete and unambiguous specification can only be reached by
using functional dependencies. We propose a novel approach for representing sets of functional
constraints for small relational schemata. This graphical representation allows management of
constraint sets much simpler and surveyable than the traditional notation. It supports reasoning
on constraint sets in a natural way by an appropriate, powerful axiomatization and allows easy
derivation. The axiomatization has an order of rule application property, yielding an algorithmic
method for deriving the full knowledge an initial set of constraints holds. Considering complexity,
we have computed the number of different possible dependency sets and types for schemata with
at most five attributes.
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