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TARTÁLYMÉRETEZÉSI PROBLÉMÁK VIZSGÁLATÁNAK MATEMATIKAI 
BÁTTERE SZTOCHASZTIKUS MŰKÖDÉSI FELTÉTELEK ESETÉN 

M I H Á L Y K Ó N É ORBÁN ÉVA, LAKATOS G . B É L A ÉS MIHÁLYKÓ CSABA 

Különböző termelési rendszerekben gyakori közbülső tárolók alkalmazása. Szto-
chasztikus működési feltételek esetén gyakran fe lmerülő probléma a tároló méreté-
nek adott megbízhatósági szint melletti meghatározása , illetve a szükséges kezdő 
anyagmennyiség megadása. E b b e n a cikkben a gyakorlati feladat megoldásának 
matematikai aspektusaival, a megbízhatóságot megadó függvények elemzésével, az 
őket jellemző egyenletek anal i t ikus és numerikus megoldásával, va lamint a vizsgált 
függvények approximációjával foglalkozunk. 

1. Bevezetés 

A különböző műszaki rendszerek megvalósításánál gyakran alkalmazott eljá-
rás közbülső tárolók használata. Könnyen elképzelhető ez egy vegyipari gyárnál, 
ahol egy tartályban gyűjtik a megtermelt anyagot, és ebből a tartályból veszik ki 
a felhasználás esetén. A gyűjtés oka lehet az eltérő ütemű termelés és felhasználás, 
de például okot adhat erre az is, hogy meghibásodások esetén is legyen felhasz-
nálható anyag a raktáron. A cél a tartály megfelelő méretének a meghatározása 
annak érdekében, hogy a tartályból ne csorduljon túl az anyag, valamint annak a 
kezdő anyagmennyiségnek a megadása, amelynek rendelkezésre kell állnia a kezdő 
időpillanatban annak érdekében, hogy a termelés ne akadjon el anyaghiány folytán. 

Hasonló tárolóként működik egy biztosítótársaság pénztára, illetve szennyvíz-
tisztításnál az ülepítő tartály is. Előbbi esetben a kérdés a megfelelő kezdő tőke 
meghatározása, utóbbinál pedig például a megfelelő tartályméret megadása mellett 
annak a kezdő vízszintnek a meghatározása is lehet feladat, amely mellett még a 
mikroorganizmusok megfelelő működése biztosítható. Ezekből a példákból látható, 
hogy az általunk felvetett problémák és kérdések más aspektusban is előfordulnak. 

Ha a tároló probléma eredeti megfogalmazásához visszatérünk, akkor az anya-
got termelő és tartályba töltő egységeket betöltő egységeknek, az anyagot a tar -
tályból letöltő és azt felhasználó egységeket felhasználó egységeknek szokták ne-
vezni. Mind a betöltő, mind a felhasználó egységek működése többféle lehet. Ipari 
rendszerek esetén megkülönböztetnek szakaszos, illetve folyamatos működésű egy-
ségeket. Más megközelítésben az egységek működése lehet determinisztikus, illetve 
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sztochasztikus. Szakaszos működésű betöltő és szakaszos működésű felhasználó al-
rendszerek közbülső tartállyal történő összekapcsolásának vizsgálatát tartalmazza 
determinisztikus működési feltételek esetén [4, 17]. Determinisztikus betöltések és 
felhasználások esetén véletlen meghibásodások feltételezésével dolgozott ki modellt 
Lee és Reklaitis [6, 7], valamint Odi és Karimi [9, 10], továbbá Orbán-Mihálykó és 
Lakatos [11]. Szakaszos betöltésű és folyamatos anyag felhasználású alrendszerek 
működésének modelljei szerepelnek a [12, 13] publikációkban. Jelen publikáció-
ban a szakaszos betöltésű és folyamatos letöltésű alrendszerek összekapcsolásával 
és főleg a feladat megoldása közben felmerült problémák matematikai aspektusai-
val foglalkozunk. 

2. A vizsgált m o d e l l : a lapvető jelölések és fe l té te lezések 

A közbülső tartályba a megtermelt anyagot a betöltési alrendszert alkotó be-
töltési egységek töltik be. Ezek nem működnek állandóan. Az г-edik betöltés a 
tartályba a ti időpillanatban történik. A betöltés ideje rövid, ezt elhanyagoljuk, 
azaz pillanatszerű betöltésekkel dolgozunk. Az egyes betöltések közt eltelt időt 
egymástól független, azonos eloszlású valószínűségi változóknak tekintjük, amelyek 
eloszlásfüggvénye F(x), sűrűségfüggvénye f(x). Jelölje ^ a közös várható értéket 
és a F a közös szórást. Jelölje N(t) a t ideig történő betöltések számát. Az z-edik 
betöltés esetén a tartályba betöltött anyagmennyiség szintén véletlen nagyságú, ezt 
a folytonos eloszlású Yt valószínűségi változó adja meg. Az Уг valószínűségi válto-
zókról feltételezzük, hogy nemnegatív értékűek, egymástól függetlenek, azonos el-
oszlásúak G(y) eloszlásfüggvénnyel, g(y) sűrűségfüggvénnyel, цс, várható értékkel 
és (TG szórással. Feltételezzük továbbá, hogy az N(t) betöltési folyamat és У, egy-
mástól függetlenek. A letöltési folyamatot folytonos műveletnek tekintjük állandó с 
intenzitással. Célunk a tartály megfelelő méretezése, azaz annak a tartályméretnek 
a megadása, amely elegendő ahhoz, hogy a tartályba beleférjen a betöltő egységek 
által megtermelt anyag, valamint a kezdő anyagmennyiség megadása, azaz annak 
az anyagmennyiségnek a meghatározása, amelynek rendelkezésre kell állnia a t = 0 
időpillanatban annak érdekében, hogy a tartályban mindig legyen a felhasználó 
egységek számára elegendő anyagmennyiség. 

Az általunk vizsgált modell hasonló a Prékopa-Ziermann-modellhez [2], amely-
nek vizsgálata során az a kérdés, hogy mennyi az a minimális kezdő anyagmennyi-
ség, amellyel a folyamatos működés biztosítható, ha a szállítmányok véletlen idő-
pontokban érkeznek és véletlen vagy állandó anyagmennyiséget szállítanak. Model-
lünk és a Prékopa-Ziermann-modell közti alapvető különbség az, hogy jelen esetben 
nem meghatározott számú, hanem véletlen számú betöltés történik (szállítmány 
érkezik) a [0, T] intervallumon, és a megoldási mód is különbözik az általuk kidol-
gozott megoldástól. A megfelelő tartályméret meghatározásának problémája pedig 
biztosítási problémákkal hozható kapcsolatba. Az ott alkalmazott eljárást használ-
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1. ábra. A termelési rendszer sematikus vázlata 

juk a megoldás során. A konkrét megfeleltetéseket és a felhasznált eredményeket a 
megfelelő helyeken részletezzük. 

A szükséges kezdő anyagmennyiség és a szükséges tartályméret meghatározá-
sához a közbülső tartályban levő anyag mennyiségének változását vizsgáljuk az 
időben. 

A tartályban az anyagmennyiség-változás két dologból tevődik össze: a be-
áramló anyagmennyiségből és a tartályból letöltött anyagmennyiségből. Mivel a 
betöltött anyagmennyiséget a 

N(t) 

t=i 
összeg adja meg, a letöltött anyagmennyiséget pedig a h(t) = ct függvény, ezért a 
két függvény különbsége, vagyis 

N(t) 

-ct 
i=\ 

éppen a t = 0 időpontbeli tartályban levő anyagmennyiséghez viszonyított anyag-
mennyiség-változás. Ha ehhez a függvényhez hozzáadjuk a í = 0 időpontban a 
tartályban levő anyagmennyiséget, akkor a tartályban levő anyagmennyiséget leíró 
függvényhez jutunk. Jelöljük z0-lal a kezdő anyagmennyiséget! Ahhoz, hogy soha 
ne fogyjon ki a tartályból az anyag, szükséges, hogy 

N(t) 

Z0 + £ YI - ct > 0 (1) 
i— 1 

egyenlőtlenség teljesüljön minden nemnegatív t értékre, vagy ha rögzített T ideig 
vizsgáljuk a folyamatot, akkor minden 0 < t < T esetén. Ahhoz, hogy a közbülső 
tartály mérete (z\) elegendő legyen, szükséges, hogy 

N(t) 

Z0 + £ YI - ct < Zi ( 2 ) 

>=i 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007) 



280 MIHÁLYKÓNÉ ORBÁN É V A , LAKATOS G. BÉLA ÉS MIHALYKÓ CSABA 

teljesüljön minden nemnegatív t értékre a vizsgált [0, T] időintervallumon. Mivel 
azonban az anyagmennyiség-változás egy sztochasztikus folyamat, ezért az (1) és 
(2) egyenlőtlenségek a folyamat minden realizációja során nem, csupán valamilyen 
valószínűséggel (megbízhatósággal) teljesülnek. Vezessük hát be azokat a megbíz-
hatóságokat leíró függvényeket, amelyek a tartályméret és a kezdő anyagmennyiség 
különbségének, illetve a kezdő anyagmennyiségnek a függvényében megadják an-
nak a valószínűségét, hogy a tartályból nem fog túlcsordulni az anyag, illetve, hogy 
mindig rendelkezésre áll elegendő anyag az anyagot felhasználó egységek számára! 
Definiáljuk az Rx : R2 —» R függvényt az alábbi módon: 

azaz а г méretű tartályban az anyagmennyiség-változás T ideig nem haladja meg a 
tartály méretét (azaz a kezdő anyagmennyiséggel növelt tartályméret esetén nincsen 
már túlcsordulás), valamint legyen R2 : R2 R az alábbi módon definiálva: 

ami annak a valószínűségét fejezi ki, hogy a [0, T] időintervallumon nem fogy el az 
anyag a közbülső tartályból. 

Megjegyezzük, hogy a (3) összefüggés a (2) átrendezéséből a z = zx — ZQ be-
vezetése után adódik. A tartályméretezési és a kezdő anyagmennyiség meghatáro-
zási problémát a véges időintervallumon vizsgáljuk. Rögzített T esetén az anyag-
mennyiség változáshoz szükséges hely megadását az 1 — a megbízhatósági szinten 
az R\ függvény inverzének meghatározása jelenti az 1 - a helyen, а megfelelő kezdő 
anyagmennyiség az 1 - a megbízhatósági szinten pedig az R2 függvény inverzének 
értéke az 1 — a helyen. A gyakorlati problémánál a szükséges tartályméret az 
1 — 2a megbízhatósági szinten nem nagyobb, mint az előbbi két érték összege. 

A megbízhatóságot megadó (3) függvény a biztosítási matematikában felmerülő 
klasszikus tönkremenési probléma vizsgálatakor tanulmányozott függvény. Igaz, 
hogy a biztosítási probléma megoldása során a befolyt pénz növeli a tárolóban 
(pénztárban) levő anyagmennyiséget (pénzt), s ez lineáris függvénye az időnek, 
míg a kifizetések véletlen időpontban történnek és véletlen nagyságúak, mégis a 
pénztárban levő pénz mennyiségének változása, valamint a kezdő tőkemennyiség 
meghatározása átrendezés u tán egy az egyben megfelel az általunk megfelelő tar-
tályméret meghatározásaként aposztrofált feladatnak. A kezdő anyagmennyiség 

(3) 

3. A m e g b í z h a t ó s á g o t megadó függvények v izsgá la ta 
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meghatározási probléma megfelelőjével azonban nem találkoztunk az irodalomban. 
A probléma megoldásának módjában a biztosítási matematikában járt u ta t próbál-
juk követni: integrálegyenletet állítunk fel a (4)-ben bevezetett megbízhatóságot 
megadó függvényre, s próbáljuk megkeresni ennek analitikus vagy numerikus meg-
oldását. 

3 .1 . I n t e g r á l e g y e n l e t e k a m e g b í z h a t ó s á g o t m e g a d ó f ü g g v é n y e k r e 

Az általunk bevezetett R/z,T) függvényre felírható integrálegyenlet megta-
lálható Thorin [18] cikkében, ezért ezzel az egyenlettel nem foglalkozunk. Jelen 
cikkünkben főleg az R2(z,T) függvénnyel és határértékének vizsgálatával foglalko-
zunk. 

Az R2(z,T) függvényre igazak az alábbi állítások: 

3 . 1 . Á L L Í T Á S . 

a) R2(z, T) rögzített T esetén monoton növő függvénye a z-nek és rögzített z 
esetén monoton fogyó függvénye T-nek. 

b) R2(z, T) = 0, ha z < 0 vagy T < 0. 

c) Bárhogyan választjuk is a paramétereket, R2(z, T) bármely z > 0 és T > 0 
esetén kielégíti az alábbi integrálegyenletet: 

z 
o o 73 

R2(z, T ) = J J + У — CT,T — T)f(T)g(y)dTdy+ 
о 0 

+ ( l - F ( T ) ) - l { z > c T } , 

a hol 1a 1 értéket vesz fel, ha az indexben levő esemény bekövetkezik és 0 
értéket, ha az esemény nem következik be . 

d) Bármely paraméterválasztás esetén rögzített Tmellett, ha z —• oo, akkor 
R2(Z,T)^I. 

Bizonyítás. Az állítás a), b) és d) részei könnyen láthatók. A c) rész bizo-
nyítására a teljes valószínűség tételét alkalmazhatjuk. Tekintsük az első betöltés 
időpontját, jelöljük ezt r-val. 

Ekkor három eset fordulhat elő. 
1. T >T. Amennyiben z > cT, akkor T időpontig 

N(t ) 

0 < z + S T Y i - c t , t € [0, Г] 
t=i 

biztosan teljesül, mivel 
N(t) 

Y,Yi =0 í € [ 0 , r j , 
t=i 
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ha viszont z < cT, akkor biztosan 

N(t) 

z + ^ Y i - c t < 0 valamely t £ [0,T]-re. 
»=1 

NM 
2. Ha r < T és z - er < 0, akkor z + £ Yx - ct < 0 valamely t € [0, r]-ra, 

»= 1 
tehát 

/ A(t) \ 
P Í0< z + ^ Y i - c t V t £ [ 0 , r ] U 0 . 

3. Ha T < T és z — er > 0, valamint az első betöltés mennyisége Y\ = y 
akkor az első betöltés időpontjában megújul a folyamat, hiszen felújítási folyamat 
az N(t), vagyis a T — т időintervallumon kell teljesülnie a 

N(t) 

0<z + y-cT+^2Yi-ct 
i=2 

feltételnek. Ez utóbbinak a feltételes valószínűsége R2(z + у - ст,Т — т). Al-
kalmazva a teljes valószínűség tételét az első betöltés időpontjára és a betöltött 
anyagmennyiség értékére, kapjuk a bizonyítandó integrálegyenletet. • 

Mivel a (5) egyenletet analitikusan nem tudjuk megoldani, fordítsuk figyelmün-
ket arra a problémára, amely akkor vetődik fel, ha azt szeretnénk, hogy a tartály-
ból az anyagmennyiség soha ne fogyjon ki. Mivel ez az előbbi R2(z,T) határértéke 
T —я oo esetén, ezért amennyiben ismernénk a határértéket, visszakövetkeztethet-
nénk nagy T értékek esetén az R2(z,T)-re is. Vezessük hát be az alábbi függvényt, 
amely a tartályban levő kezdő anyagmennyiség függvényében megadja annak a va-
lószínűségét, hogy mindig áll rendelkezésre anyag a felhasználó számára. Legyen 
R2 : R —> R 

H2(z) = P ^ j o < z + X > - c í , í > o | j . (6) 

A következő állítások igazak az R2 függvényre: 

3 .2 . ÁLLÍTÁS. 

a) R2(z)monoton növő függvénye z-nek, R2(0) = 0, továbbá minden nemne-
gatív z érték esetén R2(z) kielégíti az alábbi integrálegyenletet: 

z 
OO 77 

X 2 ( z ) = J j R2(Z -CT + y)f(T)g(y)dTdy. (7) 

о 0 
Negatív z esetén R2(z) = 0. 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007) 



TARTÂLYMÉRETEZÉSI P R O B L É M Á K VIZSGÁLATÁNAK H Á T T E R E 283 

b) Ha / / / < 1, akkor R2(z) = 0 bármely valós z érték esetén. Ha > 1, 
akkor lim R2(z) = 1. 

2—>00 

Bizonyítás. Az a) rész bizonyítása hasonlóan történhet a 3.1. állításbeli bi-
zonyításhoz azzal a megjegyzéssel, hogy az első betöltés időpontjára alkalmazva 
a teljes valószínűség tételét a folyamat megújul. A b) rész indoklásakor vegyük 
figyelembe, hogy a tartályban levő anyagmennyiségre igazak az alábbiak: 

lim E t—> oo 

/ N(t) \ 
20 + É Yi - Ct 

i=1 
t RF 

/ 
továbbá 

N(t) 

^lim D j z0 + L L Yi — et J = o o . 

Tehát ha < 1, akkor 
ГН. П» ' 

i= 1 

N(t) 

^lim E го + Yi - et j = —oo, 

tehát a nagy számok törvénye szerint 
N{t) 

z0 + Yi - ct 

i= 1 
értéke 1 valószínűséggel előbb-utóbb negatív lesz. Ha viszont / í s . = akkor 
a Chung-Fuchs-tétel miatt [3] (mivel a szórás végtelenbe tart) 1 valószínűséggel 
bármilyen nagy, illetve kis értéket felvesz. На > 1, akkor 

N(t) 

У^ Yi — ct => oo 
i=i 

1 valószínűséggel, emiat t lim R2(z) — 1. • 
2—>00 

Megjegyzés. Ha az N(t) folyamat Poisson-folyamat Л = ~ paraméterrel, akkor 
a (7) egyenlet az alábbi formában írható: 

z 
oo С 

R2(z) = J J R2(z -CT + у)Л • е~Хт g(y)drdy. (8) 
о о 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007) 



284 M I H Á L Y K Ó N É O R B Â N ÉVA, L A K A T O S G. BÉLA ÉS MIHÁLYKÓ C S A B A 

3.2. P o i s s o n - f o l y a m a t t a l m e g a d o t t b e t ö l t é s i f o lyama t e s e t e 

3.3. ÁLLÍTÁS. Legyen a betöltési folyamat Poisson-folyamat A = paramé-
terrel. Ekkor a (8) egyenlet az alábbi integrálegyenletté alakítható: 

oo 

Ri(z) = - c j №(Z Ay)- R2(y))( 1 - G(y))dy, 2 > 0. (9) 
0 

Bizonyítás. Helyettesítsük a t = z — CT kifejezést a (8) formulába. Ekkor lát-
hat juk, hogy 

oo z 

R2(Z) = \ J J + l/)A • . eHdt dG(y). 
о 0 

Szorozzuk meg е л * -vei az egyenlet mindkét oldalát, majd deriváljuk z szerint 
őket. A deriválás elvégezhető, mert R2(z) egy folytonos függvény integrálja, ezért 
deriválható. Deriválás után azt kapjuk, hogy 

oo 
x * / 4 14 4 

e "í • ( r ^ z ) + -cR2(z)) = ^ • eAí • J R2(t + y)dG(y). 

Egyszerűsítve e A ' - ve l , majd integrálva mindkét oldalt 0-tól végtelenig, kapjuk, 
hogy 

(w / 00 \ w 

I Í J R2(Z + y)dG(y) ) d z - j R2(z)dz 
0 \0 / 0 

Cseréljük meg az integrálás sorrendjét és alkalmazzuk a x = z + у helyettesítést, 
w 

valamint integráljunk parciálisan! Ha bevezetjük a B(w) = f R2(x)dx jelölést, 
0 

akkor 
R2(W) - R2(0) ( J ( B ( w + У) - B(Y))DG(Y) - ß H j = 

+ y)~ B(y))(l - G(y))]~)+ 

A + -
с 

r 00 \ 
I (R2(W +y)- R2(y)) (1 - G(y))dy - B(w) . 

Megjegyezzük, hogy 

lim (B(w + y) — B(y)) • (1 - G(y)) = 0 és (B(w) - 5 (0 ) ) • (1 - G(0)) - B(w), 
y—> OO 
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hiszen Yt nemnegativitása miatt G(0) = 0, s ezért az összeg első tagjából a határok 
behelyettesítése u tán yB(w) marad , ami az összeg második tagjával összevonva 
eltűnik és a bizonyítandó állítást kapjuk. • 

Megjegyezzük, hogy a (9) egyenlet egy Fredholm-típusú integrálegyenlet. Nehe-
zíti a numerikus megoldását az, hogy a felső ha tá r nem véges, valamint az, hogy 
az egyenlet siettetett argumentumú, azaz a „jövő" ismerete is szükséges az aktuális 
érték kiszámításához. 

A (9) integrálegyenlet megoldásának egyértelműségét nem sikerült bebizonyí-
tani. A megoldhatóságról azonban állíthatjuk, hogy bármely (folytonos) G(y) 
eloszlásfüggvénnyel rendelkező Y{ i = 1 , . . . betöltések esetén (9)-nek van exponen-
ciális megoldása. Nevezetesen igaz az alábbi állítás: 

3.4. Á L L Í T Á S . Legyen 

h(y) = -(1 - G(y)), y> 0 
с 

esetén. Ha a (9) egyenlet olyan megoldását keressük, amelynek határértéke oo-ben 
1 és 0-beli értéke 0, akkor BEL > i esetén az 

R2(z) = 1-е-"2 (10) 

függvény megfelel e kívánalmaknak, amennyiben и > 0 teljesíti az alábbi egyenlő-
séget: 

/ e - ^ h ( y ) d y ^ l . (11) 

Állítjuk továbbá, hogy a (11) egyenletnek minden G(y) folytonos eloszlásfüggvény 
esetén egyértelmű valós pozitív megoldása van. 

Bizonyítás. Induljunk ki a (8) egyenletből, clZcLZ cLZ 

OO OO 

R2(Z) = (R2(Z + y)~ R2(y))( 1 - G(y))dy = J (R2(Z + Î,)- R2(y))h(y)dy 
о 0 

összefüggésből. Az 

OO OO 

- Í R2(Z + y)( 1 - G(y))dy < - Í (1 - G(y))dy = 
С J с J с 

о 0 

és 
OO OO 

- F R2(y)( 1 - G(y))dy < - Í (1 - G(y))dy = ^ 
С J С J С 
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egyenlőtlenségek, valamint (R2(z+y)—R2(y))(l—G(y)) nemnegativitása biztosítják 
az improprius integrálok konvergenciáját, s így 

oo 
R2(Z) = J (R2{Z + y) - R2(y))h(y)dy = 

0 
oo (12) 

= J R2{Z + y)h(y)dy - J R2(y)h{y)dy. 

OO OO 
Ebből is adódik, hogy R 2 (0 ) = f R2(0 + y)h{y)dy- f R2(y)h(y)dy = 0 lehet csak. 

о о 
Képezzük (12) mindkét oldalának határértékét, és cseréljük meg az integrálás 

és a határértékképzés sorrendjét! Kapjuk, hogy 

oo oo oo 

1 = J h(y)dy - J R2(y)h(y)dy - ^ - J R2(y)h(y)dy, 

azaz 
oo 

V G 

J R2(y)h(y)dy = 
- 1. 

Keressük (12) megoldását R2(z) = c\ — c2e vz alakban! 
Mivel i?2(0) = 0, ci — C2 lehet csak, valamint lim R2(z) = 1 miatt и pozitív 

z—>oo 
és ci = 1. I t t jegyezzük meg, hogy komplex и megoldásokkal azért sem kell foglal-
koznunk, mert a trigonometrikus tagok miat t R2{z) monotonitása nem teljesülne. 
Vagyis R2{Z) — 1 - e - " 2 , ahol И > 0. Helyettesítsük be ezt az alakot (12)-be, s azt 
nyerjük, hogy 

oo oo 
1 - e -" 2 (1 - e-"(z+"))h(y)dy - J (1 - e~uy)h(y)dy = 

о 0 
oo 

• J (e~uy - e-v(z+y))h{y)dy = 

(N) 

J e~uyh(y)dy + J e-"yh(y)dy = 

о 
oo 

— I/Z 

0 
oo 

= (1 - e - " 2 ) • J e~uyh(y)dy Vz > 0. 
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Legyen 
oo 

J e~vyh(y)dy = D. 
о 

Mivel oo oo 

J e~"vh(y)dy < j h(y)dy = 
о 0 

ezért D értéke biztosan véges. 
így (13) miat t 1 - e~vz = (1 - e~vz)D, valamint 1 - e""2 ф 0 minden г > 0 

esetén, tehát D értéke szükségképpen 1 lehet csak. 
Meg kell még mutatnunk, hogy valóban létezik olyan F > 0 valós szám, amire 

oo 

J e~vyh(y)dy — 1. 
о 

Definiáljuk a C(F) függvényt nemnegatív F értékek esetén az alábbi módon: 

oo 

C{v) = J e~vyh(y)dy. 
о 

A korábban elmondottak miatt С minden nemnegatív F-re jól definiált. Látható, 
hogy C(F) F-nek szigorúan monoton fogyó, folytonos függvénye. Tudjuk, hogy 
C(0) = ^ > 1, valamint az is igaz, hogy lim С (и) — 0. Ez utóbbi abból látszik, 

c u—>oo 
hogy 

oo oo 
0 < C(F) = J e~vyh(y)dy < ~ j e~uydy = ^ Q ) -»0 , ha v oo. 

о 0 

Következésképpen a Bolzano-féle közbülső érték tétel miatt С értéke valahol 
1-gyel lesz azonos. A szigorú monotonitás azt is biztosítja, hogy csak egyszer veheti 
fel а С függvény az 1 értéket. • 

oo 
Megjegyzés. A J e~uyh(y)dy függvény a h(y) függvény Laplace-transzformáltja, 

о 
amelyet ebben az esetben a valós számegyenesen, annak is nemnegatív részén ér-
telmezzük. Azt a helyet kell megkeresnünk, amely helyen a Laplace-transzformált 
1 értéket vesz fel. Ennek a helynek a meghatározása explicit módon általában nem 
lehetséges. A numerikus meghatározás lehetőségeire a későbbiekben térünk vissza. 
Becslésére azonban az alábbi állítás lehetőséget ad. 
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3.5 . ÁLLÍTÁS. 

a) Legyen ^ f - > 1. Ha valamely а pozitív számra 1 — G(y) < e~ay minden 
oo 

у > 0 esetén, akkor az а и > 0 érték, amelyre f e~uyh(y)dy = 1 teljesül, 
о 

legfeljebb £ — a lehet. 

b) Ha valamely ß pozitív számra 1 — G(y) > е~0у minden у > 0 esetén, akkor 
oo 

az a и > 0 érték, amelyre J e~vyh(y)dy = 1 teljesül, legalább \ — ß-
о 

c) Ha 1 — G (у) = e~5y minden у > 0 esetén, akkor az an > 0 érték, amelyre 
oo 

f e~"yh(y)dy = 1 teljesül, éppen £ - S. 
о 

Bizonyítás. 
oo oo 

a) 1 = / e-»yh(y)dy < f e~»y±e~«'dy = 
о 0 

Ezt az egyenlőtlenséget átrendezve kapjuk, hogy v < £ - a. 
oo oo 

b) 1 = / e-"*g(v)dy > f е-чЬе-0'dy -
о 0 

Ezt az egyenlőtlenséget átrendezve kapjuk, hogy v > ^ - ß. 

c) Összekapcsolhatjuk az állítás 1. és 2. részét, mivel egyenlőség esetén mind-
két irányú egyenlőtlenség fennáll. • 

3 . 6 . ÁLLÍTÁS. На У , i = 1 , 2 , . . . exponenciális eloszlású valószínűségi változó 
Hg várható értékkel, azaz X — -L- paraméterrel, akkor a (10) egyenletnek 
^ф1 > 1 esetben megoldása az alábbi függvény, amennyiben z > 0: 

R2{Z) = 1 (14) 

Bizonyítás. Alkalmazzuk az előző tétel 3. részét az T = í választással, és 
azonnal kapjuk a kívánt állítást. • 

oo 
Megjegyezzük, hogy a f e~vyh(y)dy = 1 egyenletet expliciten is meg tudjuk 

о 
oldani exponenciális eloszlású betöltések esetén. Sőt, magát a (8) egyenletet is 
meg tudjuk oldani exponenciális eloszlásfüggvény esetén, kihasználva az exponen-
ciális eloszlású valószínűségi változó eloszlásfüggvényének alakját. Ily módon (8) 
egy lineáris differenciálegyenletté alakítható, amelynek egyértelmű megoldása (14). 
így exponenciális eloszlású betöltött anyagmennyiségek esetén (8) megoldásának 
egyértelműségét is állíthatjuk. 

Mivel az eloszlásfüggvény explicit alakját az esetek egy részében nem ismer-
jük, ezért a (9) által megadott egyenletet megadjuk a valószínűségi változó sűrű-
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ségfüggvényének segítségével is. A (l l)-ben szereplő integrált parciális integrálás 
módszerével számoljuk ki, s kapjuk, hogy (11) az alábbi alakban is írható: 

oo 

1 J e~vy(\ - G(y))dy = 

c l 

Л Л 
си си 

(1 -G(y)) 
~ Л °° 

+ 
/ e-vy 

~^9(y)dy = 

e "vg{y)dy 

amiből átrendezés után kapjuk, hogy 
oo 

/ 
e-vyg(y)dy = 1 - у • 

Ez azt jelenti, hogy (9) megoldásának megadása érdekében azt a и > 0 értéket kell 
megtalálnunk, ahol Yx sűrűségfüggvényének Laplace-transzformáltja éppen metszi 
az 1 — j u egyenest. 

Megjegyezzük, hogy Poisson-eloszlású betöltési folyamat mellett exponenciális 
eloszlású betöltött anyagmennyiség esetén a Ntc. < i esetben az 

/ ( N(t) 

Ri(z) = P l lo<z-J2Yi + ct Ví : 0 < í 

függvény is exponenciális függvény, nevezetesen 

с 
Az Pi (z)-re vonatkozó integrálegyenlet megtalálható az [5] könyvben, ez az integ-
rálegyenlet az említett esetben lineáris differenciálegyenletté alakítható, és egyér-
telműen megoldható. 

3.3. N u m e r i k u s mego ldások Po i s son - fo lyama t t a l m e g a d o t t be tö l t és i 
fo lyamat e s e t é n 

A (9) egyenlet egy megoldásának meghatározása érdekében a (11) egyenletet 
kell megoldanunk. A (11) egyenlet megoldása során négy különböző esetet külön-
böztetünk meg. 

1. Amennyiben az Yx valószínűségi változók eloszlásfüggvénye olyan, hogy 
oo 

az J e~>/yh(y)dy integrál explicit módon kiszámítható, és a (11) egyenlet meg-
o 

oldása zárt alakban megadható. Ez azt jelenti, hogy zárt alakban kifejezhető, hogy 
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h(y) Laplace-transzformáltja hol vesz fel 1 értéket. Ilyen esetre példa az, ha Y, 
(i = 1, . . .) ~ paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó. Ekkor az 
integrálás elvégzése után azt kapjuk, hogy 

oo 
í e-^h(y)dy = - - ^ T = 1. 

I C U + y 

Ebból az összefüggésből и értéke egyértelműen meghatározható, és megkapjuk azt 
a megoldást, amelyet (14)-ben már megadtunk. 

2. Amennyiben az У) (г = 1, . . . ) valószínűségi változók eloszlásfüggvénye olyan, 
oo 

hogy az f e~uyh(y)dy integrál explicit módon kiszámítható, de a (11) egyenlet exp-
o 

licit módon nem oldható meg, azaz a h(y) Laplace-transzformáltja explicit módon 
megadható, de csak numerikusan számítható ki, hogy hol vesz fel 1 értéket. Ilyen 
esetre példa, ha Y, egyenletes eloszlású valószínűségi változó az [a, 6] intervallu-
mon. Természetesen annak érdekében, hogy Yi (i = 1 , . . . ) értékei nemnegatívok 
legyenek, és létezzen nemtriviális megoldása (9)-nek, szükséges, hogy a > 0 , 6 > 0 
valamint Л^2с ^ > 1 teljesüljenek. Ebben az esetben az integrálás elvégzése után 
az alábbi összefüggést kapjuk: 

oo a b 
J e~"yh(y)dy = - c j e~uydy + e~vy (l - dy = 
О 0 a 

A i/(6 - a) + e~vb - e~va 

с i/2(6 — a) 

vagyis (11) megoldása a 

A z/(6 — a) + e - " 6 — e~v a
 2 

6 — a V 

egyenlet megoldását jelenti. 
Mivel a 

A i/(b - a) + е - " ь - e -"" 2 
— V с 6 — a 

függvény esetén a függvény deriváltját ismerjük, ezért a gyökkereső eljárások közül 
a Newton módszer javasolható. 

Mivel a gyök bizonyíthatóan a (0, nyílt intervallumba esik, ezért a gyökke-
reső eljárás indítási pontját erről az intervallumról válasszuk. 

Illusztrációként mutatjuk meg az alábbi példát. Az a — 0, 6 = 14 paraméter-
i t 
2 

A(o + 6) 

választással a várható érték = 7, így с = 2 és A = 0,3 esetén a 

= 1,05 > 1 
2c 
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feltétel teljesül. A (11) egyenlet megoldására a Newton-módszer négy tizedesjegy 
pontossággal а и = 0,0106 értéket adta. Számítógéppel elvégeztük a folyamat 
Monte-Carlo-szimulációját, a szimulációból származó megbízhatóságokat összeha-
sonlítottuk a numerikus megoldás segítségével kapott függvény értékeivel, és azt 
tapasztaltuk, hogy a kettő közti eltérés mindig a szimuláció hibáján belül volt. A 
Monte-Carlo-szimulációból származó értékek és az R2(z) függvény - az előbbi v 
értékkel közelítve a kitevőt - láthatók a 2. ábrán. 

1Ы-) 

r. = 2 
/<c = " 
ne = 8.08 
A = 0,3 
T = 1000 

50 100 150 200 250 300 350 400 

1Ы-) 

3.75 

0.7 

c.= 2 
PC = 7 
cra = 8.08 
A = 0,3 
T = 1000 

250 260 200 » 0 320 3 « 360 500 100 

2. á b r a . A szimulációs eljárásból kapott megbízhatóságok (*), és a numerikus 
eljárás alapján kapott R2 függvény a kezdő anyagmennyiség függvényében 

3. Amennyiben az VJ (i = 1 , . . . ) valószínűségi változók eloszlásfüggvénye olyan, 
oo 

hogy az f e~vyh(y)dy integrál explicit módon pontosan nem számolható ki, de „kis 
о 

elhanyagolással" igen. Ilyen esetre példa, ha У) (i = 1 , . . . ) normális eloszlású va-
lószínűségi változó az m > 0 és <7 > 0 paraméterekkel. Természetesen az nem 
biztosítható, hogy Y, (i = 1 , . . . ) értéke biztosan pozitív legyen, de ha m > 3S, 
akkor Yi értéke legalább 0,997 valószínűséggel, ha m > 56, akkor Y, (г = 1 , . . . ) 
értéke legalább 0,999994 valószínűséggel nemnegatív. Ilyen paraméterválasztás ese-
tén parciálisan integrálva és kihasználva a normális eloszlású valószínűségi változó 
sűrűségfüggvényének alakját kapjuk, hogy 

oo oo 
I e~vyh(y)dy =-c J e~vy(l - G(y))dy = 

ve 

Jo 

Л_ 
cv 

oo 

J 
1 -

s/btey 

OO /- («-'»r 

e-vyg{y)dy « (<) 

dy = 
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cv 
Az első közelítésnél azt használtuk fel, hogy megfelelő paraméterválasztásnál az 
eloszlásfüggvény értéke 0-ban csaknem 0, azaz a betöltött anyagmennyiségek nem-
negatívak, a második közelítésben pedig azt, hogy ugyanezen oknál fogva a sűrű-
ségfüggvény integrálja 0-tól oo-ig csaknem 1. így 

Bebizonyítható, hogy a BEL > i feltétel fennállása esetén a 

^ ( l - e - ^ " 2 - ™ ) (15) 

egyenletnek egyértelmű pozitív megoldása a ^0, /фг) intervallumba esik. 
Mivel az 

f ( l / ) = l / - à ( 

függvény deriváltját explicit módon ismerjük, ezért gyökkereső eljárásként ismét 
alkalmazhatjuk a Newton-módszert. 

Példaként tekintsük a következő esetet! Legyen Y% (i = 1 , . . . ) eloszlása normá-
lis eloszlás az yc: = 10 és og = 2 paraméterekkel. Legyen с = 2, valamint legyen 
A = 0,3. Ekkor a (15) egyenlet megoldása a Newton módszerrel P = 0,0849-nek 
adódott. A szimulációból kapott eredményeket összevetve a numerikus eljárás se-
gítségével kapott 1 — e - ° 0 8 4 9 z függvény értékeivel, azt tapasztaltuk, hogy az eltérés 
mindig a szimuláció hibáján belül van. A 3. ábra mutat ja a függvényértékeket, a 
szimulációs értékeket, és a köztük levő eltéréseket. 

4. Amennyiben a Laplace-transzformálás csak numerikusan haj tható végre, 
akkor a 

5(F) = J e~vyh(y)dy 1 = 0 

egyenlet megoldására a következő eljárás alkalmazható: A gyökkereső eljárás alkal-
mazása során (például a Newton-módszert alkalmazva), az s(f )függvény és deri-
váltja értékei helyett azok közelítő értékeit használjuk. Ehhez szükségünk van az 
improprius integrál közelítő kiszámítására. Ehhez a következőképp jutunk: 

Az x - py helyettesítés után = h(x) jelöléssel kapjuk, hogy 

OO OO OO 

J e~uyh(y)dy = j e~x • ~h dx = J e~xh{x)dx, 
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Rfiz) ГШ 

3. ábra. A szimulációs eljárásból kapott megbízhatóságok (*), és a numerikus 
eljárás alapján kapott Лг(2)függvény a kezdő anyagmennyiség függvényében 

s a numerikus integrálás elvégzésére a Gauss-Laguerre kvadratúra formula alkal-
mazható ([16]). 

Az 

t(v) = j e~vyh(y)dy - 1 

függvény deriváltja a Newton-módszerhez szintén kell, így meg kell (közelítőleg) 
azt is határozni. 

A derivált a következő alakú: 

s'H = - j ye~uyh(y)dy. 
0 

Az előbbi improprius integrál konvergens, mivel 

00 00 

0 < J ye~uyh(y)dy < ± J y(l - G(y)dy = 

(16) 

amennyiben M2 jelöli Yi (i = 1 , . . . ) második momentumát. 
(16) numerikus kiszámítására szintén alkalmazható a Gauss-Laguerre kvadra-

túra formula a h(x) = /гh ( / ) függvénnyel. így a Newton-módszer alkalmazásával 
(11) gyöke numerikusan megadható. 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2007) 



294 MIHÁLYKÓNÉ ORBÁN ÉVA, LAKATOS G. BÉLA ÉS MIHALYKÓ CSABA 

A numerikus számolások során azt tapasztaltuk, hogy a huszadfokú Laguerre-
polinomokkal számolva az improprius integrálok értékét nagy pontossággal meg-
kaphatjuk. A huszadfokú polinom alkalmazásához szükséges kvadratúra súlyokat, 
valamint a polinom gyökhelyeit táblázatban találtuk meg ([16]). 

Illusztrációként, bemutatjuk a lognormális eloszlásra alkalmazva ezt az eljárást. 
A lognormális eloszlásnál m = 2, a = 1 paraméter választás esetén 

pa = em + £ä" 

értéke 12,18-nak adódik. Ha A = 0,3, valamint с = 2, akkor 

^ = 1 , 8 7 > 1 . 

Ezen paraméterek esetén (11) megoldása négy tizedesjegy pontossággal о = 0,0634, 
azaz R2(z) « 1 — e - 0 ' 0 6 3 4 2 . A szimulációs értékek és a numerikus megoldás révén 
kapott függvény értékei közti eltérésekről azt tapasztaltuk, hogy a szimuláció hi-
báján belül vannak. A 4. ábra mutatja N = 1000 szimuláció esetén a szimulációs 
értékeket és a numerikus eljárás során kapott exponenciális függvényt. 

R-Az) 

c = 2 
HC = 12,18 
O ( ; = 2 5 5 
А = 0 . 3 3 
Г = 1000 

RA-) 

c = 2 
Не = 12.18 
О С = 2 5 5 
А = 0 , 3 3 
Т = 1000 

4. áb ra . A szimulációs eljárásból kapott megbízhatóságok (*), és a numerikus 
eljárás alapján kapott R2 függvény a kezdő anyagmennyiség függvényében 

3.4. Á l l a n d ó nagyságú be tö l t é sek e s e t e 

Amennyiben a betöltött anyagmennyiségek nem véletlen, hanem állandó nagy-
ságúak, és ezt az állandót tekintjük egységnyi mennyiségnek, akkor a 3. fejezet 
3.2. állításához hasonlóan bizonyítható, hogy az 

RZ(z) = P({0<z + N(t)-ct, V f > 0 } ) 
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megbízhatóságot megadó függvényre vonatkozó egyenlet az alábbi : 
zi 'c 

Re
2(z) = J Re

2(z + l-cr)f(r)dT, z> 0, 
0 

amely Poisson-folyamat esetén az alábbi egyenletbe megy át: 

z, 'c 
R2(z) = J R2(Z + 1 - cr)Xe~x'T dr, z > 0. (17) 

о 

Ennek az integrálegyenletnek keressük a megoldását £ > 1 esetén az R2(0) = 0 és 
a lim R2(Z) = 1 peremfeltételek mellett. 

Z—'OO 

3 . 7 . ÁLLÍTÁS. Poisson-folyamattal megadott betöltési folyamat esetén R2(z) 
kielégíti az alábbi differenciálegyenletet, ha z > 0: 

( Щ ( г ) ) ' = - с (Щ(г + l ) - R I ( z ) ) (18) 

az R2(0) = 0 és a lim R2(z) = 1 peremfeltételekkel. 
z—> oo 

Az egyenlőséget úgy értjük, hogy ha a 0 pontbeli derivált nem létezne, akkor 
(R.2)'(0) értékén a derivált függvény 0 pontbeli jobb oldcdi határértékét értjük. 
A (18) egyenlet egy siettetett argumentumú differenciálegyenlet. 

Bizonyítás. Induljunk ki a (17) integrálegyenletből és helyettesítsük a t helyébe 
а t = z — c - r + 1 kifejezést, valamint szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát 
e = 2 -vei. Ekkor (17) az alábbi alakot ölti: 

z + l 

R\(z) • e« 2 = • j R2(t) • e^dt. 
í 

Deriváljuk mindkét oldalt z szerint, s láthatjuk, hogy 

( ( Ä | ( z ) ) ' + - eF2 = + 1) • e^ 2 ® 1 ) . 

Most egyszerűsítsünk e£z-vel és rendezzük az egyenletet, s megkapjuk a kívánt 
állítást. • 

Megjegyezzük, hogy sajnos az (R2(z))' = £ (Щ(г + 1) - R2(z)) egyenlőség 
negatív z értékek esetén nem áll fenn, mivel, amennyiben fennállna, akkor z < 0 
esetén a R2(z) = 0 lenne. De ekkor a függvény deriváltja is azonosan 0 lenne. 
Ez viszont csak akkor igaz, ha R2(z + 1) = 0 állandó, vagyis az R2{z) függvény 
a [0,1] intervallumon 0 értéket venne fel. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy az R2(z) 
függvény minden intervallumon 0. 
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3.8. ÁLLÍTÁS. Amennyiben £ > 1, akkor a (18) differenciálegyenlet megoldása 

R\(z) = 1 - e~C2'z z> 0, 

amennyiben a c2 valós szám kielégíti az alábbi feltételt: 

A • e~°2 

c2 • с • 
= - 1 . (19) 

Bizonyítás. A (18) differenciálegyenlet megoldásának egyértelműsége az 
R2{0) = 0 és a lim R2(z) = 1 peremfeltételek mellett a differenciálegyenletek elmé-

z—»oo 

lete alapján belátható [14]. Ami a megoldás alakját illeti, keressük (19) megoldását 
nemnegatív z esetén R2(z) = c3 —cxe~C2Z alakban! Mivel az integrálegyenlet meg-
oldása folytonos minden pontban, továbbá lim R2(z) = 1, ezért c3 = 1 és c2 > 0, 

z—• oo 

valamint mivel R2(0) — 0, ezért cx = 1 lehet csak. Ha most már felhasználjuk, 
hogy éppen R2(z) = 1 — e~°2Z alakban keressük, és ha ezt az alakot behe-
lyettesítjük a (18) egyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy a 

c2e~C2Z = -c (-e-C2(2+1> - e~C2Z^ 

egyenlőség minden nemnegatív z érték esetén teljesül. 
Ezt átalakítva és egyszerűsítve e~C2Z-vel láthatjuk, hogy c2c = A(1 — e~°2), 

azaz c2c — A = —Xe~°2. 
Ha a bal oldal 0, akkor az egyenlőség nem teljesülhet, ezért oszthatunk a bal 

oldallal és az osztás után pontosan a kívánt alakot kapjuk. 
Nézzük meg, van-e valós megoldása a (19) egyenletnek! 
Mivel a (19) egyenletből c2 explicit módon nem fejezhető ki, ezért írjuk át 

(19)-t az alábbi alakba: 

ezért a megoldás az у = e~ x exponenciális függvény és а у = 1 - j x lineáris függ-
vények metszéspontjának első koordinátája. A két függvény grafikonjának nyilván-
valóan metszéspontja a (0,1) pont, ami azt jelenti, hogy a c2 = 0 nyilván kielégíti a 
(19) egyenletet. Másrészt az у = e~x függvény (0,1) pontbeli érintője az у = 1 — x 
egyenlettel leírható egyenes, és mivel az у = e~x függvény szigorúan monoton 
fogyó konvex függvény, ezért ha egy (0,1) ponton átmenő egyenes meredeksége 
kisebb — 1-nél, akkor újabb pontban metszi a görbét a pozitív félegyenesen, 
viszont ha az egyenes meredeksége legalább —1 és negatív, akkor újabb pontban 
már a pozitív félegyenesen nem metszheti az exponenciális görbét, csupán a negatív 
félegyenesen. Tehát a (19) egyenletnek akkor és csak akkor van pozitív megoldása, 
ha — £ < —1, vagyis ha £ > 1, s ez pontosan az a feltétel, ami mellett az integrál-
egyenlet megoldását kerestük. • 

Megjegyezzük, hogy a (19) egyenlet megoldására alkalmas a Newton-módszer. 
Mivel a gyök bizonyíthatóan a (O, intervallumba esik, ezért a gyökkeresést cél-
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szerű ebből az intervallumból indítani. A keresett kitevők meghatározására hasz-
nált gépidő másodpercnyi, tehát a keresett közelítő megoldást jelentő függvény igen 
rövid idő alatt meghatározható. 

3.5. A m e g b í z h a t ó s á g o k a t m e g a d ó függvények függvény i l l e sz tésen 
a lapuló m e g a d á s a 

A 3.1. szakaszban bemutatott véges időintervallumra vonatkozó (5) integrál-
egyenlet analitikus megoldásait nem sikerült megadni, így a numerikus meghatáro-
zásokra fordítottuk figyelmünket. Egyik lehetőség az integrálegyenletek klasszikus 
numerikus megoldása. Másik lehetőség, lévén, hogy a folyamat maga számítógépen 
jól szimulálható, az integrálegyenletek numerikus módszerekkel történő megoldása 
helyett a megbízhatóságok Monte-Carlo-szimulációval való meghatározása bizonyos 
2 értékek esetén, s ezekre a megbízhatósági értékekre eloszlásfüggvény illesztése. 
Mivel a Poisson-folyamattal leírt betöltési folyamat esetén az analitikus megoldások 
exponenciális típusú függvények voltak, azért Poisson-folyamat esetén exponenci-
ális függvényt illesztettünk a szimulációs értékekre ([13]). A paraméterillesztéssel 
kapott megoldások nagy T értékek esetén jól közelítették az R2(z) függvényt. Olyan 
esetekben, amikor a végtelen intervallumra vonatkozó egyenletek pontos megoldá-
sát ismerjük, ezeket összehasonlítva a paraméterillesztésből származó megoldással 
jó egyezést kaptunk. Számos esetben, például nem Poisson-folyamattal leírt be-
töltési folyamat esetén, nem voltak azonban jók az illesztéssel kapott függvények. 
Ezekben az esetekben nem áll rendelkezésünkre információ az eloszlásfüggvény tí-
pusára vonatkozólag, a megoldás feltehetőleg nem exponenciális függvény, és a 
megoldást nem célszerű exponenciális függvénnyel közelíteni. Ezért a függvény-
illesztéshez olyan általános eloszlásfüggvény-családot kerestünk, amelynek tagjai-
val jól közelíthető az eloszlásfüggvények széles osztálya. Mivel ez a követelmény 
igaz a tangenshiperbolikus eloszláscsaládra ([1, 8, 15]), így a tangenshiperbolikus 
eloszlásfüggvény-családot választottuk az illesztéshez. Az illesztendő függvényeket 
rögzített T esetén R\(z,T) = thmi(biz+ai)ni, illetve R2{z,T) = thm*{b2z)n2 alak-
ban kerestük, a paramétereket a legkisebb négyzetek módszerével határoztuk meg, 
és így minden esetben a szimulációs pontokra jól illeszkedő függvényeket kaptunk. 

Illusztrációként mutatjuk az alábbi példát. Poisson betöltési folyamat esetén 
exponenciális eloszlású valószínűségi változókkal megadott betöltött anyagmennyi-
ség mellett a paramétereket с = 2, Л = 1, у с = értékűnek választva (14) alapján 
a pontos megoldás R2(z) = 1 - e 0 , 2 z . T = 1000-ig N = 1000-szer elvégeztük a folya-
mat Monte-Carlo-szimulációját, és megkerestük a szimulációs értékekre legjobban 
illeszkedő tangenshiperbolikus eloszlásfüggvényt. Négy tizedesjegyre kerekítve a 
kapott paramétereket R2(z, 1000) = t/i1 ,78o2(0,3738г)0 '6341 adódott közelítő meg-
oldásként. A két függvényt mutatjuk az 5. ábrán, a különbségük csak a jobb oldali 
nagyított változaton látható. 

Megemlítjük, hogy a szimuláció végrehajtása, és a relatív gyakoriságok megke-
resése az adott esetben 33 mp-et vett igénybe MatLab programcsomaggal írt szi-
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Й2(»,Г) ЯЛ-..Т) 

Ri(z,T) с = 1 
УС. = 1 0 / 3 

A = I 
T = 1Ü00 

18 19 20 21 23 23 

5. ábra . A szimulációs eljárásból kapott megbízhatóságok (*), és a rájuk illesz-
te t t tangenshiperbolikus eloszlásfüggvény Щ(z,T) (- .-), valamint az R2(z) pontos 
megbízhatóság ( ) a kezdő anyagmennyiség függvényében 

mulációs program segítségével INTEL PENTIUM (R) típusú CPU 180GHz 256MB 
RAM paraméterű személyi számítógépen. 

Végezetül a 6. ábrán a paraméterek speciális választása esetén az RI(z, T), va-
lamint R2(Z,T) függvényre Monte-Carlo-szimuláció segítségével kapott értékeket, 
valamint a rá juk legjobban illeszkedő tangenshiperbolikus eloszlásfüggvényeket lát-
hatjuk. Az ábrán látható példákban mind a betöltési időközöket, mind a betöl-
tö t t anyagmennyiséget normális eloszlású valószínűségi változókkal adtuk meg. A 
paramétereket az ábrákon feltüntettük. A szimulációt minden esetben 1000-szer 
végeztük el. 

Az előző fejezetben megadott numerikus módszerek előnye a tangenshiperboli-
kus eloszlásfüggvény illesztéssel szemben a gyorsabb végrehajthatóság mellett az is, 
hogy esetében a c, A illetve egyéb paraméterektől való függés jobban látható, ese-
tenként ezek szerinti deriváltja, gradiens vektora implicit módon meghatározható. 
Hátránya viszont, hogy csak Poisson betöltési folyamat mellett alkalmazható. 

Végezetül a 6. ábrán a paraméterek speciális választása esetén az R\(z,T), 
valamint R2(Z, T)függvényre Monte-Carlo-szimuláció segítségével kapott értékeket, 
valamint a rá juk legjobban illeszkedő tangenshiperbolikus eloszlásfüggvényeket lát-
hatjuk. Az ábrán látható példákban mind a betöltési időközöket, mind a betöl-
töt t anyagmennyiséget normális eloszlású valószínűségi változókkal adtuk meg. A 
paramétereket az ábrákon feltüntettük. A szimulációt minden esetben 1000-szer 
végeztük el. 

Rögzített T esetén az illesztéssel kapott közelítő függvények inverzét meghatá-
roztuk. Az inverzekbe 0,99 megbízhatóságot behelyettesítve az R\ függvény esetén 
a z — 4b, 39 értékeket kaptuk, vagyis ennyi helyet kell biztosítani a tartályban az 
anyagmennyiség változás számára annak érdekében, hogy 0,99 valószínűséggel ne 
történjen túlcsordulás. Az R2 függvény inverzébe behelyettesítve a 0,99 értéket 
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10 15 20 2$ 10 15 20 25 

6. áb ra . A szimulációs eljárásból kapott megbízhatóságok (*), és a rájuk illesz-
tett tangenshiperbolikus eloszlásfüggvények a tartályméret, illetve a kezdő anyag-
mennyiség függvényében 

pedig a z — 45,24 értéket kapjuk. A tartály mérete pedig 45,39 + 45,24 = 90,63 
anyagegység legyen, s ekkor 45,24 egység kezdő anyagmennyiséggel indítva a folya-
matot 0,98 valószínűséggel sem anyagelfogyásból, sem túlcsordulásból nem szár-
mazik hiba T = 1000-ig. 
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M A T H E M A T I C A L B A C K G R O U N D O F S I Z I N G I N T E R M E D I A T E S T O R A G E S 

U N D E R S T O C H A S T I C O P E R A T I O N A L C O N D I T I O N S 

É V A O R B Á N - M I H Á L Y K Ő , B É L A G . L A K A T O S A N D C S A B A M I H Á L Y K Ő 

Intermediate storages are frequently used in chemical engineering. Under stochast ic opera-
tion conditions determinat ion of the appropr ia te size of the in termedia te storage and the determi-
nation of the necessary ini t ial amount of mater ia l are important questions. This paper is devoted 
to the mathematical aspec ts of the practical problem, to the analysis of the functions describing 
reliability, to the analytical and numerical solutions of the integral equations which are satisfied 
by the reliability functions and to their approximations. 
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