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TARTALYMERETEZESI PROBLEMAK VIZSGALATANAK MATEMATIKAI
HATTERE SZTOCHASZTIKUS MUKODESI FELTETELEK ESETEN

MIHALYKONE ORBAN EVA, LAKATOS G. BELA ES MIHALYKO CSABA

Kiilénb6z6 termelési rendszerekben gyakori kozbiilss tarolok alkalmazésa. Szto-
chasztikus miikodési feltételek esetén gyakran felmeriilé probléma a tarol6 meéreté-
nek adott megbizhat6sagi szint melletti meghatéarozasa, illetve a sziikséges kezd6
anyagmennyiség megadasa. Ebben a cikkben a gyakorlati feladat megoldasanak
matematikai aspektusaival, a megbizhatésigot megadoé fiiggvények elemzésével, az
&ket jellemz6 egyenletek analitikus és numerikus megoldaséaval, valamint a vizsgalt
fliggvények approximaciéjaval foglalkozunk.

1. Bevezetés

A kiilonb6z8 miszaki rendszerek megval6sitasandl gyakran alkalmazott elja-
ras kozbiilsé tarolok hasznalata. Konnyen elképzelhetS ez egy vegyipari gyarnal,
ahol egy tartadlyban gyijtik a megtermelt anyagot, és ebbdl a tartalybol veszik ki
a felhasznilés esetén. A gytjtés oka lehet az eltérd iitemi termelés és felhasznalas,
de példaul okot adhat erre az is, hogy meghibasodasok esetén is legyen felhasz-
nalhaté anyag a raktaron. A cél a tartily megfeleld méretének a meghatirozasa
annak érdekében, hogy a tartalybol ne csorduljon til az anyag, valamint annak a
kezd6 anyagmennyiségnek a megadasa, amelynek rendelkezésre kell dllnia a kezdd
id6pillanatban annak érdekében, hogy a termelés ne akadjon el anyaghidny folytan.

Hasonlo taroloként miikodik egy biztositétarsasag pénztara, illetve szennyviz-
tisztitasnal az iilepits tartaly is. EIlSbbi esetben a kérdés a megfelel§ kezd6 tSke
meghatarozdsa, utobbinal pedig példaul a megfelels tartdlyméret megadéasa mellett
annak a kezdd vizszintnek a meghatarozasa is lehet feladat, amely mellett még a
mikroorganizmusok megfelel6 mtikédése biztosithat6. Ezekbdl a példakbdl lathaté,
hogy az altalunk felvetett problémaék és kérdések mas aspektusban is el6fordulnak.

Ha a tarol6 probléma eredeti megfogalmazasahoz visszatériink, akkor az anya-
got termel6 és tartalyba tolts egységeket betoltd egységeknek, az anyagot a tar-
talybol letolts és azt felhasznilé egységeket felhasznal6 egységeknek szoktak ne-
vezni. Mind a bet61td, mind a felhasznalo egységek mikodése tobbféle lehet. Ipari
rendszerek esetén megkiilonboztetnek szakaszos, illetve folyamatos miikédésd egy-
ségeket. Mas megkozelitésben az egységek miikodése lehet determinisztikus, illetve
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sztochasztikus. Szakaszos miikddésd betblts és szakaszos mikodésid felhaszn4lé al-
rendszerek kozbiilsé tartallyal torténd Gsszekapcsolasanak vizsgalatat tartalmazza
determinisztikus mikddési feltételek esetén [4, 17]. Determinisztikus betoltések és
felhasznalasok esetén véletlen meghibasodasok feltételezésével dolgozott ki modellt
Lee és Reklaitis [6, 7], valamint Odi és Karimi [9, 10], tovabba Orban-Mihalyké és
Lakatos [11]. Szakaszos betoltésd és folyamatos anyag felhasznalast alrendszerek
miikodésének modelljei szerepelnek a [12, 13] publikici6kban. Jelen publikacio-
ban a szakaszos bet6ltési és folyamatos let6ltésd alrendszerek Osszekapcsolasaval
és foleg a feladat megoldasa kézben felmeriilt problémak matematikai aspektusai-
val foglalkozunk.

2. A vizsgilt modell: alapvets jeldlések és feltételezések

A kozbiilss tartdlyba a megtermelt anyagot a betoltési alrendszert alkoté be-
toltési egységek toltik be. Ezek nem miik6dnek allandéan. Az i-edik betoltés a
tartalyba a t; iddpillanatban torténik. A betoltés ideje révid, ezt elhanyagoljuk,
azaz pillanatszerd betoltésekkel dolgozunk. Az egyes betdltések kozt eltelt idét
egymastol fliiggetlen, azonos eloszlasu valésziniségi valtozéknak tekintjiik, amelyek
eloszlasfiiggvénye F(z), stirdségfiiggvénye f(x). Jelolje pr a kéz0s varhatd értéket
és o a kozos szorast. Jeldlje N(t) a t ideig torténd betSltések szamat. Az i-edik
betsltés esetén a tartalyba betoltott anyagmennyiség szintén véletlen nagysagu, ezt
a folytonos eloszlast Y; valosziniségi valtozo adja meg. Az Y; val6szintségi valto-
z0krol feltételezziik, hogy nemnegativ értékiek, egymastol fiiggetlenek, azonos el-
oszlastak G(y) eloszlasfiiggvénnyel, g(y) siriségfiiggvénnyel, pe varhaté értékkel
és o¢ szorassal. Feltételezziik tovabba, hogy az N(t) betoltési folyamat és Y; egy-
mastol fiiggetlenek. A letoltési folyamatot folytonos miiveletnek tekintjiik allandé ¢
intenzitassal. Célunk a tartaly megfeleld méretezése, azaz annak a tartdlyméretnek
a megadasa, amely elegendé ahhoz, hogy a tartélyba beleférjen a bet6lts egységek
altal megtermelt anyag, valamint a kezdd anyagmennyiség megadéasa, azaz annak
az anyagmennyiségnek a meghatarozasa, amelynek rendelkezésre kell dllnia a t =0
idépillanatban annak érdekében, hogy a tartilyban mindig legyen a felhasznélé
egységek szamara elegendS anyagmennyiség.

Az sltalunk vizsgalt modell hasonlé a Prékopa-Ziermann—modellhez [2], amely-
nek vizsgilata soran az a kérdés, hogy mennyi az a minimalis kezd6 anyagmennyi-
ség, amellyel a folyamatos miikodés biztosithaté, ha a szallitmanyok véletlen id6-
pontokban érkeznek és véletlen vagy alland6 anyagmennyiséget széllitanak. Model-
liink és a Prékopa-Ziermann-modell kozti alapvetd killonbség az, hogy jelen esetben
nem meghatarozott szimu, hanem véletlen szamu betoltés torténik (szallitmany
érkezik) a [0, T') intervallumon, és a megoldasi maod is kiilénbozik az altaluk kidol-
gozott megoldastol. A megfelels tartalyméret meghatarozasénak problémaja pedig
biztositasi problémakkal hozhaté kapcsolatba. Az ott alkalmazott eljarast hasznal-
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1. Abra. A termelési rendszer sematikus vazlata

juk a megoldas sordn. A konkrét megfeleltetéseket és a felhasznalt eredményeket a
megfelel6 helyeken részletezziik.

A sziikséges kezdd anyagmennyiség és a sziikséges tartalyméret meghataroza-
séhoz a kozbiilsé tartdlyban levé anyag mennyiségének valtozasat vizsgaljuk az
idében.

A tartadlyban az anyagmennyiség-valtozas két dologb6l tevédik Ossze: a be-
araml6 anyagmennyiségbdl és a tartalybol letoltott anyagmennyiségbdl. Mivel a
betdltott anyagmennyiséget a

N(t)

2.5
i=1

Osszeg adja meg, a letoltott anyagmennyiséget pedig a h(t) = ct fiiggvény, ezért a
két fliggvény kiilonbsége, vagyis

N(t)

> ¥ -
i=1

éppen a t = 0 id6pontbeli tartalyban levé anyagmennyiséghez viszonyitott anyag-
mennyiség-valtozas. Ha ehhez a fiiggvényhez hozzdadjuk a ¢t = 0 idépontban a
tartalyban levé anyagmennyiséget, akkor a tartalyban levé anyagmennyiséget leir6
fiiggvényhez jutunk. Jeloljiik zp-lal a kezd6 anyagmennyiséget! Ahhoz, hogy soha
ne fogyjon ki a tartalybél az anyag, sziikséges, hogy

N(t)
0+ Y Yi—ct>0 (1)

i=1

egyenl6tlenség teljesiiljon minden nemnegativ t értékre, vagy ha rogzitett 7" ideig
vizsgaljuk a folyamatot, akkor minden 0 < ¢t < T esetén. Ahhoz, hogy a kozbiilsé
tartaly mérete (z;) elegendd legyen, sziikséges, hogy

N()
ZO+ZYi_CtSZI (2)

i=1
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teljesiiljon minden nemnegativ ¢ értékre a vizsgalt [0, T} idSintervallumon. Mivel
azonban az anyagmennyiség-valtozas egy sztochasztikus folyamat, ezért az (1) és
(2) egyenlGtlenségek a folyamat minden realizAci6ja sor&n nem, csupan valamilyen
valoszintséggel (megbizhatosaggal) teljesiilnek. Vezessiik hat be azokat a megbiz-
hatésagokat leir6 fiiggvényeket, amelyek a tartalymeéret és a kezd§ anyagmennyiség
kiilénbségének, illetve a kezdS anyagmennyiségnek a fiiggvényében megadjak an-
nak a valészinlségét, hogy a tartalybdl nem fog titlcsordulni az anyag, illetve, hogy
mindig rendelkezésre 4ll elegends anyag az anyagot felhasznalé egységek szamara!
Definisljuk az R; : R? — R fiiggvényt az alabbi modon:

N(t)
Ri(z,T)=P OSz—ZYH»ct, vto0<t<TV |, (3)
=1

azaz a z méreti tartdlyban az anyagmennyiség-valtozas T ideig nem haladja meg a
tartaly méretét (azaz a kezdS anyagmennyiséggel novelt tartalymeéret esetén nincsen
mar tulcsordulas), valamint legyen Ry : R? — R az alabbi médon definidlva:

N(t)
I)=P(0<z4 Y Yi—et, V:0<t<T (4)

1=1

Ra(

&

ami annak a valoszindségét fejezi ki, hogy a [0, T'] idSintervallumon nem fogy el az
anyag a kozbiilsé tartalybol.

Megjegyezziik, hogy a (3) Osszefiiggés a (2) atrendezésébdl a z = z; — zp be-
vezetése utdn adodik. A tartalyméretezési és a kezdd anyagmennyiség meghatéro-
zasi problémat a véges iddintervallumon vizsgaljuk. Rogzitett T esetén az anyag-
mennyiség valtozashoz sziikséges hely megadasit az 1 — o megbizhat6sagi szinten
az R, fliggvény inverzének meghatarozasa jelenti az 1 — « helyen, a megfelels kezd6
anyagmennyiség az 1 — a megbizhatosagi szinten pedig az R, fiiggvény inverzének
értéke az 1 — o helyen. A gyakorlati problémanal a sziikséges tartadlyméret az
1 — 20 megbizhatosagi szinten nem nagyobb, mint az el6bbi két érték Osszege.

3. A megbizhatésagot megadé fiiggvények vizsgalata

A megbizhatosagot megado (3) fiiggvény a biztositisi matematikiban felmeriils
klasszikus tonkremenési probléma vizsgilatakor tanulményozott fiiggvény. Igaz,
hogy a biztositasi probléma megoldasa sordn a befolyt pénz noveli a taroléban
(pénztirban) levé anyagmennyiséget (pénzt), s ez lineéris fiiggvénye az iddnek,
mig a kifizetések véletlen id6pontban térténnek és véletlen nagysaguak, mégis a
pénztarban levé pénz mennyiségének valtozasa, valamint a kezdd t6kemennyiség
meghatirozasa atrendezés utan egy az egyben megfelel az altalunk megfelels tar-
talyméret meghatarozasaként aposztrofalt feladatnak. A kezdd anyagmennyiség
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meghatéarozasi probléma megfelelGjével azonban nem talélkoztunk az irodalomban.
A probléma megoldasanak médjaban a biztositasi matematikaban jart utat probal-
juk kovetni: integralegyenletet allitunk fel a (4)-ben bevezetett megbizhatésagot
megado fiiggvényre, s probaljuk megkeresni ennek analitikus vagy numerikus meg-
oldasat.

3.1. Integralegyenletek a megbizhatésagot megadé fiiggvényekre

Az altalunk bevezetett Ri(z,T) fiiggvényre felirhaté integralegyenlet megta-
lalhat6 Thorin [18] cikkében, ezért ezzel az egyenlettel nem foglalkozunk. Jelen
cikkiinkben f6leg az Rq(z,T) figgvénnyel és hatarértékének vizsgalataval foglalko-
zunk.

Az Ry(2,T) fiiggveényre igazak az alabbi allitasok:

3.1. ALLiTAs.

a) Ra(z,T) rogzitett T esetén monoton névo fiiggvénye a z-nek és régzitett z
esetén monoton fogyo fiiggvénye T-nek.

b) Ry(2,T)=0,haz<0vagyT <0.

¢) Barhogyan valasztjuk is a paramétereket, Ry(z,T) birmely z > 0ésT > 0
esetén kielégiti az aldbbi integrilegyenletet:

Rs(z,T) = //Rg(z +y—cr, T —1)f(7)g(y)drdy+ )
00

+(1 - F(T)) - 1iz>erys

ahol 14 1 értéket vesz fel, ha az indexben levs esemény bekovetkezik és 0
értéket, ha az esemény nem kévetkezik be .

d) Barmely paramétervilasztds esetén rigzitett T'mellett, ha z — oo, akkor
Rz(Z,T) — 1.

Bizonyitds. Az allitas a), b) és d) részei konnyen lathatok. A c) rész bizo-
nyitasara a teljes valosziniiség tételét alkalmazhatjuk. Tekintsiik az els§ betoltés
idépontjat, jeloljik ezt r-val.

Ekkor harom eset fordulhat els.

1. 7 > T. Amennyiben z > ¢T', akkor T id&pontig

N(t)
0<z+ ) Yi—ct, te[0,T]

i=1

biztosan teljesiil, mivel
N(t)

Y Yi=0 telo,T],
i=1
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ha viszont z < T, akkor biztosan

N(t)
z+ Z Y; —ct <0 valamely ¢te€[0,T]-re.
=1
N(t)
2.Har<Tész—cr<0,akkorz+ ) Y; —ct <0 valamely ¢t e [0,7]ra,
i=1
tehat '
N(2)
Pl0<z+ ) Yi-cat Vte[0,T]]|=0.

=1

3. Ha 7<T és z—cr >0, valamint az els6 bet6ltés mennyisége Y1 =y
akkor az els6 betoltés idGpontjaban megijul a folyamat, hiszen felgjitasi folyamat
az N(t), vagyis a T — 7 idintervallumon kell teljesiilnie a

N(t)
0<z+y—cr+ ZK—d
i=2
feltételnek. Ez utébbinak a feltételes val6szintisége Ra(z + y — cr,T — 7). Al-
kalmazva a teljes valdsziniiség tételét az els§ betoltés idGpontjara és a betoltott
anyagmennyiség értékére, kapjuk a bizonyitandé integralegyenletet. m]

Mivel a (5) egyenletet analitikusan nem tudjuk megoldani, forditsuk figyelmiin-
ket arra a problémaéra, amely akkor vetSdik fel, ha azt szeretnénk, hogy a tartaly-
b6l az anyagmennyiség soha ne fogyjon ki. Mivel ez az el6bbi Ra(z, T') hatéarértéke
T — oo esetén, ezért amennyiben ismernénk a hatarértéket, visszaktvetkeztethet-
nénk nagy T értékek esetén az Ro(z,T)-reis. Vezessiik hat be az alabbi fiiggvényt,
amely a tartalyban levs kezd6 anyagmennyiség fiiggvényében megadja annak a va-
l6sziniségét, hogy mindig all rendelkezésre anyag a felhasznalé szamara. Legyen
R;,:R— R

N(t)
Ry(z)=P[{0<z+) Yi—ct, t>0,|. (6)

i=1
A kévetkezd allitasok igazak az R, fliggvényre:

3.2. ALLiTAs.

a) Ry(z)monoton nové fiiggvénye z-nek, R2(0) = 0, tovabbd minden nemne-
gativ z érték esetén Ro(z) kielégiti az alabbi integralegyenletet:

Ry(z) = / / Ra(z — cr + y) f(r)g(y)drdy. (1)
0o 0
Negativ z esetén Ry(z) = 0.
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b) Ha -c’;Lr < 1, akkor Rz(z) = O barmely val6s z érték esetén. Ha 22 > 1,
akkor lim Ry(z) =1.
Z—00

Bizonyitds. Az a) rész bizonyitasa hasonléan térténhet a 3.1. allitasbeli bi-
zonyitashoz azzal a megjegyzéssel, hogy az els6 betoltés idSpontjara alkalmazva
a teljes valosziniiség tételét a folyamat megijul. A b) rész indoklasakor vegyiik
figyelembe, hogy a tartilyban levé anyagmennyiségre igazak az alabbiak:

N(t)

2+ Y. —ct
lim B | —=L [ £ _
t—o0 t 75

tovabba
N(t)

tlialgoD zo+;Yi—ct = oo.
1=

Tehat ha £% < 1, akkor
1

N(t)
t]_lgloE zo+2Yi—ct = —o00,
1=

tehat a nagy szdmok tOrvénye szerint
N(t)

zo+ZYi—ct
i=1

értéke 1 val6sziniséggel el6bb-ut6bb negativ lesz. Ha viszont f}‘{; = 1, akkor
a Chung-Fuchs-tétel miatt [3] (mivel a széras végtelenbe tart) 1 valosziniséggel
barmilyen nagy, illetve kis értéket felvesz. Ha ﬁer > 1, akkor

N(t)

S Vi—at-oo
i=1
1 val6szintiséggel, emiatt lim Ra(z) = 1. O
Z—00

Megjegyzés. Ha az N (t) folyamat Poisson-folyamat A = ;—r paraméterrel, akkor
a (7) egyenlet az alabbi formaban irhaté:

Z

Ry(z) = //Rg(z — et +y)A - e g(y)drdy. (8)
00
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3.2. Poisson-folyamattal megadott betdltési folyamat esete

3.3. ALLITAS. Legyen a betoltési folyamat Poisson-folyamat \ = #—1’; paramé-
terrel. Ekkor a (8) egyenlet az alibbi integralegyenletté alakithato:

(e o]

Ro(z) = 2 [ (Ralz +) - Raw))(1 - Cly))dy, z>0. 9)
(44

0

Bizonyitds. Helyettesitsiik a t = z — cr kifejezést a (8) formulaba. Ekkor lat-
hatjuk, hogy

1 T T z L
= E//Rg(z+y))\-e_’\? e edt dG(y).
00

Szorozzuk meg e*< -vel az egyenlet mindkét oldalat, majd derivaljuk z szerint
6ket. A derivalas elvégezhets, mert Ry(2) egy folytonos fiiggvény integralja, ezért
derivalhaté. Derivalas utan azt kapjuk, hogy

a

. A A 4. [
e - [ Ry(z) + SRa(2) ) = = - €% - [ Ra(t +y)dG(y).

Egyszerisitve e*<-vel, majd integralva mindkét oldalt 0-t6] végtelenig, kapjuk,

hogy
Ry(w) — R2(0) = % (7 (7R2( z +y)dG(y ) dz —/w z)dz) .

0 0

Cseréljiik meg az integralds sorrendjét és alkalmazzuk a z = 2 + y helyettesitést,

valamint integraljunk parcislisan! Ha bevezetjilk a B(w f Ro(z)dzx jelolest,
akkor
Ry(w) — mm>;(7ww+w—3@waw~mm)=
0
2B +v) - B - GONIT)+
+% (7(Rz(w +y) — Ra(y)) (1 - Gy))dy — B(UJ)) :
0

Megjegyezziik, hogy
Jim (B(w+y) - B(y)) - (1 - G(y)) = 0 s (B(w) = B(0)) - (1 - G(0)) = B(w),
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hiszen Y; nemnegativitdsa miatt G(0) = 0, s ezért az Ssszeg elsS tagjabol a hatarok
behelyettesitése utan %B(w) marad, ami az 6sszeg masodik tagjaval dsszevonva,
eltinik és a bizonyitandé allitast kapjuk. ]

Megjegyezziik, hogy a (9) egyenlet egy Fredholm-tipusi integralegyenlet. Nehe-
ziti a numerikus megoldéasat az, hogy a fels6 hatar nem véges, valamint az, hogy
az egyenlet siettetett argumentumn, azaz a ,,jové” ismerete is sziikséges az aktualis
érték kiszdmitasahoz.

A (9) integralegyenlet megoldasanak egyértelmiiségét nem sikeriilt bebizonyi-
tani. A megoldhatdsagrél azonban allithatjuk, hogy barmely (folytonos) G(y)
eloszlasfiiggvénnyel rendelkezs Y; 7 = 1,... betSltések esetén (9)-nek van exponen-
cidlis megoldasa. Nevezetesen igaz az alabbi 4llitas:

3.4. ALLiTAS. Legyen

M) =201 -6, y20

esetén. Ha a (9) egyenlet olyan megolddsat keressiik, amelynek hatarértéke co-ben
1 és 0-beli értéke 0, akkor icﬂ > 1 esetén az

Ra(z)=1-e7%* (10)

fiiggvény megfelel e kivinalmaknak, amennyiben v > 0 teljesiti az aldbbi egyenls-
séget:

/e"’yh(y)dy = 1. (11)
0

Allitjuk tovabba, hogy a (11) egyenletnek minden G(y) folytonos eloszlasfiiggvény
esetén egyértelmii val6s pozitiv megolddsa van.

Bizonyitds. Induljunk ki a (8) egyenletbdl, azaz az

[e,9]

Ra(s) =2 [ (Ralz + 1) - Ra))(1 = Gy = [ (Rals+9) = Ra(w)hiw)dy
0

0

Gsszefliggésbdl. Az

2 [ R+ - conars 2 [0 - cwpa =2,
0 0
és
%/Rz(y)(l = G(y))dy < %/(1 ~ G(y))dy = )‘“TG
0 0
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egyenlStlenségek, valamint ( R2(z+y)—R2(y))(1—-G(y)) nemnegativitasa biztositjak

az improprius integralok konvergenciajat, s igy

Ra(z) = / (Rolz+y) — Ra(w))h(y)dy =
° (12)

/ Ra(z + y)h(y)dy — / Ra(y)h(v)dy.
0 0

oo o0
Ebbél is adédik, hogy R2(0) = [ Ry(0 + y)h(y)dy — [ R2(y)h(y)dy = O lehet csak.
0 0

Keépezziik (12) mindkét oldalanak hatarértékét, és cseréljiik meg az integralas
és a hatarértékképzés sorrendjét! Kapjuk, hogy

1= 0/ hy)dy 0/ Ro(y)h(y)dy = 2 - / Ra(u)h(s)dy,

azZaz
7 A
/Rz(y)h(y)dy = —%—G- -1
0

Keressiik (12) megoldasat Ra(z) = ¢; — coe™¥? alakban!

Mivel R2(0) = 0, ¢; = c2 lehet csak, valamint zl_i_.rgo R3(z) = 1 miatt v pozitiv
és c; = 1. Itt jegyezziikk meg, hogy komplex v megoldasokkal azért sem kell foglal-
koznunk, mert a trigonometrikus tagok miatt Ry(2) monotonitdsa nem teljesiilne.
Vagyis Rz(z) = 1—e~"%, ahol v > 0. Helyettesitsiik be ezt az alakot (12)-be, s azt
nyerjiik, hogy

L _ vt :0/ (1 — e+ h(y)dy _0/(1 — e "Y)h(y)dy =
Iy —
0 (13)

o0 o0
=— e_"z/e"’yh(y)dy + /e'”yh(y)dy =
0 0
o
=(1-e"%) -/e'"yh(y)dy vz > 0.
0
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Legyen
[o o]
/e""yh(y)dy =D.
0
Mivel
o0 (o8] A
[ermway < [hway =2,
0 0

ezért D értéke biztosan véges.
Igy (13) miatt 1 —e™¥* = (1 — e™¥*)D, valamint 1 — e ¥? # 0 minden z > 0

esetén, tehat D értéke szlikségképpen 1 lehet csak.
Meg kell még mutatnunk, hogy val6ban létezik olyan v > 0 valés szdm, amire
[e o]
/e'”yh(y)dy =1.
0
Definialjuk a C(v) fiiggvényt nemnegativ v értékek esetén az alabbi médon:
o0
C(v) = /e“’yh(y)dy.
0
A kordbban elmondottak miatt C' minden nemnegativ v-re j6l definialt. Lathaté,
hogy C(v) v-nek szigortian monoton fogy6, folytonos fiiggvénye. Tudjuk, hogy
C(0) = Ac‘i > 1, valamint az is igaz, hogy uli.rgo C(v) = 0. Ez ut6bbi abbol latszik,
hogy

[o o] [o o]
0<C) = /e"’yh(y)dy < A /e"’ydy 2 (-1—) —0, ha v— .
0

(& Cc \V
0

Kovetkezésképpen a Bolzano-féle kozbiilsG érték tétel miatt C értéke valahol
1-gyel lesz azonos. A szigori monotonités azt is biztositja, hogy csak egyszer veheti

fel a C fiiggvény az 1 értéket. O

oo
Megjegyzés. A [ e~"Yh(y)dy fiiggvény a h(y) fiiggvény Laplace-transzformaltja,
0

amelyet ebben az esetben a val6és szamegyenesen, annak is nemnegativ részén ér-
telmezziik. Azt a helyet kell megkeresniink, amely helyen a Laplace-transzformalt
1 értéket vesz fel. Ennek a helynek a meghatarozasa explicit médon altalaban nem
lehetséges. A numerikus meghatarozas lehetiségeire a késGbbiekben tériink vissza.
Becslésére azonban az alabbi 4llitas lehetdséget ad.
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3.5. ALLiTAs.

a) Legyen 5‘;4 > 1. Ha valamely « pozitiv szamra 1 — G(y) < e~®Y minden
y > 0 esetén, akkor az a v > 0 érték, amelyre Te""yh(y)dy = 1 teljesiil,
legfeljebb % — a lehet. °

b) Ha valamely (3 pozitiv szdmra 1 —G(y) > e ?Y minden y > 0 esetén, akkor
az av > 0 érték, amelyre Zoe”"yh(y)dy =1 teljestil, legalabb % - B.

¢) Hal-G(y)= e % mindeny > 0 esetén, akkor az a v > 0 érték, amelyre

[ e ¥¥h(y)dy = 1 teljesiil, éppen % — 4.
0

Bizonyitds.

00 o0
2) 1=[eh{y)dy < [ev3emdy = iy

Ezt az egyenlStlenséget atrendezve kapjuk, hogy v < % - a.

o0 o0
b) 1= [e™g(y)dy > [e¥ie P dy = ;.
0 0
Ezt az egyenlGtlenséget atrendezve kapjuk, hogy v > % - 6.

¢} Osszekapcsolhatjuk az allitas 1. és 2. részét, mivel egyenldség esetén mind-
két iranyi egyenlétlenség fennall. 8]

3.6. ALLiTAS. Ha Y; i = 1,2,... exponenciélis eloszlast valésziniiségi valtozé

g varhaté értékkel, azaz A = ‘%C paraméterrel, akkor a (10) egyenletnek

A‘:—" > 1 esetben megolddsa az alibbi fiiggvény, amennyiben z > 0:

Apg e

Ry(z)=1—¢€ "ree * (14)

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 tétel 3. részét az ‘%p = § valasztassal, és

azonnal kapjuk a kivant allitast. 0

oc
Megjegyezziik, hogy a [ e "Yh(y)dy = 1 egyenletet expliciten is meg tudjuk
0

oldani exponencislis eloszlasti betoltések esetén. S6t, magit a (8) egyenletet is
meg tudjuk oldani exponencialis eloszlasfiiggvény esetén, kihasznélva az exponen-
cialis eloszlast valészintiségi valtoz6 eloszlasfiiggvényének alakjat. Ily médon (8)
egy linearis differencidlegyenletté alakithat6, amelynek egyértelmd megoldasa (14).
Igy exponencialis eloszlasi betdltétt anyagmennyiségek esetén (8) megoldasanak
egyértelmiségét is allithatjuk.

Mivel az eloszlasfiiggvény explicit alakjit az esetek egy részében nem ismer-
jiik, ezért a (9) altal megadott egyenletet megadjuk a valdsziniségi valtozd sdrd-
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ségfiiggvényének segitségével is. A (11)-ben szerepl6 integralt parcialis integralas
modszerével szamoljuk ki, s kapjuk, hogy (11) az alabbi alakban is frhaté:

/ V(1 - G(y))dy =
0

o0
Afe "y ® A e vy
;[ y))} +—/ (y)dy =
o [
1]
A
- vy
il I 9(y)dy
0

amibél atrendezés utan kapjuk, hogy

Ez azt jelenti, hogy (9) megoldasanak megadasa érdekében azt a v > 0 értéket kell
megtalalnunk, ahol Y; stirdségfiiggvényének Laplace-transzformaéltja éppen metszi
az 1 — fv egyenest.
Megjegyezziik, hogy Poisson-eloszlasi betolte51 folyamat mellett exponencialis
eloszlast betoltétt anyagmennyiség esetén a 2¢ <1 esetben az
N{t)
Ri(z) =P [Q0<z— ) Yi+ct Vt:0<t
i=1
fiiggvény is exponencialis fiiggvény, nevezetesen
A _[emAng
Rl(z) =1- -—u—qe ( nGe )z‘

Az R, (z)-re vonatkoz6 integralegyenlet megtalalhat6 az [5] konyvben, ez az integ-
ralegyenlet az emlitett esetben linedris differencidlegyenletté alakithato, és egyér-
telmiien megoldhaté.

3.3. Numerikus megoldasok Poisson-folyamattal megadott betsltési
folyamat esetén

A (9) egyenlet egy megoldasanak meghatarozasa érdekében a (11) egyenletet
kell megoldanunk. A (11) egyenlet megoldasa soran négy kiilonbbzs esetet kiilon-
boztetiink meg.

1. Amennyiben az Y; valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye olyan, hogy
o0

az [ e Yh(y)dy integral explicit médon kiszamithato, és a (11) egyenlet meg-
0

old4sa zart alakban megadhaté. Ez azt jelenti, hogy zart alakban kifejezhets, hogy
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h(y) Laplace-transzformaltja hol vesz fel 1 értéket. Ilyen esetre példa az, ha Y;
(i=1,..)) Lp paraméterd exponenciilis eloszlasa valészindségi valtoz6. Ekkor az
integralas ef:/égzése utén azt kapjuk, hogy

T v Al
/e Yh(y)dy = e I™ 1.
0 YT

Ebbdl az Osszefiiggésbol v értéke egyértelmien meghatirozhaté, és megkapjuk azt
a megoldast, amelyet (14)-ben mar megadtunk.

2. Amennyiben az Y; (i = 1,...) valészindségi valtozok eloszlasfiiggvénye olyan,
o o]
hogy az [ e~"¥h(y)dy integral explicit médon kiszamithato, de a (11) egyenlet exp-
0

licit m6édon nem oldhat6 meg, azaz a h(y) Laplace-transzformaltja explicit médon
megadhato, de csak numerikusan szamithaté ki, hogy hol vesz fel 1 értéket. Ilyen
esetre példa, ha Y; egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozé az [a,b] intervallu-
mon. Természetesen annak érdekében, hogy Y; (i = 1,...) értékei nemnegativok
legyenek, és létezzen nemtrivialis megoldasa (9)-nek, sziikséges, hogy a > 0,5 >0
valamint ’\(‘;—jb) > 1 teljesiiljenek. Ebben az esetben az integralds elvégzése utan
az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

o0 a b
A A y—a
vy =2 vy A B R =
/e h(y)dy c/e dy+c/e (1 b—a)dy
0 0 a
_A vb-a) +e v —eve
e v2(b—a) ’

vagyis (11) megoldasa a

éu(b—a)+e‘”b—e"’“ _ 2
c b—a

egyenlet megoldasat jelenti.

Mivel a
Av(b—a)+ eVt —gmve 2

c b—a

fiiggvény esetén a fiiggvény derivaltjat ismerjiik, ezért a gySkkeress eljarasok koziil
a Newton médszer javasolhaté.

Mivel a gyok bizonyithat6an a (0, 2) nyilt intervallumba esik, ezért a gyokke-
resé eljaras inditasi pontjat errdl az intervallumrél valasszuk.

Illusztracioként mutatjuk meg az alabbi példat. Az @ = 0, b = 14 paraméter-
valasztassal a varhato érték 9—-2*—'-’ =7,igyc=2¢é A =0,3 esetén a

Ala + b)

———=1,05>1
2c
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feltétel teljesiil. A (11) egyenlet megoldasira a Newton-modszer négy tizedesjegy
pontossaggal a v = 0,0106 értéket adta. Szamitogéppel elvégeztiik a folyamat
Monte-Carlo-szimuléciéjat, a szimulaciébol szdrmaz6 megbizhatosagokat dsszeha-
sonlitottuk a numerikus megoldas segitségével kapott fiiggvény értékeivel, és azt
tapasztaltuk, hogy a kett6 kozti eltérés mindig a szimul4ci6é hib4jan beliil volt. A
Monte-Carlo-szimulaciébél szarmazo értékek és az Ry(z) fliggvény - az elébbi v
értékkel kozelitve a kitevot — lathatok a 2. dbréan.

Ry(2) Rao(2)
1 T 1 r =
> s - —
09 ot 4 0.8 M d
0s 0 L G
o7 .85
06 c=2 08 c—=2
05 / 4G : k 075 pe =17
it ¥ o¢ = '1‘ )i o7 oi = 8,08
A=0.3 =03
03 o 265 L
/ T = 1000 T = 1000
02 | / 06
i
[ X1 ¥4 255
° - -t bt z 03 2
0O % 10 15 200 250 30 350 400 30 220 240 260 280 30 320 M0 360 380 400

2. abra. A szimulaciés eljarasboél kapott megbizhatosagok (*), és a numerikus
eljaras alapjan kapott R, fliggvény a kezd6 anyagmennyiség fiiggvényében

3. Amennyiben az Y; (i = 1, ...) valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvénye olyan,
o0

hogy az [ e *Yh(y)dy integral explicit médon pontosan nem szdmolhat6 ki, de ,kis
0

elhanyagolassal” igen. Ilyen esetre példa, ha Y; (¢ = 1,...) normaélis eloszlasu va-
l6szintiségi valtoz6 az m > 0 és o > 0 paraméterekkel. Természetesen az nem
biztosithat6, hogy Y; (i = 1,...) értéke biztosan pozitiv legyen, de ha m > 34,
akkor Y; értéke legalabb 0,997 valoszintiséggel, ha m > 54, akkor Y; (i = 1,...)
értéke legalabb 0, 999994 valészintiséggel nemnegativ. Ilyen paramétervalasztas ese-
tén parciélisan integralva és kihasznalva a normalis eloszlasa val6sziniiségi valtozo
strtségfiiggvényének alakjat kapjuk, hogy

o o] A oo
[ermway =3 [ e -Gy -
0 0
P 1 (1000 b
e e el e S ZEfL Y ~ (<
[C e ]0 cu/e 9(y)dy =~ (<)
0
A 3 T e
z_— — ‘ly' o ——3
ve : \/2_7mo/e AR
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o

A 1 a2 2 (y=y=m)?
= 1 e TV ML e T T dy | =

ve 2ro
0

A a2 v?—mu
= (z)cu (1 ¢ ) '

Az els6 kozelitésnél azt hasznaltuk fel, hogy megfelel§ paramétervalasztasnal az

eloszlasfiiggvény értéke 0-ban csaknem 0, azaz a betdlt6tt anyagmennyiségek nem-

negativak, a masodik kozelitésben pedig azt, hogy ugyanezen oknél fogva a sird-

ségfiiggvény integralja 0-t6l oo-ig csaknem 1. Igy

2
)
C

Bebizonyithat6, hogy a Ac& > 1 feltétel fennallasa esetén a

v=2 (1T (15)

egyenletnek egyértelmii pozitiv megoldasa a (0, {;‘;—) nyilt intervallumba esik.
(e}
Mivel az

) =v =2 (1- e F )

fiiggvény derivaltjat explicit médon ismerjiik, ezért gyokkeresd eljarasként ismét
alkalmazhatjuk a Newton-moédszert.

Példaként tekintsiik a kévetkez6 esetet! Legyen Y; (i = 1,...) eloszlisa norma-
lis eloszlas az pug = 10 és og = 2 paraméterekkel. Legyen ¢ = 2, valamint legyen
A = 0,3. Ekkor a (15) egyenlet megoldasa a Newton médszerrel v = 0,0849-nek
adodott. A szimulaciobol kapott eredményeket 6sszevetve a numerikus eljaras se-
gitségével kapott 1 —e~%:08492 fiiggvény értékeivel, azt tapasztaltuk, hogy az eltérés
mindig a szimulaci6é hibajan beliil van. A 3. dbra mutatja a fiiggvényértékeket, a
szimulaciés értékeket, és a koztiik levs eltéréseket.

4. Amennyiben a Laplace-transzformalas csak numerikusan hajthat6 végre,

akkor a, -

s(v) = / e“Vh(y)dy —1 =0
0

egyenlet megoldasara a kovetkezd eljaras alkalmazhato: A gySkkeress eljaras alkal-
mazasa soran (példaul a Newton-moédszert alkalmazva), az s(v)fiiggvény és deri-
valtja értékei helyett azok kozelité értékeit hasznaljuk. Ehhez sziikségiink van az
improprius integral kbzelits kiszamitasara. Ehhez a kévetkezSképp jutunk:

Az z = vy helyettesités utan 1h(%) = h(z) jeloléssel kapjuk, hogy
o oo 1 oo
-vy — - .. E -T 7
/ e~"Vh(y)dy / e Lh ()= [ = h@ys,
0 0 0
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Ry(2) Ry(2)
ATpETee—e AP T e I - -
i Soreg= T i .
09 > T O e
" PO -
08 p= 085 -t
ST e R P R
H P
07 } S
e, ,4’." c=2 09 c=2
s £ ke =10 #a =10
04 Al oG = 0.05 oo =2
A2 # A=i3 A=0,3
: p o o
Hiige = 1000 T = 1000
02 ! ’, o8
o1 i
P SEEEeL — . —1 2.75 TR — —_—
81 8 Hp e s He L kT . 884407 .48 S0 3 6 '] 40 2 4“

3. abra. A szimulaciés eljarasboél kapott megbizhatésagok (*), és a numerikus
eljaras alapjan kapott Ry(z)fiiggvény a kezd6 anyagmennyiség fiiggvényében

s a numerikus integréalas elvégzésére a Gauss-Laguerre kvadratira formula alkal-
mazhat6 ([16]).

Az

Bl /e"’yh(y)dy -1

0

fiiggvény derivaltja a Newton-modszerhez szintén kell, igy meg kell (kozelitGleg)
azt is hatarozni.
A derivalt a kovetkezé alaku:

oo
$() = - [y hu)dy. (16)
0
Az el6bbi improprius integral konvergens, mivel

2 AT
veh(u)dy < 3 [ (1 - G(u)ay -

05/
0 0
A ([ra-cw® . [, 8% |
g [ 5 2 +/?9 (v))dy _2_cM2’
0

amennyiben My jeldli Y; (i = 1,...) méasodik momentumat.
(16) numerikus kiszamitasara szintén alkalmazhaté a Gauss-Laguerre kvadra-

tara formula a h(z) = Zh (£) fiiggvénnyel. Igy a Newton-médszer alkalmazéséval
(11) gyoke numerikusan megadhato6.
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A numerikus szamolasok soran azt tapasztaltuk, hogy a huszadfoka Laguerre-
polinomokkal szamolva az improprius integralok értékét nagy pontossiggal meg-
kaphatjuk. A huszadfoka polinom alkalmazasahoz sziikséges kvadratira silyokat,
valamint a polinom gydkhelyeit tdblazatban talaltuk meg ([16]).

Ilusztracioként, bemutatjuk a lognormalis eloszlasra alkalmazva ezt az eljarast.
A lognormalis eloszlasnal m = 2, o = 1 paramétervalasztas esetén

o2
pg =emtT

értéke 12, 18-nak adédik. Ha A = 0, 3, valamint ¢ = 2, akkor

’\“TG=1,87>1.

Ezen paraméterek esetén (11) megoldasa négy tizedesjegy pontossaggal v = 0,0634,
azaz Ry(z) =~ 1 — e~%06342 A gzimulaciés értékek és a numerikus megoldas révén
kapott fiiggvény értékei kozti eltérésekrdl azt tapasztaltuk, hogy a szimulaci6é hi-
bajan beliil vannak. A 4. dbra mutatja N = 1000 szimulaci6 esetén a szimulaciés
értékeket és a numerikus eljaras soran kapott exponencialis fliggvényt.

Ry(z) Ra(2)
3 --.—‘rr**“*‘“’"'i' &
08 . g ¥ | » G I
o e ] 058 e S
07 )({- J‘ 096
06 Fd c=2 ‘ ' c=2
0s 7 e = 12,18 1 o | pe = 12,18
04 _/" 0 =255 i ] o = M5
s Vi A=0,33 | et A=0,33
4 T = 1000 | T = 1000
ez [ 09 |
o1 |/ i
o) S S IO R *} P o (OSR E S S . 5
¢ 10 2 30 w0 50 60 70 61 6 68 64 65 6 & 6 6

4. abra. A szimulaciés eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a numerikus
eljaras alapjan kapott R, fiiggvény a kezd6 anyagmennyiség fliggvényében

3.4. Allandé6 nagysagi betdltések esete

Amennyiben a betdltétt anyagmennyiségek nem véletlen, hanem 4lland6 nagy-
sagtak, és ezt az allandot tekintjiik egységnyi mennyiségnek, akkor a 3. fejezet
3.2. allitasadhoz hasonléan bizonyithat6, hogy az

Ri(z)=P({0<z+N(t)—ct, Vt>0})
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megbizhatésagot megadé fiiggvényre vonatkozo egyenlet az alabbi :
z,
()= [ Ry(e+1-en)f(ndr, 220,
0
amely Poisson-folyamat esetén az alabbi egyenletbe megy at:

R(z) = / RY(z+1—cr)he=*Tdr, z3>0. (17)
0

Ennek az integralegyenletnek keressiik a megoldasat % > 1 esetén az Ry(0) =0 és
a lim Ry(z) = 1 peremfeltételek mellett.
Z—00

3.7. ALLITAS. Poisson-folyamattal megadott betéltési folyamat esetén R5(z)
kielégiti az aldbbi differencidlegyenletet, ha z > 0:

(R3(2)) = % (R5(z +1) — R5(2)) (18)

az R§(0) =0 és a lim R§(z) = 1 peremfeltételekkel.
ZzZ—00
Az egyenlGséget ugy értjiik, hogy ha a 0 pontbeli derivdlt nem létezne, akkor
(R5)'(0) értékén a derivalt fiiggvény 0 pontbeli jobb oldali hatdrértékét értjiik.
A (18) egyenlet egy siettetett argumentumi differencislegyenlet.

Bizonyitds. Induljunk ki a (17) integrilegyenletbg] és helyettesitsiik a t helyébe
at=z—c-7+ 1 kifejezést, valamint szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat
e®7 -vel. Ekkor (17) az alabbi alakot 8lti:

241
et / R(2) - e2tdt.
i

Rj(z)-e%" =

o>

Derivaljuk mindkét oldalt z szerint, s lathatjuk, hogy
((RE(Z))' + %R;(z)) et = :c\.e—%Rg(z +1)- e2(z+1)

Most egyszeriisitsiink e*%-vel és rendezziik az egyenletet, s megkapjuk a kivant
allitast. O

Megjegyezziik, hogy sajnos az (R§(z)) = %(Rg(z+ 1) — R§(z)) egyenlGség
negativ z értékek esetén nem all fenn, mivel, amennyiben fennallna, akkor z < 0
esetén a R§(z) = O lenne. De ekkor a fiiggvény derivaltja is azonosan 0 lenne.
Ez viszont csak akkor igaz, ha R§(z + 1) = 0 allandé6, vagyis az R§(z) fliggvény
a [0,1] intervallumon 0 értéket venne fel. Ezt folytatva azt kapjuk, hogy az R$(z)
fiiggvény minden intervallumon 0.
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PR . A . ..
3.8. ALLITAS. Amennyiben 2> 1, akkor a (18) differencialegyenlet megoldésa
Ri(z)=1—-e"%*% 220,
amennyiben a c; valds szdm kielégiti az alabbi feltételt:

A-eT¢2

Bizonyitds. A (18) differencislegyenlet megoldasanak egyértelmiisége az
R5(0) =0ésa lim R§(z) = 1 peremfeltételek mellett a differencislegyenletek elmé-
Z—00

lete alapjan belathato [14]. Ami a megoldas alakjat illeti, keressiik (19) megoldasat

nemnegativ z esetén R§(z) = c3 — cje”°2% alakban! Mivel az integralegyenlet meg-

oldasa folytonos minden pontban, tovabba lim R§(z) =1, ezért c3 =1 és ¢z > 0,
Z—00

valamint mivel R§(0) = 0, ezért ¢; = 1 lehet csak. Ha most mér felhasznaljuk,
hogy R§(z)-t éppen R§(z) = 1 — e~°2% alakban keressiik, és ha ezt az alakot behe-
lyettesitjiik a (18) egyenletbe, akkor azt kapjuk, hogy a

_ A
coe czz _ 2 (_6—02(z+1) _ e—czz)
c

egyenl6ség minden nemnegativ z érték esetén teljesiil.

Ezt atalakitva és egyszerisitve e~ “2%-vel lathatjuk, hogy cec = A(1 — ™),
azaz coc — A = — e~ %,

Ha a bal oldal 0, akkor az egyenléség nem teljesiilhet, ezért oszthatunk a bal
oldallal és az osztas utan pontosan a kivant alakot kapjuk.

Nézziik meg, van-e valés megoldasa a (19) egyenletnek!

Mivel a (19) egyenletb6l cs explicit médon nem fejezhetd ki, ezért irjuk &t
(19)-t az alabbi alakba:

—ca _ c

e =1—cy Y’

ezért a megoldas az y = e~ " exponencidlis fiiggvény és a y = 1 — $z lineéaris fiigg-
vények metszéspontjanak elsé koordinataja. A két fiiggvény grafikonjanak nyilvan-
val6an metszéspontja a (0,1) pont, ami azt jelenti, hogy a ¢o = 0 nyilvan kielégiti a
(19) egyenletet. Masrészt az y = e~ * fiiggvény (0,1) pontbeli érintjeaz y =1 -z
egyenlettel leirhat6é egyenes, és mivel az y = e~ fiiggvény szigorian monoton
fogy6 konvex fiiggvény, ezért ha egy (0,1) ponton dtmend egyenes meredeksége
kisebb —1-nél, akkor ijabb pontban metszi a gorbét a pozitiv félegyenesen,
viszont ha az egyenes meredeksége legaldbb —1 és negativ, akkor ujabb pontban
mar a pozitiv félegyenesen nem metszheti az exponencialis goérbét, csupan a negativ
felegyenesen. Tehat a (19) egyenletnek akkor és csak akkor van pozitiv megoldasa,
ha —5\0- < —1, vagyis ha % > 1, s ez pontosan az a feltétel, ami mellett az integral-
egyenlet megoldasat kerestiik. O

Megjegyezziik, hogy a (19) egyenlet megoldasara alkalmas a Newton-médszer.
Mivel a gyok bizonyithatéan a (0,2) intervallumba esik, ezért a gySkkeresést cél-
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szerd ebbdl az intervallumb6l inditani. A keresett kitevok meghatérozasara hasz-
nalt gépidé masodpercnyi, tehat a keresett kozelitd megoldast jelentd fiiggvény igen
révid id6 alatt meghatarozhatoé.

3.5. A megbizhatosigokat megadé fiiggvények fiiggvényillesztésen
alapulé megadasa

A 3.1. szakaszban bemutatott véges idSintervallumra vonatkozé (5) integral-
egyenlet analitikus megoldasait nem sikeriilt megadni, igy a numerikus meghataro-
zasokra forditottuk figyelmiinket. Egyik lehet§ség az integralegyenletek klasszikus
numerikus megoldasa. Masik lehet8ség, 1évén, hogy a folyamat maga szamitégépen
jol szimulalhat6, az integralegyenletek numerikus médszerekkel térténé megoldasa
helyett a megbizhatésagok Monte-Carlo-szimulaciéval valé meghatarozasa bizonyos
z értékek esetén, s ezekre a megbizhat6sagi értékekre eloszlasfiiggvény illesztése.
Mivel a Poisson-folyamattal leirt betoltési folyamat esetén az analitikus megoldasok
exponencialis tipusu fiiggvények voltak, azért Poisson-folyamat esetén exponenci-
alis fiiggvényt illesztettiink a szimulaciés értékekre ([13]). A paraméterillesztéssel
kapott megoldasok nagy T értékek esetén jol kozelitették az Rp(2) fliiggvényt. Olyan
esetekben, amikor a végtelen intervallumra vonatkoz6 egyenletek pontos megolda-
sat ismerjiik, ezeket 6sszehasonlitva a paraméterillesztésbdl szarmazo megoldassal
jo egyezést kaptunk. Szamos esetben, példaul nem Poisson-folyamattal leirt be-
toltési folyamat esetén, nem voltak azonban j6k az illesztéssel kapott fliggvények.
Ezekben az esetekben nem all rendelkezésiinkre informaci6 az eloszlasfliggvény ti-
pusara vonatkozoélag, a megoldas feltehetSleg nem exponencidlis fiiggvény, és a
megoldast nem célszerl exponenciilis fiiggvénnyel kozeliteni. Ezért a fiiggvény-
illesztéshez olyan 4ltalanos eloszlasfiiggvény-csalddot kerestiink, amelynek tagjai-
val jol kozelithets az eloszlasfiiggvények széles osztdlya. Mivel ez a kovetelmény
igaz a tangenshiperbolikus eloszlascsaladra ([1, 8, 15]), igy a tangenshiperbolikus
eloszlasfiiggvény-csaladot valasztottuk az illesztéshez. Az illesztend§ fiiggvényeket
rogzitett T esetén R} (z,T) = th™ (by1z+a1)™, illetve R3(2,T) = th™?(byz)™* alak-
ban kerestiik, a paramétereket a legkisebb négyzetek moédszerével hataroztuk meg,
és igy minden esetben a szimulaciés pontokra jol illeszkedd fiiggvényeket kaptunk.

Illusztraciéként mutatjuk az alabbi példat. Poisson betSltési folyamat esetén
exponenciilis eloszlasu val6szindségi valtozokkal megadott betSltétt anyagmennyi-
ség mellett a paramétereketc =2, A =1, pug = 139 értékiinek valasztva (14) alapjan
a pontos megoldas Ra(z) = 1—e%2%. T = 1000-ig N = 1000-szer elvégeztiik a folya-
mat Monte-Carlo-szimulaci6jat, és megkerestiik a szimulaciés értékekre legjobban
illeszked6 tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvényt. Négy tizedesjegyre kerekitve a
kapott paramétereket Rj(z,1000) = th!7892(0, 37382)06341 adodott kozelits meg-
oldasként. A két fiiggvényt mutatjuk az 5. abran, a kiilonbségiik csak a jobb oldali
nagyitott valtozaton lathaté.

Megemlitjiik, hogy a szimulacié végrehajtésa, és a relativ gyakorisigok megke-
resése az adott esetben 33 mp-et vett igénybe MatLab programcsomaggal irt szi-
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Ry(2.T) Ra(=1) oy
, J ¥ "— b B o =4 1 \\ A
09 /‘/‘ - ST e T B
08 / 005 - \
a7
08 / e 09 Ry(2,T) P
as Mo =10/3 e = 1073
04 / A=1 0385 - A= ]
a3 - /s T = 1000 T = 1000
02 ," a8 -
I
;
o - —— — ™ 0.75 B — et =
o 5 10 15 20 18 19 20 2 2 n 24

5. abra. A szimulacits eljarasbol kapott megbizhatosagok (*), és a rajuk illesz-
tett tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvény R3(z,T') (- .-), valamint az Ry(z) pontos
megbizhatosag () a kezd6 anyagmennyiség fiiggvényében

muléci6s program segitségével INTEL PENTIUM(R) tipusit CPU 180GHz 256MB
RAM paraméteri személyi szamitogépen.

Végezetiil a 6. 4bran a paraméterek specialis valasztasa esetén az R;(z,T'), va-
lamint Rs(z,T) fiiggvényre Monte-Carlo-szimuléci6 segitségével kapott értékeket,
valamint a rajuk legjobban illeszkedd tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvényeket 1at-
hatjuk. Az abran lathat6 példdkban mind a betoltési id6kozoket, mind a betdl-
tott anyagmennyiséget normalis eloszlast valészintségi valtozokkal adtuk meg. A
paramétereket az abrakon feltiintettiikk. A szimulé4ciét minden esetben 1000-szer
végeztiik el.

Az €l6z6 fejezetben megadott numerikus modszerek elénye a tangenshiperboli-
kus eloszlasfliggvény illesztéssel szemben a gyorsabb végrehajthatosag mellett az is,
hogy esetében a c, A illetve egyéb paraméterektdl vald fiiggés jobban lathato, ese-
tenként ezek szerinti derivaltja, gradiens vektora implicit médon meghatarozhaté.
Héatranya viszont, hogy csak Poisson bet6ltési folyamat mellett alkalmazhato.

Végezetiil a 6. abran a paraméterek specialis valasztasa esetén az R;(z,T),
valamint Ry (z, T")fiiggvényre Monte-Carlo-szimulacio segitségével kapott értékeket,
valamint a rajuk legjobban illeszked6 tangenshiperbolikus eloszlasfiiggvényeket 1at-
hatjuk. Az abran lathat6 példdkban mind a betoltési id6kozoket, mind a betdl-
t6tt anyagmennyiséget normalis eloszlast valosziniségi valtozokkal adtuk meg. A
paramétereket az abrakon feltiintettiik. A szimulaci6t minden esetben 1000-szer
végeztiik el.

Rogzitett T" esetén az illesztéssel kapott kozelits fiiggvények inverzét meghaté-
roztuk. Az inverzekbe 0,99 megbizhatosagot behelyettesitve az R, fiiggvény esetén
a z = 45,39 értékeket kaptuk, vagyis ennyi helyet kell biztositani a tartalyban az
anyagmennyiség valtozas szamaéara annak érdekében, hogy 0,99 valészintiséggel ne
torténjen tulcsordulds. Az R, fiiggvény inverzébe behelyettesitve a 0,99 értéket
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Ri(2.T) R_;(TI)
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03 g 03 f» N
02 7 03 :r it
07 < 07 ] g
2% / c=2 0s : c=2
05 & wp=1 s | & =1
04 op=0,1 o4 | / op =0,1

pee I. ¥ P

03 He =2 03 | / ke =2
02 O = U_. 9 0.2 L /.’ a¢ = 0, 5
& :,' T'i=:1000 o ,,"‘ T = 1000

0 . il 7 SR E— T S——— z 2 ’/ -

5 10 15 20 25 0 35 40 45 S0 S5 O 5 10 15 20 25 30 35 4 45 0 S5

6. abra. A szimulacits eljarasbol kapott megbizhatésdgok (*), és a réjuk illesz-
tett tangenshiperbolikus eloszlésfuggvenyek a tartalyméret, illetve a kezd6 anyag-
mennyiség fiiggvényében

pedig a z = 45, 24 értéket kapjuk. A tartdly mérete pedig 45,39 + 45,24 = 90, 63
anyagegység legyen, s ekkor 45, 24 egység kezd6 anyagmennyiséggel inditva a folya-
matot 0,98 valdszintséggel sem anyagelfogyasbol, sem tulcsordul4dsbél nem szér-
mazik hiba 7" = 1000-ig.
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MATHEMATICAL BACKGROUND OF SIZING INTERMEDIATE STORAGES
UNDER STOCHASTIC OPERATIONAL CONDITIONS
Eva ORBAN-MIHALYKG, BELA G. LAKATOs AND CsaBa MIHALYKO

Intermediate storages are frequently used in chemical engineering. Under stochastic opera-
tion conditions determination of the appropriate size of the intermediate storage and the determi-
nation of the necessary initial amount of material are important questions. This paper is devoted
to the mathematical aspects of the practical problem, to the analysis of the functions describing
reliability, to the analytical and numerical solutions of the integral equations which are satisfied
by the reliability functions and to their approximations.
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