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EGY KIS KLASSZIKUS DIFFERENCIALGEOMETRIA,
A GAUSS-BONNET-TETEL BIZONYITASA

SZEMLELETES BIZONYITAST ADUNK A FELULETELMELET FONTOS TETELERE

[FARKAS MIKLOS

1. Bevezetés

1956 nyarén a Bolyai Janos Matematikai T4rsulat kollokviumot tartott
Balatonvildgoson. Ezen adtam el akkor talalt 4j bizonyitasomat a Gauss-Bonnet-
tételre. Sokaig nem publikiltam, majd harom éves nigériai vendégtanarsagom ide-
jén kérésre lekozoltem a Nigerian Journal of Science-ben [1]. A foly6irat ma mar
nem nagyon érhet§ el, de gy gondolom, hogy kir lenne a bizonyitast veszni hagyni,
annyira szépek és szemléletesek a benne felhasznalt klasszikus feliiletelméleti eszko-
z0k. Az a gyanim, hogy a modern differencidlgeometria mai kivalé mdvelsi kérében
ezek egy része talan feledésbe is meriilt.

A t6bb mint 150 éves Gauss-Bonnet-tétel (Bonnet, 1848) a feliiletdarab teljes
gorbiilete és a feliiletdarabot hatarol6 feliileti gorbe geodetikus goérbiilete kozdtt
allapit meg Gsszefiiggést. Altalanos érvényii tétel, amely n-dimeziés Riemann-tér
feliileteire is kimondhat6, mi azonban itt az egyszert, szemléletes esetre korlato-
zédunk, feliilletre a haromdimenzios euklideszi térben. A tételnek szamos egyszeri
kévetkezménye és specidlis esete van a sik- és a szférikus geometriaban.

Ismertnek tételezziik fel egy korszerd Differencidlgeometria kurzus anyagat,
de a kovetkezs pontban ismertetjiik azokat a sziikséges fogalmakat és tételeket,
amelyek feltehetSleg mar kiestek a mai kurrikulumokbél. A 3. pontban mondjuk
ki a tételt és végezziik el a bizonyitast.

2. Elézmények

Elgszor is a Levi-Civita-féle pdrhuzamos eltolds fogalmara és tulajdonsagaira
lesz sziikségiink (lasd pl. {2,3]). A fogalmat a 20. szizad elején vezette be
Tullio Levi-Civita azzal a céllal, hogy analizist miivelhessiink feliileti vektorme-
z6kon. Nyilvanvalé ugyanis, hogy ha egy feliileti vektort a beigyaz6 euklideszi tér-
ben, a kdzonséges értelemben parhuzamosan eltolunk a gorbiilt feliilet egy masik
pontjaba, az ott mar altaladban nem lesz feliileti vektor.
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Legyen F egyszer(, sima feliiletdarab, g sima feliileti gorbe, P és () e gorbe két
pontja és v feliileti vektor a P pontban. Tekintsiik a feliiletnek a g gérbe pontjai-
hoz tartozo érintésikjait. E siksereg burkolofeliilete sikba fejthets vonalfeliilet [4].
Fejtsiik ezt a vonalfeliiletet sikba, a P-nek megfelel6 pontbeli v sikvektort toljuk el
parhuzamosan a sik Q-nak megfels pontjaba, majd ,fejtsiik vissza” a burkoléfeliile-
tet a g gorbére. Ily modon a @ pontban kapunk egy felileti vektort. Azt mondjuk,
hogy ez a vektor a P ponbeli v vektorbél a g gorbe mentén tortént Levi-Civita-féle
parhuzamos eltolassal keletkezett.

Az el6bbi geometriai konstrukciéval ekvivalens a kovetkezd meghatédrozés.
Legyen D C R? egyszeresen Osszefiiggd, korlatos, mérhetS siktartomaény,
r: D — R3® diffeomorfizmus (C® osztalybeli), amely D-t az F felilletbe képezi
le: (u!,u?) € D — r (u!,u?) € F C R3, legyen tovibba m(u', u?) a feliilet egység
normélvektora és g : (u!(t), u?(t)) sima feliileti gorbe, ¢ € [a, b].

2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a g gorbe pontjaiban értelmezett v(u!(t),
u?(t)) feliileti vektormez6 a g gérbe mentén Levi-Civita-féle értelemben pdrhuzamos,
ha kielégiti a kovetkezd egyenletrendszert:

mxj—?:O, mv = 0, (1)

ahol az els egyenletben vektoridlis, a masodikban skalar szorzat szerepel.

(1) els egyenlete azt fejezi ki, hogy ha a vektor a gérbe mentén Levi-Civita-
értelemben parhuzamos, akkor két , kozeli” (,,szomszédos”) pontbeli értékének kiilonb-
sége elsé rendben merdleges a felillet érintésikjara, differencidlja parhuzamos a
fellileti normalissal. A masodik egyenlet biztositja, hogy a vektormez6 értéke min-
den pontban feliileti vektor. Ha az (u'(a),u?(a)) pontban megadjuk a vg feliileti
vektort, akkor, amint ez kénnyen belathato, az (1) rendszer egyértelmiien megha-
tarozza azt a v(t) feliileti vektormez6t, amely kielégiti a v(a) = vo kezdeti feltételt.
Azt mondjuk ekkor, hogy v(t) a vy vektorbél a g girbe mentén tirténd Levi-Civita
értelemben vett pdrhuzamos eltoldssal keletkezett.

Konnyen belathatd, hogy a Levi-Civita parhuzamos eltolas rendelkezik a kbvet-
kez6 tulajdonsagokkal. Két ugyanazon gérbe mentén eltolt feliileti vektor skalaris
szorzata alland6. Ebb6l kovetkezik, hogy parhuzamosan eltolt felileti vektor hossza
allandé, tovabba két ugyanazon gorbe mentén parhuzamosan eltolt feliileti vektor
altal bezért szog is alland6. Ha az (u!(a),u?(a)) pontbeli vy vektort egy mdsik
gbrbe mentén toljuk el parhuzamosan az (u!(b),u2(b)) pontba, akkor &ltaldban
mas vektort kapunk: a parhuzamos eltolas fiigg az uttél. Masképpen kifejezve
ugyanezt, ha a g gérbe zart, vagyis (u!(a),u?(a)) =(u'(b),u?(b)) és a vy vek-
tort parhuzamosan ,korbetoljuk” a gérbe mentén, rendszerint nem kapjuk vissza a
kiinduldsi pontban az eredeti vektort. Azokat a felilleteket, amelyeken a parhuza-
mos eltolas fliggetlen az uttél, abszolit pdrhuzamossdggal rendelkezd felileteknek
nevezziik. Egy feliilet akkor és csak akkor rendelkezik abszolat parhuzamossaggal,
ha Gauss-féle szorzatgorbiilete zérus.
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Legyen most a feliileti gorbe ivhossz paraméterezéssel adott: r(s), ahol s az
ivhossz (valamely pontjabol mérve). Jeldljiik x(s)-sel a gorbe gorbiiletét és n(s)-
sel f6normalis egységvektorat. Az els§ Frenet-formula szerint “%T = kn. Az utébbi
vektort bontsuk fel egy érint6 sikbeli és egy feliileti normalis irdnyd komponensre:

nnzvmxj—:+nm, (2)
ahol vektorialis szorzat all. Az ily moédon definialt v(s) mennyiséget a gorbe geo-
detikus gorbiletének nevezziik. A geodetikus gorbiilet azt adja meg, ,mennyire
gorbiil a gorbe az érintdsikban”. Azokat a feliileti gbrbéket, amelyeknek geodetikus
gorbiilete azonosan zérus, geodetikus vonalaknak nevezziik. Ezek egyben a két felii-
leti pontot Gsszektd gorbék koziil az ivhosszra nézve a stacionariusak: elegendéen
rovid szakaszaik a két végpontjukat 8sszekotd feliileti gorbék koziil a legrévidebbek.

2.1. TETEL. Legyen a v(s) feliileti vektor parhuzamosan eltolt az ivhossz para-
méterezésben adottr(s) egyenletd feliileti gérbe mentén, jeloljiik v(s)-sel a gérbe
geodetikus gorbiiletét és 0(s)-sel a v(s) és a gbrbe fi—ragsﬁz egység érintévektora kbzotti
irdnyitott sziget, ekkor érvényes a kévetkezd:

=) ©

Bizonyitis. Az altalanossag megszoritasa nélkil tegyiik fel, hogy |v(s)| = 1.
Differencialjuk a v% = cos § egyenletet:

dv dr  d*r . df
E . E +’UF = —Slnegg.

Az els6 tag a bal oldalon zérus, mivel %:1 (1) szerint parhuzamos a feliilet
normalvektoraval. Frenet els6 formulaja szerint v-kn = —sin 0%2-. Behelyettesitve
(2)-bél

YU -m X @+nv-m=—sin9d—9.
ds ds

(1) szerint a méasodik tag a bal oldalon zérus, vagyis

do
2—0)=—sinf—
v cos(m/ ) sinf——,

tehat &0
vsinf = —sinf—.
ds

Innen az Allitas kovetkezik. (Ha diszkrét pontokban sin @ zérus, akkor a folyto-
nosségbdl, ha egy egész szakaszon zérus, akkor ez a szakasz geodetikus és a szog
derivaltja is zérus). O

A (3) formula mutatja, hogy a geodetikus gorbiilet a gorbe érintGvektora irs-
nya megvaltozdsanak sebessége az ivhosszra vonatkoztatva egy parhuzamosan eltolt
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vektor irdnyahoz (vagyis az ,allandonak tekinthetd” iranyhoz) képest. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy geodetikus vonal érintGvektora a geodetikus vonal mentén parhu-
zamosan eltolt vektor. (Megjegyezziik, hogy Euklidesz még ,definidlta” az egyenest,
mint olyan gbrbét, mely ,mindeniitt ugyanabba az irdnyba” halad. A geodetikus
vonal ebben az értelemben is az egyenesnek felel meg gorbiilt felileten).

Legyen most g szakaszonként sima, egyszer(, zart gorbe véges sok toréspont-
tal: (ul(a),u®(a)) = (ul(b),u?(h)). A toréspontokban az érintévektor tdrésszogét
jeldljik «; -vel, (i = 1,2,...,n). Osszuk fel a gorbét kis részekre ugy, hogy a
toréspontok is osztopontok legyenek, és kossiik Ossze az osztépontokat geodetikus
ivekkel. Ily médon egy a g gorbébe irt zart g, ,geodetikus poligont” kapunk. Je-
16ljiik gp, toréspontjaiban érintévektoranak torésszogeit r—val, (k = 1,2,...,N).
Legyen P a g gorbe egy toréspontja és vg egy feliileti vektor P-ben. Toljuk el vg-at
parhuzamosan g, ill. g, mentén kdrbe, mig visszajutunk P-be. Az ilyen médon
P-ben kapott vektorokat jeldljiik vg-vel, ill. vy, -vel. Legyen v, és vg, illetve vg, és
vg szoge Ay, ill. Ay, A (3) formulabél azonnal kovetkezik, hogy

8y = [ s+ Y e, (4)
g i=1
N
Ay, = i, (5)
k=1

mivel g, geodetikus gorbiilete zérus. Finomitsuk a g gorbe felosztasit minden
hataron tal. Ekkor g, — g, v,, — vy, Aty, — Ay, ahonnan

N n
lim Z Y = /fy(s)ds + Z o; (6)
k=1 i=1

g

kovetkezik.

Azok szaméra, akik differencidlgeometria Ricci-kalkuluson alapuléd targyala-
sadhoz szoktak, megjegyezziik, hogy a parhuzamos eltolasra adott definiciénkboél
levezethets az (u'(t),u2(t)) gérbe mentén parhuzamosan eltolt v(t) vektor diffe-
rencialegyenlete:

dvt dul (t)

Tl (), u(0) ek =,

ahol T" a Christoffel-szimbdlum, v?* a v vektor kontravariadns koordinataja, és az
Einstein-konvenciét hasznaltuk (vagyis 6sszegzés fent és lent lévS egyforma index-
ekre 1-t6l 2-ig).

Attériink a feliilet gdmbi leképezésének néhany tulajdonsagara. Az F feliiletet
parhuzamos normalisok médszerével leképezziikk az S egységgémb feliiletre. Ezen
azt értjiik, hogy a P € F pontnak, amelyben a feliileti egység normaélvektor m,
megfeleltetjitkk a gdmbfelillet m helyvektort P pontjat. A leképezésnél, nyilvan,
egymasnak megfelel§ pontokban a feliilet, illetve a gémb érintSsikja parhuzamos.
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Az r(u'(t), u%(t)) egyenletd g feliileti gorbe képe a gdmbfeliileten a m(ul(t), u(t))
egyenletd § gombfeliileti gorbe. Toljuk el az (u!(a),u?(a)) pontbeli vy feliileti
vektort Levi-Civita értelemben parhuzamosan a g gorbe mentén. Az érintésikok
parhuzamossiga miatt az igy kapott v(t) vektormezs megegyezik a vy vektornak a
g gbmbfeliileti gérbe mentén tortént parhuzamos eltolasa utjan nyert v(t) vektor-
mezdvel: v(t) = T(t), t € [a,b].

Jeloljiikk gje-val az F  feliilet metrikus tenzoranak .= koordinatait
(i=1,2, k=1,2), és legyen g = (911922 — g%»)'/?. Ekkor F felszine:

mesF = _U g(u!, u?)duldu®.
D

Jelgljiik F Gauss-féle szorzatgrbiiletét K (ul, u?)-vel és F gémbi képének felszinét
Y-val. Ismeretes, hogy ha F' a gémbfelilletbe egy-egyértelmiden képzddik le és K
elGjele allando, akkor K felszin szerinti integralja egyenld a gombi kép elSjeles
felszinével:
ff K(u!,u?)g(u!,u?)duldu® = £%, (7)
D
ahol a jobb oldalon a pozitiv, ill. a negativ elGjelet kell figyelembe venni aszerint,
amint K >, ill. < 0. A formula az altalanos esetben is érvényes, ha F-et felbontjuk
olyan részekre, amelyek egy-egyértelmien képz6dnek le, illetve amelyeken a szor-
zatgorbiilet elGjele allandé. A formula szemléletes jelentése az, hogy minél nagyobb
a feliilet gorbiilete, annal kisebb a felszine a gombi kép felszinéhez viszonyitva.

3. A Gauss—Bonnet-tétel

3.1. TETEL. Legyen D € R? egyszeresen &sszefiiggs, mérhetd, korlatos sik-
tartomany, r : D — R3 haromszor folytonosan differencislhaté diffeomorfizmus,
F = {r(u',u?) € R®: (u',u?) € D} egyszeresen &sszefiiggs, sima feliiletdarab,
amelyet az egyszerd, szakaszonként sima, zdrt g gorbe hatirol, és haszniljuk az
el6z6 pontban bevezetett jelGléseket, ekkor érvényes a kivetkezd:

n
jj K, u®)g(u!, v?)duldu? = 2m — /’y(s)ds - Z o, (8)
D g i==1
ahol a; (i=1,2,...,n)az érintévektor (elgjeles) torésszdgei a gorbe téréspontja-

iban.

Ez a tétel tehat azt mondja ki, hogy a feliiletdarabot hatarol6 zart gorbe geo-
detikus gorbiilete meghatarozza a feliiletdarab teljes gorbiiletét (a Gauss-féle szor-
zatgorbiilet felszin szerinti integraljat).

Alkalmazzuk a tételt az R sugari gémb egy geodetikus (f6kérivek altal hata-
rolt) H haromszdgére. Ekkor K (u!,u?) = 1/R2, v = 0 és ha a gombi haromszog
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belss szogeit A, u, v-vel jeloljik,

%mesH:Qw——(w—-/\)—(7r—p)—(7r—-u),
vagyis mesH = ((A + i + v) — m))R2. Visszakaptuk a gdmbharomszogtan ismert
formulajat gdmbi haromszog felszinére.

Probaljuk meg alkalmazni a tételt az euklideszi sik haromszogére, bar, mint
latni fogjuk, a bizonyitas az euklideszi sikra nem mukodik. Ekkor K =0, v =0, és
ha a haromszég szogeit A, u, v-vel jeldljik, 0 = 2n—(r—A)— (7 —p)— (7 —v), vagyis
A+ p+ v = 7. Nem kaptuk meg a teriiletet, de visszakaptuk, hogy a haromszég
szogeinek Osszege .

Bizonyitds. Az F feliiletet leképezziik a parhuzamos normalisok médszerével az
S egységgdmb feliiletre. A g gérbe gémbi képét jeldljitk g-mal. A § gorbe ugyancsak
szakaszonként sima, jeloljiik toréspontjaiban érintGvektoranak torésszégeit G;—vel
(i = 1,2,...,n). Irjunk be g-be egy zart, szférikus poligont és jeldljiik e poligon
felszinét mesP-mal. Az ismert szférikus geometriai formula szerint

,
mesP = Zwk — (r = 2)m,
k=1
ahol w;. a poligon k-adik sz6ge. Bevezetve e poligon érintévektordnak 1, tOrésszo-
geit
mesP = 21 — Z (7 (9)
k=1

Ha az osztopontok szamét g-on minden hatéron tul néveljiik, a szférikus poli-
gon g-hoz tart és mesP az F felillet gdmbi képének ¥ felszinéhez. Alkalmazzuk
most (6)-ot a gémbi képre:

lim Yy = /W(E)d’sﬁr > B
k=1 3 i=1

ahol 7 és § a g gorbe geodetikus gorbiilete, ill. ivhossza. Egyenlové téve (9) két
oldalanak hatarértékét

n
5= on - /:y(g)ar‘swr Sa | (10)
< i=1
]
Vegylink most egy vo feliileti vektort g egy @ pontjaban és jeldljiik 0y -mal
a vp-lal egyenls gombfeliileti vektort a gdmb @-nak megfelel§ ¢ € § pontjaban.

Toljuk el g -n kérbe Levi-Civita értelemben parhuzamosan vg-at és g-on kdrbe -
at. Jeloljiik az ily médon Q-ban, ill. @-ban nyert vektorokat vi-gyel, ill o7—mal. A
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2. pontban mondottakbél azonban kdvetkezik, hogy v; = v1. Ezek szerint vy és v
szoge megegyezik vl és Uy szogével. A (4) formulat és annak g-ra felirt analogonjat

egyenléve téve
n n
/"7(3)615-1- Zﬁi = /’y(s)ds + Zai.
s i=1 i=1
g g
Az utébbi egyenletbsl (10)-be helyettesitve és (7)-et figyelembe véve kapjuk a
(8) formulat. O
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LITTLE CLASSICAL DIFFERENTIAL GEOMETRY,
A PROOF OF GAUSS-BONNET THEOREM
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A simple proof is given to this classical theorem The proof is based on properties of parallel
displacement in the sense of Levi Civita.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



	2008 / 2. sz.��������������������
	FARKAS MIKLÓS: Egy kis klasszikus differenciálgeometria, a Gauss-Bonnet-tétel bizonyítása������������������������������������������������������������������������������������������������

	Oldalszámok������������������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������


