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SZTOCHASZTIKUS HALOZATOKKAL KAPCSOLATOS, RITKAN
BEKOVETKEZO ESEMENYEK VALOSZINUSEGBECSLESE
EXPONENCIALIS, ILLETVE BETA ELOSZLAS ESETEN!

GOUDA ASHRAF? £S SZANTAI TAMAS3

A dolgozat sztochasztikus halézatokkal kapcsolatos, ritkan bekévetkez$ esemé-
nyek valoszintiségbecslésével foglalkozik. Ehhez hatékony eszkoznek bizonyul a jol
ismert fontossag szerinti mintavétel (Importance Sampling, IS). Az IS alapgondo-
lata az, hogy a véletlen rendszert médositott paraméter halmaz mellett szimulaljuk,
mely altal a kiilonben ritkdn bekdvetkez6 esemény nagyobb eséllyel kovetkezik be.
A legnagyobb probléma az, hogy az IS-eljarasban hasznaland6 optimalisan médo-
sitott paraméter halmazt, az Ggynevezett vonatkoztatasi paramétereket altalaban
nehéz meghatarozni. Az [S-eljaras ezen problémajanak megoldasira Rubinstein
(1997) kidolgozta a kereszt entropia (Cross Entropy, CE) médszert, majd a mun-
katarsaival egyiitt alkalmazta azt sztochasztikus hal6zatokkal kapcsolatos, ritkin
bekdvetkezd események valoszintiségbecslésére exponencialis eloszlas esetén (lasd De
Boer, Kroese, Mannor és Rubinstein (2002)).

Ebben a dolgozatban teszteljiik ezt a szimulacios eljarast kézepes- és nagymeéretii
sztochasztikus halézatokra, valamint a nyers Monte Carlo (Crude Monte Carlo,
CMC) szimulacioval térténd Osszehasonlitisaval megadjuk annak hatékonysagat.
A szérascsokkentéses szimulacids algoritmus hatékonysagat a kbvetkez8képpen meér-
jik. Kiszamitjuk a becslés szérasnégyzetének és a meghatarozasihoz sziikséges
CPU-id6nek a szorzatat, majd ezt a szorzatot viszonyitjuk a CMC-moédszerre szami-
tott hasonlé szorzat értékhez. Ezt a mutatét eredetileg Hammersley és Handscombe
(1967) javasoltak kiilonbozé szorascsdkkents algoritmusok hatékonysiginak dssze-
mérésére.

A dolgozat f§ eredményeként kiterjesztjilk a CE-moédszert sztochasztikus hals-
zatokkal kapcsolatos, ritkan bekovetkezd események valésziniiségbecslésére béta el-
oszlas esetén. Ekkor az IS-eloszlas vonatkoztatasi paramétereinek meghatarozasa-
hoz nemlineéris egyenletrendszer numerikus megoldasara van szitkség. Ezt Newton—
Raphson-iteracidval tessziik meg, mikor is a vonatkoztatasi paraméterek meghata-
rozasara forditott CPU-id6 méar nem hanyagolhat6 el. Erre vonatkoz6 numerikus
eredményeket is megadunk a dolgozatban.

Kulcsszavak: kereszt entrépia (CE), fontossag szerinti mintavétel (IS), ritkdn
bekovetkezs események, legrévidebb at probléma, exponencialis és béta eloszlas,
Newton—-Raphson-moédszer.

!Elhangzott a XXVII. Magyar Operaciokutatasi Konferencian, Balatondszodon
(2007. janius 7-9.).

2A BME Matematika Intézet volt PhD hallgatéja

3A dolgozat megirdsdhoz vezeté munkat részben az OTKA T047340 szamu palyizata tamo-
gatta.
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18 GOUDA ASHRAF ES SZANTAI TAMAS
1. Bevezetés

A sztochasztikus szimulacié hasznos eszkdznek bizonyul a gyakorlatban, széles
korben alkalmazzak kiilonb6z6 becslési feladatok megoldasara. Hasznos segédesz-
koznek bizonyul tovabba sztochasztikus programozasi feladatok numerikus megol-
désa sorén is, lasd Prékopa Andras sztochasztikus programozas kényvét, Prékopa
(1995). A kényv megjelenése 6ta Dedk Istvan, lasd Deak (2001), (2002), illetve
Fabian Csaba és Sz6ke Zoltan, lasd Fabian, Sz6ke (2007) dolgoztak ki sztochasz-
tikus szimulacién alapuld, illetve azt haszonnal alkalmazé, sztochasztikus progra-
mozasi feladatokat megoldé numerikus optimalizalasi algoritmusokat. Sok eset-
ben azonban a standard sztochasztikus szimuldci6 alkalmazasa korlatokba iitk6zik.
A standard sztochasztikus szimulaciéval nem kezelhetd problémak egy fontos osz-
az események egy standard szimulacié soran csak rendkiviil ritkin kovetkeznek be,
olyan nagy elemszami mintat kellene szimulalni, ami tul nagy CPU-id6t igényelne.
Ezért az elmult évtizedtdl kezd6dGen kilonbozE mddszereket, eljarasokat fejlesz-
tettek ki a ritkdn bekdvetkezd események valdszintiségbecslésére.

Lieber, Rubinstein és Elmakis (1997) és Rubinstein (1997) kidolgozték a CE
(Cross Entropy) modszert. Ez egy adaptiv eljaras az IS (Importance Sampling)
eljarasban hasznalt, ugynevezett vonatkoztatasi paraméterek becslésére. A CE-
modszert ugy lehet tekinteni, mint egy modell alapi optimalizalasi eljarast, amely
a kovetkez§ két fazisbél all:

1. Véletlen vektorok mintajanak adott véletlen mechanizmus szerinti gene-
ralasa.

2. A véletlen mechanizmus parameétereinek az eredmények ismeretében tor-
ténd megvaltoztatasa, hogy a kovetkez§ iteraciéban bizonyos értelemben
jobb mintat lehessen elallitani.

A CE-moédszer legfontosabb tulajdonsiga az, hogy fejlett szimulaciés médszeren
alapuld, szabatos matematikai keretet ad a vonatkoztatasi paraméterek bizonyos
értelemben ,optimalis” aktualizilasara. A ritkin bekovetkez$ események valészi-
ndségbecslése pedig azért fontos feladat, mert ezzel garantalni lehet kiilénféle mér-
noki rendszerek megbizhaté miikodését. Tekintsiink példaként egy telekommunika-
ci6s rendszert, amely nagyon sok felhasznalé hivasait fogadja. Normalis mikddési
koriilmények kozott barmelyik felhasznélo hivasat csak nagyon kis valésziniséggel
utasithatja vissza a rendszer. Ahhoz, hogy ezt a nagyon kis valészintiséget becsiilni
tudjuk, az egész rendszert nagyon hosszi ideig kellene valés miikédési kériilmények
kozott szimulalni. Az ilyen valosziniségek becslésére jobb ezért az IS-eljarast hasz-
nalni, amely soran a rendszert megviltoztatott paraméterekkel szimuldljuk ugy,
hogy a kiilonben ritkan bekovetkezs esemény nagyobb valésziniséggel kovetkezzen
be. Ennek az eljarasnak az alkalmazisaban a legnagyobb nehézséget az okozza,
hogy &ltalaban nagyon nehéz a szimulacié sordn alkalmazandé mikddtetési para-
métereket optimalisan megvalasztani. A CE-moédszer elénye az, hogy egyszeri
adaptiv eljarast ad a kozel optimalis vonatkoztatasi paraméterek becslésére, mely
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VALOSZINUSEGBECSLESEK SZTOCHASZTIKUS HALOZATOKBAN 19

altal lehet6ve valik, hogy a rendszer modositott korlilmények kozotti szimuldcioja-
val becsiilni tudjuk az egyes hivasok normalis miik6dési koriilmények kézti vissza-
utasitdsdnak a nagyon kicsi valésziniségét is, azaz, hogy alkalmazni tudjuk az IS-
eljarast. A CE-modszer egy tovabbi j6 tulajdonsiga az aszimptotikus konvergencia
is.

A dolgozat tovabbi részeiben a kivetkez6k szerint fogunk haladni. A 2. szakasz-
ban a CE-moédszer alap moédszertanat ismertetjiik. A 3. szakaszban exponencialis,
illetve béta eloszlast véletlen mennyiségekkel leirt sztochasztikus halézatokban fel-
1épé, ritkan bekdvetkezd események becslési eljarasait adjuk meg. Veégiil a 4. sza-
kaszban numerikus példakon hasonlitjuk Gssze a nyers Monte Carlo-médszerrel és
a CE-mobdszerrel meghatarozott vonatkoztatasi paraméterekkel miikédtetett IS-
eljarassal nyert becslések hatékonysagat.

2. A CE-mddszeren alapulé IS-eljaras altalanos moédszere

Ebben a szakaszban réviden attekintjitk azokat az alapelveket, amelyek a rit-
kin bekdvetkezd események valdszintiségbecslésre alkalmazott CE alapu IS-eljaras
helyességét igazoljak. Tekintsiink egy véletlen rendszert, amelyet az X térben érté-
keket felvevé X véletlen vektor ir le. Legyen f(x,v) egy, az X tér folotti paramé-
teres strdségfiiggvény csalad. Tegylik fel, hogy a rendszert leir6 X véletlen vektor
strdségfiiggvénye f(x, v*), ahol v* egy rogzitett paraméter vektor. Legyen S(X) a
vizsgalt véletlen rendszer egy jellemzgje, és keressiik annak a val6szintiségét, hogy
S(X) értéke nagyobb, mint egy v valés szam. Igy tehat diszkrét esemény szimula-
ci6val becsiilniink kell az

L = P(§(X) > v) = E[H(X)] (1)
valészintséget, ahol E a varhato érték és H (x) az alabbi karakterisztikus fliggvény:
1, haS(x) >,

H(x) = I{5(x)>~} =
{ R 0, kiilonben.

Az (1) valosziniiség kozvetleniil is becsiilheté6 CMC-szimulaci6val, ha vesziink egy
XM, ., XM mintat az f(x;v*) siriségfiiggvennyel definialt valoszindségelosz-
14sbél és kiszamitjuk L-re az alabbi torzitatlan becslést:

N 1 n
L=-SH (X“’) .
n 1;
Ha azonban v elég nagy, akkor az L val6szindség nagyon kicsi tud lenni, és ekkor
az {S(X) > v} esemény ritkan bekovetkezének lesz nevezhets. Ebben az esetben

a CMC-szimulacié az L érték elég pontos becsléséhez nagyon nagy mintat fog igé-
nyelni, azaz n-nek nagyon nagynak kell lenni. Egy masik lehetGség az IS-eljaras
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20 GOUDA ASHRAF ES SZANTAI TAMAS

alkalmazasa, lasd Rubinstein és Melamed (1998), Rubinstein (1997) és Rubinstein
(1999). Ha az XM, ... X mintat egy, az X tér folotti tetszleges masik g(x)
siirtiségfiiggvennyel definialt valésziniségeloszlasbol vessziik, akkor az L érték becs-
lését a kovetkezbképpen kaphatjuk meg:

E= 3 (x0)w (x0), @

ahol W(x; v*) = f(x; v*)/g(x) az tgynevezett likelihood hanyados. Ennek a becs-
lésnek a torzitatlansdgat a kovetkezd atalakitas-sorozat igazolja:

L = P(S(X) > ) = By [H(X)]
- /I{S(xm}f("? v*)dx

= /Qﬂx)»)%ﬂx)dm

=/1{5(x)>7}W(X,V*)9(X)d$
= Eg [H(X)W(X; v*)]

A g(x) sdriiségfiiggvény megfelel valasztasa mellett ezt a becslést IS-eljarasnak
nevezhetjik. A cél az, hogy a szimulacié alapjaul szolgilé mértéket olyanra cserél-
jlik, azaz a g(x) strdségfiiggvényt tgy valasszuk meg, hogy a (2) torzitatlan becslés
szorasa a lehet6 legkisebb legyen. Kénnyen belithaté, hogy ennek a problémanak
a megoldasat a

o) = TGV Q

stirdségfiiggvény adja, ahol a normalé tényezé értéke

C=/H(x)f(x;v*)dx

Ez azt jelenti, hogy a modositott szimulaci6hoz hasznalhaté legjobb eloszlas az
eredeti f(x,v*) siiriségfiiggvény altal generalt eloszlasnak a ritkan bekovetkezd
eseménnyel, mint feltétellel vett feltételes eloszlasa lenne, hiszen a (3) sirdség-
fliggvénnyel alkalmazott IS-eljaras a keresett valészindiség nulla szérasd, torzitatlan
becslését adna. Ezt az eloszlast azonban nem tudjuk hasznalni, mivel a normalé
tényezdjét nem ismerjiik, hiszen az éppen a becsiilni kivant valészinség értékével
azonos:

C= /H (x;v*)dx = Ef [H(X)] = P(S(X) > v) = L.

Ezért csak arra torekedhetiink, hogy a (3) siriségfliggvényt jol kozelits stirdseég-
fiiggvényt talaljunk.
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Két valoszintiségi mérték kozti tavolsag mérésére a Kullback-Leibler-féle
kereszt entrépiat hasznalhatjuk. Ez a kdvetkezs. Legyen g(x) és h(x) két strtség-
fiiggvény. Ezek Kullback-Leibler-féle kereszt entroépiaja definici6 szerint

CE = / )log X2 h (4)

Ha g(x) és h(x) azonosak akkor CE 0 kulonben CE > 0

tozzuk a figyelmiinket azokra, amelyek ugyanabba a paraméteres stiriségfiiggvény
csaladba tartoznak, mint az eredeti. Igy a feladatunk olyan ¥ paraméter vektor
keresése, hogy az f(x; V) strdségfliggvény a lehetd legjobban kozelitse a (3) sdri-
ségfliggvényt. Ebbdl a célbol helyettesitsiik a (4) képletben a g(x) sdrdségfiiggvényt
az optimalis (3) siriségfiiggvénnyel, a h(x) stirségfiiggvényt pedig f(x; v)-vel és
keressiik azt a ¥ paraméter vektort, amelyre az igy nyert kifejezés minimalis értéki:

CH(x)f(x,v*)
f(xiv)

= arg m‘}n[/ CH(x)f(x;v*)log CH(x)f(x,v*)dz

v = argmin/C’H(x)f(x; v*)log dx

——/CH(x)f(x; v*)log f(x; v)dz]
= arg max/ H(x)log f(x; v)f(x;v*)dzx.
\4
Ennek a maximalizalasi feladatnak a kozelité megoldasara Rubinstein (1997)
egy iteraciés algoritmus dolgozott ki. Ehhez legyen vg,v1,...,Vvk,... paraméter

vektorok egy sorozata, és annak vi elemével irjuk az (5) maximalizalasi feladatot
a kovetkezé alakba:

v = argmax/H(x) log f(x; v) f(x; v*)dzx

= argmax/H )log f(x;v) ;Ex :k;f(x;vk)da: (6)

=argm‘?xEvk[H( X)W (x; v*, vi) log f(x; v)],

ahol
fxv*)
(x Vi)’

A kdvetkezd algoritmus Rubinstein CE-algoritmusanak egy moédositott valto-
zata, melyet De Boer és munkatarsai dolgoztak ki (lasd De Boer at el. (2002)).
A moédositas az algoritmus 5. 1épésében lathato és egy Gj A simit6é paraméter beve-
zetésébol all.

W(x;v*,vi) =
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2.1. Algoritmus. Az altalanos CE-mo6dszeren alapulé IS-eljaras.

1.

Lépés. Valasszunk egy kezd6 vo paraméter vektort. Erre megfelel példaul
vg = v*. Valasszunk egy nulldhoz kizeli p pozitiv szamot a rendszerjel-
lemz6 fiiggvény mintaértékei (1 — p) kvantilisének szamitasahoz. Legyen
k = 0, és menjiink a 2. lépésre az iteracié elkezdéséhez.

Lépés. Generaljunk egy f(x;vy) siriségfiiggveny szerinti X1, ..., X(")
véletlen mintat.

Lépés. Szamitsuk ki a rendszerjellemzd fiiggvény S® = §(X®) mintaér-
tékét minden i-re és rendezzlik azokat nagysag szerint novekvd sorrendbe:
S < ... < 8 Legyen 4x41 a rendszerjellemzé fiiggvény mintaértékei-
nek az (1 — p) kvantilise, azaz 451 = SU1=P7) felteve, hogy ez az érték
kisebb, mint . Kiilénben legyen Y541 = 7.

Lépés. Ugyanezt a véletlen mintat hasznalva, a
n .
S Isxoysaen W (XP3v,vi) vlog £ (XDiv) =0T, (7)
=1

egyenlet megoldasaval adjunk becslést a viy; vektorra.

Lépés. Simitsuk az 4j paraméter vektort az alabbi képlet szerint:
Vi1 = AVipr + (1= A)vg,

ahol 0 < X <1 eldre rogzitett simitd parameéter.

Lépés. Ha 9x4+1 = 7, akkor legyen az utolsé vi41 paraméter vektor a
v vonatkoztatdsi paraméter, és menjiink a 7. 1épésre, kiilonben legyen
k = k+1, és ismételjiik a 2-6. 1épéseket, ameddig el nem érjik a Y41 = v
egyenlGséget.

Lépés. Generaljunk egy f(x;V) striségfiiggvény szerinti X1, ... X()
véletlen mintat. Becsiiljlik a ritkAn bekovetkezd esemény valdszintségét
az alabbi IS-becsléssel:

Ekkor a becslés becsiilt szérasnégyzete:

(% i H (x(f)) w? (xm; v*,o) - fﬁ) /N.
i=1
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3. Alkalmazas a legrovidebb 1t hosszara vonatkozé valészintség
becslésére

A legrévidebb ut probléma egy halézat egy adott csiicsdbol egy masikba
vezet§ legrovidebb ut megkeresését jelenti. Az Gt mentén az egymés utani
csucsokat Osszekots éleknek mindig a haladasi irdnyba kell mutatni. Az ilyen utakat
szokés iranyitott utaknak is nevezni. Tegyiik fel, hogy adott egy G(N, A) véletlen
halézat, ahol N a csiicsok halmaza és A az élek halmaza. Az élekhez tevékeny-
segek X . X yvéletlen idGtartamait rendeljiik, mikdzben feltessziik, hogy
azok nemnegativak.

Egy adott csiicsb6l, mondjuk O-bdl megkeresni a legréovidebb utat egy masik
csicsba, mondjuk R-be nem kénnyebb, miut tobb, akir az Gsszes csiucsbél az R-be
vezetd legrovidebb utak megkeresése. Ezért gyakran definialjak gy is a legrovidebb
at problémat, mint az Gsszes N-beli csiicsbdl egy rogzitett R € N csiicsba vezetd
legrévidebb ut megkeresésének a feladatat. A tovibbiakban amikor legrévidebb
utrol beszéliink, azalatt mindig az O kiindulasi csticsbél az R cél csticsba vezetd
legrévidebb utat fogjuk érteni.

Tegyiik fel el6szor, hogy az XV ... X (™) tevékenységi idStartamok fiiggetlen,
ai,...,ay, varhato értéki, exponencialis eloszlasa valdszintségi valtozok, ezért az
egylittes valdszindségi sirdségfliggvényiik a kovetkezd:

m m 1
f(x;a*)=exp Z —i H —
G=19% J ;=1

Ekkor a (6) képletbeli likelihood hanyados:

(@). o*
W(x(i),a* ak) _ f(X’. ;o)
T f (X3 a)
LT 1 1 g
(1) kj
=exp | — X = — b
% J <“.I (1;@) 0 (\j
ahol oy = (Qk1,...,0km)T a k-adik iteracié6 parameéter vektora és X(1), ... X ™)

egy az f(x; oy ) strliségfiiggvényii eloszlasbol vett véletlen minta. A f (x;«) stird-
ségfiiggvény logaritmusa:

log f (x;a) Zloga] Z—
=1 Y

a; szerinti parcilis derivalas utan:

Olog f (x;a) 1 Tj
Oa; o«
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Igy a (7) egyenlet most a kdvetkezd speciélis alakot olti:

n

i * 1 Tj .
Zl{s(x(.—))>,~yk+l}W(X(');a ,ak) (-Ej’ &?) =0,j=1,...,m. (8)
i=1

A (8) egyenletbdl a;,j = 1,...,m explicit modon kifejezhets, ezért a 2.1. algorit-
mus a kdvetkezSképpen alakul:

3.1. Algoritmus. A CE-moédszeren alapulé IS-eljards exponencialis eloszlas
esetén.

1. Lépés. Valasszuk kezdésnek az oy = a* paraméter vektort. Legyen p egy
nullahoz kézeli pozitiv szam, melyet a rendszerjellemzs fiiggvény minta-
értékei (1 — p) kvantilisének szamitasdhoz hasznalunk. Legyen k =0, és
menjiink a 2. lépésre az iteracié elkezdéséhez.

2. Lépés. Generaljunk egy f (x; ax) stirdségfliiggvényd exponencislis eloszlas
szerinti X(1, ..., X" yeletlen mintat.

3. Lépés. Szamitsuk ki az S®) = §(X®) legrévidebb tthosszakat minden
i-re, és rendezziik ezeket monoton névekvs sorrendbe: S <...< 50,
Legyen 4x+1 a legrévidebb utak (1 — p) minta kvantilise, azaz
Aee1 = SH3=Anl feltéve, hogy ez kisebb, mint 5. Kiilonben legyen
Ye+1 =7

4. Lépés. Ugyanezt a véletlen mintat hasznalva, az

k3
Z x() >7k+l}W(x() a* ak)Xl

=1

é[{s(x(,))>7k }W( (1);a*’ak)

Qkyl,j = ,J3=1,...,m.

explicit képletek segitségével adjunk becslést a ay4+1 paramétervektorra.

5. Lépés. Simitsuk az 1Uj paraméter vektort az aldbbi képlet szerint:
k1 = Aags1 + (1 — A)ag, ahol 0 < A < 1 eldre rogzitett simitod
parameéter.

6. Lépés. Ha Jr41 = 7, akkor legyen az utolsé ary; paraméter vektor az
& vonatkoztatasi paraméter, és menjiink a 7. lépésre, kiilonben legyen
k = k+1, és ismételjiik a 2-6. 1épéseket, ameddig el nem érjik a 41 =y
egyenlGséget.

7. Lépés. Generdljunk egy & paraméter vektort, exponencialis eloszlastu
XM X(N) ygletlen mintat. Becsiiljiik a ritkin bekovetkezé esemény
val6szinlségét az alabbi IS-becsléssel:

N
_ % i;H (x®@) w (X;0%,4).
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Ekkor a becslés becsiilt szérasnégyzete:
(2 (e we
— S H(xO)w? x“’);a*,a) —f,2> /N.
NS

Tegyiik fel most, hogy az X(1), ..., X(™) tevékenysegi idStartamok fiiggetlen,
of,Bf,i = 1,...,m paraméterd, béta eloszlasi val6sziniiségi valtozok, ezért az
egylittes valdszintiségi siirdségfiiggveényiik a kévetkezg:

. a+ﬂ*) AN AL e
f e, B°) I_I ﬁ*)(b—a)

x(z; — a) 1(b — ;)
ahol
a<z;<h, a; > 0, ﬁ; >0,7=1,...,m.
A (6) képletbeli likelihood hanyados a kévetkezéképpen alakul:
f(X®;a,8%)

). o* §* = X0 ar B
W(X o, p ,akvﬁk) - f(X®; ay, Bi)

_ ﬁ FF (a; + .B; (ak]) (ﬁk]) (b _ a)akj'f'ﬁkj“o‘;‘_ﬁ;

=1 T (B;) T {ar; + Brs)

x (b— X D)8 =P (X — qyos—oms,

Az f (x; 0, 8) sirtségfiiggvény logaritmusa:

m

log f (x;a,8) = Y _ [log I'(cx; + Bj) — log T'(;) — log T'(;)
j=1

+ (1 —a; — B;) log(b — a) + (a; — 1) log(z; — a)

+ (85 — 1) log(b - z;)] .
o szerinti parcidlis derivalas utén:

dlog f (x5, 8
W8T 50D) _ (0, + ) ~ b(ay) ~ log(b - o) + log(z; —a).

j
B; szerinti parcidlis derivalas utan:

dlog f (x; a0, B)

9%; = Pla; + B7) — ¥(6;) — log(b — a) + log(b — z;).
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Itt
d

az ugynevezett digamma fliggvény.
Igy a (7) egyenlet most a kdvetkezd két egyenletrendszer alakjat olti:

n
> I s(x0) >3} W (X(’);a*,ﬁ*,ak,ﬂk) x
i=1

x [’p (o + B;) — ¥ (a;) — log(b — a) + log (X;i) B a)] =0

j=1,...,m

(9)

és

Z I{S(x(‘))>’?k+1}W (X(i); (X*, /B*a Ok, ﬂk) X
i=1

x [ (a5 + B5) % (85) ~ og(b — a) + log (b~ X{°)] = 0,

7=1,...,m.

(10)

A (9) és (10) egyenletrendszerekbdl azt kapjuk, hogy
¥ (a; + B;) — ¥ (o) — log(b — a) = Ay, j=1,....,m (11)

Y (a; + ;) — ¥ (B;) — log(b — a) = B, i=1...,m (12)

ahol

_ Z:l lis(xe)>mnin} (XD;a*, 8%, ok, i) log (XJ('i) - a)
Ay = =

1.; I{S(x(i))>‘?k+1}W (X(1)7 o*, B, o, ,Bk:)

és

= & Iis(xo)saen) W (XV5a7 57, a, Bi) log (v- x)

Bj = n B
1',;1 I{S(x(i))>—’yk+l}w (X l);a*’:@ » Oy ﬁk)

Az a;,8;, 7 = 1,...,m valtozokra vonatkozé (11) és (12) nemline4ris egyen-
letrendszert Newton-Raphson-médszerrel oldjuk meg, jelélje a megoldasvektort

dj,ﬁj,j= 1,...,m.
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3.2. Algoritmus. A CE-médszeren alapulé IS-eljaras béta eloszlas esetén.

1.

Lépés. Valasszuk kezdésnek az ag = a*, fy = * paraméter vektorokat.
Legyen p egy nullahoz kozeli pozitiv szam, melyet a rendszerjellemzs fiigg-
vény mintaértékei (1 — p) kvantilisének szdmitasdhoz hasznilunk. Legyen
k = 0, és menjiink a 2. lépésre az iteracié elkezdéséhez.

Lépés. Generaljunk egy f(x;ax,Bk) slriségfiggvényt béta eloszlas
szerinti XM, ..., X véletlen mintat.

Lépés. Szamitsuk ki az S = S (X®) legrovidebb tthosszakat minden
i-re, és rendezziik ezeket monoton névekvs sorrendbe: S <... < )
Legyen “ky1 a legrovidebb utak (1 — p) minta kvantilise, azaz
Skr1 = Sl=Pnl  feltéve, hogy ez kisebb, mint «. Kiilonben legyen
Ye+1 =7

Lépés. Ugyanezt a véletlen mintat hasznalva a (11), a (12) nemlines-

ris egyenletrendszer Newton-Raphson-médszerrel torténd megoldasaval
adjunk becslést az agy1, Br+1 paraméter vektorokra .

Lépés. Simitsuk az 0j paraméter vektort az aladbbi képlet szerint:
k41 = Ak + (L= Nag 68 Brp1 := ABk+1 + (1 = A)fk,ahol 0 < A < 1
el6re rogzitett simité paraméter.

Lépés. Ha 441 = 7, akkor legyenek az utolsé ag41, Br+1 paraméter vek-
torok az &, B vonatkoztatasi paraméter vektorok, és menjiink a 7. lépésre,
kiilénben legyen k = k + 1, és ismételjiik a 2-6. lépéseket, ameddig el nem
érjik a Yx41 = v egyenlSséget.

Lépés.  Generaljunk egy &, B paraméter vektord, béta eloszlast
XM, .., XN) yéletlen mintat. Becsiiljiik a ritkan bekdvetkezd esemény
valészindségét az alabbi IS-becsléssel:

N
R 1 ) ) R
L=< H(XO)w (X907, 6%,4,8).
N?:l: ( o, 0,4, B
Ekkor a becslés becsiilt szorasnégyzete:

(331 () e (x5 ) - )
i=1

A CE-médszeren alapuld IS-eljaras alapgondolata az, hogy a p(>> L) para-

méter érték valasztasatol fiiggden létrehoz egy {Or} és egy {4} sorozatot, melyek
kozil az els6 tart az IS-eljarasban majd hasznalandé vonatkoztatisi paraméter
vektorhoz, a masodik pedig monoton nemcsékkené médon tart a ritkin bekévet-
kez6 esemény megadisaban szerepl vy paraméter értékéhez. Sajnos azonban a p
paraméter helytelen megvalasztasaval az is el6fordulhat, hogy a p paramétertdl
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fiigg6 minta kvantilisek értékeire a F(vg,p) > H{vi-1,p) egyenlGtlenség egyet-
len k értékre sem kovetkezik be, mikor is az eljards nem konvergal. Ezért is
érdemes az eljaras alkalmazasakor nem tal kicsi p paraméter értéket hasznalni.
Hogy ezt a problémat biztosan elkeriiljiik, azért a CE-mddszeren alapuld IS-eljaras
kdvetkez6 moédositasat javasoljuk. Ha a 4(vg,p) minta kvantilis nem teljesiti a
vk, p) > ¥(ve—1, p) egyenlStlenséget, akkor helyettesitsiik a ¥(v, p) minta kvan-
tilist az el6z6 §(vi—1,p) értékkel, és azzal becsiiljiik a vonatkoztatasi parameéter
vektorokat, ha pedig (v, p) > v, akkor legyen §(vg,p) = 7, és kezdjik el az IS-
becslés szamitasat. Minden mas esetben menjiink a kovetkezs iteraciéra, és addig
folytassuk az eljarast, ameddig a konvergencia meg nem valésul. Az alibbiakban
megadjuk a moédositott algoritmus altalanos alakjat, amely azutan a korabbiakhoz
hasonlé médon specializdlhaté az exponenciélis, illetve béta eloszlasa tevékenységi
id6kkel bird sztochasztikus halézatokban a legrévidebb at problémaéval kapcesolatos,
ritkdn bekévetkez§ esemény valoszinségének a becslésére.

3.8. Algoritmus. Az altalinos CE-moédszeren alapulé IS-eljards moédositott
valtozata.

1. Leépés. Valasszunk egy kezdd vy paraméter vektort. Erre megfelel példaul
vp = v*. Vilasszunk egy nulldhoz kozeli p pozitiv szamot a rendszer-

jellemz6 fiiggvény mintaértékei (1 — p) kvantilisének szamitisihoz.

2. Lépés. Generaljunk egy f(x;vp) strtiségfiiggveny szerinti X, . .. X (™)
véletlen mintat. Szamitsuk ki a rendszerjellemz6 fiiggvény S® = S (X(®)
mintaértékét minden i-re, és rendezziik azokat nagysag szerint névekvd
sorrendbe: S < ... < S™ Legyen 4y a rendszerjellemzs fiiggvény
mintaértékeinek az (1 — p) kvantilise, azaz 59 = SU(-Pn) Legyen
vi1 = vg, k =1, és menjink a 3. lépésre az iteracié elkezdéséhez.

3. Lépés. Generaljunk egy f(x;vy) strtségfiiggvény szerinti XU, ... X (™)
véletlen mintat. Szamitsuk ki a rendszerjellemzé fiiggvény S = S (X(i))
mintaértékét minden i-re, és rendezziik azokat nagysag szerint névekvd
sorrendbe: S < ... < S Legyen 4 a rendszerjellemzs fiiggvény
mintaértékeinek az (1 — p) kvantilise, azaz 4, = SU(—P)n]),

4. Lépés. Ha 4 > vy, akkor legyen 4 = «; killénben, ha 4x < 4x—1, akkor
legyen 4 = k-1, és a (7) egyenlet megoldasaval adjunk becslést a vy
vektorra.

5. Lépés. Simitsuk az 0j paraméter vektort az aldbbi képlet szerint:
Vi = Avi + (1 — A)vg_1, ahol 0 < A < 1 el6re rogzitett simité para-
méter.

6. Lépés. Ha 4, = v, akkor legyen az utolsé v paraméter vektor a v vonat-
koztatasi paraméter, és menjiink a 7. 1épésre, kiilonben legyen k = k+1, és
ismételjiik a 3-6. lépéseket, ameddig el nem érjiitk a Y = v egyenldséget.

7. Lépés. Generaljunk egy f(x;V) siriségfiiggvény szerinti XV, ... X()
véletlen mintat. Becsiiljiik a ritkdn bekdvetkez§ esemény valdszintségét
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az alabbi IS-becsléssel:

i= % éH (x(ﬂ) w (x“); v*,o) :

Ekkor a becslés becsiilt szérasnégyzete:

(w0 we (xnve) - 2)
i=1

A p paraméter értéke kdzponti szerepet jatszik a CE-algoritmus konvergen-
cidjaban, s6t a konvergencia varhatéan csak akkor valésul meg, ha p mar ,kells-
képpen” kicsi értékd. Annak az el6re torténd meghatarozésa, hogy milyen kicsi
p érték fogadhato mar el, igen nehéz feladat. Ezt a probléméat 4thidalandé p ér-
tékét adaptiv médon lehet valtoztatni (lasd Rubinstein (1999), Homem-de Mello
és Rubinstein (2002)). A 2.1. algoritmus egy ilyen értelmid moédositasat jelenti a
kiévetkez$ algoritmus. Ehhez a kdvetkezd konstansok hasznalatara van sziikség:
p; (001<p<01),6>1.0,6>006500<A<1.0.

3.4. Algoritmus. Az altaldnos CE-médszeren alapul6 IS-eljaras Homem-de Mello
és Rubinstein-féle médositasa.

1. Lépés. Valasszunk egy kezdG v paraméter vektort. Erre megfelel példaul
vo = v*. Valasszunk egy nulldhoz kozeli pg pozitiv szamot a rendszer-
jellemz6 fliggvény mintaértékei (1 — pp) kvantilisének szamitasahoz.

2. Lépés. Generaljunk egy f(x;vo) siriségfiiggvény szerinti X1V ... X"
véletlen mint4t. Szamitsuk ki a rendszerjellemz6 fiiggvény S = S (X@)
mintaértékét minden i-re, és rendezziik azokat nagysag szerint névekvd
sorrendbe: S < ... < §("), Legyen 9y a rendszerjellemzs fiiggvény
mintaértékeinek az (1 — pg) kvantilise, azaz 49 = SU1=m)n)  Legyen
v] = vg, k = 1, és menjiink a 3. lépésre az iteraci6 elkezdéséhez.

3. Lépés. Az aktualisan rendelkezésre 4ll6 mintat hasznalva, a (7) egyenlet
megoldasaval adjunk becslést a vi paraméter vektorra.

4. Lépés. Generaljunk egy f(x; vy ) siirtiségfiiggvény szerintinj X1, ..., X()
véletlen mintéat, és legyen pr = p.

5. Lépés. Szamitsuk ki a rendszerjellemz6 fiiggvény S = S (X)) mintaér-
tékét minden i-re, és rendezziik azokat nagysag szerint névekvs sorrendbe:
S < ... < S Legyen 4% a rendszerjellemzé fiiggvény mintaértékeinek
az (1 — px) kvantilise, azaz 4, = SU(1=pe)n]),

6. Lépés. Ha 9, > v, akkor legyen 4 = v, és a (7) egyenlet megoldasaval
adjunk becslést a v, paraméter vektorra. Legyen ez a v vonatkoztatasi
paraméter és menjiink a 8. lépésre.
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7. Lépés. Kiilonben ellendrizziik, hogy létezik-e olyan p érték, hogy
S[(l—ﬁ)"] 2 min {7, &k—l + 6}
7.1. Ha p = pg, akkor legyen k = k + 1, és ismételjiik az iteraciét a

3. 1épeést6l.

7.2. Ha p < pg, akkor legyen px = p, és menjlink az 5. lépésre.
7.3. Ha létezik ilyen g, akkor legyen n = n, és menjiink a 4. lépésre.

8. Lépés. Generaljunk egy f(x;¥V) striségfiiggvény szerinti X1 ... X{N)

véletlen mintat. Becsiiljiik a ritkin bekdvetkez6 esemény valésziniliségét
az alabbi IS-becsléssel:

1
N -

i=1

i= H (x(“) W (X(“;v*,o) .

Ekkor a becslés becsiilt szérasnégyzete:

(% i H (XO) w2 (XO;v*,9) - i"’) /N.
i=1

4. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban olyan numerikus példikat mutatunk be, amelyek szem-
léltetik a CE-mddszeren alapuldé IS-eljaras alkalmazhatdsagat, és a nyers Monte
Carlo-modszerhez viszonyitott hatékonysagat exponencislis, illetve béta eloszlast
tevékenységeket tartalmazé kis, kbzepes és nagyméret sztochasztikus hélézatokkal
kapcsolatos, ritkadn bekovetkezd események valdszindségbecslésére. A nyers Monte
Carlo-modszerhez viszonyitott hatékonysagot a Hammersley és Handscombe (1967)
klasszikus kényvében javasolt

sz6rasnégyzet x CPU-idg (CMC)
szorasnégyzet x CPU-id6 (CE)

hatékonysag =

mutatéval fogjuk mérni.
A szamitasokat Fortran nyelvd koddal, 2.4 GHz érajeld, Intel © Pentium ©
proceszszoros szamitogépen végeztiik el.

4.1. Példa. Kisméretl sztochasztikus halézat esete, amelyben a tevékenység
id6k béta eloszlasiak.
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Ebben a példaban egy 4 csticsu és 5 éld sztochasztikus halézatot tekintiink
([6] 1. abra). Felteszsziik, hogy a tevékenységi iddk fiiggetlen, béta eloszlast valo-
szinlségi valtozok. Legyenek a kezdeti paraméterek a kovetkezdk:

a = (0.350, 0.400, 0.310, 0.430, 0.420) és B = (0.350, 0.440, 0.310, 0.430, 0.420).

Tegyiik fel, hogy annak a valészinlségét akarjuk becsiilni, hogy a legrévidebb 1t
hossza nagyobb, mint v = 1.99. Az N = 200000 mintaelemszami CMC-eljaras
8.0 x 107° becslést adott, mig a CE-médszeren alapulé IS-eljaras p = 0.05 para-
méterrel, n = 2000 elemszamu mintaval végzett 5 iteraciot koveté N = 200000
mintaelemszamu IS-becsléssel 4.2 x 1075 becslést eredményezett. Az ehhez sziik-
séges tGbblet szamolasi igény minimalis volt, ezért az IS-eljaras altal elért szoras-
csokkenés 1312 hatékonysagot eredményezett. Az alabbi tablazat a béta eloszlasok
vonatkoztatisi paramétereinek és a 4 = SI(1=Pn] (1 — p)-kvantilisek konvergalo
sorozatat mutatja:

1. tablazat. A béta eloszlasu vonatkoztatasi paraméterek iteracionkénti vailtozasa.

& B Yk
0.35 040 0.31 043 042|035 0.44 0.31 0.43 0.42
0.58 0.69 031 0.75 0.71 | 035 045 031 0.45 043 | 1.42
1.25 126 031 135 153036 046 030 045 0.44 | 1.70
3.06 270 032 252 259036 046 0.31 0.46 044 | 1.93
6.23 5.55 0.31 5.09 5.26 | 0.37 0.47 0.30 0.48 0.45| 1.96
12.1 103 031 10.1 11.6 | 0.37 0.50 0.31 0.50 0.47 | 1.99

[SARI NVUR [ VB Kl )

Az alabbi tablazat a nyers Monte Carlo-szimul4cionak erre a feladatra elért
eredményeit tartalmazza. A tovabbiak soran ehhez fogjuk viszonyitani a kiilénb6z6
CE-médszereken alapulé IS-eljarasok hatékonysagat.

2. tablazat. Kisméretd hal6zat nyers Monte Carlo-szimulacidval nyert eredményei.

a csucsok szadma = 4| az élek szama =5 v = 1.99 minta méret = 2 x 102
becslés szOras CPU-idé
CMC 8.0 x 1075 1.9x 1075 2.42
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3. tablazat. A CE-mddszeren alapulé IS-eljaras kiilonbdzs verzidi és kezdOparaméterei melletti eredményeinek
Osszehasonlité tablazata.

Alap

Moédositott

Homem de Mello és Rubinstein

n=2x103

n=2x 103

n=2x 103

N =2x10°

N =2x10°

N =2x10°

becslés

sz6ras

hateé-
kony-
Sag

becslés

szOras

hate-
kony-
sag

becslés

szOras

haté-
kony-
sag

0.10

0.1

4.3 x107°

2.2x 1077

5126.5

4.3x107°

2.2 %1077

5106.3

4.2x107°

3.6 x 1077

1113.2

0.10

0.5

42 x107°

2.2x 1077

5346.9

4.2 x 107%

28 x 1077

3454.4

4.2 %1075

6.8 x 1077

418.1

0.10

0.7

4.2 x 1075

1.7 x 10~7

9190.5

4.2 x107°

1.8 x 10~7

9302.8

43 x107°

4.7 x 10~7

879.5

0.10

1.0

4.2 x 10~°

2.7x 1077

3717.7

4.2 x 1073

2.8 % 10”7

3568.1

4.3x 1075

9.4 x 1077

219.5

0.05

0.1

4.3 x 1075

3.7 %x 1077

1900.6

4.3 %1075

3.6x 1077

1934.4

4.2 x 1075

7.4x 1077

311.2

0.05

0.5

4.2 x 107%

2.5 x 1077

4208.7

492 %1075

2.5%x 1077

4215.5

4.1 x 1075

9.0 x 1077

238.3

0.05

0.7

4.2 x 10~%

3.4x 1077

2393.2

4.2 % 1075

3.4 x 1077

2389.7

4.3 x 107°

7.1%x 1077

395.2

0.05

1.0

4.0 x 1073

1.1 x 10~

223.2%

4.0x 1075

1.1 x 1078

226.7%

4.3 x 107°

7.6 % 10~7

353.8

0.01

0.1

4.3x 1075

4.3 x 1077

1426.6

4.3 % 107%

4.3 x 1077

1424.8

4.2 x 10°°

1.5 x 108

85.0

0.01

0.5

4.2 x 1078

2.2x 1077

5788.9

4.2x107%

22x1077

5755.5

3.9x107°

1.9 x 1078

51.2

0.01

0.7

4.2 x 1075

2.7 x 1077

3990.4

492 %1075

2.7x 1077

3958.7

4.2 x 1075

1.9 x 106

54.1

0.01

1.0

4.2 x107°

1.9 x 10~7

7127.4

49 % 10°5

1.9x 10~7

7193.9

4.2 x 1078

2.0x 1076

65.3

(43
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4. tablazat. A 4, t =1,2,... értékek kiilonb6zd CE-verziok melletti konvergen-

ciadja, amikor p = 0.1, A=0.1, v =1.99, n = 2 x 108

t | Alap | Médositott | HAM és R
1] 1.195 1.197 1.197
211414 1.417 1.417
3| 1.575 1.588 1.620
4| 1.722 1.725 1.750
5| 1.828 1.828 1.832
6| 1.894 1.893 1.899
7| 1.937 1.936 1.934
8 | 1.961 1.961 1.958
911973 1.973 1.973
10 | 1.983 1.983 1.981
11 | 1.989 1.989 1.990
12 | 1.990 1.990

5. tablazat. A 4, t =1,2,... értékek kiilonb6z6 CE-verzidk melletti konvergen-

cidja, amikor p = 0.05, A =0.7, v = 1.99, n = 2 x 103

t | Alap | Moédositott | HAM és R
1] 1.395 1.395 1.398

2] 1.419 1.419 1.908

3| 1.908 1.908 1.990

4 | 1.985 1.984

51 1.990 1.990

6. tablazat. A 4;, t =1,2,... értékek kiilonb6z8 CE-verziok melletti konvergen-

ciaja, amikor p = 0.01, A=0.5, y=1.99, n =2 x 103

t | Alap | Médositott | HdM és R
111.741 1.741 1.741
211777 1.777 1.990

31 1.983 1.983

4 | 1.990 1.990

33
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7. tablazat. A CE-mddszeren alapuld IS-eljaras kiilonbdz6 verzidi és kezdSparaméterei melletti eredményeinek
az Osszehasonlité tablazata

Alap Moédositott Homem de Mello és Rubinstein
n=2x10° n=2x10° n=2x 10
N =2x10° N =2x10° N =2x10°
hateé- haté- haté-
P A | becslés szOras kony- | becslés s20ras kony- | becslés sz0ras kony-
Sag sag sag
0.10 |0.1 [6.7%x 1075 |2.1 x 1077 |1514.6 [7.1x 1078 [2.4x 1077 {996.9 (6.6 x 107° |2.9 x 10~7 [303.1
0.10 [0.5 [8.3x107% |8.0x 1077 |136.7 |8.1 x107% [9.8x 10~7 {91 6.6 x 107 |2.4 x 1077 {1531.4 -
0.10 {0.7 |8.7x 1076 [1.4x 1076 |47.4 9.4x107% [23x1077 [17.2 7.0x 1076 {4.2 x 107 |485.9
0.10 |1.0 {2.8 x 107° |1.5x 10~5 |0.38 7.1x107% |1.6x 1076 |32.6 6.6 x 10~ |3.8 x 1077 [621
0.05 |0.1 [7.5x 1076 [2.6 x 1077 |1116.1 [7.2x 107% 2.4 x 1077 [1399.8 [7.3 x 1075 {2.5 x 10~7 |911.8
0.05 |0.5 [6.6x 107% [3.6 x 1077 |668.8 [2.9%x1076 {3.6x1077 |677.4 |7.4%x107% |4.7x10"7 |391.6
0.05 |0.7 [6.2x 1076 [5.0 x 10~7 |366 3.7x 1078 |5.0x107° |366.7 |6.7x107% |4.9x 1077 [369.6
0.05 ]1.0 [6.3x107% [6.4x 1077 |223.3 |6.8x 1076 |6.4x 1075 |226.8 [8.9x 1076 |2.4x107% [15.1
0.01 |0.1 [6.9%x 1076 [5.0x 1077 |344.0 |6.8x 1078 [4.7x 1077 [394.8 |6.8x107% |6.8 x 10~7 |182
0.01 |0.5 6.3 x 107% |1.4 x 1076 4.7 1.2x107% [3.6x107% {6.9 1.7x107% 6.4 x 1076 |2.1
0.01 {0.7 [6.6 x 1076 |1.7 x 1076 |31.3 6.9x10"% [7.0x1077 {1824 [2.9x107% |1.4x 1076 |47.6
0.01 {1.0 [1.7x107% |3.1x 1077 |946.7 |1.7x 10710 |26 x 107° |13.1 9.1x107% |7.9x107% |15

Ve

SYWVL IVINYZS S3 dVHHSV vANOoD



VALOSZINUSEGBECSLESEK SZTOCHASZTIKUS HALOZATOKBAN 35

4.2. Példa. Kozepes méreti sztochasztikus haldzat esete, amelyben a tevékeny-
ség idSk béta eloszlisnak.

A kovetkezd példédban a Prékopa, Long és Szantai (2003) dolgozatban kdzolt
kozepes méreti sztochasztikus halézatot hasznaltuk. Ennek 28 csiicsa és 66 éle van.
Az 1-es és a 28-as csiicsok rendre a kezdd- és a végesicsok. Az élek tevékenységi
id6ket reprezentalnak, amelyek fiiggetlen béta eloszlasuak.

A paraméter vektorok komponenseinek véletlenszertien adtunk 1.0 + »(0,1)
kezdeti értékeket (melyek a valoédi paraméter értékekkel egybeesnek). Itt u(0,1) a
[0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasii véletlen szamot jelent. A CE-fizis minta
elemszdma n = 2000 volt, a p paramétert a 0.01 < p < 0.1, a A paramétert
a 0.0 < A < 1.0 feltételnek elegettevGen valasztottuk. Annak a valoszindségét
becsiiltiik, hogy a legrévidebb ut hossza nagyobb, mint v = 3. Az N = 200000
mintaelemszami CMC-eljaras 1.5x 107° becslést adott. A kiilénb6z6 CE-médszeren
alapulé IS-eljarasok hatékonysagat ehhez az eredményhez viszonyitva adtuk meg a
kovetkezd tablazatban.

8. tablazat. A 4, t =1,2,... értékek kilonb6z6 CE-verziok melletti konvergen-
ciaja, amikor p = 0.05, A= 0.7, y=3, n=2 x 103

t | Alap | Médositott | HdIM és R
112171 2.164 2.167

2| 2.456 2.171 2.436

3 | 2.663 2.456 2.728

4| 2.875 2.663 3.000

5 | 3.000 2.875

6 3.000

9. tablazat. A 4., t =1,2,... értékek kiilonb6zd CE-verzi6k melletti konvergen-
ci4ja, amikor p = 0.1, A=0.1, y =3, n=2x 103

t | Alap | Modositott | HdM és R
1| 2.030 2.044 2.044
2] 2.112 2.111 2.112
312138 2.135 2.150
4 | 2.205 2.187 2.195
51 2.197 2.215 2.255
6| 2.272 2.245 2.288
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9. tablazat: (folytatas)

t | Alap | Modositott | HIM és R
7| 2.278 2.279 2.306
8 | 2.343 2.311 2.356
91 2.359 2.349 2.418
10 | 2.385 2.374 2.434
11 | 2.415 2.383 2.481
12 | 2.431 2.408 2.513
13 | 2.453 2.459 2.541
14 | 2.461 2.484 2.577
15 | 2.491 2.488 2.603
16 | 2.533 2.516 2.649
17 | 2.574 2.539 2.676
18 | 2.578 2.557 2.709
19 | 2.592 2.578 2.749
20 | 2.600 2.591 2.769
21 | 2.631 2.635 2.818
22 | 2.671 2.640 2.863
23 | 2.665 2.663 2.869
24 | 2.696 2.663 2.914
25 | 2.719 2.672 2.939
26 | 2.747 2.698 3.000
27 | 2.759 2.722
28 | 2.740 2.740
29 | 2.769 2.754
30 | 2.774 2.776
31| 2.809 2.783
32 | 2.837 2.822
33 | 2.851 2.839
34 | 2.852 2.851
35 | 2.887 2.884
36 | 2.909 2.899
37 | 2.957 2.906
38 | 2.974 2.929
39 | 3.000 2.948
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9. tablazat: (folytatas)

t | Alap | Médositott | HAM és R
40 2.960
41 2.978
42 2.999
43 3.000

10. tablazat. A 4, t = 1,2,... értékek kiilonbdz6 CE-verzidk melletti konvergen-
cidja, amikor p = 0.01, A=0.5, vy=3, n=2x 103

t | Alap | Moédositott | HAM és R
1] 2.388 2.421 2.421

2 ] 2.699 2.743 2.743

3] 2.962 3.000 3.000

4 | 3.000

4.8. Példa. Nagyméretii sztochasztikus halézat esete, amelyben a tevékenység
id6k béta eloszlasiak.

Ebben a példdban egy véletlenszerten elgallitott, viszonylag nagyméreti szto-
chasztikus hilézatot hasznaltunk. Ennek 500 csticsa és 1000 éle volt. Az élek szto-
chasztikusan fiiggetlen, béta eloszlasa tevékenységi id6ket reprezentaltak. A para-
méter vektorok komponenseinek véletlenszerden adtunk 0.1 + 8.0 x ©(0, 1) kezdeti
értékeket (melyek a valddi paraméter értékekkel egybeesnek). A CE-fazis minta
elemszama n = 2000 volt, a p paramétert a 0.01 < p < 0.1, a A paramétert
a 0.0 < A < 1.0 feltételnek elegettevGen vilasztottuk. Annak a val6szintségét
becsiiltiik, hogy a legrévidebb 1t hossza nagyobb, mint v = 52.0. Az N = 200000
mintaelemszamti CMC-eljaras 5.0x 10~° becslést adott. A kiilénbdzé CE-modszeren
alapul6 1S-eljarasok hatékonysagat ehhez az eredményhez viszonyitva adtuk meg a
kévetkezd tablazatban.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)
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11. tablazat.

osszehasonlité tablazata (p = 0.01 esetén mindig n = 4 x 10® elemszamt mintat hasznaltunk)

A CE-modszeren alapulé IS-eljaras kiilonbozs verzioi és kezdSparaméterei melletti eredményeinek az

Alap Médositott Homem de Mello és Rubinstein
n=2x10° n=2x10° n=2x103
N =2x10° N =2x10° N =2x10°
haté- haté- haté-
o A | becslés szbrés kony- becslés szOras kony- becslés szOras kony-
sag sag sag
0.10 {0.1 [3.3x 1075 {3.4x107% [12.42 3.3x107° [3.4x1076 |124 3.5x107%15.3 x 1075 {4.3
0.10 0.5 1.9 x 107> |4.6 x 1076 [8.1% 1.9%x 1075 [4.6x 107 (8.2« 1.3 x 1075 {2.0 x 1076 {40.4
0.10 |0.7|4.9x107% [1.5x10°% |69.4 49%x107% [1.5x107% [69.8 5.4 x 107% [4.0 x 107% 0.1
0.101.0 (1.0 x 10~% |4.4x 1078 |763.1 1.0 x 10~% |4.4x 107 |765.1 29x1076 (1.1 x107%1122.8
0.05(0.1{3.5x107% |7.9x107% |2.6 3.7x107° [7.8x 1075 |3.09 3.0x1075{3.4x107%}12
0.05(0.5]2.3x107% |5.4x10~7 |546.9 47 x107% [2.0x10-% |39.5 1.8x107°19.4x 1077 (2.0
0.050.7]1.2x107% [4.4x 1077 |767.9 3.8x1077 [1.4x 1077 {73888 2.4x 1076 {8.7 x 1077 {209.5
0.05 (1.0 {1.9x 1077 |8.5x10~8 |20001.3 [1.9x 10~7 [5.5x10"8 [48182.2 1.2x 1075 [4.1 x 1078 }986.7
0.01{0.1{1.7x107°% {3.5x107% (12.7 1.7 x107% |3.5x107% [12.7 3.0x107%16.8x 1075 (2.8
0.010.5(5.1x 1077 13.5x10°7 [1279.2 |5.1x 107 [3.5x10~7 |1307.8 2.3x107°%(1.5x 1075 |0.7
0.01 {0.7 {2.5x 10719 1.5 x 10710 |00 2.5%x 10710 (1.5 x 10719 | 00 1.3 x 1077 |6.0 x 1078 {47212.8
0.01 1.0 [7.5x107° |1.8 x 10~° |56069280 |2.1 x 102 [1.8 x 1079 |56126172.1 {3.0 x 10~°|1.2 x 107° [ 1.0

8¢
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12. tablazat. A 4, t = 1,2,... értékek kiilonb6z6 CE-verzidk melletti konvergen-
cidja, amikor p = 0.02, A = 0.05, v =52, n; = 2 x 103

48.139 | 48.371 | 48.371
48.447 | 48.371 | 48.520
48.674 | 48.520 | 48.692
48.887 | 48.676 | 48.719
49.102 | 48.904 | 49.002
49.077 | 49.097 | 49.206
49.510 | 49.335 | 49.486
49.700 | 49.463 | 49.683
49.796 | 49.468 | 49.756
50.027 | 49.630 | 50.073
50.152 | 50.008 | 50.190
50.448 | 50.197 | 50.409
50.436 | 50.522 | 50.409
50.575 | 50.610 | 50.417
50.857 | 50.726 | 50.939
51.268 | 51.418 | 50.965
51.361 | 51.418 | 51.026
51.506 | 51.472 | 51.370
51.777 | 51.472 | 51.669
51.564 | 51.806 | 52.000
51.885 | 52.000
52.000
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13. tablazat. A 4, t =1,2,... értékek kiilonboz6 CE-verziok melletti konvergen-
cidja, amikor p = 0.01, A = 0.5, v =52, n; =2 x 10°

Alap | Moédositott | HAIM és R
48.855 48.855 48.855
48.865 48.865 52.000

50.736 50.736
52.000 52.000

W N =] e
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14. tablazat. A 4, t ='1, 2,... értékek kiilonboz6 CE-verzi6k melletti konvergen-
cidja, amikor p = 0.05, A = 0.7, v =52, n; = 2 x 103

t | Alap | Modositott | HAM és R
1| 47.439 47.537 47.566
2 | 49.391 49.409 49.508
3 | 51.159 51.131 52.000
4

52.000 52.000

4.4. Példa. Kisméretd sztochasztikus halézat esete, amelyben a tevékenység
id6k exponenciélis eloszlasiaak.

Ebben a példaban ugyanazt a 4 csticsa és 5 éld sztochasztikus halézatot te-
kintjiik, mint amelyet a béta eloszlasa, kisméreti sztochasztikus halozat esetén
mar hasznaltunk. Felteszsziik, hogy a tevékenységi id6k fiiggetlen, exponencialis
eloszlastu valészinidségi valtozok. Legyenek a kezdeti paraméterek a kivetkezdk:
v = (0.350,0.400,0.310,0.430,0.420). Tegyiik fel, hogy annak a valdsziniiségét
akarjuk becsiilni, hogy a legrévidebb 1t hossza nagyobb, mint v = 2. A CE-eljarasi
részben mindig n = 2000 elem(i mintat haszndltunk, kivéve a p = 0.04 eseteket,
amikor a 3. iteraciot kdvetSen attértiink az N = 200000 elemi{ mintdk hasznala-
tara. Az alabbi tablazat az exponencialis eloszlasok vonatkoztatasi paraméterei,
valamint a 4, = S{(1=#)7 (1 — p)-kvantilisek konvergalé sorozatat mutatja:

15. tablazat. Az exponenciilis eloszlasa vonatkoztatasi paraméterek iteracién-
kénti valtozasa.

! by D3 Oy s ¥
0.25 040 0.10 0.30 0.20
0.64 0.74 0.10 058 0.45 | 0.78
145 1.44 0.11 053 0.64 | 1.66

1.69 166 0.11 0.66 0.75 | 2.00

WIN|=|O X3

Az alabbi tiblazat a nyers Monte Carlo-szimulaciénak erre a feladatra elért
eredményeit tartalmazza. A tovabbiak soran ehhez fogjuk viszonyitani a kiilénbdzs
CE-médszereken alapulé IS-eljarasok hatékonysagat.

16. tablazat Kisméretii halozat nyers Monte Carlo-szimulaciéval nyert eredményei

a csucsok szdma =4 | az élek szdma =5 | vy =2 minta méret = 2 x 10°
becslés szoras CPU-id6
CMC 3.5 x 1075 1.9x 1075 0.20

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



17. tablazat. A CE-modszeren alapuld IS-eljaras kiilonbozé verzidi és kezdGparaméterei melletti eredményeinek
az 8sszehasonlit6 tablazata

(600g) yodoT wyyvwWaD 130Z0UNDYY

Alap Médositott Homem de Mallo és Rubinstein
n=2x10° n=2x103 n=2x103
N =2x10° N =2x10° N =2x10°
haté- haté- haté-
p A | becslés szOréas kony- | becslés szOras kony- | becslés szOras kony-
Sag sag sag
0.10]0.1 |1.6 x 1073 (3.0 x 1077 |765.1 [1.6 x 1075 {3.0 x 1077 [1094.7 |1.7 x 1075 [3.0 x 10~7 {1020
0.10 [0.5 [1.7 x 107% [3.3 x 1077 [945.5 1.7 x 107° {3.3 x 1077 |809.8 |1.7x 1075 (3.3 x 10~7 |1013.9
0.10 {0.7|1.6 x 107° {3.2 x 1077 |885.5 |[1.6x107%{3.1 x 1077 [739.1 |1.7x 107°% (3.2 x 10~7 |946.5
0.10 1.0 [1.6 x 1072 |3.1 x 1077 930.2 |1.6x 1075 {3.2x 10~7 {7087 [1.6x107%|3.1 x 1077 |985.2
0.05|0.1 1.6 x107%3.0x 107 |1172 1.7x107%|34x1077(824.1 |[1.6x107%(3.0x 1077 {1245
0.05 0.5 {1.6 x 107° |3.0x 1077 |966.4 |1.6x 107° [3.4 x 107 [606.2 |1.6 x 1075 |4.0 x 107 [1013.5
0.05 (0.7 {1.6 x 107° {3.0 x 10~7 {1001 1.7x 1075 13.2x 1077 |712.5 |1.6 x 107> 3.0 x 1077 |1065.4
0.05[1.011.6x 1075 (3.7 x 1077 {550.6 [1.6 x 10~% |3.1 x 10~7|764.9 |1.6x 1075 [5.7 x 10~7 |577.7
0.01{0.1 [1.7x107%|3.9x 1077 {660.5 |1.7x107514.9x 1077|3686 |1.7x107%|4.0x 10"7|712.4
0.01{0.5[1.6x107%|3.2x 1077|7272 |1.7x107%{42x10"71419.8 |1.6x107°|3.2x 1077 |770.3
0.01 (0.7 [1.7%x 107° |3.2x 1077 |740.6 |1.6 x 1075 {3.5 x 10”7 |586.6 [1.7x 1075 (3.2 x 10~7 |773.2
0.01 [1.0 [1.6 x 107° |4.6 x 1077 |370.3 |1.6 x 107% |4.6 x 107 {369.2 |1.6 x 1075 |4.6 x 1075 [384.8
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4.5. Példa. Kbzepes méretd sztochasztikus halozat esete, amelyben a tevékeny-
ség idGk exponencilis eloszlasiak.

A kovetkez6 példaban is a Prékopa, Long és Szantai (2003) dolgozatban kdzolt
kdzepes méretti sztochasztikus halézatot hasznaltuk. Ennek 28 csticsa és 66 éle van.
Az l-es és a 28-as csucsok rendre a kezds- és a végesiicsok. Az élek tevékenységi
idoket reprezentalnak, amelyek fiiggetlen exponencislis eloszlasuak. A paraméter
vektorok komponenseinek véletlenszertien adtunk 1.0 + u(0,1) kezdeti értékeket
(melyek a val6di paraméter értékekkel egybeesnek). Itt u(0,1) a [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlasui véletlen szamot jelent. A p paramétert a 0.001 < p < 0.01,
a A\ paramétert a 0.0 < A < 1.0 feltételnek elegettevéen véilasztottuk. Annak a
valoszintiségét becsiiltiik, hogy a legrévidebb (it hossza nagyobb, mint v = 2.

Az alabbi tablazat a nyers Monte Carlo-szimulaciénak erre a feladatra elért
eredmeényeit tartalmazza. A tovibbiak soran ehhez fogjuk viszonyitani a kiilonbdz6
CE-moédszereken alapulé IS-eljarasok hatékonysagat.

18. tablazat. Kisméretd halozat nyers Monte Carlo-szimulaciéval nyert eredmé-
nyei

a csucsok szdma = 4 | az élek szdma =5 | v = minta méret = 2 x 10°
becslés szOras CPU-id§
CMC 1.5 x 1075 8.6 x 107 | 10.13

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



19. tablazat. A CE-modszeren alapulé IS-eljaras kiilénb6z6 verzioi és kezdSparaméterei melletti eredményeinek az
Osszehasonlité tablazata

(6008) yodvy wynvwaopy FozVWIOYY

Alap Moédositott Homem de Mello és Rubinstein
n=4x10° n=4x10° n=4x10°
N =2x10° N =2x10° N =2x10°
hateé- hateé- hateé-
P A | becslés szOras kony- | becslés szOras kony- | becslés szbrés kony-
sag sag Sag
0.001 (0.1 |1.2x 1077 [56x 1078 oo 2.5x107% [4.3x 1077 |277.2 [6.8x10~7 |2.6x10~7 [541
0.001 (0.5 2.7 x107° [1.7x107° {oo 35x1077 [2.7x 1077 {811.8 [1.7x1078 [1.2x1078 |0
0.001 {0.7 [1.0 x 10711 [9.0 x 1072 {00 84x 1077 [45x1077 {296.5 |[1.1x10710(52x%x1071° |0
0.001 (1.0 {1.6 x 1074 (9.3 x 1016 | o0 3.7x1079 [3.2x107° joo 1.6 x 10711 |1.3 x 107! |0
0.005 (0.1 |2.2x107% [55x 1077 |113.8 |3.7x107% [7.3x 1077 |112.8 |[7.9x 1077 |4.7x 107 |167.7
0.005 (0.5 |1.8 x 1077 [1.1 x 107 {4071 73x1077 |46x 1077 [273.6 [1.8x1077 |1.1 x10~7 [4113.6
0.005 {0.7 [4.8 x 10716 [4.8 x 10716 |00 3.6x1077 11.0x 1077 [5396.9 {4.2x 10716 (4.1 x 10716 |co
0.005 | 1.0 | * * *x * %k kk — 32%x107% 129x1078 |[oo * %k kK * & %k —
0.010 [0.1 {1.3x 1078 [6.3x10"°% {0 3.0x107% 5.1 x1077 |142.2 {2.8x 1077 |1.4x 107 |1462.7
0.010 |0.5 |6.7x 10712 (5.4 x 10712 |0 1.8x107% |5.7x10"7 (1706 [6.8x107'21{54 x 10712 |
0.010 (0.7 |2.2x 107 [6.8x 107% |oo 34x10710 (2.1 x 10710 |0 6.9x 10715 (6.8 x 1071% |0
0.010 [1.0 | * % *% * ok - 9.0x107? [24x 10719 |0 * Kk * % ok -
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ESTIMATION OF RARE EVENT PROBABILITIES IN STOCHASTIC NETWORKS
WITH EXPONENTIAL AND BETA PROBABILITY DISTRIBUTIONS

AsHRAF GoOUDA AND TAMAS SZANTAI
The paper is dealing with estimation of rare event probabilities in stochastic networks. The

well known variance reduction technique, called Importance Sampling (IS) is an effective tool
for doing this. The main idea of IS is to simulate the random system under a modified set of
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parameters, so as to make the occurrence of the rare event more likely. The major problem
of the IS technique is that the optimal modified parameters, called reference parameters to be
used in IS are usually very difficult to obtain. Rubinstein(1997) developed the Cross Entropy
(CE) method for the solution of this problem of IS technique and then he and his collaborators
applied this for estimation of rare event probabilities in stochastic networks with exponential
distribution (see P.T. De Boer, D.P. Kroese, S. Mannor and R.Y. Rubinstein(2004)). In this
paper we test this simulation technique also for medium sized stochastic networks and compare
its effectiveness to the simple crude Monte Carlo (CMC) simulation. The effectiveness of a variance
reduction simulation algorithm is measured in the following way. We calculate the product of the
necessary CPU time and the estimated variance of the estimation. This product is compared to
the same for the simple Crude Monte Carlo simulation. This was originally used for comparison
of different variance reduction techniques by Hammersley and Handscombe (1967). The main
result of the paper is the extension of CE method for estimation of rare event probabilities in
stochastic networks with beta distributions. In this case the calculation of reference parameters of
the importance sampling distribution requires numerical solution of a nonlinear equation system.
This is done by applying a Newton—Raphson iteration scheme. In this case the CPU time spent
for calculation of the reference parameter values can not be neglected. Numerical results are also
presented.
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