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A MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETTEL MODELLEZETT
OPTIMALIZALOK MEGENGEDETT PARAMETEREINEK ELEMZESE!

HAJBA TAMAS

A 6] dolgozatban vizsgaltuk néhany masodrend( differencislegyenlettel model-
lezett optimalizalé eljaras konvergenciadjat. Ebben a dolgozatban azt vizsgaljuk,
hogy a konvergencia elégséges feltételeként a paraméterfiiggvényekre adott korlatok
milyen fiiggvényekkel teljesithet6k. Erre vonatkoz6an elemziink néhany paraméter-
osztalyt. A kiilonb6z6 megengedett paraméterfiiggvényekkel néhany tesztfeladaton
Osszehasonlit6é vizsgalatokat végziink.

1. Bevezetés

Tekinsiik az

optimalizalasi feladatot, ahol f : R® — R folytonosan differencialhat6 fiiggvény. Az
ilyen feladatok minimumpontjanak meghatarozésara tobbféle numerikus médszer
ismert.

Az iterativ numerikus modszerek egy jelentsGs része a kovetkezs eljarason ala-
pul: egy adott £; € R™ kezd§ pontbdl kiindulva egy minimaliz4lé sorozatot allitunk
el§ a kovetkez6képpen: minden lépésben valasztunk egy keresési iranyt, és ennek
mentén lépiink mindaddig, amig csokken a fiiggvény. A minimaliz4l6 sorozatot
tehat az

Tpy1 =Tk +axpe, k=1,2,... (1.1)

iteracids sorozat allitja eld, ahol pi-k a keresési iranyok, az oy paramétereket pedig
ugy valasztjuk meg, hogy

a € argmin (2 + apk)
a>0

teljesiiljon. Altalanos esetben py fiigg egy, esetleg tobb megel6z6 ponttél, illetve
fiigghet egy vagy tobb megel6z6 keresési iranytol.

1Elhangzott a XXVII. Magyar Operé.ciékuta.tési Konferencian, Balatongszddon (2007. janius
7-9.).
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Az egyes moOdszerek a keresési irdnyok megvalasztasiban térnek el. Példaul a
gradiens médszernél
Pk = _fl(zk)v
a Newton moédszernél pedig

pk = —[f"(@x)) " (zk),

ahol tehat ezeket az iranyvalasztasokat nem befolyasoljadk kozvetlenill a meg-
el6z6 keresési iranyok, a konjugalt gradiens tipust eljarasoknal az irdnyvilasztés
prs1 = o(f(@e), £/ (ks1), pe) alaks, ahol g egy vektorfiiggvény.

Ha p;, elGallitasa, mint a gradiens- és a Newton-modszer esetében, kizarélag az
Ty iteracios ponttol fiigg, azaz pr = p(zk), és eltekintiink attol, hogy a keresési irany
mentén megtalaljuk a minimumot, hanem csak kis lépésekkel megyiink tovabb,
akkor az (1.1) tipust médszereket tekinthetjiik Ggy is, mintha a

& = a(t)p(z), z(0) = =zo (1.2)

differencidlegyenletet oldanank meg 1 1épéshosszti Euler-mddszer segitségével. Az
elsérendd (1.2) differencislegyenletet az adott moédszer elsérendd folytonos mo-
delljének nevezziik.

Ha pi4 elGallitasa az aktudlis xp ponttél és a megel6zs py keresési irdnytdl is
fiigg, és ez utébbitél linearisan, akkor az iterativ eljaras (1.1) lépése kiegésziil a

Pr+1 = 9(zk) + BiPk (1.3)
lépéssel. (1.1)-(1.3) is tekinthets egy

T =at)p &

F=a =1,2,... (1.4)
p=g(z,p,t)

els6rendii kezdetiérték feladat, vagy a vele ekvivalens z-ben masodrendd kezdeti-
érték feladat numerikus integraltjanak, ahol g egy vektorfiiggveny. Az (1.4) diffe-
rencialegyenletet az (1.1)-(1.3) iteracits lépésekkel meghatarozott médszer mdsod-
rendi folytonos modelljének nevezziik.

A folytonos modellekkel t6bb cikk is foglalkozik, (pl. [1, 3, 4, 7, 9, 11] stb.),
de ezen cikkek szinte kizarolag a gradiens, illetve a Newton-moédszert vizsgaltak.
[2] ugyan targyalja egy specialis konstans paraméterdi masodrendi differencial-
egyenlet trajektoridinak egy fiiggvény minimumhelyéhez valé konvergalasat, de a
diffegyenletet nem egy diszkrét moédszerbél, hanem fizikai megfontolasokbol szar-
maztatja.

2. A vizsgalt folytonos modellek

Ebben a fejezetben megadjuk azokat a masodrendii folytonos modelleket, ame-
lyeket a kés6bbiekben vizsgalunk. Ezeket a Fletcher-Reeves féle konjugalt gradiens
modszer motivalta.
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A Fletcher és Reeves-féle konjugilt gradiens médszer {5], mely egy tetszsleges
Zo pontbdl és pg = —f'(zg) irannyal indulva eldillitja az
Tky1 = Tk + QkPk =1,2,...

Pr+1 = —f'(Tk41) + Brpr

pontpéarokat, ahol ag-t ugy valasztjuk meg, hogy optimalis megoldasa legyen a
mi}g( f(zx + api) feladatnak; mig a G paraméterre t6bb valasztasi lehetSség van,
a€
példaul
_ I ()|
= 5

£ ()l

Lathato, hogy ennél a méodszernél az 0 keresési irdny az adott pontbeli negativ
gradiens és a régi keresési irAny kombin4ciéja.

B

2.1. Altalanos modell
A Fletcher és Reeves-féle konjugélt gradiens médszer folytonos modellje

= a(t)p
p=—f'(z+a(t)p) +Bt)p (2.1)
z(to) = To; p(to) = po

alakban irhat6. Ezt a késébbiekben dltalinos modellnek fogjuk nevezni.
Ebben a dolgozatban az altalanos modellt kizarélag az

f(@) = 5(,Q2) + (e,2) (22)

kvadratikus célfiiggvények esetén vizsgaljuk, ahol az n x n-es @ matrix pozitiv
definit. (Itt és a kés6bbiekben (-,-) két vektor skaldrszorzatat jeldli.) Az itt vizs-
galand6 modell tehat

T =at)p
p=—-Qz+ (B —a(t)Q)p~c (2.3)
z(to) = zo; p(to) = po,

ahol I az n x n-es egységmatrix.
2.2. Egyszerisitett modell

Minthogy a folytonos modelleknél gyakorlatilag csak kis elmozdulasokat vég-
zlink, a célfiiggvény folytonosan differencidlhatosagat feltételezve a modell egysze-
riisithetS azzal, hogy a gradienst az x + a(t)p pont helyett az £ pontban szamitjuk,
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igy az egyszerusitett modell a kbvetkezg alakot &lti:

T = a(t)p
p=—f'(z)+B(t)p (2.4)
z(to) = zo; Pp(to) = Po-

3. Korabbi eredmények

A [6] dolgozatban mind az egyszertisitett, mind az altalinos modell esetén elég-
séges feltételeket adtunk az a(t) és B(t) paraméterfiiggvények kozotti kapesolatra,
melyek teljesiilése esetén minden trajektoria az f fliggvény minimumpontjahoz tart.
Mivel ezekre az eredményekre a kés6bbiekben sziikségiink lesz, ebben a fejezetben
ismertetjiik Sket.

A (2.4) és (2.1) differencialegyenletek trajektdridinak minimumhelyhez konver-
galasat az erdsen konver figgvények osztalyara korlatoztuk.

3.1. Definicié. Egy f : R® — R fiiggvényt erdsen konveaznek neveziink k > 0
konvezitdsi modulussal, ha

flaz + (1 —a)y) < af(2) + (1 - a)f(y) — kel ~ a)||lz — y|”
Vz,y € R™ és Ya € {0,1].
Az erdsen konvex fiiggvény egyik fontos tulajdonsiga, hogy pontosan egy mi-
nimumpontja van. Belathat6, hogy f pontosan akkor er6sen konvex a K > 0
konvexitasi modulussal, ha a g(z) = f(z) — «||z||? fiiggvény konvex. Tovabba

az egyszer, ill. kétszer folytonosan differenciilhaté fiiggvények osztilyadn az erds
konvexitas karakterizalhaté a

(f'z)-Flyhz—y)>2lz—y|? Yu,v € R?
és
(f"(x)€,€) 226 || €] VzeR™ és £eR”

egyenlGtlenségekkel. Az utébbi egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy minden pozitiv
definit @ matrixszal definialt fliggvény erésen konvex, és a konvexitisi modulusa
£ = A/2, ahol A a @ matrix legkisebb sajatértéke. Részletesebb ismereteket talal-
hatunk az erésen konvex fiiggvényekrél példaul [8]-ban.

3.1. Az egyszeriisitett modell trajektériainak konvergenciaja

3.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a kivetkezd feltételek:

1. az f:R™ — R folytonosan differencidlhaté erdsen konvex fiiggvény k > 0
konvexitasi modulussal;
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2. aft) pozitiv, folytonosan differenciilhaté fiiggvény;
3. B(t) nempozitiv, folytonos fiiggvény;
—a(t) . )
4. a) at) ~ a(t) < 2a(t) + B(t) < 0 minden to < t-re;
b)—« £ 2af(t) + B(t) minden tg < t-re;
oo
) [(2a(t) + B(t))dt = —
to
Ekkor létezik pontosan egy z. € R™, melyre

inf f(x) = f(z.)

G]Rn

és a (2.4) egyszertsitett modell minden trajektoridjara

Jim f@(®) = fz.),  Jlim |le()—z.]|=0,  lim [lp(6)]| =0.

3.2. Az altalanos modell trajektéridinak konvergenciiaja kvadratikus
célfiiggvény esetén

3.2. TETEL. Legyen a (2.2) kvadratikus fiiggvényt definidlé ) matrix pozitiv
definit 2k legkisebb sajitértékkel. Legyen z* € R™ a (2.2) kvadratikus fiiggvény
minimumpontja. Tegyiik fel tovabba, hogy teljesiilnek a kévetkezd feltételek:

1. «aft) pozitiv és folytonosan differencidlhaté fiiggvény;
B(t) nempozitiv és folytonos fiiggvény;
3. aza(t) és B(t) paraméterek kidzétt a kivetkezd Gsszefiiggések allnak fenn:

)— 0) (agg ¥~ 20)1(1)1 a(t) + B(t) < 0 minden ty < t esetén;

b)—« < a(t) + B(t) minden ty < t esetén;

c)f )+ B(t))dt =

Ekkor (2.3) minden trajektoridjsra
Jim [2(8) - 27]| = .

4. A paraméterfiiggvények valasztasa

A 3.1. és 3.2. tételek elégséges feltételeket adnak az a(t) és G(t) paraméterek
kozti kapcsolatra, melyek teljesiilése esetén a (2.4), ill. a (2.3) diffegyenlet minden
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trajektoridja az f fliggvény minimum pontjahoz tart. A paraméterek megvalaszta-

sadban azonban nagy szabadsagunk van. A kovetkezSkben azt vizsgaljuk, hogy ha

az aft) paraméterfiiggvenyt egy adott fiiggvényosztalybol valasztjuk, akkor a §(t)

milyen valasztisa garantalja a 3.1. és 3.2. tételek feltételeinek kielégithetGségét.
Vezessiik be a kovetkezs fuggvényosztalyokat:

K = {g:R — R" : g(t) = konstans};
Hs ={g:R—R*": g;%+g(t)=q‘v’t>0,
9(0) = go >0, ¢ > 0};
— {0 R—R*: g'(t) 29(t)  _
O O RS AR PO RS A
YVt >0, g(0)=g0 >0, ¢ >0}
C -
m, b7é0, C>0},
L(A) ={g:R— Rt :g(t) = Ar(t) + B,
re A AeR, BeR}
LIA,R(T)) = {g: R — R : g(t) = Ar(t) + Bs(t),
re A, seR(r), A€ R, BeR};

R(t) ={9:R—R* :g(t) =

ahol RY a pozitfv szamok halmazat, A pedig a KC, R(7), Hs, H, fliggvényosztalyok
valamelyikét jeloli.
Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, milyen feltételek mellett lehet

(a,B) € Ax L(A) vagy (a,B) € Ax L(AR(T)).

Latni fogjuk ugyanis, hogy ha az (a(t), 8(t)) fliggvénypart ezekbdl az osztalyokbol
valasztjuk, akkor a 3.1. tétel 4c feltétele nyilvanvaléan teljesithet6.

4.1. Az egyszeriisitett modell paramétereinek valasztasa

4.1.1. a(t) ek

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény k erés konvexitasi modulusat ismerjiik. Va-
lasszuk a (2.4) modell a(t) paraméterfiiggvényét K-belinek, azaz legyen

a(t) = ag, ap > 0.
Ekkor a 3.1. tétel 4a-4b feltételei a
max(—r, —ag) < 2ag + B(t) <0
alakra egyszertisddnek. Vagyis minden ¢ > O-ra

—2ag — min(k, ap) < B(t) < —2ap.
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1. eset:
Legyen 8 € L(K), azaz

—(209 + kK)A —2ap(1 — A) = —2ag — kA, hak <aqg
—3apA — 200(1 — A) = —(A + 2)0/0, ha k > ay,

B(t) = (4.1)

ahol A € (0,1].
A (4.1) formulabél kivetkezik, hogy 5(t) < 0. Masrészt

20(t) + B(t) = —Ax, hak<a

—Aag, hak > ag,

igy a 3.1. tétel 4a feltételének jobboldali egyenlStlensége és 4c¢ feltétele is teljesiil.
Ha az A paraméter befutja a teljes (0, 1] intervallumot, akkor a (4.1) fiiggvények

megadjék az sszes lehetséges L£(K)-beli megengedett [(t) fliggvényt.

2. eset:

Legyen § € L{K,R(0)), azaz
A(—2ag — k) + B(t—ioﬁg, ha & < ap

’@(t) =
_ a
3&0A+Ba:055, ha & > ag.

B(t) a B el6jelétdl fiiggGen monoton csokkend vagy névekvs.
Az A és B paraméterek értéke a §(0)-ra és a tlim B(t)-re adhato6 értékekbdl
—00

hatarozhat6 meg.

e Ha [(t) monoton ndvekvé és x < ag, akkor legyen
B(0) = —(2a0 + K)A + Bag = —200 — K

és
lim B(t) = —(2a0 + K)A = —2ay.
t—oo

Innét A = ?%0—_& és B = —gt, igy

K
t) = —2a0 — ———.
B(t) < 0, és mivel 2a(t) + B(t) = — i fl) , igy a 3.1. tétel 4a feltételé-

nek jobboldali egyenlStlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha 0 < b < 1.
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e Ha f§(t) monoton noévekvs és k > ag, akkor legyen
£(0) = -3apA + Bag = —-3ag
és
lim B(t) = —3apA = —2a0.
t—oo
Innét A = % és B=—1, igy

Qo

B(t) = —2a0 — eI

B(t) < 0, és mivel 2a(t) + f(t) = _(t—i(lL)E’ igy a 3.1. tétel 4a feltétele-

nek jobboldali egyenl6tlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha 0 < b < 1. ’

e Ha f(t) monoton csSkkend és k < ag, akkor legyen
B(0) = —(2a9 + K)A + Bag = —2ap
és
tlim B(t) = —(2a0 + K)A = —(209 + ).
— 00
Innét A =16 B = g, igy

K
,B(t) = —(2&0 -+ KZ) + (tT]_)—b

B(t) < 0, és mivel 2c(t) +B(t) = -k + a——f—l)g, igy a 3.1. tétel 4a feltétele-
nek jobboldali egyenlGtlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha b > 0.

o Ha [(t) monoton csdkkené és k > ag, akkor legyen
B(0) = —3agA + Bapg = —2aq

és
tlim B(t) = —3apA = —3ap.

Innét A=1¢és B =1, igy

=_ Qo
B(t) = 3ao+(t+1)b.

B(t) < 0, és mivel 2a(t) + B(t) = —ao + (—t—i—ol—)—g, igy a 3.1. tétel 4a

feltételének jobboldali egyenlGtlensége teljesiil. A 4c feltétel pedig pontosan
akkor teljesiil, ha b > 0.
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4.1.2. a(t) € R(0)

A 3.1. tételben szerepls 4b feltétel bizonyos ty > 0 mellett akkor is teljesithetd
minden ¢t > tg, ha a k konvexitasi modulus nem ismert. Abban az esetben, ha a
2a(t) + B(t) fiiggvény monoton ndvs, és

Jlim 2a() + B(t) = 0, (4.2)

akkor létezik olyan ¢y > 0, hogy a 4b feltétel automatikusan teljesiil minden ¢g > 0
esetén. Most ilyen a(t)-ra és B(t) fiiggvényekre mutatunk példat.
Legyenek a(t) € R(0) és B(t) € L(R(0)), azaz
alt)= —2 & B(t) = —Aa(t) + B
(t+1)° ’
ahol ag > 0, b > 0, A > 0, B € R. Ekkor (4.2) miatt a 3.1. tétel 4b felte-
tele teljesiil. Ahhoz, hogy a 4c feltétel teljesiiljon, szitkséges, hogy 0 < b <1 és
2000 — Aog < 0 teljesiiljon. Masrészt, ugyancsak (4.2)-bdl kovetkezik, hogy B = 0.
A 4a feltételének egyenlGtlenségeibdl
b

Tl < (83— A)a(t),

+
(2-A)a(t) <0.

Ezeknek az egyenlGtlenségeknek ¢t = 0-nal is fenn kell allniuk, igy, bevezetve az
Aagy = [y egyiitthatot, kapjuk hogy a

Bo

B(t) = TEr P

fliggvény a
2a0<,8053a0—b
feltétel mellett lesz megengedett.
4.1.3. a(t) € H,
A H, osztalyt meghataroz6 differencislegyenlet parcislis tortekre bontéssal
kiintegralhato, igy a H,-beli a(t)-re
q

1- (1—i> et
o

adédik. Konnyen lathatd, hogy az igy kapott a(t) fiiggvény mindig pozitiv; g < g
esetén monoton ndévekvs, ap > 0 esetén pedig monoton csokkens. (Az ap = ¢
esetén a(t) = g, konstans fiiggvénnyel egyenls, igy ez a mar targyalt o € K esetet
jelenti.)

aft) =
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A 3.1. tétel 4a-4b feltételei most a
max(—q, —k) < 2a(t) + B(t) <0
alakra egyszertisddnek, vagyis teljesiilnie kell a
—k—2a(t) < B(t) < —2a(t), hax<g
—q—2a(t) < B(t) < —2a(t), hak>gqg

feltételek valamelyikének.

Az igy valasztott megengedett (a(t), B(t)) paraméterpart hatdrparaméternek
nevezziik, mivel a 3.1. tétel 4a baloldali és a 4b egyenl6tlenségei koziil legalabb az
egyik egyenlGséggel teljesiil, s6t ¢ = k esetén mindkettd.

Legyen () € L(H;), azaz keressitk 8(¢)-t
B(t) = A(—x —2a(t)) + (1 — A)(-2a(t)) = —Ax — 2a(t), har<g

A(—q —2a(t)) + (1 — A)(—2a(t)) = —Agq—2a(t), hak>gq,

alakban, ahol A € (0,1].
B(t) < 0 minden ¢ > 0. Masrészt, mivel 2a(t)+6(t) = konstans, igy a 3.1. tétel
minden feltétele teljesiil.

4.2. Az altalanos modell paramétereinek valasztasa kvadratikus
célfiiggvény esetén

4.2.1. aft) ek
Valasszuk a (2.3) modell a(t) paraméterfiiggvényét K-belinek, azaz legyen
at) =ap, ag>0.

Ekkor a 3.2. tétel 3a-3b feltételei a
ag

max(—k, —2 Y<ap+B(t) <0

ag+1

alakra egyszertisddnek. Vagyis minden ¢ > O-ra teljesiilnie kell a kdvetkezs egyen-
16tlenségeknek

, 20
—ap — < —Qyg.
ag — min{k, po— 1) < BR) < —ap
1. eset:
Legyen 8 € £(K) az als6 és fels6 korlatok konvex kombinaci6ja, azaz
' 2
—ag — KA, ha k < ———ﬁLr;
At) = 4 9k (4.3)
—a0(1+a0—+1-), ha k > ‘a‘a—_f-r,
ahol A € (0,1].
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A (4.3) formulabél kovetkezik, hogy B(t) < 0. Masrészt
a(t) + B(t) = konstans

igy a 3.2. tétel 3a feltételének jobboldali egyenldtlensége és 3c feltétele is teljesiil.
Ha az A paraméter befutja a teljes (0, 1] intervallumot, akkor a (4.3) fiiggvények
megadjak az Gsszes lehetséges L(K)-beli megengedett 5(t) fliggvényt.

2. eset:
Legyen § € L(K,R(0)), azaz

A(—ao—n)+B(t—i°ﬁ5, ha xk < ag(i

B(t) =
1 a 20
—ao(l+ =T )A+B—°—5(t+1) , ha k>80

B(t) a B elgjelétdl fliggden monoton csokkend vagy névekve.
Hasonlbéan, mint az egyszerUsitett modell esetében, az A és B paraméterek
értéke a B(0)-ra és a tlim B(t)-re adhato értékekbd] hatarozhaté meg. A részletes
— 00

szadmolasi met6dus leirdsat melldzve kapjuk B(t) valasztasara a kovetkezdket:

e Ha (3(t) monoton névekvs és k < a—g%{’—f, akkor

K
t) = —ag — ——r.
B(t) < 0, és mivel a(t) + B(t) = —ﬁ, igy a 3.2. tétel 3a feltételé-

nek jobboldali egyenlGtlensége teljesiil. A 3c feltétel pedig pontosan akkor
teljesiil, ha 0 < b < 1.

o Ha f(t) monoton névekvs és k > ag_o—l{-OT’ akkor

fa 7%} 1
t) =—ag — .
Al) T o+ 1(t+1)®
P : _ (o] 1 P .
,B(t) < 0, es rmvel Q(t) + ,B(t) = —ao—_?_—rm, lgy a 32 tetel 3a

feltételének jobboldali egyenlStlensége teljesiil. A 3c feltétel pedig pontosan
akkor teljesiil, ha 0 < b < 1.

o Ha f(t) monoton cs6kkené és k < Eg%—o_l" akkor

t+1)°

B(t) = —(ao + &) +

B(t) < 0, és mivel a(t)+B8(t) = —k+ T +K1) ,igy a 3.2. tétel 3a feltételének

jobboldali egyenlStlensége teljesiil. A 3c feltétel teljesiil, ha b > 0.
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e Ha f(t) monoton cs6kkend és x > %—}?_f’ akkor

1 Qo 1

ﬂ(t)=—ao(1+ao+1)+ co+l Gr 1)

. . _ QQ _ 1 . .
B(t} < 0, és mivel a(t) + G(t) = a0+ 7(1 an 1)5), igy a 3.2. tétel
3a feltételének jobboldali egyenldtlensége teljesiil. A 3c feltétel teljesiil, ha
b> 0.

4.2.2. aft)e M,

A H, fiiggvényosztalyt meghatarozé differencialegyenlet a z(t) = a—%—tj helyet-
tesitéssel kiintegralhato, igy, ha a(t) € H,, akkor
q

2—q+(£—+q—2)e“‘”
Qg

a(t)

alakq.

Konnyen lathato, hogy az igy kapott a(t) akkor lesz pozitiv minden ¢t > 0
esetén, ha ¢ < 2.

Az ot) fiiggvény ag < ¢ esetén monoton novekvd, o > 0 esetén pedig mono-
ton csokkend.

A 3.2. tétel 3a-3b feltételei most a

max(—q, —k) < at) + B(t) <0
alakra egyszeriisodnek, vagyis teljesiilnie kell a
—k—ot) < B(t) < -aft), hax<yg
—¢—a(t) <B(t) <-at), har>g
feltételek valamelyikének.

Az igy valasztott megengedett {a(t),3(t)) paraméterpart itt is hatdrparamé-
ternek nevezziik, mivel a 3.2. tétel 3a baloldali és a 3b egyenl6tlenségei koziil leg-
alabb az egyik egyenldséggel teljesiil. Itt azonban a mindkét egyenl&tlenség egyideji
egyenlGségként vald teljesitése csak akkor lehetséges, ha ¢ =k < 2.

Legyen 3(t) € L(Hgy). Keressiik 8(t)-t az alulrol és felilrsl korlatozo figgve-
nyek konvex kombinaci6jaként

—Ak —aft), har<g
—Ag - 2a(t), hak>gq,

B(t) =

alakban, ahol A € (0,1].
B(t) > 0 minden ¢ > 0. Masrészt, mivel a(t) + () = konstans, igy a 3.2. tétel
minden feltétele teljestil.
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4.2.3. oft) € R(to)

Ha k-t nem ismerjiik/szamoltuk ki, de az a(t) és B(t) paramétereket ugy va-
lasztjuk, hogy
lim a(t) + B(¢) =0, (4.4)

t—oo

legyen, akkor létezik olyan ¢ > 0, hogy a 3.2. tétel 3b feltétele minden ¢ > ¢y esetén

teljesiil.
Legyenek a(t) € R(0) és B(t) € L(R(0)), azaz

a(t)

(t+1)°

¢ B(t) = —Aalt) + B,

ahol ag > 0, b >0, A > 0, B € R. Ekkor (4.4) miatt a 3.1. tétel 3b feltétele
teljesiil, tovabba csak a B = 0 lehetséges. Ahhoz, hogy a 3c feltétel is teljesiiljon,
sziikséges, hogy 0 < b <1 és ag — Ay < 0 is teljesiiljon.

A By = Aayg jelolést bevezetve a 3.1. tétel 3a feltétele

b < (3o — Bo)(1 +£)'° + ag(ao — Bo)(1 + )1 =2

alakra egyszerisédik. A % < b < 1 valasztas esetén a jobb oldal a 3ag — Gy > 0
feltétel esetén monoton névekvd; igy az egyenlétlenség akkor teljesiil minden 0 < ¢
esetén, ha

(a0)2 +3ap—b

< — S - > 0.
Bo < T oo és 3ap—0p >0
Vagyis azt kaptuk, hogy a
Bo
t) = —
Ale) (t+1)°

fiiggvény a

IA
o~
IA
—

2
3ag—b
(o) 11 aC:)O ’3%) &

N =

ao<ﬂ0§min<

feltételek mellett lesz megengedett.

5. Numerikus tesztek

Ebben a fejezetben konkrét numerikus példakon hasonlitjuk &ssze, hogy a kii-
16nb6z8 paraméterfiiggvények valasztasa hogyan befolyasolja a futési eredményeket.
Az el6z6 fejezet tételeinek értelmében bizonyos feltételek teljesiilése esetén az
[ fiiggvényhez tartoz6 egyszertsitett/altalanositott modell trajektoriai a fliggvény
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minimumpontjdhoz tartanak. Ebben a fejezetben ezt felhasznalva a kovetkezd-
képpen probaljuk megkeresni egy fiiggvény minimumpontjat: az f-hez tartozo
egyszerlsitett/altalanositott modell differencidlegyenletét a harmadrendd Runge-
Kutta médszerrel oldjuk meg addig, mig az aktualis pontban a gradiens norméja
0,01 alad nem cs6kken. Az igy kapott pont a minimumhely egy kozelité értéke
lesz (természetesen minél kisebb értéket koveteliink meg a gradiens norméjara a
megallasi kritériumban, annal jobb kézelitést kapunk). A tablazatok harmadik
oszlopaban mindig a Runge-Kutta moédszer altal végzett lépésszamot, a negyedik
oszlopban pedig a kapott pontnak az optimumtél vald tavolsagat tiintettiik fel. A
sziikséges szamitasokat Matlabban irt program segitségével végeztiik el.

5.1. Példa. Legyen f(z,y) = 32 + zy + y* + 2z + 3y. Ez a fliggvény erdsen

3—"435 konvexitasi modulussal, tovabba f a (-1,-1) pontban veszi fel

konvex a k =
a minimumat.

Az egyszertisitett modellt az zo = (-3,2) és po = (—1,—4) kezdetiértékek-
kel hasznélva, a Runge-Kutta-médszerben pedig a 1épéshosszt 0, 1-nek valasztva a

kapott eredményeket az 1. tablazat tartalmazza.

a(t) B(t) lépésszam | tavolsag
K -3k 279 0,0257
_(l—fn)e—m —2a(t) — Kk 278 0, 0258
2 -2 204 0, 0255
T+1 T ,
3 8
1 “rrT 264 0, 0259
2 5
e 2 345 0, 0260

1. tablazat.

A tablazatbol lathaté, hogy a kiilonféleképpen megvalasztott paraméterekkel
nagyon hasonlo eredményeket kaptunk. Az els6 két sorban 1évé paraméterek ha-
tarparaméterek voltak, (azaz a 3.1. tétel 4a és 4b feltételei mindig egyenldséggel
teljesiilnek), és gyakorlatilag ugyanazt az eredmeényt produkaltak. A kdvetkezd ha-
rom sorban 1év§ paraméterekre a 4b feltétel kezdetben nem teljesiil, csak minden
to < t esetén. Ez a ¢; mindharom esetben kiszamolhato, és az a(t) = IL-H esetben
a legkisebb; az eredményekbdl leolvashatd, hogy e hirom esetbdl pontosan ekkor
konvergalt a leggyorsabban a moédszer. Altalaban is ez varhaté: ha a 4b feltétel
csak egy bizonyos idépontt6l kezdve teljesiil, akkor a moédszer csak ettdl az idépont-

tol kezdve konvergal, vagyis minél kisebb ez a tg, annal gyorsabb az algoritmus.
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Ennek megfelelen az varhatjuk, hogy az a(t) = ao(l + ¢t)~° tipusi vélasztasok
annal gyorsabbak lesznek, minél nagyobb az f fiiggvény konvexitasi modulusa.

Kiprébalhatjuk azt is, hogy mennyit médosit a futisi eredményeken, ha a
Runge-Kutta-mddszerben megvaltoztatjuk a lépéshosszt. A korabbi 0, 1-del szem-
ben 0, 05-nak valasztva a lépéshosszt a 2. tablazat eredményeit kaptuk.

a(t) B(t) lépésszam | tavolsag
K —3k 557 0,0259
HT’“C,{);-—M —2a(t)—k | 555 0,0260
21 —r2 408 | 0,02556
o -3 528 | 0,0259
t2+ - - t5+ - 689 0,0224

2. tablazat.

Lathatd, hogy a lépéshossz megvaltoztatasaval gyakorlatilag nem értiink el valto-
zast; a lépésszam lényegében megduplazddott, és a pontossag sem javult téle.

Ugyanerre a feladatra az altalanos modellt alkalmazva 0, 1-es 1épéshosszal a
3. tablazat eredményei adodtak.

a(t) B(t) lépésszam | tavolsag
1 —1,19 299 0,02260
AT @roDe® | —elt)-s| 1462 | 0,0262
1 L5
) 7t +1 \/t—-f-_l_ 915 0,00261

3. tablazat.

Az eredményeket az egyszerisitett modell eredményeivel dsszevetve a legszem-
betlin6bb valtozas, hogy az algoritmus lépésszama minden esetben “drasztikusan,,
megugrott. A pontossagban lényegi valtozas nem kivetkezett be; vagyis azt mond-
hatjuk, hogy ezen a példan az egyszerisitett modell jobban mikédétt az Altalano-
sitottnal. Az 1. és 2. Abran a két modellhez tartozé trajektoridkat megvizsgalva
felfedezhetiink azonban még egy eltérést is. A feladatot az egyszerisitett modellel
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megoldva a trajektoridban kis hullamzas fedezheté fel, mig az éltalanos modellel
kapott megoldasnal ez a hullamzés eltiinik (viszont a konvergencia lassabb).

— — — alfa(t)=2/(t+1), beta(t)=—-5/(t+1)
Fletcher és Reeves

kiindulasi pont

1. abra. Egyszertsitett modell

— — —alfa(t)=1, beta(t)=-1.19
Fletcher és Reeves algoritmusa)

2. dbra. Altaldnos modell

5.2. Példa. Legyen f(z,y) = z%4+2(z—2)%+y*+2(y+2)%. Az f fiiggvény erdsen
konvex a k = 2 konvexitasi modulussal, a minimuméat pedig az (1, —1) pontban
veszi fel. Az f-hez tartozo egyszertisitett modellt az zg = (—3,2) és pp = (3,—1)
kezdeti értékekkel oldottuk meg. Az eredményeket a 4. tablazat tartalmazza.

Lathato, hogy ebben a példaban a konvergencia joval gyorsabb volt, mint az
1. példaban a kvadratikus feladatban. Ennek oka abban keresendd, hogy az el6z6
példaban a fiiggvény konvexitasi modulusa 0, 2 koriil volt, mig itt most 2. Altaldban
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a(t) B(t) lépésszam | tavolsag
2 -6 29 0,00053
H%ﬂ —2a(t) — 2 31 0,00053
% —% 194 0,00061
21 -2 64 0,00059
4. tablazat.

is az varhat6, hogy minél nagyobb az f fiiggvény konvexitasi modulusa, a médszer
annal gyorsabban konvergal a minimumponthoz.

Az eredményekbdl tovabba az is kiolvashat6, hogy az elsd, illetve masodik sor-
ban hasznalt paraméterekkel a médszer lényegében ugyanigy viselkedett; tovibba
mindkét esetben gyorsabban és pontosabb eredményt adtak, mint a 3. és 4. sorban
hasznalt paraméterek esetén. Ez azzal magyarazhaté, hogy az elsG két esetben a
paraméterek hatarparaméterek voltak, azaz a 3.1. tétel 4a feltételének jobb oldali
egyenlGtlensége és a 4b feltétel egyenlSséggel teljesiilnek, mig a masik két esetben
csak a 4a feltétel teljesiil egyenlGséggel. Tovabba a harmadik és negyedik sorbeli
paraméterek koziil az adott jobb eredményt, amelyiknél a 4b feltételben kiozelebb
vagyunk a hatarhoz. Altalaban is elmondhaté, minél kézelebb vagyunk a hatarhoz,
a moédszer annal gyorsabban konvergal.

6. Nyitott problémak

Ebben az elemzésben nyilvanval6an latszik, hogy a Fletcher-Reeves-eljaras foly-
tonositasa akir az altalanos, akir az egyszerdsitett modellel egy sor paraméterrel
konvergens lesz, és a paraméterek valasztasa tulsdgosan nem befolyasolja a konver-
gencia sebességét. A Fletcher-Reeves-eljarasnak van egy nagyon szép tulajdonséaga,
nevezetesen n-valtozés kvadratikus célfiiggvény esetén legfeljebb n 1épés utén véget
ér, és az egymést kovets iranyok ()-konjugaltak. A vizsgalt folytonos modelleknél
ezek a feltételek nem teljesiilnek. Felmeriil a kovetkezs két kérdeés:

— létezik-e olyan paraméter-par, amelyek mellett véges T id6 alatt elérjiik az
optimumot;

— vannak-e olyan tg,t1,...,t, id6pontok, amelyekben a p irdnyok Q-kon-
jugaltak?

Ezen kérdések megvalaszolasa még tovabbi kutatast igényel.
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PARAMETER ANALYSIS OF OPTIMIZATION METHODS
MODELED BY SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATION

TamAs HaiBa

In [6] the convergence of some optimization methods modeled by second order differential
equation have been studied. In this paper we introduce some class of functions and analyze which
functions belonging to these classes satisfy the sufficient conditions of the convergence. Finally,
we illustrate the obtained results on numerical examples.
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