Alkalmazott Matematikai Lapok 26 (2009), 81-96.

EGY ADALEK A NEMLINEARIS OPTIMALIZALAS TORTENETI
ELOZMENYEIHEZ!

SZABO PETER GABOR

A két vilaghabori kozotti magyar matematikai élet egyik szép elismerésének
szamitott az, ha valaki megkaphatta a Kénig Gyula-jutalmat. Az 1922 és 44
kozott kétévente kiadott dijat 1938-ban Lipka Istvannak a M. Kir. Ferencz Jo-
zsef Tudomanyegyetem magantanaranak adtak. A Kénig Gyula-jutalmat odaitéls
bizottsig, annak egyik tagjat — és vele egyszemélyben az el6z6 dijazottat — Kalmar
Laszlot kérte fel arra, hogy szegedi kollégajinak addigi munkassagit egy Gsszefog-
lalé dolgozatban ismertesse. Kalmar sorra vette Lipka matematikai frasait — szam-
szerint 17 munkat — és a 6. sz. cikk bemutatasat az alabbiakkal kezdte [2]:

»Az analizisnek egy a mechanikival is &sszefiiggs, végeredményben azonban
egy algebrai kérdésre visszavezethets problémajaval foglalkozik LIPKA 6. sz. dolgo-
zatadban. A feltételes szélsGérték-feladatoknal csak azt az esetet szokis targyalni,
amikor a feltételi relaciék mind egyenletek; pedig bizonyos mechanikai kérdések,
pl. egy természetes konzervativ rendszer egyensulya stabilitdsanak kérdése, ha a
kényszerfeltételek részben egyenléStlenségek, olyan szélsGérték-feladatra vezetnek,
amelynél egyenlGtlenség-feltételek is vannak. LIPKA az ilyen feladatokat a kdvet-
kez6 kérdésre vezeti vissza: adva van egy quadratikus alak; eldontends, vajjon
ez a valtozok pozitiv értékeinél pozitiv-e. Ez az algebrai kérdés POLyA egy kri-
tériumanak segitségével is megoldhatd; LIPKA egy masik, a kérdés quadratikus
természetének jobban megfelelé megoldast ad.”

A széban forgd dolgozat a berlini Crelle’s Journalban jelent meg {4]: S. Lipka,
Ein Extremalproblem, nebst Anwendung auf eine Stabilititsfrage, Journal fiir die
Reine und Angewandte Mathematik 166(1931), 9-15. A németiil irt cikket Csendes
Tibor forditotta magyarra, amelyet ebben a formajaban most el8szor tesziink kozzé.

Elsésorban a témavalasztasa miatt tartjuk fontosnak, hogy felhivjuk a figyel-
met erre a dolgozatra. A szerz$ a hagyoményos egyenlGség-feltételes szélsGérték-
szamitas helyett mar egyenl6tlenség-feltételekkel foglalkozik, ezért ugy gondoljuk,
hogy j6 szdmon tartanunk adalékként ezt a cikket is, mint a nemlineéris progra-
mozas torténeti eldzményeinek egy hazai vonatkozasu eredményét.

A nemlinearis programozasnak, mint 6nall6 diszciplinanak a megindulasat
H.W. Kuhn és A.W. Tucker 1951-ben megjelent 'Nonlinear Programming’ c. dol-
gozatatol [1] szokas eredeztetni. Persze voltak méar kordbban is olyan eredmények

!Elhangzott a XXVII. Magyar Operaciékutatasi Konferencian,  Balaton6sz6don
(2007. janius 7-9.).
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(mint példaul a Newton-médszer (1669), a Lagrange-féle multiplikitoros médszer
(1788) vagy a Cauchy altal felfedezett gradiens modszer (1847)), amelyeket ma a
nemlinearis programozés témakoréhez is szoktunk sorolni. Kuhn és Tucker munka-
jadnak novuma azonban az volt, hogy éppen az egyenl&tienség-feltételes nemlineéris
optimalizalasi feladatra kozolték az optimalitas sziikséges feltételeit.

Amint azt Prékopa Andrasnak az optimalizilas elméletének kialakulasarol irott
dolgozataibdl [5, 6] tudjuk, az analitikus mechanika keretein beliil lényegében mar
Farkas Gyula is eljutott az egyenl6tlenség-feltételes nemlinedris optimalizalas sziik-
ségességi kritériumahoz az un. Fourier-féle mechanikai elv dudlisanak vizsgalatakor.
Szintén ismeretes, hogy Kuhnt és Tuckert megeldzve 1939-ben a diplomamun-
kajaban W. Karush [3] is megfogalmazta az an. KKT-feltételeket.

Lipka Istvan irisa, amely 1932-ben jelent meg — de amint az a dolgozatbol is
kideriil mar 1929. december 1-én elkésziilt — szintén az egyenlGtlenség-feltételes
nemlineéris optimalizalasi feladatok targyalasinak egy korai munkija. Errél a
dolgozatrol azért is sz6lunk most, mivel semmilyen az optimalizissal vagy az opti-
malizalas elméletének torténetével kapcesolatos szakmunkiban még megemlitve sem
lattuk ezt a cikket. Ugy gondoljuk, hogy bar Lipka a Kuhn-Tucker tételhez nem
jut el, mindenesetre ott a helye a magyar vonatkozasi nemlinearis optimalizalas
torténeti el6zményeit targyalé irodalomban legalabb a megemlités szintjén.

Lipka egy mechanikai feladattol motivalva foglalkozik optimalizalassal. A kon-
zervativ rendszerek stabilitasi problémajaban a Lagrange—-Dirichlet-tétel alkalma-
z4sa a potencialis energiafiiggvény minimalizalasat igényli, mivel ha az el6bbi fiigg-
vénynek egy adott helyen izolalt minimuma van, akkor a rendszer ott stabil egyen-
silyi helyzetben van. A szerzS altalanos kényszerfeltételek (egyenlétlenségek)
mellett targyalva a kérdést jut el az egyenlStlenség-feltételes optimalizalashoz.

A tekintett dolgozat alapvet&en harom problémat vizsgal:

1. Hatarozzuk meg, hogy milyen feltételek mellett lesz a

minV(q1,q2,...,4n)
fh filgr,q2,-..,¢2) 20

fk(qlvq21'~-7Qn) 20
O0<k<n

feladatnak a go olyan lokalis optiméalis megoldasa, amelyre minden feltétel
aktivva valik, ahol

a) V, fi,..., fx kétszer folytonosan differencialhat6 valés fiiggvények,

b) a feltételrendszerbeli fiiggvények alkotta Jacobi-métrixnak a go helyen a
rangja k (vagyis teljes sorrangii a matrix),

¢) és a Jacobi-matrix els§ k oszlopa &ltal meghatarozott matrix determinansa
nem 0.
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Erdekes, hogy a vizsgalat bar ugy indul, hogy a tekintett szélsGérték fel-
adat feltételei ,nem csak egyenleteket, hanem egyenlGtlenségeket is tartalmazhat”,
ezutan Lipka csak egyenl6tlenség-feltételekkel dolgozik tovabb. Azt irja, hogy az
egyenlGség-feltétel ,csak a fliggetlen valtozok szaménak cs6kkenését jelenti”.

A feladatbél 4j 2y, 2, . . ., zn koordinatak bevezetésével egy olyan 4j optimaliza-
lasi problémat készit, amelyben az els§ k valtozéra nemnegativitasi feltétel van
el6irva, a tobbi valtozo elGjelkétetlen. Meglepd, hogy bar néven nem nevezi, de az
implicit fiiggvény tételt probalja explicit médon hasznélni. Ez ritka esetben valo-
ban véghezvihets, de gyakorlati szempontbél ez a targyalasi méd nem megfelels.
Az 4j feladat a kovetkezd lesz:

2. Hatéarozzuk meg, hogy mikor van a
9(z1,22,...,%n)
val6s fiiggvénynek olyan lokalis £ optimumbhelye, amelyre 0 < k < n és
T1,T2,...,Zk > 0.

Ezt a feladatot annak az esetnek a targyaldsara viszi 4t, miszerint annak meg-
vizsgalasa jelent csak problémat, hogy a

0%g
Z ——_8.’1,‘1'6.’1}]' 6$i (5.’1,‘]'

(1<i<j<n)
kvadratikus alak pozitiv-e a
01 >0,...,0z, >0

esetben. A dzg41,...,0z, mennyiségek elGjelkétetlenek, ahol dz; az x; valtozé

még lehetséges megoldas. Lipka itt arra hivatkozik, hogy ennek eldéntéséhez elég
megéllapitani az el6bbi kvadratikus alak relativ pozitiv definitségét, amelyet lehet
Pélya médszerével, vagy az altala kidolgozott most kozlend6 moédon. A relativ
pozitiv definitség megallapitisa az alabbi feladat megoldasat jelenti.

3.  Hatérozzuk meg annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy

E QijTiTj

1<i<jsn
kvadratikus alak
1, T2,...,Tn Z 0
esetén mindig pozitiv (leszdmitva az =) = 2 = --- = z = 0 esetet).

Lipka itt kidolgozott médszerének ismertetését ismét Kalmar jelentésébs! idéz-
ziik:
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1. abra. Lipka Istvan az 1928-as szegedi matematikus talalkozén késziilt
felvételen (az also sorban balrél a masodik helyen iil).

Szoritkozzunk egyszeriiség kedvéért haromvaltozos quadratikus alakokra. Egy
ilyen alak biztosan bir a kivant sajatsaggal, azaz az elsé térnyolcadban pozitiv, ha
pozitiv az egységkocka harom, nem a koordinatasikokban fekvé lapjan. Azaz csak
azt kell megvizsgalnunk, vajjon a quadratikus alaknak ezeken a lapokon felvett
minimumai pozitivok-e. Amennyiben valamelyik minimum a lap belsejében éretik
el, a szokasos modszerrel meghatarozhato; ellenkezs esetben valamelyik élen éretik
el s ekkor megint vagy az él bels6 pontjaban, amikor is szintén az analizis szokisos
modszerével hatarozhaté meg, vagy pedig valamelyik csicsban.

LirKA tehat meghatarozza a szobanforg6 lapok sikjan és élek egyenesén a quad-
ratikus alak minimumat, tovabbéa értékét a csiicsokban; a kivant viselkedéshez sziik-
séges és elegendd, hogy e minimumok koziil azok, amelyek magéan a lapon, illetve
élen (és nem a meghosszabbitésan) éretnek el, valamint a csicsokban felvett érté-
kek, pozitivok legyenek. Részletesebb diszkussziot csak az az eset igényel, amikor
valamelyik lap sikjan nem egy pontban éretik el a minimum, hanem egy egyenes
mentén; ebben az esetben meg kell még nézniink, atmegy-e ez az egyenes a lap
belsején. Ennek megfelelGen az altalanos (akirhanyvaltozos) esetben sziikség lehet
arra, hogy megvizsgaljuk, van-e egy bizonyos linearis egyenlétlenségrendszernek
megoldasa: ez pedig DINES egy modszerével konnyen eldonthets.”
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Nézziink egy konkrét példat Lipka koordinita-transzformdaciés moédszerének
hasznélatara. Tekintsiik a kovetkezd kvadratikus programozési feladatot:

min q? + qg —6g1 —4g2 + 13
fh.3—q¢ —2¢: > 0.

Kdonnyen lathato, hogy a feladat megoldasa a ¢° = (&, 2

értéke pedig -156- (pl. a grafikus modszert hasznalva, vilagos, hogy a célfiiggvény-
hez hozzarendelhetd olyan kor, amelynek a feltételhez tartozé félsikot meghatérozo
egyenessel vett egyetlen kozos QO pontja lesz az optimumbhely).

Lipka médszerével megmutatjuk, hogy ¢° minimumhely. Elészor is 0j koordi-
natakat vezetlink be: -

) vektor lesz, az optimum

I :=3;q1 _2(]27

I2 1= Q2.

A ¢° vektorhoz tartozo j pont koordinatai:

m? = (_qo) =0,

1
2
.'Eg = g

Fejezziik ki a g1, g2 valtozokat az Gjonnan bevezetett x1 és xo valtozok segitségével:

g1 =3—x1 —2¢q2 = 3 — x1 — 212,

q2 = T2.
Helyettesitsiik be ket az eredeti célfiiggvénybe, majd irjuk fel a kapott 4j feladatot:

min g(z,z2) = a:f + ng + 41129 — 429 + 4

Vizsgalva az 0j célfiiggvény elsé parcialis derivaltjait

d 8
99 o+ 4y, 2L =10z, + 4z — 4.
81,‘1 8x2

Lathato, hogy az z° pontban pozitiv értéket vesz fel az z, szerinti parcialis derivalt
(az zo szerinti eltiinik), igy a ¢® minimumbhelye lesz az eredeti feladatnak.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



86 SZABO PETER GABOR

2. abra. Lipka Istvinnak egy idGsebb koraban késziilt arcképe.

Végiil szoljunk roviden a cikk szerzgjérdl is, hiszen annak ellenére, hogy a mai
napig jelennek meg olyan matematikai munkak, amelyekhez az inspiraciét Lipka
valamelyik dolgozata adta, a szerz&t sokan csak az 1928-as szegedi matematikus
talalkozon késziilt fényképrdl ismerik (1. abra). Nevét hiadba is keressiik a Magyar
Nagylexikonban vagy a Magyar Tudoéslexikonban, nincs hozzé szocikk. (Az el6bb
emlitett két lexikonban viszont a csoportkép Osszes tobbi magyar tudésarodl kiilon
szocikkek szolnak.)

Lipka Istvan (1899-1990) a bp.-i tudomanyegyetem matematika-fizika szakan
és vele parhuzamosan a Miegyetemen tanult. 1923-ban szerzett kozépiskolai ta-
néari oklevelet, és még ugyanebben az évben doktoralt is matematikabol, valamint
elmeéleti és kisérleti fizikabol. Harom évig a varpalotai gimnaziumban tanitott, majd
1926-ban a szegedi tudomanyegyetem geometriai tanszékére keriilt tanarsegédnek.
1929-ben egy szemeszteren 4t a hamburgi egyetemen volt 6sztondijas (az el6bb tar-
gyalt munkajat ez év végén irta). 1933-t6l a szegedi egyetem magéntanara, 1935-t61
adjunktus, majd 1942-t6] intézeti tanar a geometriai tanszéken. 1945-ben politikai
okokbdl tavoznia kellett az egyetemrsl. Ezt kdvetGen az iparban helyezkedett el,
volt statisztikus a Csepel Mtveknél, majd gyartmanyvezets a szerszamgépgyarban.
1954-ben a Szerszamgép Fejlesztési Intézetbe keriilt és az intézet vezetd kutatoja
lett. 1967-ben vonult nyudijba. 1976-ban a miiszaki tudomanyok doktora lett.
Szamos dolgozata jelent meg matematikib6l és a miiszaki gépészet targykorébol.
A matematikai kutatasai elsGsorban a funkciondlis algebrara (a komplex szdmok
algebrajara) és a fliggvénytannak az algebraval Osszefiiggs kérdéseire terjedtek ki.

X X X
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Egy szélsdérték feladat egy stabilitasi kérdésre valé alkalmazassal

Lipka Istvdin (Szeged)

1. Egy mechanikai rendszer valamely helyzetben valé egyensilyi helyzete stabil
jellegd, ha a rendszer a kovetkez§ tulajdonsagokkal rendelkezik: mozgésa kozben az
emlitett hely koézelében marad, ha a rendszer kiindulasi pontjait elegendGen kis mértékben
valtoztatjuk meg, és a pontoknak megfelelGen kis kezdeti sebességet adunk.

A targyalasunkat egy stabilitasi kérdéssel kezdjik, amely egy szélsGérték feladat-
hoz vezet. Természetes-konzervativ mechanikai rendszereket vizsgalunk. Egy mechanikai
rendszer akkor természetes-konzervativ, ha az energiaintegrél alakja T+ V = konstans,
ahol T' a kinetikai energia, a sebesség masodfoku fiiggvénye, és V' a potencialis ener-
gia, amely csak azon koordinatakat tartalmazza, amelyek meghatérozzak a rendszer 4lla-
potat. Ilyen rendszerekre vonatkozik Lagrange kovetkezs tétele, amelyet elgszor Dirichlet
igazolt?. Amennyiben a potencidlfiggvénynek egy tetszéleges helyen izoldlt mazimuma
van, akkor a rendszer ott stabil eyyensilyi helyzetben van. A potencialfiiggvény maximuma
helyett a potencidlis energiafiiggvény minimumarél beszélhetiink. Természetes-konzervativ
rendszerek estén az Osszefiiggések koordinatai kozétt nem szerepel az id6. Az Ossze-
fiilggéseket szokas szerint egyenletekkel adjak meg, amelyek segitségével a koordinatak
szama csOkkenthet§ oly moédon, hogy a fennmaradé koordinatdk egymasto6l figgetlenek
lesznek. Ezutéan a potencialfiggvénynek is egymasto! fiiggetlen valtozoi lesznek, agy, hogy
a stabilitas kérdését a Lagrange-Dirichlet-tétellel egy szokéasos szélsGérték feladatra lehet
visszavezetni. A kovetkezd megfontolasokban feltessziik, hogy azon koordinatak koazti
osszefiiggések, amelyek a rendszer allapotat meghatarozzak, altalanos értelemben termé-
szetesek, tehat azt, hogy az Gsszefliggések nem csak egyenleteket, hanem egyenlGtlensége-
ket is tartalmazhatnak. Az ilyen 6sszefiiggések kdztudottan altalanos kényszerfeltételeket
fejeznek ki. Dirichlet targyalasmoédjat at lehet vinni ilyen rendszerekre, és ez azt adja,
hogy egy tetszdleges hely egyensilya akkor stabil, ha a potencialfiiggvény ugyanott relativ
maximummal rendelkezik azzal a feltétellel, hogy a megfelel§ egyenletek és egyenltlen-
ségek teljesiilnek. Ez alapjan a feladatunkat a kévetkezd alakban fogalmazhatjuk meg.
Legyen a V(q1,q2, ...,qn) fliggvény a q1,¢2,...,qn valtozdk szerint kétszer folytonosan
differencislhat6. A valtozo értékek elégitsék ki a (qf,43,...,9%) = (qf) hely kérnyezeté-
ben a kovetkezd egyenlGtlenségrendszert:

fl(ql,fhw--,lIn) Z 0

' (1)
fk(quq27' . 7Qn) Z 0
0<k<n
A (q?) helyen legyen fl (q?a . 7q?1) == fk (q?,,qg) = 0,3 Feltessziik, hogy

az (1) feltételek nem tartalmaznak egyenléséget, mert egy egyenlSség csak a fiiggetlen

2L. Dirichlet, Uber die Stabilitit des Gleichgewichtes, Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik 32(1846), S. 85

8Mert ha egy fiiggvény az (1)-b8! a (g?) helyen pozitiv lenne, akkor ez a fiiggvény a (¢¥) pont
egy kornyezetében is pozitiv lenne, és fgy az érintett egyenlGtlenség a valtozékra nem jelentene
megszoritast.
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valtozok szaméanak csokkentését jelenti. Legyenek az fi, fa,..., fn fiiggvények kétszer
folytonosan differencialhatok, a

|55
9g;

fliggvénymatrix a (q7) helyen k rangt; és az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik
mindjart, hogy a M Jacobi-determinans a (gf) helyen nem nulla. Ezek utan
a feladatunk a kovetkezs: Milyen feltételek mellett lesz a V(qi,q2,...,qn) figguénynek
feltételes szélsdértéke a (q?) helyen, éspedig egy olyan, amely a (1) feltételeknek megfelel?
Uj koordinatakat vezetiink be, és erre a célra tekintjitk a kévetkezd fiiggvényrendszert:

z1 = f1(q, 42, -+ Gn )y -k = fe(@1,92, -1 0n),

Tk+1 = Gk41y-- - Tn = (n,
o _ 0 0 .
z; = fi(q1s-+ > 4n), (i=1,2,...,k),
z? = qf, (i=k+1,k+2,...,n).

Ennek a fliggvényrendszernek a Jacobi-determinansa a (q?) helyen a feltevéseink szerint
nem nulla, tehat az (z?, . ,z?,) pont egy kiérnyezetében a figgvényrendszerbdl q1,..., gk
kifejezhetd, és

qi = pi(T1,Z2, .-, Tn) (i=1,2,...,n), (2)

ahol a pi(z1,2,...,Za) egyértelmd és az z; valtozok szerint kétszer folytonosan differen-
cialhato fiiggvények. Most az z; valtozokat az (2) egyenletek segitségével behelyettesitjiik
a V(q,...,qn) fiiggvénybe; ezzel egy 4j, g(z1,z2,...,Zn) fliggvényt kapunk. Az xz; valto-
z6k értékkészlete az (1) alapjan

z120,2220,...,2x >0, (3)

az Tk41,.-.,Tn valtozok tetszoleges értéket vehetnek fel. Ha tehat a g(zi1, ..., zn) figg-
vénynek az (z7) helyen olyan szélsGértéke van, amely a (3) feltételeknek megfelel akkor
a V(qi,...,qn) fliggvénynek az (1) felteteleknek megfelels szélsGértéke van a (¢f) helyen.
Tehdt azt kell meguizsgdlnunk, hogy mikor van a g(z1, ...,zn) fligguénynek olyan relativ
szélsdértéke (pl. minimume), amely a (3) feltételeket kielégiti. A minimum esetén a

0 0 0 dg '
g(ccl +5z1,...,mn+6mn)—g(a¢1, Z 6:01 22 <6m,6w,> ézidz;,

kifejtésbol! kovetkezik, hogy az elss parciélis derivaltak az (z7) helyen a

@—20, i=L142,...,k

(9.’133‘ (4)
ﬁ=0, h=k+1,...,n

Ozh

4A vesszd itt azt jelenti, hogy a derivaltat valahol az (z?) és a (z? +6m,~) hely kozott kell
venni.
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feltételeket kielégitik. Ha egy a (4) derivaltak koziil biztos pozitiv, akkor a g(z1,...,zn)
fiiggvénynek az (m?) helyen minimuma van, az ellenkez§ esetben, tehat amikor a (4)
derivaltak mind eltinnek, akkor a

613120,...,(517[:20, 6:vk+1,...,5:cn

értékekre a

g
Z —Bziazj dzibx;
(4,5)

kvadratikus alaknak pozitivnak kell lennie ahhoz, hogy a g(x1, ...,z.) figgvénynek az
(mf’) helyen relativ minimuma legyen. A feladatunkat egyszerdsitends jelentsen e; egy
olyan valtozét, amely a +1 és —1 értékeket veheti fel gy, hogy az €xt1,€k42,.--,€n
sorozat a +1 és —1 elemekbdl all6 (n — k)-adik ismétléses variaciokat reprezentalja. Ezen
variaciok szama 2"*. Legyen még e; = €2 = - -- = £x = 1. Tekintsiik a

Z eyi(@nyi€l + aiy2€2 + -+ + QinYn€n) = Z €i€jQi5YiYj (4,7=1,2,...,n)
@ (i.7)
kvadratikus alakok 6sszességét. Ezen alakok szama szintén 27~%. Ha az y; valtozok az
yIZOy yzZO, ynZO

feltételeknek eleget tesznek, akkor ezen alakok értékkészlete belathaté modon azonos a

E QAijTiTj

(4,5)
kvadratikus alak értékkészletével, ahol az n valtoz6 csupan az
z1 >0, 220, ..., zx 20, k<n

teljesitik.  Tehdt annak a szikséges és elegendd feltételét kell megadnunk, hogy egy
E(i,j) aijz;z; kvadratikus alak

z1 2> 0, 220, ..., zpn2>0

esetén pozitiv. Az £, = z2 = --- = o = 0 eset természetesen kivétel. Azt az alakot,
amely ezzel a tulajdonsaggal rendelkezik, relativ pozitiv definit alaknak nevezziik.

2. Ezen feladatra vonatkoz6an meg kell hogy emlitsem, hogy G. Pélya® nemrég a
kévetkezd fontos tételt bizonyitotta: Egy olyan n valtozés (x1,z2, ...,Z.) alak amely
a valtozék minden nemnegativ értékére (az azonosan nulla értékek kivételével) pozitiv
értékeket vesz fol, elgallithat6 két kizar6lag pozitiv egyiitthatos alak hanyadosaként. Pélya
tobbek kozott igazolta, hogy amennyiben egy alak az emlitett tulajdonsaggal rendelkezik,
akkor ebbdl az alakbol kiindulva, az z1 + 2 + - - - + Ta-nel valé ismételt szorzéssal olyan
alakot kapunk, amely csak pozitiv egyiitthatokkal rendelkezik. Ha tehat egy kvadratikus
alak relatfv pozitiv definit, akkor ezt a tulajdonsagot véges szami lépésben igazolni lehet.
Mi azonban itt egy olyan modszert akarunk kidolgozni, amelyik kizdrélag a kvadratikus

5G. Pélya, Uber positive Darstellung von Polynomen, Vierteljahrschrift der Naturforschenden
Gesellschaft in Ziirich 73 (1928).
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alak egyiitthatdt segitségével, éspedig véges sok lépésben eldonti, hogy az alak relativ pozitiv
definit, vagy sem.

El6szor a feladatunkat egy specialis esetben vizsgéljuk, és ebben a szakaszban fel-
tessziik, hogy a kvadratikus alak diszkriminansa féminorai mind nulldtdl eltérék. Jegyez-
ziik még meg, hogy a modszeriink minden olyan kérdés megvalaszolasara is alkalmas, hogy
mikor pozitiv definit egy kvadratikus alak (a szokasos értelemben).

A folvetett feladatot egy minimalizalasi problémara vezetjiik vissza, éspedig: Jel6ljék
az ri,T2,...,Tn 6rtékek az n-dimenzids tér egy pontjat. A kvadratikus alak értékét
minden olyan pontban vizsgaljuk, amely az n-dimenzi6s tér elsé 2"-ed részében van (tehat
az 71 > 0,22 > 0,...,2, > 0 tartomanyban). Az

Ti = pY: 1=12,...,n
p =max(z1,Z2,...,Zn)
transzformaciokat bevezetve, mivel 0 < y; < 1, az emlitett nem korlatos térrész dtmegy

egy korlatos halmazba. Ez a halmaz az egyesitése a kdvetkez§ n — 1 dimenziés halmazok-
nak:

=1, 0<y2<1, ..., 0y <1 (e1)
0<y1 <1, y2=1, sy 0S8y <1 (e2)
0<yy1 <1, 0<y2<1, ..., yn=1 (en)

Ezek a halmazok az n-dimenzids egységkocka oldalai. Ezen oldalak egyesitését jeldljiik
(e)-vel. A
Zaijz,-zj =Q(z1,Z2,...,Zn) = P2 (Y1,¥2,. .., Un)
(45)
képlet azt mutatja, hogy a kovetkezéekben az (e) halmazra korlatozédhatunk. Ezutan a
sziikséges és elégséges feltételet adjuk meg annak, hogy a kvadratikus alak minden el6bb

megadott (n — 1)-dimenzi6és oldalon pozitiv als6 korlattal rendelkezik. Megvizsgalunk
tehat minden (e;) részt, és G-vel jeloljik (e;)-nek azt a pontjat, amelyre a

Q(y17y21' - - )yi—1111yi+1)’ .- 1y71-) = Qyi

kvadratikus kifejezés az alsé hatarat felveszi. A G pont lehet (e;) egy bels6 pontja, vagy
keriilhet (e;) egy (n — k)-dimenzids oldalara. Az (e;) egy (n — k)-dimenziés oldalan a
kovetkez6t értjiik:

Yry =UYry = =Yr, =yi = 1
Ypr =Ypp = =Yp, =0 vip=k—1 (e2)
0<y; <1, haj#nr,re,...,10,%,01,p2,- -, Ppu-

Ha egy G pont (e;) belsd pontja, akkor @,,-nek helyi minimuma van a G pontban. A Qy,
kifejezés tehdt az alsé korlatjat csak olyan pontban veheti fel, ahol Qy,-nek vagy helyi
minimuma van, vagy ami az (e;) egyik oldalara esik. A @Qy; kifejezésnek akkor és csak
akkor van helyi minimuma (e;)-ben vagy annak hataran, ha a kovetkezd mindket feltétel
teljesiil:
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1. Az
10Qy,
5% = any +ay:+ -+ ai—-1yi-1 +a1,i+1Y%i+1 + -+ GinYn +
1
+a1; =0
1 8Q,,
—& = @i-1,1Y1 T Qi—12Y2 + - F Qi-1,i-1Yi-1 + G141 + 000 F
2 0y
+ai—1,aYn +ai-1,: =0
1 0Qy,
TS5~ = Qit11y1 +Haip12y2 + 00+ Gig1i-1Yi-1 + QGigrip1lir 00 +
2 0yita1
+ait1,nYn +Git1,: =0
19Q,,
—& = anayi1 tan2y2+---+ani-1Yi-1 + anip1Yit1 + 0+
2 Oyn
+QnnYn + ani = 0
egyenletrendszernek olyan yi,...,%/_1,%¢1,- .., Yn megoldisa van, amelyreaz 1 > y; > 0

relacio teljesiil®.

2. Az el6z6 egyenletrendszer determinansa egy yi,...,¥i—1,Yi+1,.-.,Yn Vvaltozokra
definialt pozitiv definit kvadratikus alak diszkriminansat adja.

Amikor 1. és 2. teljesiil, akkor @Q,, val6ban felveszi az als6 hataranak értékét az
Y1y Yim1,Yisr1s- - Yn pontban, mivel a 2. szerint a

QUi+wy, - ¥ic1+¥i-1, L yip1 +%it1s . Yn + Yn) =

Q(yfv e 1y:—-11 11'!/;+17 . 1y:a.) + Z QArjYnY;j > Q(y;1 o ’y:—ly l,y:-}-l) e 1y:1)
h,jti
egyenlGtlenség érvényes. Amennyiben az 1. és 2. feltételek valamelyike nem teljesiil, akkor
Qy; az als6 hatarat biztos, hogy az (e;) egy (ei) oldalan veszi fel. Lehetséges, hogy
ez az oldal egyetlen pontb6l all; ebben az esetben @, az als6 hatarat az n-dimenzi6s

egységkocka egy csticsdban veszi fel. Amikor az illet oldal (n — k > 0) dimenziés, akkor
az als6 korlat ezen (e;) oldal bels6 pontjaban vétetik fel. Az (e;) ilyen pontjiban a

Q(ylv' e Yi-, 11y1'+1," '!yﬂ-) = a(yz\lvykza' .. 7y)\,,_k)

YUy =Yrg = =Yr, =1
yp1=yp2="'=yp,‘=0 I/+[_L=k—1

kvadratikus alaknak helyi minimuma kell hogy legyen, aminek megfelelGen:

A) Az
8Q _

aQ 1 8Q
B ...

109 _, 1 0g
2 Oy, ’ 20ys,_,

o,

DO =

6Az egyenletrendszer determinansa egy f6minora a diszkriminansnak, tehst nem nulla.
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egyenletrendszernek léteznie kell olyan megoldasanak, amire az
1>y3, >0, 1>43,>0, ..., 1>, _,>0

relaciok érvényesek.

B) Az el6z6 egyenletrendszer determinansa egy n — k valtozos pozitiv definit kvadra-
tikus alak diszkriminansa kell hogy legyen.

Tehéat a feladatunk az eddigi megfontoldsaink alapjan a kévetkez& modon oldhato
meg: Tekintsik az Osszes lehetséges

Ax a Yng T Ax AU T F QA0 YN

v
- E :aAlArk
k=1

v
Axga Yny T AagxUng + 0 F A YN = — Z Gazhr, (5)
k=1

v

e Yar T araaUn, Tt A YA = Z QX Ary )
k=1

egyenletrendszert, ahol 1 < k < n, ¢ < v £ n — K, tovdbbd re # A1,X2,..., A
(k=1,2,...,v).
Az ilyen rendszerek szdma

n—1 n n—i—1 TL—. N bl
S(0)% ()=

Jelolje (y3,) a (5) egyenletrendszer megolddsdt, tovdbbd Q(ya;,¥ny,---,Ya.) a2t a kvad-
ratikus kifejezést, amelyet a Q(y1,y2,...,Yn)-b6l a

Yo =Ypp = " =Yp, =0 Hp=n—K—-V
yTl =y”‘2=“'=y'u =1 pi#Alv)‘zv"‘!)‘K7T11T_27'-~7ru;i=1’2)"'7/‘1‘

helyettesitéssel kapunk. Azt dllitjuk, hogy a kvadratikus alak akkor és csak akkor lesz
pozitiv vdltozdkra pozitiv, ha:

I. A (5) minden olyan megolddsdra, amelyre y3, > 0, a
QYA Yrgr W) >0
egyenldtlenség teljesiil.
II. A kvadratikus alok az n-dimenzids egységkocka minden csicsdban pozitiv értéki,
kivéve a (0,0, ...,0) pontot.

Az [, II. feltételek sziikségessége vilagos. A fenti megfontolasokbdl az is kovetkezik,
hogy az I, II. feltételck elegendGek. Amennyiben ugyanis Q(y1,¥2,...,yn) az alsé ha-
tarat egy (e;) vagy (ei) oldal belsejében veszi fel (lasd A és B), akkor ez az als6 hatar
I. alapjan pozitiv. Ez II. alapjan ugyanigy pozitiv, amikor azt a kocka egy csticsaban éri el.
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3. Az eddigi targyalas soran feltettiik, hogy a kvadratikus alak diszkriminansanak
manden féminora nulldtol kilonbozd. Ezen feltevés kovetkeztében a kvadratikus alak helyi
minimumpontjai szdma legfeljebb egy volt; amit az I. feltételnél is kihasznaltunk. Most
azt feltételezziik, hogy az emlitett f6Sminorok k6zo6tt bizonyosak nullak, tehat hogy a (5)
egyenletrendszerek koziil egyesek eltiing determinanstiak. Ezen egyenletrendszerek koziil
is csak azokat vizsgaljuk, amelyek egyértelmien megoldhatok. A kovetkezékben egy ilyen
egyenletrendszert targyalunk.

4. Az egyiitthat6k matrixa rangja r < k. A A1, Az,..., A« indexek megfelels felcse-
rélése utan (5) minden megoldasara a

Yap = bk +CiyUn,y1 F Cha¥n,gn T Ch_ L Une k=1,2,...,m, (6)

ahol az Y, 1, Yr,gas -+ -2 Un,. Ertékeket tetszilegesen megvalaszthatjuk. Ha az (6) line4ris
kifejezéseket behelyettesitjiik a

Q(y11y27"'1y7‘-) =6

yrlzyr2=---=yr,,=l
Yor =Ypo =" " =Yp, =0 v+pu=k-1

Ti F AL A2, A T =12, 0,0, i F 71T,y Tey P FE AL A2, LA = 1,2, 0,0
kvadratikus alakba, a Q kvadratikus kifejezés csak az Yr,p1r Yrrpas-- > Y. valtozékat
tartalmazza. Ezt a kifejezést Q*-al jeloljik. Most megmutatjuk, hogy Q" konstans.
Ervényes ugyanis

2Q* =, 8Q Oy
= -———--———'—, = +1, 2,...,. 7
B S TR Bn g
Masrészt a _
99 _o  i=12..x
31!,\5

line4ris egyenletrendszernek, tehat a (5) egyenletrendszernek olyan y,, értékrendszer felel
meg, amelyben Y, ,Yx, 4z, ---» Y, tetszbleges, és ya,, Yr,,...,Yr,, az (6)-nek megfele-
lgen valasztott. Ebbél kovetkezik, hogy (7) alapjan

Q"
Oyr,

0, s=r+1,...,k

Az eddigi eredményiink tehat a kovetkezs: Amennyiben a kvadratikus alok diszkri-
mindnsdnak van egy eltiné féminora, ekkor o Q minimumhelyei szdma végtelen lehet”,
azonban a hozzdjuk tartozd minimum értékek megegyeznek. Ha ilyen minimumhelyek
léteznek, akkor felmeriil a kérdés, hogy van-e ezen minimumbhelyek kdz6tt olyan, amelynek

"Ez akkor kbvetkezik be, ha 1. a (5) egyenletrendszer megoldhaté, 2. a (5) egyenletrendszer
determinansa egy pozitiv definit vagy pozitiv szemidefinit kvadratikus alak diszkriminansa.
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nemnegativ koordinatai vannak, mas széval, hogy a

b1+ C11Ya,qy T C12YAy + 0 F Cle-rYa, 20
by + 2194y +C22YAyp + o T C2r—rYr 20

br + CriYappy FCr2Ya g T F Crn—ryr 2 0
Yx,p1 >0
y/\,<+2 Z 0

. 20

egyenlGtlenségrendszernek van-e megoldéasa. A linearis egyenl6tlenségek elméletét H. Min-
kowski®, Farkas Gyula®, és ujabban Haar Alfréd’® fejlesztette ki. L.L. Dines'' egy fon-
tos munkiban az ,egyenlStlenségrang” fogalmat vezette be. Ezen fogalom segitségével el
lehet donteni, hogy egy linearis egyenl8tlenségrendszernek van-e megoldéasa, vagy sem.
Egy linedris egyenldtlenségrendszer matrixa ,egyenl6tlenségrang”-jat tovabbi matrixok
egymas utani elGallitasaval lehet meghatarozni. Teh4at pusztdn a rendszer egyiitthatoéi
segitségével el lehet donteni, hogy létezik-e megoldas. Ha a rendszernek van megoldasa,
és a kvadratikus alak pozitiv definit, akkor a k6z6s minimumeérték, amelyet a Q kvadra-
tikus alak az (6)-ben megadott végtelen sok helyen felvesz, pozitiv kell hogy legyen. Ezt
elegendd egyetlen ilyen pontra igazolni, példaul az

Ya, = blyy)\z =b2,...,y)\,. =br, ?/,\H,, =y,\,.+2 ==Y = 0

pontra.

4. Végil megemlitjiik azt az esetet, amikor a (5) egyenletrendszerek kozdtt nincs
olyan, amelyiknek van nemnegativ megoldasa. Ekkor u = n— 2, v = 1l-re a (5)-b6l adodo

Ax A YA = —CQApr, 1< <n, 1<n<n

egyenleteknek van negativ megoldasa. Ez azonban trivialis médon elegendd ahhoz, hogy
a kvadratikus alak a valtozok pozitiv értékére pozitiv legyen.

(Szeged, 1929. december 1.)

8H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, 39-45. o.

9J. Farkas, Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die Reine und Angewandte
Mathematik, 124(1901) 1-27.

10A. Haar, Uber lineare Ungleichungen, Acta Szeged 2(1924-1926), 1-14.

117, L. Dines, Systems of linear inequalities, Annals of Mathematics 20(1918-1919) 191-199.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



ADALEK A NEMLINEARIS OPTIMALIZALAS TORTENETI ELOZMENYEIHEZ 95

Koszonetnyilvanitas

Ezuton is kdsz6n6m dr. Csendes Tibornak (SZTE, Kalmar Intézet), hogy Lipka

Istvan eredeti dolgozatat leforditotta magyar nyelvre és hozzajarult annak kozzété-
telehez. Szintén koszonettel tartozom dr. Filep Ldszlonénak (Nyiregyhazi Féiskola,
PR-Iroda), hogy betekintést engedett néhai dr. Filep Ldszlé (1941-2004) matema-
tikatorténeti targyi anyagaiba. A dolgozat 2. dbrajanak fényképe Filep Ldszlo
gyUjtésébsl szarmazik. Végezetiil kdszéném dr. Varga Antalnaek (SZTE, Bolyai
Intézet), hogy felhivta a figyelmem Lipka Istvan egykori munkajara.

(1]

2]

3]

(4]

(5]

(6]

Hivatkozasok

H.W. Kuun anp A.W. Tucker: Nonlinear programming. In: Proceedings of the
Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability, 1950,
pp. 481-492, University of California Press, Berkeley and Los Angeles, 1951.

KaLMAR LAszLS: Jelentés az 1938. évi Kénig Gyula-jutalomrél, Mat. és Fiz. Lapok 45
(1938), 1-17.

W. KarusH: Minima of Functions of Several Variables with Ineqaualities as Side Condi-
tions, Master’s Thesis (Department of Mathematics, University of Chicago), 1939.

StePHAN Lipka:  Ein  Eztremalproblem, nebst Anwendung auf eine Stabilitits-
frage, J. Reine und Angewandte Mathematik 166 (1932), 9-15. Letdltheté a
http://dz-srvl.sub.uni-goettingen.de/sub/digbib/loader?did=D280262 cimrdl is.

PrEkoPA ANDRAS: Az oplimalizdldselmélet kialakuldsdnak térténetérél, Alkalmazott
Matematikai Lapok 4 (1978), 165-191.

ANDRAS PREkOPA: On the development of optimization theory, American Mathematical
Monthly 87 (1980), 527-542.

(Beérkezett: 2007. oktdber 16.)

SZABO PETER GABOR

Szegedi Tudomanyegyetem
Szamitogépes Optimaliz4las Tanszék
6701, Szeged, Pf. 652

e-amil: pszabo@inf.u-szeged.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



96 SZABO PETER GABOR
A CONTRIBUTION TO THE PRELIMINARY HISTORY OF NONLINEAR OPTIMIZATION

PETER GABOR SzABO

The paper presents a forgotten article in subject of Nonlinear Optimization. This article
published in Crelle’s Journal in 1932, and its author was Istvan Lipka (1899-1990) a Hungarian
mathematician. In his work, Lipka has considered the inequality constrained nonlinear optimi-
zation problem motivated by an analytical mechanical investigation. He reduced the problem to
solve an algebraic ‘question which based on quadratical forms. The paper contains Lipka's full
work in Hungarian translation, historical comments, biographical data and two photos about the
author.
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