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TOMEGHATAS TiPUSU REAKCIODIFFUZIO-RENDSZEREK
STABILITASA

MAYA MINCHEVA ES DAVID SIEGEL

Forditotta: Egri Edit

Keétfeéle tipusa, megfordithato, illetve aciklikus graffal megadott kémiai reakcié
stabilitasaval kapcsolatos eredményeket terjesztiink ki reakciédiffiizié-rendszerekre.
F&ként a Ljapunov-fiiggvények modszerével igazoljuk a térben homogén stacionarius
allapot aszimptotikus stabilitasat. Néhany példaval illusztraljuk az elmondottakat.

1. Bevezetés

Tekintsilink egy n anyagfajtabol és m lépésbél all6 kémiai rendszert:

n n
ki .
> A 5> BuAr  (i=1,...,m). (1)
k=1 k=1
Jelolje Ag, k =1,...,n a kémiai anyagfajtakat. A k; konstans az i-edik reakci6

sebességi egyiitthat6ja és pozitiv minden i-re. Az ok, ik nemnegativ egészek az
t-edik reakcidéban résztvevd részecskék szamat adjik meg. Jeldlje uy a reakcioban
jelenlevs Ay anyagfajtadk koncentraciojat. Feltételezve, hogy fenndll a tomeghatas
torvénye, az i-edik reakcid sebessége a kbvetkezdképpen irhaté:

fi(u) = kjuf . udin (i=1,...,m).

Feltételezziik, hogy (ux)® = 1, haux >0 (k= 1,...,n). Legyen i = Bir — qix
minden 7,k esetén. A

% t) = Z’yikf,-(u(t)) (k=1,...,n) (2)
i=1
uk(0) = (ux)® > 0 (3)

OEz a dolgozat forditasa a kivetkezének: Mincheva, M. and Siegel, D., "Stability of mass action
reaction-diffusion systems", Nonlinear Analysis, 56(8)(2004) 1105-1131. A forditas a T.047132
OTKA-palyazat tdmogatasaval késziilt.
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kezdetiérték-feladat u megoldasa az Ax (k = 1,...,n) anyagfajtak koncentraci-
6janak idébeli valtozasat adja meg. A (2)-(3) probléma nem fiigg a reakciéban
résztvevs kémiai anyagfajtak atomi felépitésétsl. Erdi és Toth [5]-ben ramutattak,
hogy az atomfiiggetlen sztochiometria Volpert [18], valamint Horn és Jackson [7]
irasaval kezdédik. A (2)-(3) problémat kémiai kinetikai kezdetiérték-problémaénak
nevezziik.

Volpert [19, 12. fejezet] tdmeghatas tipusi kémiai kinetikai kezdetiérték-problé-
mak stabilitasat tanulményozza. El&szor egy aciklikus graf (a fogalmat a 4. szakasz-
ban értelmezziik) esetében mutatja ki: u(t)-nek létezik hatarértéke, mikor t — +o00,
és lim;_, ;o u(t) = W, ahol W stacionarius pont. Az eredményhez gy jut el, hogy
linearis Ljapunov-fliggvényt alkalmaz, amelynek a megvalasztidsa azonban nem
egyértelmd. Ugyanazt a fliggvényt hasznalja fel periodikus megoldas nemlétének
kimutatéisara is.

Egy késobbi fejezetben, lasd [19, 635. oldal], a megfordithaté reakcidk elmé-
letét tanulmanyozza (értelmezésiik az 5. fejezetben). Ez némiképp megegyezik a
komplex kiegyensulyozottsdg elméletével, amelyet Horn, Jackson és Feinberg dol-
gozott ki az 1970-es években, noha ez utdbbi 4ltalanosabb eredményhez vezet.
[19, 642. oldal] tétele megfordithaté reakcibkra vonatkozo stabilitdsi eredményeket
ir le. A bizonyitas felhasznalja a (21) egyenletben szereplé nemlineéris Ljapunov-
fliggvenyt. Egy megoldas w-hatarhalmaza vagy nemnegativ stacionarius pontokbél
vagy egyetlen pozitiv stacionarius pontbél all. Mindegyik pozitiv stacionarius pont
benne van egy invaridns sikban. Ebben az invarians sikban a megoldés relative
aszimptotikusan stabilis, egyébként csak stabilis. A szerzd a Ljapunov-fiiggvény
alkalmazasaval igazolja azt is, hogy nem létezik periodikus palya.

Ezek [19] eredményei, amelyeket itt kiterjesztiink reakciodiffuzi6-rendszerekre.
Munkank a fentiekre épil és a [10, 11] irdsokra.

Ebben a cikkben feltételezziik, hogy az up koncentracidk fiiggenek az x tér-
beli valtozotdl is. Ennek kévetkeztében reakciodiffizio-egyenletrendszert kapunk a
megfeleld kezdetiérték- és perernfeltétellel:

%(x, t) = dAgu(x,t) + Z’Yikfi(u(X,t))a (x,t) € 2 x (0,T], (4)
ua(%,0) = (ue)o(x) > 0, xed, ®)
% (x,1) =0, (x,t) € 92 x (0,T),  (6)

ahol k=1,...,n. T lehet +oo is, amikor stabilitast targyalunk. Jeldlje
u = (u1,...,un)7 az n szamu ux (k = 1,...,n) koncentraciébél alkotott vektort.
Feltételezziik, hogy az Osszes d diffizids egyiitthaté allandé és d > 0-val egyenld.
Az Q) halmaz R*-beli (s > 0) korlatos tartomany, megfelelGen sima hatarral. Az (1)
kémiai rendszert zartnak tekintjik abban az értelemben, ami zér6 fluxusi perem-
feltételnek felel meg. A v vektor a kiils6 (kifelé mutatd) normalis egységvektor Q2
hataran, 6Q0-n.
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[9}-b6l tudjuk, hogy u(x,t) > 0 minden x € Q és ¢t > 0 esetén mindaddig,
mig létezik a megoldas. Csak olyan ug(x) > 0 kezdeti értékeket fogunk tekinteni,
amelyekre u(x,t) > 0 teljesiil minden (x,t) € 2x (0, T] esetén. Ezt a tipusi szigora
pozitivitast [9] targyalja.

A parcialis differencidlegyenlet felallitasanal tekintsiik a Volpert altal tanul-
manyozott két tipusi rendszert. Mindkét esetben Ljapunov-fiiggvényt hasznalva
megmutatjuk, hogy a PDE-nek létezik olyan megoldéasa, amely V¢ > 0 esetére
értelmezve van.

F6 ercdményeink a kovetkezSk: aciklikus graf esetén u(x,t) olyan allandd
megoldashoz, u-hoz konvergil, amint ¢ — 400, amely a megfelel6 kdzonséges
differencialegyenlet-rendszer (KDE-rendszer) stacionarius pontja. Megfordithaté
reakci6k esetén a megoldas w-hatarhalmaza vagy egyetlen pozitiv stacionarius
pontja lesz, vagy pedig nemnegativ stacionarius pontjai lesznek a megfelelé KDE-
rendszernek.

Erdekes lesz megvizsgalni a fenti rendszer megoldasanak stabilitasat, mikor a
diffuzios egyiitthatok kiilonbozdek. Eldszor igazolnunk kell, a Ljapunov-fiiggvénytél
eltér6 modszert hasznalva, hogy az u(x,t) megoldas létezik minden ¢ > 0 esetén.
Példaul néhany sajatos esetben alkalmazhaték az invarians téglalapok, lasd [3].
Az egyediili eredmény! ez iranyban, amir6l tudomasunk van, félcsoportelméletet
hasznal annak igazolasara, hogy az

A+B &
k.

reakciéban szereplé anyagfajtik koncentracidja térben homogén stacionarius pont-
hoz tart {13]. Ugyanaz a stabilitasi eredmény all fenn, mint amelyet itt mutatunk
be (lasd 3. példa), amikor a harom diffuzios egyiitthat6 kiilonbozik. Ugyanezen
kémiai kinetikal kezdeti-peremérték feladat megoldasanak globalis létezését igazol-
jak [2]-ben, a priori korlatokat hasznalva. Viszont a stabilitds kérdését [2] nem
targyalja.

frasunk a kévetkezéképpen épiil fel: a 2. fejezet hattértajékoztatot tartalmaz.
A {6 eredményeket a 3. fejezetben jelentjiik ki, és a 4. és 5. fejezetben bizonyitjuk
be. A 6. fejezet példakat tartalmaz. Az 5. fejezetbeli eredmények kibovitését
megfordithaté reakciokrol gyengén megfordithaté esetekre a 7. fejezet vazolja.

INéhany tovabbi eredmeény talalhaté itt:

- R.H. Martin, Lecture notes in mathematics; Nonlinear semigroups, partial differential
equations and attractors; Proceedings of a symposium held in Washington, D.C., August
5-8, 1985, Springer-Verlag, page 121, Proposition 2.

- A.M. Turing, The chemical basis of morphogenesis, Phil. Trans. Ray. Soc. London, B237,
37-72 (1952) (Two variable systems)

- George R. Gavalas: Nonlinear Differential Equations of Chemically Reacting Systems,
Springer-Verlag New York Inc. 1968, pages 86-96 (Stability of nonconstant stationary
states).(A fordito)
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2. Néhany jeldlés, feltevés és felhasznalt eredmény

Az u fiiggvény értékkészlete R™-beli, és R™-ben az euklideszi normat ||-|| jel6li.
Az u > 0, ill. u > 0 jeldlés jelentése: up > 0, ill. ux > 0, minden k = 1,...,n
esetén. A w : @ — R™ Holder-folytonos fiiggvény esetén jeldlje ||-||,, 0 <a<1a
Hélder-normat,

o W)~ W)
Wl := 52 =51
X, y€N

Ha w a C?**(Q) Banach-térbél van, akkor

s

p,r=1

8

3

©  pr=1

9w

0zp0T,

0%w
0,0z,

(7)

ow
O0zp

3
IWligyg = 1Wlloo + D
p=1 @

ahol ||-||,, a szuprémumnorma. A (7) definici6 els6 harom tagja a C2(£1) tér nor-
majat képezi. Ezt jeldlje |||, .

Q hatara, 99, C?*® sima. Sziikségiink van mindezen technikai feltételezésekre,
hogy biztositsuk a lokalis megoldas létezését. Egy pillanatra sokkal altalanosabb
rendszerre tériink at:

u(x,t) = dAu(x,t) + g(u(x,t)), (x,t) € Q x (0,77, (8)
u(x,0) = ug(x) > 0, x € Q, (9)
g—z(x,t) =0, (x,t) € 90 x (0, 7). (10)

Tekintsiik az alabbi tételt. ElsS része a lokalis létezésre vonatkozolag [1]-b6l
szarmazik, mig a masodik, C?*®-beli globalis korlatossagrol sz6lo, [12]-bol.

2.1. TETEL. Feltételezziik, hogy d > 0, ug € C***(Q) és duy/dv = 0 6Q-n.
Feltételezziik tovidbba, hogy g lokilisan Lipschitz-tulajdonsagi fiiggvény. Akkor
létezik T > 0 ugy, hogy a (8)—(10) rendszernek egyetlen lokilis klasszikus megoldasa
van, u € C*(Q x [0,T]) N C'( x [0,T]). Ha taldlunk egy a priori becslést

lu(x,t)|| < K, (11)

ugy, hogy K figgetlen i-t6l, akkor minden ¢t > 0 esetén a megoldas létezik és
korlatos C?*+*(Q)-ban,

sup [[u(x,t)||l54q = K1 < +oo0.
>0
Az u fiiggvény globalis korldtosséga, amely a (11) becslésbél adédik, biztositja,
hogy az {u(x,t)|t > 0} halmaz relativ kompakt halmaz C?(Q)-ban. A kompakt

halmaz értelmezése szerint, ha adott egy {tx} — +o0 sorozat, akkor létezik ennek
olyan {73} — oo részsorozata, amelyre

v = klim u(-,7x) C?*Q)-ban.
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Bevezetjiik a (8)-(10) rendszer u megoldasahoz tartozé w-hatarhalmaz fogal-
mat, mikor T' = +o0.

2.1. Definicié. Az u megoldas w-hatarhalmaza a kovetkezd figgvények hal-
maza:

+ = 02 ﬁ li te) — =0
ot = {ve @] tim_fut.6) - vl, =0,
valamilyen {t;} — +o00 sorozat esetén} .

[11] 1. tétele szerint az wt halmaz nem iires és kompakt részhalmaza C?(Q)-
nak, ha u korlatos C?+*(f2)-ban.

Idéziink néhany lemmat [10]-bdl, mivel szitkségiink lesz rajuk a tovabbiakban.
A bizonyitasok és hivatkozasok [10]-ben elérhetSek.

2.1. LEMMA. Ha a p,¢ € C2(Q2 x (0,T)) N C*(Q x [0, T)) fiiggvények teljesitik

pe(x,t) < Lp)(x,t) + g(p(x, 1)),

illetve

Ye(x,t) 2 L(P)(x, t) + g(¥(x, 1)), (x,t) € (2 x (0,T7),

(p(X, O) < ’l/)(X, 0)1 x €,
g—f x,1) < g—f(x,t), (x,t) € (89 x (0,T)),

feltételeket, ahol L egyenletesen elliptikus operétor és g lokilisan Lipschitz-tulajdonsagi
fiiggvény, akkor p(x,t) < ¥(x,t), ha (x,t) € Q x [0,T].

2.2. LEMMA. Feltételezziik, hogy ap € C2(2x (0, T))NC (2 x [0, T)) fiiggvény
teljesiti a

pe(x,8) = dBp(x, 1) (x,£) € 2 x (0,00),
Op
B—V(x,t) =0 (x,t) € 90 x (0, 00)
feltételeket, és hogy ¢(-,0) € C?T*(Q). Ekkor
Jim o, t) —efl; =0,
ahol

c:= ’le—l/w(x, 0) dx,
)

| pedig Q térfogatat jelenti.
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2.3. LEMMA. Feltételezziik, hogy u és v olyan megoldédsa a (8)-(10) rendszer-
nek, amelyek kezdeti értékei teljesitik az alabbi feltételt:

lu(x,0) = v(x,0)| < p (x €.
Ha g : R™ — R" kielégiti a Lipschitz-féle feltételt, vagyis
llg(z) — g(z')|| < M|z -2,

akkor _
lu(x,t) — v(x,t)|| < pe™t (x,t) € Q2 x [0,T].

2.4. LEMMA. Tegyiik fel, hogy aV fiiggvényre teljesiil a Vi (x,t)—dAV(x,t) <0
egyenlGtlenség, ha

(x,t) €2 x (0,+00) é OV(x,t)/0v =0, ha (x,t)€ I x(0,+00).

Feltételezziik, hogy V alulrél korlatos. Akkor a

mm=ﬁzvmnu

fiiggvény csokkend, valamint lim;— 10 h(t) = a és limiyoo V(x, t) = a, egyenle-
tesen C%(Q)-ban.

3. A {6 eredmények megfogalmazasa

A (2)-(3) rendszer barmely u megoldasa, mikor nincs jelen diffizié, benne
marad egy invarians sikban. Legyen I' = (vix) a (2) egyenletben szerepl$ egytitt-
hatok m x m-es matrixa, és legyen {A;} a I'A = 0 rendszer alapmegoldasainak
halmaza. Ha rang(l') = r, akkor létezik n — r szdmu lineérisan fiiggetlen megol-
das: Al =1,2,...,(n —r). Ezek egy olyan A métrixot alkotnak, melynek sorai
/\,T,l =1,...,(n—-7). A A matrix (n —r) x n-es. A = invarians sikot a kdvetkezd-
képpen értelmezziik

m(ug) = {u € R*"|A(u — ug) = 0},

ahol g 4lland6 vektor. Ha u(0) € m(ug) akkor u(t) € m(uo), lasd [19, 637. oldall.

Most egy hasonlé ecredményt mutatunk be a (4)-(6) PDE-rendszer u megol-
dasairdl, feltételezve, hogy a megoldasok minden ¢ > 0 esetén léteznek. Skala-
risan megszorozzuk (4)-et A soraival, AT-vel, [ = 1,...,n — r. Felhasznalva, hogy
MTT = 0, kivetkezik, hogy (Au), = dA(Au). Miutan alkalmazzuk A-t ug(x)-ra, a
kezdetiérték Aug(x) lesz. A peremfeltételre pedig kapjuk

Ou Ou 0(Au)
81/_0 = ABV_O = 50 =0.
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Ha most w(x,t) := Au(x,t), akkor erre a kovetkezs rendszert kapjuk:

wi(x,t) = dAw(x, 1), (x,t) € ¥ x (0, 00),

w(x,0) = Aug(x), x €9,
M, (x,1) € 39 x (0, 00).
Jv

A 2.2. lemma szerint

. , . A S AN
t—l—‘uﬁ‘lx iw(-,t)—¢l, =0, ¢:= ﬁ / Aug(x) dx.
Q

Most bevezetiink egy formalis definiciét #(up(x))-re, az invaridns hatarsikra:
3.1. Definicié. A (4)—(6) rendszer egy megoldasara nézve (amelyrd] feltéte-
lezziik, hogy létezik V ¢ > O-ra), invarians hatarsiknak nevezziik az alabbi halmazt

#(ug) = {u € R}|Au=a},

ahol
.
a:= W / Auy(x) dx.
Q

Megemlitettiik, hogy Ljapunov-fiiggvényeket fogunk hasznélni a f6 eredmények
bizonyitasaban. Aciklikus graf esetén (lasd 4. fejezet) a Ljapunov-fliggvény (14)
alaku. Megfordithato reakcidk esetén (lasd 5. fejezet) a Ljapunov-fiiggvény (21)
alaku.

Most a fontosabb tételek kimondéasaval folytatjuk, amelyeket az aciklikus
graffal rendelkez$ és a megfordithaté reakciok esetén kiilén-kiilon bebizonyitunk.
Az alabbi két tételben — a megfordithaté reakcick esetében - feltételezziik, hogy
teljesiil az A Feltétel (lasd 5. fejezet).

3.1. TETEL. Tekintsiik a (4)-(6) rendszert aciklikus graf, illetve megfordithaté
reakcibk esetében. Mutatunk egy (11) tipusi a priori becslést, ennélfogva u(x,t)
globalisan létezik Vt > 0 mellett. Az w™-hatdrhalmaz kizérélag konstans fiiggvé-
nyeket tartalmaz. Ez azt jelenti, hogy ha ¢ € wt, akkor ¢ € R" és létezik olyan
{tx} — +00 sorozat, amellyel

limfja( ) = cll, = 0.

A lenti tétel a [11}-ben talalhaté 2. tételen alapszik. Ez ut6bbi egy altalanosi-

tasa a La Salle-Ljapunov-féle tételnek parabolikus egyenletrendszerekre. A szerzék

utalnak egy problémara abban az esetben amikor V,,, > 0 teljesiil V., > 0 helyett,
de ez nem befolyasolja tételiik ide vonatkozo részét.
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3.2. TETEL. Feltéve, hogy a 3.1. tétel feltételei teljesiilnek, az w™ hatarhal-
maz a #(up) invaridns hatarsikban fekszik. Az invaridns hatarsik pozitiv invari-
4ns halmaza a megfeleld KDE-rendszernek. Jeldlje H vagy a (14)-ban szereplé F
Ljapunov-fiiggvényt, vagy V-t (26)-ban, (2)—(3) egy u megoldisa mentén. Ekkor
H =VH . (ITf).

Az wt hatdrhalmaz, mint R™ részhalmaza, invaridns halmaza a megfelelé
u = I'Tf o u KDE-rendszernek és H eltiinik wt-ban.

Aciklikus graf esetén az w* halmaz csak egyetlen pontot tartalmaz. Ha a reak-
cié megfordithato, wt vagy egyetlen pozitiv részletesen kiegyensilyozott staciona-
rius pontbdl 4ll, vagy pedig a #(ug) hatdrsikbeli nemnegativ részletesen kiegyensii-
lyozott staciondrius pontokbdl. Minden pozitiv staciondrius pont aszimptotikusan
stabilis az azonos invaridns hatarsikokkal rendelkez6 megoldésok kézdtt.

A részletesen kiegyensiulyozott stacionarius pontokat az 5. fejezetben értel-
mezziik. Ezek stacionarius pontok. A 3.2. tétel értelmében w™ részhalmaza az
invarians hatarsiknak, és részhalmaza a KDE-re vonatkozo legnagyobb olyan inva-
rians halmaznak, ahol H eltinik. Tulajdonképpen a [10}-ben szereplé 2.4. lemma
szerint, mivel Vt > 0 esetén létezik és korlatos az u megoldas, ezért

lim dist(u(-,t),w*) =0,
t—-+o00

ahol dist a C2-norma szerinti tavolsag. A kdvetkezs tétel azt allitja, hogy a (4)-(6)
rendszernek nincs periodikus megoldasa.

3.3. TETEL. Aciklikus graf vagy megfordithaté reakciék esetén (4)-(6) nem
rendelkezik nemnegativ, nemkonstans periodikus megoldassal.

A 3.1-3.3. tételt kiterjesztjilk gyengén megfordithatd esetekre is a 7. szakasz-
ban.

4. Aciklikus grafok esete

Volpert a {18] cikkben a kémiai reakci6 fogalmat mint grafot vezeti be. Erre
a grafra Volpert-graf néven hivatkozunk, lasd [5]. Egy kémiai reakcié Volpert-
grafjanak csucsai két halmazba sorolhatok. Az egyikbe a kémiai reakciéban részt-
vev A ={A,,...,A,} anyagfajtakat soroljuk, mig a masikba a B = {By,..., B}
reakciblépéseket. Ha a B; reakcidban ;i egység (molekula, atom) A; anyag vesz
részt, ezt a graf (Ag, B;) élén «yp sillyal jel6ljiik. Hasonloképpen rendeliink a
(B;, Ak) élhez (i sulyt, amely arra utal, hogy Bir egység Ar anyag keletkezett
a B; reakci6lépés soran. Ha oy = 1 vagy B = 1, akkor ezt a Volpert-graf
élein nem tiintetjliik fel. Azokat a grafokat, amelyek csicsait két diszjunkt hal-
mazba sorolhatjuk, paros grafoknak nevezziik. B&vebb magyarazatok és példak
[19, 608-609. oldal}-on talalhatok.
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Most megmagyarazzuk az aciklikus graf fogalmat. Ez olyan graf, amely nem
tartalmaz koroket, azaz a paros Volpert-grafban nem létezik olyan dtvonal (iranyi-
tott élek sorozata), amely tobb mint egyszer halad keresztiil egy cstucson. Az acikli-
kus graf valamelyest ellentettje a Horn, Jackson és Feinberg elmélete szerinti meg-
fordithatd (lasd a kovetkezé fejezetben) vagy gyengén megfordithaté grafoknak.
Ennek ellenére a kapott eredmény tipikus viselkedést mutat: konvergenciat egy
térben homogén stacionarius allapothoz.

Itt a A matrix jelentése eltér a 3. fejezetben szerepléétsl. Tekintsitk az

Li(/\)=z7'ik)‘k <0, t=1,...,m, (12)
k=1

egyenlStlenségrendszer A megoldasait. Ez a rendszer n linearisan fliggetlen nemne-
gativ megoldassal rendelkezik, jeldlje ezeket A (I =1,...,n), lasd [19, a 624. oldal

tétele]. Tekintsiik a A matrixot (/\l)T v, (A™)T sorokkal. Ez alsé6 haromszog-
métrix, az 4tl6jan 1-esekkel. A [19, 626. oldal| kivetkezményének értelmében léte-
zik olyan megoldas, legyen ez épp A", amely pozitiv vektor, és amelyre (12) szigor
egyenlGtlenséggé valik, azaz

n
i :=Z'y,-k)\2 <0 (i=1,...,m). (13)
k=1

Legyen
n
F(u):= > Mug (14)
k=1

a (4)—(6) reakciodiffuzié-rendszer Ljapunov-fiiggvénye aciklikus graf esetén. Ugyan-
ezt a Ljapunov-fiiggvényt hasznalja [19, 633. oldal] a megfeleld KDE-rendszerre.

Bizonyitds. (3.1. tétel)

Elgszor u(x,t) globalis létezésével foglalkozunk. F(u(x,t))-re egy differencialis
egyenlStlenséget alkalmazunk, igy igazoljuk u(x,t) globalis korlatossagat, mikor
(x,t) €  x [0, +00). Tekintsiik az alabbi 6sszefiiggést

6Uk n n m
)\z <W - dAuk> = Ig/\k ;’Yikfi ou=

m
Aevikfiou = Z#ifi ou<0.

i=1

(Fou); —dA(Fou) =

M M
[\/]z

i=1k

Az utolsé egyenlStlenség (13)-bol és f; o u > 0-bol kévetkezik, mivel f; ou
[9] szerint az ux > 0 (k = 1,...,n) nemnegativ koncentracidk szorzata. Mivel
u(x,0) > 0, az (F o u)(x, 0) kezdeti érték az alabbi 6sszefliggést elégiti ki:

.a
1
[

-

n
(Fou)(x,0) = Z Arug(x,0) >0, x € Q.
k=1
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Mivel u teljesiti a (6) egyenletet, kdvetkezik, hogy

[ ou) Z/\A duy _

Tehat (F o u)(x,t)-re teljesiilnek az alabbiak:

(
(Fou)(x,t) — dA(F o u)(x,t) <0, (x,t) € 2 x (0,7,
(

Fou)(x,0) >0, xe)
9 ew) g (x,t) € 092 x (0,T
oo (x,t) =0, X, , 1.

Most alkalmazzuk a 2.1. lemmat ¢ = F o u és 1 = £ esetében, ahol

& > max F(u(x,0)).
XEN
Kapjuk, hogy 0 < F(u(x,t)) <&, ésezért 0 < up(x,t) <6 (k=1,...,n). Ad
konstans csak £-t6l fiigg, azaz az (F ou)(-, 0) kezdetiérték-fiiggvénytdl és T-t61 nem.
Mivel a megoldasnak euklideszi normaban T-t6} fiiggetlen korlatja van, a 2.1. tétel
értelmében u korlatos C2+(Q2)-ban, azaz

sup lu(-; D)llg4q = K1 < +00. (15)

Igy igazoltuk, hogy u(x,t) létezik, V t > 0-ra.
Legyen v € wt. (15)-bdl kdvetkezik, hogy létezik olyan {tx} sorozat, amelyre

ty — 400 és

lim u(-,tx)=v  C%(Q) — ban.

k—oo
Ki fogjuk mutatni, hogy Vu(x,#x) — 0 x-ben egyenletesen konvergal, mikor
{tx} — +o0. Ebb&] kivetkezni fog, hogy a v(x) allandé vektor, vagy Vv(x) = 0.
A A = (A,) matrix olyan als6 hiromszdg-matrix, amelyre A\ = 1,ha k = ; A} =
hak>1l;é6s M\ >0,hak<l.
Tekintsiik az

(Fou)¥P(x,t) Zx\kukxt) l=1,...,n (16)

fliggvényeket. Mivel ug(x,t) > 0, mindegyik (F o u)(‘) >0, és

n

(Fou)gl) dA(F o) (l) = Z)\iz%kfz ou=

k=1 i=1

i(Z\A Z/\>j ou;iLL/\)fLou<0
(R
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mivel (12) szerint L;(A}) <0, és fiou>0(i=1,...,m).
Tekintsitk tovabba a kovetkezs integralokat:

10() = é / [(F ou)®(x, £)]2 dx > 0.
Q

Ha ezt derivaljuk, a kdvetkezst kapjuk:

() = / (F o u)O(x, 8)(F o )P (x, t)dx <
Q
<d [ (Fou)0 (e AF 0w (x,t)dx = ()
Q
= —d Vz(Fo u)(l)(x, t) 2 dx < 0.
[l

Ez utébbi szamolasnal felhasznaltuk az
(Fou)D(Fou)) <d(F ou)DA(F ou)®

Osszefiiggést, a divergencia tételét és a zér6 fluxusi peremérték-feltételt, amely
teljesiil F(V-re V | esetén. Az I fiiggvény monoton csdkkend, alsé korlatja 0. Igy

a
lim IW(#) =a; >0

t—+o00
hatarérték létezik, és minden [ = 1,...,n esetén
IW(t) — 0, mikor t — +o0. (18)

(18) érvényessége attél fiigg, hogy I'(t) korlatos-e, ha t— +oo, lasd
[14, 101. oldal]. (F o u)g) korlatossaga (vagy, ami ezzel egyenértékd: u, korla-
tossaga) [4, 16, 225-226. oldal] érveléséhez hasonl6an bizonyithaté. A 2.1. tételbsl
mar tudjuk, hogy

sup [[u(, )l 40 = K.

>0

Vegyiik (4)-b6l a k-adik egyenletet T = +oo-re, és legyen w(x,t) = uk(x,t),

valamint
m
9= Virfi.
i=1
Tehat egy adott id6pontban csak egy egyenletet tekintiink:
wy(x,t) = dAw(x,t) + g(u(x, t)),

ahol g o u differencialhat6 és egyenletesen korlatos Q x [0, c0)-ben. Figyeljiik meg,
hogy ez ut6bbi azért igaz, mivel g(u(x, t)) olyan u;-k szorzata, amelyek nemnegativ
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egész hatvanyokra vannak emelve. Az [1]-ben szerepl6 1. tétel szerint w(-, t) korlatos
C?*t%.ban, V t > O-ra, tehat w; egyenletesen korlatos ¥ ¢t > 0-ra C*(Q)-ban. Mivel

ez utobbi fennall minden ug-ra (k = 1,...,n), u, egyenletesen korlatos C*(Q2)-ban.
Derivaljuk a fenti egyenletet ¢ szerint:

wy = dAw; + Vygou - u,.

A reakciés tag ismét egyenletesen korlatos minden t > 0 esetén. Ebbél
kévetkezik, hogy w; € C?t*, tehat wy; egyenletesen korlatos ¥ ¢ > 0 mellett, lasd
[16, 225. oldal]. Igy uy egyenletesen korlatos, és ennélfogva (F o u)g? is az. (18)
és (17) szerint ebbdl az kivetkezik, hogy {tr} — +00 esetében

Ve(Fou)P(v(x)) =0,V L
Tekintsiik rendre az F()(v(x))-eket (I = 1,...,n). Hal =1, akkor
FO(v(x)) = vi(x),

azaz Vu; = 0. Hal = 2, F® (v) = A2v; + v, és kovetkezik, hogy A2V + Vs = 0,
innen pedig

Vg = (/\va1 + Vug) — Xval = (.
Alkalmazzuk a matematikai indukciét. Feltételezziik, hogy
Vo =0,k=1,...,5—1.
Hasznalva az
(F ou)¥)(v(x) Z)‘k“k )+ v;(x)
Osszefliggést és alkalmazva a
V(Fouw)¥) =0, Vo =0, (k=1,...,j —1)

egyenl6ségeket, kovetkezik, hogy:

j-1 Jj-1
Vu; = (Z M.V + ij> =Y M Vu =o0.
k=1

k=1

Tehat V(v(x)) = 0 barmely x € Q mellett. Ezért v(x) = ¢, ahol ¢ konstans
vektor. Ezzel a 3.1. tétel bizonyitasat befejeztiik. m]
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Megjegyzés. A [11]-ben 1évS elmélet nem alkalmazhaté a (14)-ben szerepls
linearis Ljapunov-figgvény esetében. Az

(Fou); —dA(Fou)<0

miivelet elvégzése utan az egyenlGtlenség bal oldalan nem fog szerepelni a —c || V||,
c> 0 tag.

Bizonyitasunk sorin egy energiat jelent$ integralt hasznaltunk, hogy megkap-
juk u gradiensét.

Bizonyitds. (3.2. tétel)

Csak a bizonyitas masodik felét ismertetjiik. A [11] 2. tétele szerint az w™
hatarhalmaz, mint R™ részhalmaza, invaridns halmaza az u = ['Tf(-,u) KDE-
rendszernek és H(u) elttnik az wt halmazon.

Kimutatjuk, hogy w* C #(ug(x)). Amint kordbban bizonyitottuk, ha v € w™,
akkor létezik olyan {tx} — 400 sorozat, hogy u(x, tx) — v(x) x-ben egyenletesen.
A 3.1. tétel értelmében v(x) = p, ahol p konstans. Tehat Au(x,tr) — Ap, mikor
{tx} — +o0. Viszont a 2. értelmezés szerint Au(x,t) — a, hat — +oo. gy Ap=a
és p € 7(ug(x)). Az invarians sik definici6éjabol konnyen kovetkezik, hogy #(ug(x))
pozitiv invaridns a (2)-(3) KDE-rendszerre nézve.

Felhasznaljuk azt a tényt, hogy w™ részhalmaza az alabbi halmaznak:

{11 e R (u) - Z}u/’,(u) = ()} .
=1
ahol p; az, amit (13) értelmez. Aciklikus graf esetén
wtc{ueR*|fi(u)=0,Vi=1,...,m}.

Ebbél kévetkezik, hogy legalabb egy k értékre ux = 0 (k = 1,...,n). Tehat egyes
kémiai anyagfajtdk elfogynak, amire a reakci6 véget ér.

Most kimutatjuk, hogy w™ csak egyetlen pontot tartalmaz. Felhasznaljuk a
(16)-ban értelmezett F' (I =1,...,n) fiiggvényeket. Tekintsiik a

1 ,
GOt = ﬁ/l”‘”(u(x,f))dx
Q

integralokat. Mivel F(!)(u(x,t)) > 0, kovetkezik, hogy G®(¢) > 0. Majd felhasz-
nélva a
aFW® /oy =0, FY —dAF® <

Osszefliggéseket és a divergencia tételét, kapjuk:

dc® 1 D) 1
= —_—_ (F < (O
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Tehat G(’)(t) — g®, ha t — 400, ahol g-ek allandok (I = 1,...,n). Ezért, ha
t — +o0, felirhatjuk, hogy

G(l)(t lQ| /u1 x,t dx—+g(1) = py,

GO() =

IQI / My (x,t) + ua(x,t)) dx — g = X2p, + py,

k=1

n—1
GM(¢t) = _Q_/ (Z Afuk(x,t) + un(x, t)) dx — g™ = Z AkPk + Pn.
Q

k=1

Mivel mindegyik G{i) konvergens, ha t — +o0, kévetkezik, hogy

1
U(t) = lﬁ—[/u(x, t)dx — p, t— +o0.

Legyen q € wt, vagyis bizonyos {tx} — +o0 esetén u(x,tx) — q, ha k — +o0.
Feltételezziik, hogy létezik egy masik {7y} — +00 sorozat, amelyre

ux,7%) —q, k- 400 és q#4q

Ekkor viszont U(tg) — q és U(7) — 4, k — +00. Ez azonban ellentmond annak,

hogy U(t) — p, ha t — +oc. Ténylegesen u(x,t) — p, ha t — +oo. 0
Megjegyzés.
1. Amint Volpert targyalja {19, 12. fejezet]-ben, KDE-ek esetén a fenti

elmélet méas kémiai reakciékra is vonatkozik, nem csak aciklikus Volpert-
graffal rendelkez6kre, mindaddig, mig a (12) egyenl6tlenségnek létezik
pozitiv megoldisa. Bizonyitasunkban felhasznaltuk azt a tényt, hogy a
(12) rendszernek n nemnegativ megoldasa van. Levonhatjuk azt a kévet-
keztetést, hogy ez a kiterjesztés reakciddiffizio-rendszerekre nem érvényes.
[20, 299. oldal]-4n talalhatd olyan példa, amelyben (12)-nek van pozitiv
megoldésa, de nincs n szAmt nemnegativ megoldasa. A paros graf, amely
a reakciot fejezi ki, nem bizonyul aciklikusnak.

Az a stacionarius pont, amelyhez a megoldas konvergal, fligghet a k; reak-
cidsebességi egylitthatoktol, amint ez lathato {19, 627. oldal] II. példa-
jdban. Ez a helyzet bekovetkezhet PDE-ek esetén is, lasd a 6. fejezet
6.2. példajat.

Most kiterjesztjiik a [19, 632. oldal] tételének masodik részét. Ez azt mondja ki,
hogy aciklikus graf esetében (2)-(3) megoldasa nem lehet nemnegativ nemtrivialis
periodikus megoldas.
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Bizonyitds. (3.3. tétel)

A (14) Ljapunov-fiiggvényt fogjuk hasznalni a (13) feltételekkel. Legyen u egy
nemtrivialis, nem alland6 megold4sa (4)-(6)-nak. Ha u periodikus megoldas, akkor
3T >0, hogy ¥V x € Q és t > 0 esetén

u(x,t+7T) =u(x,t).
Ebbél kévetkezik, hogy
F(u(x,t))=F (u(x,t+T)).

Tekintsitk az F Ljapunov-fiiggvényt az Q x [0,T] halmazon, ahol T < T. Ekkor
u(x,t) > 0, ha (x,t) € Q x (0,T]. Tehat fi(u(x,t)) >0 (i =1,...,m). Figyelembe
véve (13)-at, a (19) egyenlGtlenség szigoru lesz:

(Fou)(x,t) — dA(Fou)(x,t) = Zuifi(u(x, 1)) <0, (x,t)eQx(0,T], (19)
i=1

F(U(X, 0)) < 61 X € Q,
a(FaZ ll) (X, t) =0, (X, t) € 90 x (O,T]

A (19)-ben szerepl6 szigora egyenlGtlenségnek és a nulla fluxusia peremfeltétel-
nek tulajdonithatéan F'(u(x,t)) eléri a maximumat ¢ = 0-ban. Feltételezziik, hogy
ez valamely xq €  mellett kovetkezik be. Akkor minden (x,t) € Q x (0,7 esetén

F(u(x,1)) < F(u(xo,0)) = F(u(xo,T)).

Legyen F(u(x0,0)) > 0,xp € Q. Igy a maximumét (xo,T) €  x (0,T]-ben éri
el. Ez ellentmond a (19)-beli szigorid egyenl6tlenségnek. Ha F(u(xo,0)) = 0,
ellentmondéasba kertiliink F(u(x,t)) > 0-val.

Ha xo € 89, akkor F az (xo,7T) € 99 x (0,T] pontban éri el a maximumat.
A nulla fluxusi peremfeltétel (xo,T)-ban ellentmond az erds maximumelvnek. O

5. Megfordithaté reakciok

Megfordithaté reakciok az alabbi tipusi kémiai reakciok

n k-+ n
Y oaikAr = Y BuAx, i=1,...,m, (20)
k=1 i k=1

ahol &,k > 0 az i-edik reakci6 elére-, ill. visszafele mutat6 reakciésebességi

egyiitthatéi. Egy megfordithat6 reakcié Ljapunov-fiiggvénye lehet az a

V(w) = S urlln(ue) - (cx +1)) (21)
k=1
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fiiggvény, ahol mindegyik ¢, konstans. A V fliggvény tartalmaz egy logaritmikus
tagot, ami azt jelenti, hogy V(u) csak u > O-ra van értelmezve. Emlékeztetiink,
hogy csak olyan megoldasok érdekelnek benniinket, amelyekre

u(x,t) > 0, (x,t) € 2 x (0, 00).
A V(u) fliggvény folytonossé tehetS a nemnegativ ortanson, mivel

lim uln(u) = 0.

u—0+

Részletesen kiegyensulyozott stacionarius pont az olyan u pont, amelyre az
n
fr=rf[Jue & 7=k T e (22)
k=1

sebességértékek azonosak. Tehat részletesen kiegyensulyozott stacionérius pont ese-
tén ff = f7 (i =1,...,m). Megmutathat6, hogy egy részletesen kiegyensilyozott
stacionarius pont stacionarius pontja a (2)-(3) KDE-nek. Most bevezetiink egy,
a részletesen kiegyensulyozott stacionarius pontok létezésére és egyértelmiségére
vonatkoz6 feltételt.

A. FELTETEL: Feltételezziik, hogy létezik U pozitiv részletesen kiegyensulyozott
stacionarius pont PDE-re.

Ha az A. feltétel teljestil, akkor [19, 613. oldal] tétele szerint minden invarians
sikban létezik egyetlen U pozitiv részletesen kiegyensilyozott stacionérius pont.
Legyen a (21)-ben szerepld cx olyan, hogy T, = exp(ck). A V fiiggvény bizonyos
tulajdonsagokkal rendelkezik, amelyet [19] targyal KDE-rendszerek esetén:

1. 31 € 7(up(x)) agy, hogy V(u) > V(T), Vu € #{ug(x)), ahol u > 0, azaz

1 abszolut minimumbhely.

2. V(u) — +00, ha ||u]| = +o0 és V(u) — 0, ha [Ju| — 0.
A KDE esetét lasd bévebben [17, 19]-ben.

Bizonyitds. (3.1. tétel)
Tekintsiik a V(u(x,t)) fiiggvényt, ahol u megoldasa a (4)—(6) reakciodiffuzio-
rendszernek. Eldszor kimutatjuk, hogy

(Vou)(x,t) — dA(V ou)(x,t) <0, (x,t) € Q x (0,7

Kiszamoljuk V;-t:

(Vou)y=(VyV)ou-u = Z(ln(uk) —Ck) <dAuk + Z ik fi © u) .

k=1 i=1

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



TOMEGHATAS TIPUSU REAKCIODIFFUZIO-RENDSZEREK STABILITASA 113

AV kiszamolasa végett kiszamitjuk az alabbi parcialis derivaltakat:

T =V - g = > (in(m) e 2t

Oz; Oz; (o oz;’
illetve
0%(V o) "1 (Buk>2 - 2ug
= — == + (ln(uk) — Ck) 5
ax? = uk dz; kz=:1 Ox?
Tehat

A(Vou) = Z V°“ —Z—”Vuk“ +Z(ln(uk)—ck)Auk
k=1

k=1

Most tekintsiik a (V ou); — dA(V o u) kifejezést:

n

| (Vou), —dA(Vou) =) (In(ur) — c)(dAug + > _ 7ik(fi o u))—
k=1 i=1

—d Z—IIWkII +Z(ln k) — ce)Aug | =

k=1 k=1

n n 1
l;ln (ur) — cx) Zl’)’uc (fiou) - d};u_k”VUkHQSO-

A maésodik 6sszeg nem pozitiv, mivel
d>0,u >0, & [Vu|?>0(k=1,...,n).

Az elsG 6sszeg a KDE esetében is szerepls H, és egyenls az alabbival:

m

=D U = D)) - In(f7) <0,

i=1

ahol f;* és f a (22) képlettel értelmezett kifejezések. Az egyenlStlenség érvényes,
mivel (a — b)(In(a) — In(b)) > 0, ha a,b > 0. A teljes szamitas megtalalhato itt:
[19, 641. oldal].

Léveén, hogy V (-,0) folytonos Q-ban, feltételezziik, hogy létezik olyan & kons-
tans, amelyre fennall:

max V(x,0) < €.
x€N
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Az u-ra vonatkozo nulla fluxusu peremérték-feltételbdl kévetkezik, hogy

9V ou) =<Vuv-8—“,.. VaV - 6">.u

dv 8z, Y Oz,

(Z In(uk) — ck) ZZ’; Z(ln(uk) — ck)%> ‘v
k=1 T,
= Z Z(ln(uk —Ck) |

]lkl

_Z(In ug) — Ck) auk
= (In(ug) — ck)Vug - v =0.

k=1

A fentieket 6sszegezve V-re kapjuk:

(V ou)s(x,t) — dA(V o u)(x,t) <0, (x,t) € @ x(0,T),
V(x,0)<€,xeQ,
%‘g(x, t) =0, (x,t) € 89 x (0,T).

A ¢ =Voués ¢y = ¢ fiiggvényekre alkalmazzuk az 2.1. lemmat az  x [0, T
halmazon. Kovetkezésképpen V(u(x,t)) < & Igy 0 < ug(x,t) < 6, Q x [0, T]-ben,
mivel V(u) — +o0, ha ||u|| —» +00. Ez az eredmény nem figg T-t6]. Tehédt az u
megoldas C?** norma szerinti globélis korlatossaga kovetkezik a 2.1. tételbol.

Legyen w™ az u megoldas w-hatarhalmaza. A [10]-ben szerepls 2.1. tétel bizo-
nyitésa szerint jarunk el annak igazoldsara, hogy ha v € w™, akkor v = konstans.
Legyen

V= khm u(o,tr), C3*%)
w” tetszéleges eleme. Legyen v megoldasa a (4)-(6) rendszernek a v(x,0) = ¥(x)
kezdetiérték-feltétellel.

A tomeghatas tipusi kémiai kinetikai rendszerek megoldésanak pozitivitasara
és szigort pozitivitasara vonatkozé elméletbdl (9] mindegyik vy komponensre két
lehetdség all fenn: vagy vg(x,t) = 0 minden ¢ esetén, vagy wvg(x,t) > 0 minden
X € Qést >0 esetén.

A (4)—(6) rendszerbdl kizarjuk az Osszes olyan ve-ra vonatkozd egyenletet,
amelyre vg(x,t) = 0. A megmaradé egyenletekben valahanyszor v, = 0 egy tébb-
szorés i, ill. f7-ban, egyenlévé tessziik O-val. Tulajdonképpen minden i esetén
van f;t és f[ pozitiv, ha t > 0, vagy mindegyik azonosan 0. Ha f}* = 0 akkor
legalabb az egylk Ak (20) bal oldalan 0 koncentraciéjﬁ lesz Tehat a (20) _]Obb olda-
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lesz, f; -t nullava téve. A (20) bal oldalan eléfordulé Gsszes Ax kémiai anyag meg-
felel6 v > 0 koncentréacija esetén f;t > 0. Ekkor a (20) jobb oldalan eléforduls
Osszes A; termék létre fog jonni, maga utdn vonva az f; > 0 egyenl&tlenséget,
lasd [9]. Most van egy (4) tipust alrendszeriink a megfelels kezdeti- és peremérték
feltétellel ugy, hogy vi(x,t) > 0,V x € Q,t > 0. Ugyanazt a jellést fogjuk hasz-
nalni a leegyszertsitett rendszer v(x,t) megoldasara. Legyen W(x,t) = V(v(x,t))
a v megoldashoz tartozd Ljapunov-fiiggvény. Rogzitett ¢ esetén alkalmazzuk a
2.3. lemmat u(x, ty + t)-re, illetve v(x, t)-re:

u(x, tx +t) — v(x,t)|| < Jlulx,t) — v(x)]l, M,
ahol M az

F(u)= (Z yirfi(a), ..., Z%ﬁfﬁ(‘ﬂ)
=1 i=1

vektorfiiggvényhez tartozé Lipschitz-allandé az {u € R%} : V(u) < &} kompakt
konvex halmazon. Tehat a

li t t) = , T
k:rfoou(x, k1) =v(x,t)

konvergencia egyenletes x-ben, mivel ¢ = O-ra teljesiil a

it =5
JJi uCon) =

dsszefiiggés C%(Q)-ban. Ebbsl kovetkezik, hogy

lim V(u(,tx +t)) = V(v(-,t)) = W(,t)  C?*Q)-ban. (23)

k—o0

Ugyanakkor W (x, t)-re fennall

W, — dAW = -d 3" ik IVerll® = S = £7)n(fF) - n(F7)) <0, (24)
k

i

ahol az els6 Gsszeg vx > O-ra vonatkozik, mig ) -t csak a pozitiv fi+, fi értékekre
vessziik. A 2.4. lemma, szerint a lim;_, 4 oo V(u(x,t + tx)) = konstans konvergen-
cia egyenletes x-ben, és (23) szerint W (x,t) = konstans barmely x € Q, ¢t > 0
esetén. Tehat (24) bal oldala 0, igy ||Vuk(x,t)|| = O minden olyan k-ra, amely
esetén vx(x,t) > 0, ha t > 0. Tehat v(x,t) = konstans és a folytonossag szerint
V(x) = v(x,0) = konstans. Ezzel a 3.1. tétel bizonyitasat megfordithaté reakciok
esetére befejeztiik. O
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Bizonyitds. (3.2. tétel)
A 3.2. tétel elsG része ugyanaz, mint aciklikus grafok esetében. Legyen U a

f={u€eR}|Au=a}

sikban egy pozitiv részletesen kiegyensulyozott stacionarius pont, bizonyos a-ra,
ahol

L
a= g / Aug(x) dx. (25)
Q

Az 1 részletesen kiegyensilyozott stacionarius pont létezése és egyértelmiisége
az A. feltételen alapszik. [19, 645. oldal]-at kovetjitk. Vegyiik az u(x, 0) kezdetiérték
feltételt a

De={u>0|V(u) <C},

halmazbdél, ahol C-t a
Va)y<C<V,= rréi,n V(u)

osszefiiggés adja, és S’ := OR} N {u € 7}.

Kimutatjuk, hogy D¢ pozitivan invarians halmaza u(x,t)-nek. Alkalmazva a
2.1. lemmat ¢ = V{u(x,t))-re és ¢ = C-re, kovetkezik, hogy V(u(x,t)) < C, mikor
t — +o00. Tehat wt C De. Ez az érvelés kizirja annak lehetGségét, hogy u(x,t) egy
hataron fekvs stacionarius ponthoz tartson, lasd a 6. fejezet 6.4. példajat. Tud-
juk, hogy wt € § = #n{u € R*|H = 0}. Ha teljesiil az A. feltétel, akkor a
[19, 644. oldal]-an szerepls tétel szerint mindegyik invarians sik egyetlen staciona-
rius pontot tartalmaz, amely pedig részletesen kiegyensulyozott stacionarius pont.
Tehat U részletesen kiegyensiilyozott stacionarius pont. Mivel wt #£ @ és S = {1},
kovetkezik, hogy wt = {u}. Igy U aszimptotikusan stabilis azon megoldasok kézdtt,
amelyek teljesitik (25)-6t. a

Bizonyitds. (3.3. tétel)

Feltételezziik, hogy a (4)-(6) PDE-rendszer rendelkezik periodikus megoldassal.
Ekkor létezik T > 0 ugy, hogy u(x,t+7) = u(x,t), V z € Q. Feltételezziik, hogy ez
a periodikus megoldas nem egy konstans stacionarius pont. Tudjuk, hogy a V o x
fliggvényre teljesiil

m

(Vou)y—dA(Vou) = — Y (=7 ) (n(fH)-In(f7 ))—d ) uik I Vul|® < 0. (26)
k=1

i=1

Tekintsiik V o u-t Q x [0, T]-ben, bizonyos T' > T-ra. Ez eleget tesz az alabbi
problémaéanak:
(Vou)—dA(Vou) <0, (x,t) € Qx (0,7},
V(x,0) = V(x),x € Q,
oV
—(—aj"—“—)(x,t) —0, (x,t) € 82 x (0, T).
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V eléri a maximumat bizonyos (x,t) € Q x [0, 7] pontban.

Tételezziik fel, hogy a maximum valamely (x,¢1) € € x [0, T] pontban kdvetke-
zik be, bizonyos t; > 0-ra. Ekkor az erés maximumelv szerint V' ((x,t)) = konstans
és

(Vou)(x,t) = A(Vou)(x,t) =0,
ahol (x,t) € Qx [0,¢1]. Ily médon (26) szerint, felhasznélva, hogy egyik dsszeg sem
negativ, azt kapjuk, hogy u(x,t) kielégiti a

IVu(x, )| =0 & f(u(x,t)) = fi (a(x,1))

feltételeket minden x € Q, t € (0,¢] esetén (i = 1,...,m). Ekkor a folytonossag
szerint
IVux,0)| =0, &  fif(u(x,0)) = f; (u(x,0)),

ahol x € (i =1,...,m). Tehat u(x,0) egy allandd, részletesen kiegyenstlyozott
stacionarius pont. A (4)-(6) rendszer u(x,t) megoldisanak egyértelmiiségébdol
kovetkezik, hogy u(x,t) konstans megoldas és részletesen kiegyensilyozott staci-
onarius pontja az (x,t) € Q x [0,T]-nek. Igy ellentmondasba keriiltiink azzal a
feltételezéssel, hogy u(x,t) nem konstans megoldas.

Ha V(u(x,t)) maximumat valamely (x,0) pontban éri el, ahol x € Q, akkor
abbol a feltételezésbdl, hogy u(x,t) periodikus, kovetkezni fog, hogy V(u(x,t))
az (x,T) pontban eléri a maximumat. Ugyanaz a megfontolas, mint az elSbbi
bekezdésben levs atvihets az Q x [0,7] tartomanyra.

Ha V(u(x,t)) maximumat (x,t) € Q x (0, T]-ben éri el, akkor az erés maxi-
mumelv szerint

OV o a/ov(x,t) > 0, (x,t) € 0Q x (0,77,

ami azonban ellentmond a nulla fluxust hatarfeltételnek. Ha pedig a maximum
x € OQ-ban fordul el§, és ¢t = 0, akkor ez (x,T) € 8Q x (0,T)-ben van. Igy
ellentmondasba litkoziink az erés maximumelvvel.

Tehat u nem lehet nemkonstans, nemnegativ, periodikus megoldas. ]

6. Példak

El&szor két aciklikus graffal rendelkezd kémiai reakciét vesziink. Azokat pedig
két megfordithaté reakcié koveti.
6.1. Példa. Tekintsiik az egyszeri

A+ Ay 5 Ag

kémiai reakciét, amelyet elemi reakciénak neveziink. Mindegyik 4; (i = 1,2,3)
kémiai anyagfajtat jelol, k > 0 pedig a reakcidsebességi egyiitthatd. (1)-nek meg-
felelSen a (nullatol kiilonb6z6) sztdchiometriai egyiitthaték a kovetkezok:
a11 = a1z = Pis = 1. Volpert-grafjat az 1. abra szemlélteti.
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A,

@

A,

1. abra. A 6.1. példabeli reakcié Volpert-grafja

A reakci6 aciklikus, tehat a 4. fejezetben szerepld elmélet alkalmazhaté ra.
Felallitjuk a PDE-problémét:

%(x’ t) = dAui(x,t) — kuy(x, t)ua(x, t),
%(& t) = dAug(x,t) — kuy (X, t)ua(x,t),  (x,t) € 2 x (0,00),
%(x’ t) = dAuz(x,t) + kuy (X, t)ua(x, 1),
ui(%,0) = (ui)o(x), vl =158
%ﬁi(x,t) e (x;2) e % (0,00), i=1,2,3.

Az u(x,t) vektor az A; anyagfajta u;(x,t) (i = 1,2,3) koncentracio6it tartal-
mazza. A I' = (—1,—1,1) méatrix lesz a sztochiometriai matrix, mig a sebesség-
fiiggvény f(u) = kujus. Tehét a reakciés tag T'Tf(u). Feltételezziik, hogy

ul(x, O) = Oa UZ(X, 0) = Oa

és mindegyik
u1(x,0) >0, wua(x,0)>0

valamilyen pozitiv mértékd x € Q mellett, de u3(x,0) = 0. Kovetkezik, hogy
u(x,t) > 0, ha t > 0, lasd [9].

Most leirjuk a A matrixot gy, hogy (12) teljesiiljon, és innen kiszamitjuk az
F Ljapunov-fiiggvényt. Arra a kovetkeztetésre fogunk jutni, hogy u(x,tx) — ¢
valamilyen {tx} — +o0 esetén, mint ahogy ezt kimutattuk a 4. fejezetben.

Sziikségiink van a 'A < 0, vagy Az < A; + A2 egyenlGtlenség harom line-
arisan fiiggetlen megoldasdra. A meghatarozasanak algoritmusa megtaldlhato
[19, 624-625. oldal]-4n. A szamitasok a kovetkezd méatrixot adjak:
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ami egy alsé haromszOg-matrix, az 4tléin 1-esekkel, amint vartuk. Tehat (14)
szerint a Ljapunov-fiiggvény

3
Flu(x,t)) = X u(x,t) = > ui(x,t)
i=1

lesz. A 3.1. tétel értelmében az w-hatarhalmaz, w*, konstans fiiggvényekbdl all.
A 3.3. tétel szerint ez abban a #(ug(x)) invaridns hatarsikban fekszik, amelyre:

U1 + u3 = ar,

U2 + u3z = ag,
ahol

1 / .
a; := — | ui(x,0)dx, 1=1,2.
ol

Mivel u;(x,0)-t nem vettiik identikusan nullanak Q-n, ezért a; > 0(i = 1,2).
A 3.2. tétel értelmében wt C {u}H (u) = 0}. Mivel u € wt, ezért H = —kujuy = 0
maga utan vonja azt, hogy vagy u; = 0, vagy pedig uz = 0. Mivel wt C #(ug(x)),
ha u; = 0, akkor ug = a; és up = as — a;. Ez akkor kdvetkezik be, ha ay > a;.
Ha uz = 0, akkor u3 = a2 é u; = a; — aa. Ez pedig akkor teljesiil, ha
a1 > az. Az u(x,t) megoldds x szerint egyenletesen konvergal ¢t — +oo-re az
Ey = (0,a2 — a1, a1) ponthoz, ha a2 > a1, vagy az E; = (a; — a2,0,az) ponthoz,
ha a; > a;. Mindkét esetben vagy az A;, vagy az A, anyagfajta elfogy.

6.2. Példa. Tekintsiik az

Ayt Ay B Ay,

Ay + A3 53 4
reakciolépésekbdl 4ll6 kémiai reakciot.  Itt mindegyik (nullatél kiilonbozs)
sztochiometriai egyiitthat értéke 1. A reakcié péaros grafja a 2. abran lathaté.

A graf aciklikus, mivel nem tartalmaz kdroket. A KDE esetére vonatkozo b&vebb
magyarézat all rendelkezésiinkre [19, 627. oldal]-an.
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@) B4

2. abra. A 6.2. példabeli reakci6é Volpert-grafja

Irjuk fel a reakcidhoz tartozé PDE-problémat:

%(x, t) = dAuq(x,t) — kyug(x, t)ua(x,t),

—(x,t) = dAua(x,t) — kyui(x, t)ua(x,t) — koua(x, t)us(x,t),

W(x, t) = dAug(x,t) — kaua(x, t)usz(x,t), (x,t) € Q x (0, 00),
%(x, t) = dAug(x,t) + kyug (x,t)us(x,t),
%(x, t) = dAus(x,t) + kaua(x,t)us(x,t),

ui(x,0) = (u3)o(x), xefl, i=1,23,4,5,
‘Z’S(x,t) =, (x,t) € 9 x (0,00), i=1,2,3,4,5.

Az u;(x,0) kezdeti koncentricidkat pozitiv mértékid halmazon nem azonosan
nulldnak vessziik i = 1,2,3-ra és u;(x,0) = 0-nak i = 4,5-re. Ekkor a [9]-ben
szerepl6 elmélet szerint u(x,t) > 0 a t > 0 esetén.

A tovabbiakban megadjuk A-t és az F' Ljapunov-fliiggvényt. Megoldjuk az
alabbi egyenlGtlenségrendszert:

/\4 S A1 +)\27
As < A + As.
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A [19, 624-625. oldal]-an talalhat6 algoritmust alkalmazva a megoldasok a

1 0 00O
01 0 00
A=100 100
11010
11 1 11

métrixot alkotjak. Tehat a Ljapunov-fiiggvény
5
F(u):z\s-u=2ui
i=1

lesz. A 3.1. tétel szerint w™ konstans figgvényekbdl all. Lassuk, milyen ¢ kons-
tanshoz tart u(x,t). Meghatarozzuk u-t gy, hogy H = 0 legyen, mert a 3.2. tételt
felhasznéalva wt C {u| H = 0}. Mivel

H=—fi(u) — falu) = —kiujug — kouguz < 0,
ezért H = 0, ha uyug = 0 és uouz =0. Ha egy u megoldas wt-ban van, akkor vagy
az up = 0 eset, vagy pedig az u; = u3 = 0 eset 4all fenn. Az u megoldas t — +oo-re

az alabb megadott invaridns hatarsikhoz tart:

U1 + uq = a1,
us + us = as,
U2 + U4 + us = ag,

aQ; ‘= —— U; x,() (ix 1= 1 2, 3.
IQ| / ( ) ’ ’

Mivel u;(x,0) (i = 1,2,3) nem azonosan nulla valamely pozitiv mértéki halmazon,
kovetkezik, hogy a; > 0 minden i-re.
Ha u3 # 0 és az > a1 + a3, akkor w™ = {E,}, ahol

E, =(0,a2 — a1 — as3,0,ay,a3).
Ha u; = 0, akkor a3 < a; +as-ra, és minden olyan a paraméterre, amely esetén
max{0,a; — a2} < @ < min{a1,a1 + az — a2}, Wt ={E},
ahol

E; =(a,0,a; + a3 —az — a,a1 — a,a2 —ay + ).
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Az a-ra vonatkoz6 egyenlStlenségek Fz nemmnegativ stacionérius voltat bizto-
sitjak minden a-ra. A KDE esetében az u megoldas olyan staciondrius ponthoz
tart, amely nem csak az u(0) kezdeti értektdl fiigg, de a k1, ko reakciésebességi
egyiitthatoktol is. Az a paraméter egyértelmien kifejezhets a k1, k2 reakciésebes-
ségi egylitthatokkal a

k_1 _ In(a) — In(u1(0))
Fo = Tal(ur(0) + ws(0) — 52(0) — )] — (ua(0))

egyenletb6l. Az ug(0) > 0 (k = 1,2,3) konstansok kezdeti értékei az uy(t)-nek.
A PDE esetében nem tudunk hasonlé dsszefiiggést talalni a-ra és a-ra. Mindazon-
altal tudunk kovetkeztetni arra, hogy wt egyetlen pontbdl all a 3.2. tétel értelme-
ben.

6.8. Példa. Tekintsiik az els6 példaban szerepls kémiai reakciot, és adjuk hozza
a forditott iranyu reakciot:

k4
A+ Ay = As.
k_

Felirhatjuk a reakcidhoz tartoz6é PDE problémat:

ous
ot
871,2

W(x,t) = dAug(x,t) — kyui(x, t)ua(x,t) + k_us(x,t), (x,t) € 2 x (0, 0),

(x,t) = dAuy(x,t) — kyur(x, t)ua(x,t) + k_usz(x,t),

%(x, t) = dAus(x,t) + kyui (%, t)ua(x,t) — k_uz(x,t),

ui(x,0) = (ui)o(x), xeQ, i=1,2,3,
Ou;

g%mﬂzo, (x,t) € 8Q x (0,00), i=1,2,3.

Akar uq(x,0)-t és uz(x,0)-t valaszthatjuk nem azonosan nullanak, akar
uz(x,0)-t. Ezert feltételezhetjiik, hogy u1(x,0) = 0, uz(x,0) = 0, és uz(x,0) > 0
bizonyos x € )-ra, amelyek halmazanak mértéke pozitiv. Tehat u(x,t) > 0, ha
t >0, lasd [9].

Példankra alkalmazzuk az 5. fejezetben szerepld elméletet. A 3.1. tétel értel-
mében az w-hatarhalmaz csak konstansokbél all. Az u megoldas t — +o00 esetén
ahhoz az invarians hatarsikhoz tart, amelyet a kovetkez6képpen értelmeziink:

u] + uz = as,
U + U3 = as.

1
as == ﬁ/ug(x,O)dm
Q
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konstans pozitiv, mivel u3(x,0) nem azonosan nulla. Mint tudjuk, a 3.2. tétel
szerint az w-hatarhalmaz egy invaridns hatarsikban fekszik. Ugyanakkkor az
{u € R} | f*(u) = f~(u)} halmazban is benne van minden olyan u-ra, amely
esetén kiujus = k_us. Ahhoz, hogy megtalaljuk az egyetlen pozitiv stacionérius
megoldast, meg kell oldanunk a

u1 +us = as,
uz +uz = as,
k+u1u2 = k_U3.

rendszert. Némi szamolas utan a

P_(\/4k,a3+1—1 Vidkas +1—-1 2ka3+1-—\/4ka3+1)

2k ’ 2k 2k

pontot kapjuk, ahol k = ki /k_. Kovetkezésképpen wt = {P}.
A kovetkezd példa arra mutat ra, miért fontos, hogy az u megoldas ne legyen
az R% hatardn, mint ahogy ezt a 3.2. tétel is allitja.

6.4. Példa. Ebben a példaban tekintjiik a

ky
2A1 = A1+ As
k-

megfordithat6 reakciot.
A reakci6hoz tartozé6 PDE-probléma:

%(x, t) = dAuy (X, t) — kyu?(x,t) + k_ui (X, t)ua(x, t),

% x,t) = dAug(x,t) + kpud(x,t) — k_uy (x, t)uz(x,t), (x.t) € Q x (0, 00),
ui(x,0) = (ui)o(x), xef, i=1,2,
?ﬁ(x,t):O, (x,t) € 9Q x (0,00), i=1,2.

Ahhoz, hogy biztositsuk az u(x,t) megoldas pozitivitasat, tételezziik fel, hogy
u1(x,0) > 0 az z € Q pontok pozitiv mértékd halmazan, és ua(x,0) = 0 minden
x € Q2-ra. A 3.1. tétel értelmében az u(x,t) megoldas konstanshoz konvergal vala-
mely {tx} — +o0o sorozatra. A #(ug(x)) invarians hatarsikot az

Uy +ug = a

egyenlet irja le, ahol
v/
a1 := — [ u1(x,0)dx > 0.
)
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Az w-hatérhalmaz, w* benne van az {u € R} | f*(u) = f~(u)} halmazban. Itt
az f¥(u) = f~(u) egyenlet kyu? = k_ujus-nek felel meg, és két megoldassal
rendelkezik: u; = 0 és us = ku;, ahol k = k4 /k_. Tehat az invaridns hatarsikban
két stacionarius pont van: (0,a1) é P = (a1/(1+k), kai/(1+k)). Az els6 pont R
hataran helyezkedik el. A 3.2. tétel szerint wt C {(0,a1), P}, kivéve, ha a kezdeti
értéket nem a D¢ halmazbdl vessziik.

Ezt a feltevést nem hasznalé tovabbi bizonyitast adunk az w™ = {P} egyenl6-
ségre.

Legyen t; > 0 és

minwu;(X,t1) = 4 1=1,2,
xEN
maxu;(X,t1) =7; i=1,2.
xEQN

A szigori pozitivitasbol kovetkezik, hogy p; > 0, B; > 0(i = 1,2), lasd [9]. A ko-
vetkezS halmaz a PDE-rendszer invarians téglalapja:

R={(ur,u2) |7 <us <F, kr < up < K7},

és T >r > 0 esetén (ui, o), illetve (i), ;) R-hez tartozik. Az invaridns téglala-
pokrol bévebben lasd |3]-at és [16]-ot. Kovetkezésképpen u(x,t) € R, mikor t > t;.
Tehat wt C R. Igy (0,a1) ¢ wt, és w™ = {P}.

7. Komplex kiegyensilyozottsag

A gyengén megfordithaté reakciok esetére Horn, Jackson és Feinberg kifejlesz-
tett egy altalanosabb elméletet. Ez magaba foglalja az 5. fejezetbeli megfordithaté
reakciok esetét is. Azon olvasdk szamara, kik nem jartasak a témaban, konnyebb
a megfordithaté reakcidk esetét kovetni, mint a gyengén megfordithatokét, mert
ez utébbinal tobb szakszéra és jeldlésre van sziikség. A teljesség kedvéért meg-
magyarazzuk azt a néhiny modositast, amelyekre a bizonyitasaink soran sziikség
volt, mikor gyengén megfordithaté reakciét tekintettiink. Az a tény, hogy gyen-
gén megfordithaté reakcidknal a (21) Ljapunov fliggvény teljesen ugyanaz marad,
leegyszeridsiti a megfordithaté reakciokrol a gyengén megfordithato reakciok esetére
valé kibdvitést.

Most bevezetiink néhany 4j szakszot. Tekintsiik az (1) kémiai rendszert. A ke-
miai anyagfajtaknak a nyil bal, illetve jobb oldalon szereplé linearis kombinacioit
komplexeknek nevezziik. Ha feltételezziik, hogy p szdmu kiilonb6z6 komplexiink
van, jeldlje ezeket Cy,Cy,. .., Cp, akkor (1) a kovetkez6képpen abrazolhato:

kij ..
Ci S Cj, ,7=1,2,...,p,
ahol .
Ci=) ouchx
k=1
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egy komplex, C; hasonléan definiadlhatd, és k;; a reakcidsebességi egylitthatdja
annak a reakciénak, amelyben a reagenskomplex C;, mig a termékkomplex C);.

7.1. Definicié. Az T koncentracié (2) komplex kiegyensulyozott stacionarius
pontja, ha a kémiai rendszer minden C; (s = 1,2,...,p) komplexe esetén a Cs-
et, mint reagenst tartalmaz6 reakcidk sebességeinek dsszege megegyezik a Cs-et,
mint terméket tartalmazé reakciok sebességeinek Gsszegével. Azt mondjuk, hogy a
reakcié komplex kiegyensilyozott, ha rendelkezik pozitiv komplex kiegyensilyozott
stacionarius ponttal.

Két komplex, C és C' akkor és csakis akkor tartozik ugyanahhoz a lancosz-
talyhoz, ha léteznek Dy,..., D, komplexek és léteznek reakcitlépések tgy, hogy
C > Dy« Dy e ... — Dy — C’, ahol a «— szimbélum jelentése a
kovetkezs: fennall vagy az elGre, vagy a visszafele mutaté reakcié. Ha a kémiai reak-
ci6 megfordithato reakciolépéseket tartalmaz, azaz minden C' — C” reakci6 esetén
a C' — C forditott reakci6 is jelen van a rendszerben, akkor a megfordithato6 re-
akcié j6l ismert esetével van dolgunk. Ha az ugyanabban a lancosztilyban levd
bsszes C — (' reakcidhoz létezik egy ¢ — Dy — Dy — ... — Dy — C
reakcidlépésekbdl alkotott lanc, ahol Dy, Do, ..., D, komplexeket jeldl, akkor azt
mondjuk, hogy a kémiai reakcié gyengén megfordithaté. Ebbd] kovetkezik, hogy
a gyengén megfordithatosag magaba foglalja a megfordithatésagot. A megfordit-
hat6 reakcidk elméletében feltételeztiik egy U pozitiv részletesen kiegyensilyozott
stacionarius pont létezését. Horn, Jackson és Feinberg elmélete olyan elegendd
feltételt szolgaltat, amely biztositja pozitiv komplex kiegyensiilyozott stacionarius
pont létezését gyengén megfordithatéd reakciék esetében.

Jeldlje [ az (1) kémiai rendszer lancosztalyainak szamat. Legyen s a ' sztchio-
metriai matrix rangja, a mar emlitett p pedig a komplexek szama. Ad=p—1—3s
szamot az (1) kémiai rendszer deficiencidjanak nevezziik. Horn [7]-ben kimutatta,
hogy az (1) kémiai rendszer tetszsleges pozitiv sebességi egyiitthatok mellett akkor
és csak akkor komplex kiegyensulyozott, ha az (1) reakcié gyengén megfordithato és
deficiencidja 0: § = 0. Ezt kés6bb kiterjesztette a zérddeficiencia-tételre, amely azt
allitja, hogy egy zér6 deficiencidji, gyengén megfordithaté rendszer minden inva-
rians sikban, KDE esetében egyetlen aszimptotikusan stabilis pozitiv stacionarius
pontot tartalmaz, lasd [6], [7], [8]. A Horn-, Jackson-, Feinberg-féle eredmények
altalanositjak a megfordithato reakcidk esetét gyengén megfordithatékra, és valaszt
adnak a pozitiv komplex kiegyensilyozott stacionérius pont létezésének és egyér-
telmtiségének kérdésére minden invarians sikban, ha § = 0. A [15]-ben talalhaté
3.2. tétel a stabilitast az w-hatarhalmaz felhasznalasaval adja meg, altalanositva
Volpert megfordithat6 reakciokra vonatkozé tételét.

Mar emlitettiik, hogy a (21) egyenletben szereplé V Ljapunov-fiiggvény ugyanaz
lesz gyengén megfordithaté reakciéknal is. Mikor az (1) kémiai rendszer gyengén
megfordithaté és komplex kiegyensilyozott, akkor egyetlen T komplex kiegyen-
sulyozott stacionarius pontja létezik a KDE-rendszernek, és ez aszimptotikusan
stabilis minden invaridns sikban. A (V ou); — dA(V o u) kifejtésében szerepls elsé
Osszeg, amely H-nak felel meg, nempozitiv lesz [15] 3.4. tétele értelmében. Tehat
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a 3.1. tétel bizonyitasa ugyanaz marad. Most tekintslik a 3.2. tétel bizonyitasat.
[15] 3.4. tételébd] és a stacionarius pont egyértelmiiségébsl a 3.2. tétel bizonyitasa
kovetkezik. Hasonl6an hivatkozhatunk a [15)-ben szerepls 3.4. tételre a 3.3. té-
tel bizonyitasa soran, mivel H = 0 és Vu(x,t) = 0 akkor és csak akkor all fenn,
ha u = 4, vagyis u megegyezik a komplex kiegyenstlyozott stacionarius ponttal.
Tehat a 3.1-1.3. tételek a gyengén megfordithat6 komplex kiegyensilyozott esetben
is teljesiilnek, csakhogy itt a részletesen kiegyensilyozott egyensilyi stacionarius
pont helyett komplex kiegyensilyozott stacionarius pontot kell venniink.
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Results on stability of two types of chemical reactions, one represented by an acyclic graph
and the other as a reversible reaction have been extended to the case of reaction-diffusion systems.
Lyapunov functions are used as the major method for showing asymptotic stability of spatially
homogeneous equilibria. Some examples are considered for illustration.
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