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HALONELKULI MODSZEREK ES ALKALMAZASUK A
STOKES-PROBLEMARA

GASPAR CSABA

A cikkben a kétdimenziés iddfliggetlen Stokes-egyenletrendszer egy lehetséges
numerikus megoldasat vazoljuk. A moédszer az ismert Uzawa-algoritmuson alapul6
nyomaskorrekciés modszer halémentes (racsmentes) valtozata: a nyomaskorrekcios
moédszerben fellépd Poisson-egyenleteket halémentes modszerrel oldjuk meg. Igy
az 4ramlasi tartomanyt sem véges elemekkel, sem végesdifferencias racshal6zattal
diszkretizalni nem sziikséges. Az alkalmazott sémak a radialis bazisfiiggvények méd-
szerének lokalis valtozatabdl adédnak. A kapott modszer szamitasigénye viszonylag
csekély, és a moédszer konnyen multigrid kornyezetbe agyazhat6. A modszert egy
egyszeri numerikus tesztfeladaton keresztiil szemléltetjiik.

1. A Stokes-egyenletek

Az 6sszenyomhatatlan folyadék mozgasat matematikailag a kévetkezd differen-
cialegyenlet-rendszer irja le (Navier—Stokes-egyenletek):

divu =0 (folytonossagi egyenlet), (1)
du

5t +(u-V)u+ % gradp — vAu = a (momentumegyenletek),

ahol u = (u,v,w) a sebesség (vektor), p a nyomas (skalar), p a folyadék sdrisége,
melyr6l feltessziik, hogy térben és id6ben valtozatlan, v pedig a kinematikai visz-
kozitas, melyet szintén konstansnak tekintiink. Mas sz6val, a sdriség és viszkozitas
helyi és idébeli valtozasaitdl eltekintiink. Az (1) egyenletben V a nabla operatort
jeloli (V = (-3%, 5%, %)), A pedig a Laplace-operatort (A = 3%25 + 6%27 + 33;25).
A momentumegyenletek jobb oldalan all6 a vektorfiiggvény a kiils6 erék altal lét-
rehozott gyorsulast irja le.

Ha id6ben valtozatlan (permanens) folyamatokkal foglalkozunk, akkor a fenti
egyenletekben az id§ szerinti derivaltak mind 0-val egyenlék.

Az (1) egyenlet specialis esete, amikor az (u - V)u konvektiv derivaltakat el-
hanyagoljuk. Ez lassi dremldsok és/vagy nagy viszkozitds mellett tehetd meg.
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Az aramlast ekkor a Stokes-egyenletek irjak le:

divu = a, (2)
0 1
a—l: —vAu+ ;gradp =0.

A (2) egyenletek linedris differencislegyenletek, mig az (1) egyenletek nemlines-
risak. Mind elméleti, mind numerikus szempontbél a (2) egyenletek linearitisa igen
nagy el6nyt jelent: ezenfeliil az (1) egyenletre léteznek olyan iteraciés médszerek,
melyek minden lépésében egy-egy (2) tipust lineéris egyenletet kell megoldani.

1.1. A peremfeltételek problémaja

Mas peremfeltételt kell megadni a sebességkomponensek, és mast a nyoméas
esetén; tovabba a perem egyes részein is valtozik a peremfeltétel jellege. A pere-
met bontsuk harom kiilénb6z6, nem feltétlen Gsszefliggs részre: bedramlési perem,
kidramlasi perem, szilard perem (fal). Az egyes részeken a kiovetkezd adatokat
szokas peremfeltételként megadni:

Bedramldsi perem: Itt mindharom sebességkomponenst (u,v,w) meg kell adni,
mig a p nyomadsra nézve semmilyen elSirast nem tesziink. A gyakorlatban altala-
ban a belépé vizhozamot ismerjiik (egységnyi id6 alatt bearamlé vizmennyiség), a
sebességkomponensek eloszlasat a bedramlasi perem mentén nem. Kiilon feladat
tehat a sebességeloszlas elballitasa az adott hozam mellett. Legegyszeribb esetben
konstans nagysagu, a bearamlasi felilletre mersleges (normaélis) irdnya sebességet
frunk el6: ez a valosagot csak durvan irja le, mivel nem veszi figyelembe a falstr-
16d4s okozta sebességcskkenést. Finomabb modellezés tehetd adott (pl. kvadra-
tikus) sebességprofil meghatarozasaval. Ez azonban bonyolultabb alaku feliiletnél
nem til egyszerd, de jelent6s hatasa csak a bedramlési perem kodzvetlen kdrnyeze-
tében van.

Szildrd perem (fal): Itt a normaélis irAnyta sebességkomponens mindenképp zérus
(mivel a falon keresztiil nincs dramlas), a tangencialis komponensre pedig az alabbi
el6irasok valamelyikét tessziik:

-~ Csiszd perem: a tangencialis irdnyu sebességkomponensek normaélis irdnya
derivaltja zérus.

— Tapads perem: a tangencialis iranyu sebességkomponensek zérussal egyen-
16k.

— Félig tapadd perem: az el6bbi kettd kozti Atmenet: matematikailag ez a
tangencialis sebességkomponensekre nézve egy harmadfaju peremfeltételt
jelent.

Technikailag a legegyszerbben a tapadé perem modellezhet§. A nyoméasra perem-
feltételt itt sem adunk.
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Kidramldsi perem: Itt a nyomésértéket szokas megadni. A sebességkomponenseket
nem irjuk el6, de feltessziik, hogy a sebességkomponensek normalis (kilép6) irany-
ban nem valtoznak, tehat normalis irAny1u derivaltjuk zérus. Egy masik lehetGség,
hogy a kidramlasi perem mentén (éppuigy, mint a bearamlasi perem mentén) a nyo-
méasra nem adunk peremfeltételt, a sebességkomponenseket pedig explicite eldirjuk.
Ha azonban a kidramlasi perem nem Osszefiigg6, akkor sokszor nem ismerjiik a ki-
1ép6 sebességeket még kozelitGen sem: a feladat részben épp az lehet, hogy a kilép6
hozam milyen aranyban oszlik meg az egyes kidramlasi peremdarabok kozott.

A kés6bbiekben a kétdimenzids, stacionérius, kiils6 eréhatasokt6l mentes
Stokes-féle aramlasokkal foglalkozunk. A megfeleld egyenletek alakja a szokasos
primitiv valtozokkal igy a kovetkez6:

ou Ov

5‘;“‘}"8—3/':0,
10p
Ay =~-—
vAu oz (3)
10p
vAy = ——.
p Oy

Az Q) aramlasi tartoméany teljes I' peremén az u, v sebességkomponenseket irjuk
el6. A p nyomdsra nézve azt a globalis feltételt irjuk elS, hogy a teljes dramlési
tartomanyon vett integralja zérussal legyen egyenlé. Ismeretes, hogy ha ) korlatos
és szakaszonként sima, akkor ennek a probléménak a H(Q) x H}(Q) x La(Q)
fiiggvénytérben létezik éspedig egyetlen (4ltalanositott) megoldasa, feltéve, hogy
az u, v-re tett peremfeltételek a H'/2(T) fijggvénytérbe tartoznak, és kielégitik a
folytonossagi egyenletbdl kovetkezd fr u-n dl =0 feltételt. A megoldas egytttal
minimalizalja a

/ (ngad ul|® + ||grad v||2) 749/
Q
kvadratikus funkcionalt az adott peremfeltétel és a divu = 0 feltétel mellett:

a Lagrange-multiplikitor épp a p nyomas. A tovibbiakban a megoldhatésagi kér-
désekkel nem foglalkozunk.

2. A nyomaskorrekciés méodszer

A (3) Stokes-egyenletek analitikus megoldasa altaldban — egészen ritka spe-
cialis esetektdl eltekintve — reménytelen, igy valamilyen numerikus modszert kell
alkalmazni. A Stokes-egyenletekre tobb jol mikéds numerikus megoldasi mod-
szer ismeretes. Itt a klasszikus Uzawa-algoritmust alkalmazzuk, mely az (u,v,p)
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fliggvényharmast az alabbi rekurzidval kozeliti:

1 Ops
Attt = 20 50
1 Ope
Avgyr = u_p : Blyk’ (4)

Pk+1:=pk—wlfp'< 9z + By

ahol az els6 két Poisson-egyenlethez Dirichlet-peremfeltételt csatolunk az adott
peremértékekkel. Ismeretes, hogy minden, elég kis w > 0 itericiés paraméter
mellett az iteracié a (3) Stokes-egyenlet (az adott peremfeltétel mellett érvényes)
megoldasahoz konvergal.

Az algoritmus lényege tehat, hogy a Stokes-egyenletek megoldasat Poisson-
egyenletek sorozatanak megoldasara vezeti vissza.

Az Uzawa-algoritmus gyakorlati alkalmazasakor (4) elsé két Poisson-egyenletét
nem sziikséges pontosan megoldani, elég néhany (alul)relaxalasi lépést alkalmazni
(valamilyen diszkretizalasi technika utan). Igy kapjuk az egyszerd nyomdskorrek-
cids mddszert:

Ouky1 | Ovgqr )
1

— Alkalmazzunk néhany (alul)relaxalast a diszkretizalt momentumegyen-
letekre: - 1 8

14 4

Au=— .= Ay = — . =,

“ vp Ox’ v vp Oy

- Korrigaljuk a nyomast a szamitott divergenciaval:

ou Ov
p=p-—wrp- gt g ),

ahol w > 0 egy elegendden kicsi iterdciés paraméter, és ismételjiik az elja-
rast az el6z6 ponttdl.

Kihasznalhatjuk, hogy a pontos p nyomaésfiiggvény (a (3) egyenletek egyszerid
kévetkezmeényeképp) az dramlasi tartomanyban maga is kielégiti a Laplace-egyen-
letet (pontos peremfeltételek megadasa azonban altaldban nem lehetséges). Igy
nyerjiik a simitott nyomdskorrekciés mddszert. Itt az egyszerd nyomdaskorrekcié
két lépése kiegésziil még egy lépéssel:

— Alkalmazzunk néhany (alul)relaxalast a Ap = 0 egyenlet diszkrét megfelels-

jére (az el6zG lépésben kapott nyomasbél kiindulva), és médositsuk a nyo-
mast egy konstans hozzdadasaval gy, hogy a nyomas Q-n vett integralja

0 legyen:
i
p=p— 5 | pdQ
9] Ja

(ahol || jeldli az tartoméany teriiletét).
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Az iter4cié minden lépésében tehat Poisson-egyenleteket sziikséges kozelitGen meg-
oldani. Numerikus szempontbol fontos, hogy a Poisson-egyenletmegoldé algorit-
mus, ill. az azt kozelité relaxacié miveletigénye minél kevesebb legyen. Minde-
nekel6tt azonban a szé6ban forgé Poisson-egyenleteket diszkretizalni sziikséges. En-
nek szokasos és altalanosan hasznalt modja valamilyen (derékszogii vagy gorbevo-
nala) racshalé, és azon véges differenciaséméak konstrualasa; vagy pedig az dramléasi
tartomany végeselemes felbontasa, és végeselem-technika alkalmazisa. Az el&bbi
megkézelitésben elterjedt az eltolt halés (staggered grid) diszkretizacio [14], ami-
kor a sebességkomponenseket és a nyomasokat mas-mas pontokban diszkretizaljuk
(éspedig a sebességkomponenseket az egyes cellak élkdzéppontjaihoz, mig a
nyomést a cellakdzéppontokhoz rendeljiik). A masodik megkdzelitésben ligyelni
kell arra, hogy a sebességeket és a nyomast méas-mas médon kell kozeliteni: csak
un. stabil térpdrok johetnek szamitasba, melyek kielégitik a diszkrét inf-sup-feltételt
[1], [15]. Mindkét megkozelités kozds problémaja azonban, hogy még a diszkrét
egyenletek konstrukciéja el6tt derékszogii vagy gorbevonalud racsot, ill. végeselem-
halét kell generalni. Nagyméretii és/vagy haromdimenzi6s probléma esetén ezek a
feladatok az eredeti problémaval 6sszevetheté bonyolultsaguak, és specialis szoftve-
rek nélkiil alig megoldhat6k. Jelen munkaban a kozelmiltban dinamikus fejlédés-
nek indult hdlénélkili (meshfree, meshless) megkdzelitést alkalmazzuk, mely sem
racs, sem halo generalasat nem igényli, csak egy (a tartomanyban és annak pere-
mén) kellen sdrid ponthalmaz generalasat kéveteli meg: e ponthalmaznak azonban
semmiféle strukturaval nem kell rendelkeznie.

3. Poisson-egyenletek halénélkiili megoldasa

A halénélkiili médszerek konstrukciéjanak kézos alapja valamilyen szért ponti
interpoldcio alkalmazésa. Elszor tehat réviden Gsszefoglaljuk az idevonatkozé leg-
fébb fogalmakat. Végig kétdimenziés problémakat vizsgalunk azzal a megjegy-
zéssel, hogy az itt bemutatott médszerek értelemszerden 4altalanosithaték harom-
vagy akir magasabb dimenziés problémaéakra is.

3.1. Szo6rt alapponta interpolacié

Legyen Q9 C R? korlatos tartoméany, legyenek z;,z3,...,zxy € Qo adott,
paronként kiilonboz8 pontok, melyeken semmiféle (racs- vagy halo-) strukturat

nem tételeziink fel. Legyenek végiil fi, fo,..., fv € R adott szamok. Keressiink
olyan, minél simébb f : Q¢ — R fiiggvényt, mely kielégiti az
flzk) = fx (k=1,2,...,N) (5)

interpolacios feltételeket.
Nyilvanvals, hogy a probléma ebben a megfogalmazisban alulhatarozott,
ugyhogy az interpoléaciés f fliggvényre tovabbi feltételeket kell tenni.
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3.1. Példa. Definialjuk az f interpolaciés fiiggvényt az alabbi stlyozott 4tlaggal
(inverz tdvolsdgok mddszere vagy Shepard-mddszer):

N i~ w;(x
RN > B0

N 3
Z]‘:] w;(z)
ahol z € R? és wj(z) := m (itt ||.|| jeloli az euklideszi normat). Ez a for-
mula akkor értelmes, ha z # z semelyik £k = 1,2,..., N indexre: ehelyett legyen

f(zx) := fr az alappontokban. Ismert, hogy f folytonos R2-n (s6t, folytonosan
differencialhat6), de az alappontokban mindkét parcialis derivalt eltdnik, ami az
interpolacié pontossagat rontja.

A modszer realizalasa (ellentétben a kdvetkezSként mutatott modszerekkel)
egyenletmegoldast nem igényel, mdveletigénye minden egyes kiértékelés esetén
O(N). A médszer numerikusan stabil, az alappontoktél nagy tavolsagra az interpo-
lalt (helyesebben: extrapolalt) érték kézelitGen az alapponti értékek egyszerti szim-
tani atlaga. Jol alkalmazhat6 pl. elliptikus egyenletek helyfliggé paramétereinek
kozelitésére (pl. hGvezetési tényez6, szivargasi tényezd, vezetGképesség, mederfenék-
szintek stb.). Csekély pontossaga miatt azonban halémentes médszerek konstruk-
ciéiban nem alkalmazzak.

Jelenleg a tobbdimenziés interpolacids problémak megoldasanak valdszinileg a
legnépszeriibb modszercsaladja a radidlis bdzisfiigguények médszere (RBF-médszer,
[6], [7]). Ebben a megkdzelitésben, ha adottak az fi, fa,..., fv € R fiiggvényérté-
kek az x3,22,...,ZzN € o interpolaciés alappontokban, akkor az f interpolacios
fiiggvényt az alabbi alakban keressiik:

N
f(@) =) 0;®;(x — z5), (6)

=1

ahol @y, ®,,..., Py adott radialis (krszimmetrikus) bazisfiiggvények, azaz a ®;(x)
fiiggvényértékek csak az |jz|| (euklideszi) normatdl fiiggnek. Az ismeretlen

ay, ag, ..., ay egyiitthatdk pedig az interpoldcids egyenletekbdl hatarozhaték meg:
N
> o®i(zk —z5)=fr  (k=1,2,...N) )
j=1

feltéve, hogy ennek az egyenletrendszernek egyaltalan van megoldasa (ez nem min-
dig teljesiil {12]).

A ®;(x) radialis bazisfliggvények alkalmas megvalasztasaval sokféle konkrét
mobdszerhez jutunk. A leggyakrabban hasznalatos médszerek a kovetkezdk (a radia-
lis bazisfiiggvényeket polarkoordinatakban megadva):

- Multikvadrikus mddszer (method of multiquadrics, MQ-médszer [8)):

D;(r) == /12 + 2,
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ahol a ¢1, ¢g, ... cy szdmok alkalmasan valasztott skalazo paraméterek. Egy
lehetséges megvalasztasuk:

ck = min lzx — ;.

—  Vékony lemez mddszer (thin plate splines, TPS-médszer [2]):
®;(r) :=1%-logr

minden j =1,2,..., N indexre.
—  Gauss-fiigguények:
2
O;(r)i=e~ "
(c1,c2, . .. N itt is skalazo konstansok).

— Néha hasznalatos még az alabbi radialis bazisfliggvény is (a perem-integral-
egyenlet modszer dualis reciprocitdsi moédszerének nevezett technikiban
alkalmaztak elGszeretettel [13)):

®j(r) :=1+|r|

minden j = 1,2,..., N indexre.

Néha a (6) formula jobb oldalat kiegészitjiik még néhany tovabbi taggal, tipi-
kusan alacsony fokszami polinomokkal:

Za] i(x—z;) + Zajp,

j=1

Ez esetben a (7) rendszer tovabbi egyenletekkel egésziil ki (ortogonalitasi feltételek):
N M
> 0y®j(zk - z;) + Zajpj(wk) =fi (k=12,..,N),

N
Z a;pi(z;) (k=1,2,..., M).

A fenti radilis bazisfiiggvények k6zos jellemzéje, hogy bér a (7) interpol4ciés egyen-
letrendszer altalaban megoldhat6, de a rendszer numerikus szempontb6l nagyon
kedvezStlen. Miutdn e bazisfiiggvények tart6ja nem korlatos, a rendszer matrixa
teljesen kitolt6tt matrix, sokszor nemszimmetrikus és iltalaban rosszul kondici-
ondlt: a kondiciészam tetszSlegesen nagy lehet, ha az interpoléciés alappontok
kozt vannak egymaéshoz kizel esG pontok is. Ezért (7) megoldasara altalaban
~ jobb hijan — Gauss-eliminaciét hasznilnak: ennek miiveletigénye O(N3), ami
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megengedhetetleniil naggy4 valik, ha az alappontok N szama nagy (a jelenlegi gya-
korlatban: N meghaladja az ezres nagysagrendet). Ez a fenti modszerek alapvetd
hatranya, j6llehet, a modszerek interpolaciés tulajdonsigai nagyon jok: megmutat-
haté, hogy az MQ-moédszer (elég sima fliggvények esetén) ezponencidlisan konver-
gal [11]. Hasonl6 eredmény érvényes a Gauss-fiiggvényeken alapul6 interpoléaciéra
is (mig a TPS-m6dszer konvergenciasebessége ennél alacsonyabb).

3.2. A radialis bazisfiiggvények maoddszerére épiild halénélkiili
modszerek

Modellfeladatként tekintsiik a kétdimenzios Poisson-egyenletet Dirichlet-perem-
feltétellel ellatva:

Au=f QQ-ban ulaq = uo. (8)

Legyenek az x1,zs,...,Za pontok az ) tartomanyon, az Tar41,TM+42:+++ s TM4N
pontok pedig a 9 peremen elhelyezve.

Aszerint, hogy magat az u megoldast vagy az f jobb oldalt approximaljuk
RBF-modszerrel, a (8)-ra alkalmazott racsnélkilli RBF-médszerek két csoportra
oszthatok:

1. Kansa mddszere [9], [10]: Ekkor kozvetleniil az u megoldast approxi-

maljuk:
M+N
u(z) = Y a;®;(z— ;) 9)
j=1
alakban, ahol ®;,®,,...,P5 N adott radidlis bazisfiiggvények, az
a, o, ..., ap+N egylitthatok egyelSre ismeretlenek. Feltéve, hogy nem-

csak (9) jobb oldalan 4ll6 kifejezés approximélja j6l u-t, hanem annak
Laplace-értékei is Au-t, az ismeretlen egyiitthatékra az aldbbi rendszert
nyerjiik:

M+N

> A®i(z —x;) = f(zx)  (k=1,2,...,M),

j=1

M+N

Zaj%(ac——xj):uo(a:k) (k=M+1,M+2,....,M + N).
j=1

Ez az egyenletrendszer — nagy M és N esetén — épp olyan rossz nume-
rikus tulajdonsdgokkal rendelkezik, mint a kordbban bemutatott RBF-
interpoléciés médszerekkel kapesolatos egyenletrendszer: a matrix nagy-
méreti, altalaban teljesen kit6ltGtt, sokszor nemszimmetrikus és rosszul
kondicionalt.
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2. A partikuldris megolddsok mddszere: Ekkor elGszér (8) jobb oldalan allé
f fiiggvényt approximéljuk:

M+N
flz) = Z o ®i(z — ;) (10)
i=1
alakban, ahol ®;,®,,...,Pp4+n adott radidlis bazisfiiggvények, az
a1,Q9,...,apm+n egylitthatok egyeldre ismeretlenek. Megoldva a meg-
felel
M4+N
Z a;®;(zr — z;) = f(zx) (k=1,2,...,M+N) (11)
=1
interpoléci6s egyenletrendszert, tekintsiik az ugyanezen aj,as,...,ap4N
egyiitthatokkal képzett v fliggvényt:
M+N
v(z) == Z ;¥ (z — z;),
i=1

ahol ¥;-k olyan radidlis bazisfiiggvények, melyekre A¥; = @; teljesiil.
(Ilyen ¥; fiiggvények altalaban analitikusan megadhaték ®;-k ismereté-
ben.) Akkor v (kozelitd) megoldasa az (8) Poisson-egyenletnek, mert:

M+N M+N
Av(z) == Z a; AV (z — z;) Z a;®;(x — ;) = f(z).
j=1

Ennélfogva (8) u megoldésa u = v + w alakban el6all, ahol w megoldasa
a Aw = 0 Laplace-egyenletnek, és kielégiti a médositott

wlan = uo — von
peremfeltételt.

A problémat igy egy Laplace-egyenlet Dirichlet-feladatara vezettiik vissza, amely
tartomé&nyon definialt fiiggvényt mar nem tartalmaz.

Megjegyezziik, hogy mind a Kansa-mo6dszer, mind a partikularis megoldasok
mobdszere nehézség nélkiil alkalmazhaté altalanosabb peremfeltételek mellett is.

Numerikus szempontb6l a partikularis megoldasok médszere sokszor elényo-
sebb lehet: a homogén egyenletre ui. esetleg specialis médszerek (pl. perem-integral-
egyenlet médszer) alkalmazhatdk. Az igy nyert diszkretizalt egyenletrendszer azon-
ban 4altalaban a mar emlitett rossz tulajdonsagokkal rendelkezik.

3.3. Lokalis sémak generalasa a radialis bazisfiiggvények modszerének
alapjan

A korédbban emlitett numerikus hatranyok megkeriilésének egyik lehetséges
médja az, hogy a radiélis bazisfliiggvény-mo6dszer helyett annak egy implicit valto-
zatat hasznaljuk, amikor az interpolaciés fliggvényt egy magasabbrendd parcialis
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differencialegyenlet, pl. a biharmonikus egyenlet megoldasaként allitjuk el [3]. Egy
masik lehetséges technika, hogy a radialis bazisfiiggvényekkel térténd interpoléaciot
csak lokdlisan haszndljuk, mindig csak a sziikséges kiértékelési z helynek csak egy
alkalmas kornyezetébe esé alappontokat felhasznalva [4], [5].

Az ilyen moédszerek bizonyos szempontbdl a jol ismert véges differencia sémak
altalanositasainak tekinthet6k. A sémak nem szabalyos stencilen, hanem szabély-
talanul elszért pontokban lesznek definidlva. A lokalis sémak jellegzetessége, hogy
egy-egy pontban a vizsgalt differencidloperatort a szomszédos pontokhoz tartozé
fiiggvényértékekkel approximaéljuk. Szomszédos pontokként elvben a legegyszeriibb
az adott ponthoz egy adott tavolsagon beliil elhelyezkeds pontokat tekinteni (mely
tavolsig nem feltétlen ugyanaz minden pont esetén). Egy masik lehetGség: adott
szadmu, a széban forgd ponthoz legkozelebbi pontok Osszessége. A tovabbiakban
feltessziik, hogy minden alappont szomszédai mar definidlva vannak.

Modellfeladatként tekintsiik ismét a Dirichlet-peremfeltétellel ellatott Poisson-
egyenletet:

Ay = f Q-ban u|an = ug. (12)

Legyen S := {z1,72,...,zn} C £ interpolaci6s alappontok egy véges halmaza.
Célunk a Laplace-operator diszkretizaldsa ezen a ponthalmazon. Ha u egy
Q-n értelmezett folytonos fiiggvény, jelolje a rovidség kedvéért uy := u(zy)
(k=1,2,...,N). Lokilis sémak konstrual4sakor a differencialoperatort tetszdleges
Tm pontbeli diszkretizaci6jahoz csak az itt és a szomszédos pontokban felvett fiigg-
vényértékeket hasznaljuk. A klasszikus Taylor-sorfejtésen alapuléd technika szort
alappontrendszeren meglehet8sen nehézkes, ezért a sémakat az RBF-interpolacié
felhasznalasaval konstrualjuk.

Legyen z,, € S tetsz8leges, rogzitett, centralisnak tekintett alappont. Legye-
nek ,, szomszédai mgm), :vgm), el ,msf,n) € S, melyek egymastol és z,,-t6l is kiildn-

boznek. Jeldljon i,, egy, az xgm),xgm), ceey :L'S\T,”'? alappontokra tamaszkodé lokalis

interpoléaciods fiiggvényt:

N, M
4™ (z) ;= Zajq) (m - zgm)) + Zajpj(x),

=1 =1

ahol ¢ adott radialis bazisfliggvény, p1, . .., par pedig adott (alacsony fokszdmit) po-
linomok (jellemzden az 1,z, y, 2%, zy, y%, ... formuldkkal definialt kétvaltozos alap-
polinomok koziil valasztva). Az ismeretlen ay,...,an,, a1,...,an egyiitthatok az
interpolacids és az ortogonalitasi feltételekbdl szamithatok:

N M
Zaj'iI) (xfcm) - x§m)> + Zajp,- (xf;m)) = u(™(z;) (k=1,2,...Np),
j=1 j=1

Nun
Zajpk (a:;m)) =0 (k=1,2,...M),
j=1
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PRGN

ahol A szimmetrikus matrix, Ag; =@ (xfcm) — :v;m)) (k,j=1,...,Np),
Biy = p; (o) (k = 1,...,Nm, j = 1,...,M), @ := (a,....an,) € RV,

a := (a1,...,apm) € RM. Az a; és az a; egyiitthatok esetén az m indexet az
egyszeriiség kedvéért nem tiintettiik fel.

A (13) egyenletrendszer megoldhatésaga altalaban nem biztositott, még akkor
sem, ha térténetesen A pozitiv definit. Ekkor ui. (13) egyértelmi megoldhatésiga
kénnyen lathatoan azzal ekvivalens, hogy B magtere csak a zérusvektorbél all,
azaz B mint linearis operator, kdlcsénésen egyértelmd. Ez pedig B elemeinek

vagy tomoren:

definici6ja miatt azzal ekvivalens, hogy a Z;Mlajp]-(x) polinomok kéziil csak a

zéruspolinom ttinik el mindegyik xgm),. a:g") alappontban. Ez az mﬁ’"), . ,xg\',n)

pontok elhelyezkedésére ré nehezen ellendrizhetd feltételeket. "
Ha a (13) rendszer torténetesen minden z,, € S centralis pont esetén megold-
haté, akkor a (12) Poisson-egyenlet az alabbi modon diszkretizalhaté. Helyezziink
el x,, koriil, a {6 koordinatairanyokban xm-tol h > 0 tavolsagra négy fiktiv pontot
(zl, 2%, 25, 2E), ahol h jeldli az IZm—2™| (k=1,2,..., Ny ) tavolsdgok vala-
milyen kézepét (a kés6bbiekben négyzetes kdzepet alkalmaztunk). A (12) Poisson-
egyenlet diszkretizalt alakja ekkor (Seidel-iteraciora alkalmas formaba irva):

@™ () + @ (@) + @™ (25) + 3™ (25)  h2- flam)
4 4

Um = (14)

A jobb oldali elsé tort az ufcm) szamokkal kifejezhet6. Val6ban, a széban forgd tort

definici6 szerint:

oy — ™) + Bl ~a(™) + 2(ef, — ™) + ¥l ~2(™)

1l\
J m J
Z aJ 4

M

o)+ pi(zh ) + pi(zs) + pi(zE) _
PR i -
N /4
o120

B; = 211- (‘I> (cz:,Nn - mﬁm)) + & (1:,‘/,‘: - zgm)) + @ (z:fn - $§m)) + (:cfl - a:g.m)))

(G=12,...,Np),
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és

by == (pj (zm) +p; (zm) +p5 (en) + 5 (zm)) (G=1,2,..., M).

o, BHEDG)
(-0 (a2 =)y

ahol a w, v vektorpar megoldasa az alabbi lokdlis egyenletrendszernek:

GO e

A lokalis séma konstrukcitja tehat a kovetkezd algoritmussal torténik. Minden
Ty, € S ponthoz:

P

Mivel pedig nyilvan

— meghatarozzuk a szomszédos pontokat;
— kiszamitjuk a  és a b vektorokat;
-~ megoldjuk a (15) lokilis egyenletrendszert.

Az igy kapott w, v vektorparbol v-t késébb mar nem hasznaljuk; w elemeivel pedig
felirhatjuk a diszkretizalt Poisson-egyenletet (Seidel-iteraciés formaban):

Nom 2
- (m) _ h* - f(zm)
Up 1= ijujm - —4m_ (16)
j=1
Awj (j=12,..., Ny) egyiitthatokat elég a szamitas elején egyszer meghatérozni.

A (16) Seidel-iteraciot ezek utan vagy 6nmagaban hasznalhatjuk mint a diszkreti-
zalt Poisson-egyenlet megoldasi algoritmusat, vagy egy — eléggé természetes médon
definialhat6é — multigrid kérnyezetbe agyazva, simité iteracioként. Az iteracid soradn
a peremfeltétel figyelembe vétele értelemszerden, nehézség nélkiil elvégezhetd.
Példaként tekintsiik az egységnégyzetben a Laplace-egyenletet. A pontos meg-
oldés legyen u(z,y) = log ((3z + 0,5)2 + (3y + 0,5)?) , a Dirichlet-peremfeltétel
pedig ezzel konzisztens. A tesztfeladat megoldasara a fentebb leirt lokélis sémat
alkalmaztuk ®(r) := r?logr radialis bazisfiiggvénnyel (polarkoordinatakban fel-
irva), legfeljebb els6foki polinomokkal kiegészitve. A szamitasokat kétféle ponthal-
mazon hajtottuk végre: egy ekvidisztans racson és egy egyenletes eloszlas szerint
kvazi-véletlenszertien elszért ponthalmazon. Az iteraci6 inditdsakor mindig zérus
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N (M) 256 (64) | 1024 (128) | 4096 (256)
Relativ Lo-hiba (ekvidisztans racs), % 0,1157 0,0285 0,0067
Relativ Lo-hiba (szort ponthalmaz), % | 0,1798 0,0480 0,0165

1. tablazat. Lokilis séma alkalmazasa a Laplace-egyenlet megoldasara. A kozelité
megoldasok relativ Lo-hibai.

1. abra. A Laplace-egyenlet kozelité megoldasa lokilis séméaval. Tesztfeladat:
u(z,y) := log((3z + 0,5)% + (3y + 0,5)2).

kezdeti kozelitésbél indultunk ki. Harom kiilonb6z6 alappontszam esetén a kozeli-
tések relativ Lo-hibait az 1. tdblazat mutatja (N jeloli a tartomény belsejében, M
pedig a peremen elhelyezett pontok szamat.) Az 1. abran pedig a kozelit6 megol-
déasok lathatok N = 4096, M = 256 esetében. A szamitésok asztali szamitogéppel
késziiltek, a processzor érafrekvencidja 1,7 GHz volt. A két alacsonyabb pontszamu
esetben (256, ill. 1024 bels6 pont) a relativ Lo-hiba 1 méasodpercnél kevesebb idé
alatt csokkent 1% ala, 4096 belsé pont esetén kb. 9 masodperc alatt. Erdemes
megemliteni, hogy a tapasztalati konvergenciasebesség sokkal nagyobb volt, mint a
hagyomanyos 5-pontos differenciasémak esetében. 1024 bels6 pont esetében pl. ek-
vidisztans racson 140, szort pontrendszer esetében kb. 150 iteraciés lépés alatt
csokkent 1% ala a relativ Lo-hiba. Ez nem megleps, mert minden egyes ponthoz
tartozo lokalis sémaban a figyelembe vett szomszédos pontok szédma itt joval na-
gyobb, jellemz&en 6 és 30 kozott valtozik: ennek megfelelen viszont az iteraci6
fajlagos szamitasigénye is nagyobb.

4. Numerikus eredmények

A fentebb leirt Stokes-egyenletmegold6 médszert illusztralandé, tekintsiik az
alabbi tesztfeladatot. Legyen ) az egységnégyzet, melyben vizszintes dramlast
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tételeziink fel kvadratikus sebességprofillal. Ekkor a pontos megoldas:

U(II}, y) e y(L T y)a 'U(III, y) e 01 p(:l:’y) =P (L 3% 2"1")1
ahol L = 1, c pedig egy m dimenzi6ju skalazé konstans. A tesztfeladatban
a legegyszeriibb ¢ := 1, vp := 1 valasztéssal éltiink. A tartoméany peremét 128
ponttal diszkretizaltuk, a tartomany belsejében 1024 kvazi-véletleniil elszért pontot
helyeztiink el. A Poisson-egyenleteket lokalis séméakkal diszkretizaltuk. A szamitott

u vizszintes sebességkomponens és a p nyomaés a 2. abran, a szamitott sebességmezs
pedig a 3. 4bran lathat6. A sebességmezs relativ Lo-hibaja 0.754% volt.

3. abra. Szamitott sebességek.

Koszonetnyilvanitds: A szerzd koszonetét fejezi ki az Orszégos Tudoményos Kuta-
tasi Alapprogramok szervezetének a kutatas részbeni finanszirozésaért. A téma
nyilvantartasi szama: T47287.
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MESHLESS METHODS WITH APPLICATION TO THE STOKES PROBLEM

CsaBa GASPAR

In this paper, a numerical solution technique of the two-dimensional permanent Stokes equ-
ations is presented. The proposed method is a meshless (meshfree) version of the pressure cor-
rection method based on the well-known Uzawa algorithm. The Poisson equations appearing
in the pressure correction method are solved in a meshless way. Thus, the discretization of the
flow domain (using either finite elements or a Cartesian or curvilinear grid) can be avoided. The
applied schemes are based on the localised version of the Method of Radial Basis Functions. The
computational complexity of the proposed method is relatively low, and the method can be em-
bedded in a multi-level context in a natural way. The method is illustrated via a simple test flow
problem with quadratic velocity profile.
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