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OPERATORSZELETELESI ELJARASOK ES VIZSGALATUK

FARAGO ISTVAN

Az operétorszeletelés (angolul “operator splitting”) egy olyan széleskoriien elter-
jedt és sikeresen alkalmazott eljaras, amelynek segitségével a bonyolult szerkezetii
feladatokat egyszertibb feladatok sorozatara vezetjiik vissza. Ebben a dolgozat-
ban ismertetjiik a legfontosabb operatorszeletelési eljarasokat, kitérve azok algorit-
mikus realizalasénak kérdéseire is. Megvizsgaljuk az eljaras numerikus viselkedését,
tovabba a szeletelt feladatok numerikus megoldéasa esetén az igy nyert modszereket.
Végezetiil kapcsolatot teremtiink ezen kombinalt médszerek és szamos, az iroda-
lomban ismeretes eljaras kozott.

1. Bevezetés

A matematikai modellalkotis soran az Osszetett, idéfiiggs fizikai folyamatok
folytonos modelljeként gyakran olyan parabolikus tipusia parcialis differencidlegyen-
leteket hozunk létre, amelyeknek stacionarius {id6tSl nem fiiggs) elliptikus része
egyszerdbb strukturaju operatorok dsszegeként all els.

1.1. Példa. Tekintsiik a d darab szennyez6anyag terjedését leird légszennyezd-
dési folyamat matematikai modelljét [18]:

880; = -V (ug)+ V- (KV¢) - agic; + gi(x,t) + Ri(x,¢1,. .., ca). (1)
A fenti képletben i = 1,2,...d, és ¢; = c¢;(x,t) jeloli az i-edik szennyezbanyag
koncentracidjat. A képlet jobb oldalan szerepls tagok rendre az egyes fizikai rész-
folyamatokat leiré tagok, nevezetesen, az advekcié, a turbulens difftizi6, az iile-
pedés, a szennyezGanyag kibocsatasa és a kémiai reakciok. Feltételezziik, hogy a
koncentracio-eloszlas a kezdeti id6pontban (¢ = 0) ismert.

A tovabbiakban az ilyen tipusu feladatokat egységesen, un. operatoralakban a
kévetkezd modon adjuk meg:

dwlt) N, .
— = Auw(t) = ;Alw(t), te(0,7) )
w{0) = wo,
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ahol w az ismeretlen fiiggvény, wo adott elem, A;, (i = 1,2,...d) adott opera-
torok. (Megjegyezziik, hogy amennyiben vannak peremfeltételek, akkor azok az
operatorok értelmezési tartomanyéaban szerepelnek.)

A (2) feladat (az un. absztrakt Cauchy-feladat) pontos megoldasa speciélis
esetben formalisan kozvetleniil is felirhat6. Amikor A olyan linearis operator, amely
egy Cy-félcsoportot general, akkor

w(t) = exp(tA)w(0), (3)

ahol exp(tA) az A operator altal generalt félcsoport. (Ha az A operator korla-
tos, akkor exp(tA) eldallitasa az exp fiiggvény sorabol kzvetlen behelyettesitéssel
adodik. A tovabbi részleteket lasd [7] konyvben.)

Mivel a fenti megoldas elGallitasa (ha az egyaltalan lehetséges) tobbnyire csak
formalis, ezért a numerikus modszerek alkalmazéasa tobbnyire elkeriilhetetlen.
Ennek lényege, hogy az exponencialis fiiggvényt approximaljuk valamilyen (4ltala-
ban) racionalis fliggvénnyel, azaz

exp(z) ~ r(2). 4)

Ekkor a numerikus médszer algoritmusa
y™t =r(rA)y", (5)

ahol 7 > 0 a diszkretizaciés parameéter, és y™ jelenti az approximaciét a ¢t = n7r
idérétegen.
1.2. Példa. Legyen
1+(1-6)z
r(z) = 1-06z

az un. §-modszer, és d = 2. Ekkor:
Y"1 = ro(r(A1 + A2))y",

ahol

Te(T(Al + Az)) = ( I— 9T(A1 + Az))_l( I+ (1 — 9)T(A1 + Az))
és I az identitasoperator.

A fenti megkdzelités hidnyossaga, hogy nem hasznaljuk fel az A operator speci-
alis szerkezetét, nevezetesen, hogy t&bb, egyszeribb struktiraja operitor sszege.
A tovabbiakban célunk olyan eljaras definisdlasa, amely alkalmas a fenti sajatossag
kihasznélasara.

Megjegyzés. Az (5) modszer ténylegesen idSbeli diszkretizaldst jelent az
wr = {t, =nm,n =0,1,...N; N7 = T} racshalén. Igy ha parcislis differencial-
egyenletekre kdzvetleniil alkalmazzuk, akkor (5) iddrétegenként egy-egy elliptikus
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tipust feladat megoldédsat jelenti, azaz tovabbi numerikus médszer alkalmazéisa
szitkséges. Ugyanakkor, ha (5) alkalmazasa elGtt mar térben diszkretizaljuk a fela-
datunkat (pl. véges differencidk vagy véges elemek modszerével), és Ay jelenti a
diszkretizalt operatort, akkor az igy nyert

Yyt = r(rAp)y" (6)

egylépéses iteracié mar kozvetleniil alkalmas a szamitasok elvégzésére. Ekkor ugyan-
is Ap, matrixként reprezentalhato, és igy (6) idérétegenként linearis algebrai egyenlet-
rendszerek megoldasat jelenti.

2. Operatorszeletelés

Ebben a szakaszban feltételezziik, hogy A; : X — X egész téren értelme-
zett linearis operatorok, ahol X valamely régzitett Banach-tér, és operdtornorman
az indukalt szuprémum normat értjiik. A (2) absztrakt Cauchy-feladat megolda-
sanak azon w : (0,T) — X fliggvényt nevezziik, amely folytonosan differencidlhaté
(0, T)-n és kielégiti a (2) feladatot. Igy az X tér megvalasztasatol fiiggGen egyarant
targyalhato a klasszikus, illetve a gyenge megoldas. (Ha gyenge megoldasrél be-
széliink, akkor az el6fordulé derivaltak is altalanositott értelemben értendék és ez
a targyalasmédot bonyolultabba teheti.) Fontos megjegyezniink, hogy az idéfiiggs
parciilis differencidlegyenletek esetén altalaban nem teljesiil az A; operatorokra
tett feltétlezésiink, mint példaul (1) feladatban sem. Ilyenkor szokisos médon az
A; operatorok a mar térben diszkretizalt (tovabba, nemlineéris operdtorok esetén
a mar linearizalt) operatorokat jelentik, azaz (2) absztrakt Cauchy-feladat tényle-
gesen a szemidiszkretizalt linearis feladatot jelenti.

Megjegyezziik, hogy a&ltaldban homogén peremfeltételeket tételeziink fel.
Amennyiben a peremfeltétel inhomogén, akkor a szokisos médon homogenizal-
hatjuk a feladatot, illetve a szemidiszkrét feladatot ennek figyelembe vételével
irhatjuk fel.

Amikor a (4) tipust approximaciét alkalmazzuk a (2) feladatra, akkor valo-
jaban az exp (Z‘f zi) fiiggvényt kell kozeliteniink. Ennek egy lehetséges mddja a
(4) approximacié, amikor is el6bb approximaljuk az exponencialis fliggvényt, és
utana helyettesitjiik be Osszegként az operatort. Ezzel természetesen nem tudjuk
kihasznalni az operator specialis alakjat.

Az operatorszeletelés alapotlete, hogy a (4) approximacié soran az exp (Ef zi)
fiiggvényt elsé lépésben nem racionilis, hanem az egyes részoperitorok exponenci-
alisainak segitségével approximaljuk.
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2.1. Példa. A legkézenfekvibb az

d d
exp <Z z,-) ~ Hexp(zi) (7
i=1 i=1
tipusi kozelités.

2.2. Példa. Bevezethetjiik az

d—-1

exp (Zd: z,-) ~ dl:[lexp (%) exp(2q) H exp (zd2_i) (8)
i=1 i=1 :

i=1

tipust kozelitést is.

2.8. Példa. Vegyiik észre, hogy a (7) kozelitésben lényeges a sorrend a jobb
oldalon. Ezért célszertinek latszik az

d d d
exp <Z; Zi) ~ % [1:[1 exp(z;) + HGXP (zd+1—i):| (9)

tipusa kozelités is.

Nyilvanvaléan, skalarok esetén (7), (8) és (9) egyenldséget jelent, de tetszbleges
korlatos operatorokra az egyenldség nem all fenn. Ugyanakkor, ha az operatorok
paronként kommutélnak, akkor ismételten igaz az egyenlGség.

A fenti kozelitéseket alkalmazhatjuk a (2) feladat kozelité megoldasara a
kévetkez6 modon. Tegyiik fel, hogy A; operatorok szintén generatorok, és vezessiik
be a kovetkezd operatorfliggvényeket:

d
Toaek(A) = [ [ exp(4s);
=1

d-1 1 d—1 1
rsm(4) := g exp <§Ai) exp(Ad) 11;11 exp (-2'Ad—i>
és

d d
Tssim(A) 1= % [H exp(4;) + HGXP(Aqu)} .

i=1 i=1

Ezen operatorok segitségével definidlhatok az Gj numerikus modszerek, nevezetesen
who((n+1)7) = rga(tA)wla(nr), n=0,1,...N, (10)

ahol szel € {szek; SM;szim} és wl, (n7) az adott szeleteléshez tartozé numerikus
megoldas az w, racshalén. A fenti operatorszeletelési eljarasokat rendre szekvenci-

dlis, Strang—Marcsuk és szimmetrikus szekvencidlis szeleteléseknek nevezziik.
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A (10) algoritmus realizalasanak lényeges pontja az exp(A;) kiszamit4sa, ponto-
sabban, exp(7A;)v meghatarozasa valamely adott v elem esetén. Mivel ez nem maés,
mint egy 7 hosszisagi intervallumon értelmezett, v kezdeti vektora, A; operatora
homogén Cauchy-feladat megoldasa, ezért a fenti médszerek algoritmikus relizélasa
a kovetkezd.

1.

Szekvencidlis szeletelés [1]. Valamennyi régzitett n = 1,2,... N értékre
rendre megoldjuk a kévetkez6 d darab Cauchy-feladatot:

dwh
L) = AwP(®),  (n-Dr <t<nr,

wi((n = 1)7) = wi(n7),

ahol i =1,2,...d. A szeletelt megoldas
whier(n) = wj(n7)

és az algoritmusban w3 (nt) = w¥,, ((n — 1)7), tovabba wl , (0} = w(0)

a (2) kezdeti feltételbdl ismert wp elem. Tehat az algoritmus:

:'41_)AZ—)"'AQ=>¥A1_)AZ_)"'AQ=>"'=>:41_)A2—)”'A(£'

1. lépés 2. lépés N. lépés

Strang-Marcsuk-szeletelés [16], [18] . A rogzitett n = 1,2,...N érté-
kekre rendre megoldjuk a kovetkezd, Oszességében 2d — 1 darab Cauchy-
feladatot.

Elgszér i =1,2,...d — 1 értékekre megoldjuk a
dt
w((n—1)7) = wi,((n - 0,5)7)

(t) = A;wl (1), (n-1r<t<(n-0,5)T,

feladatokat. Ezutan megoldjuk a

dwy
dt
wg((n—1)7) = wi_;((n —0,5)7)

(t) = Aqwj(t), (n—1)7<t<nr,

feladatot. A rogzitett n mellett végezetiil i = d+ 1,d +2,...2d — 1
értékekre megoldjuk a

dw}
dt
wi{(n —0.5)7) = wl {(n7)

(t) = Agg—wl(t), (n—0.5)r <t <nr,

feladatokat.
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A szeletelt megoldas
wéVM(n'r) = why_1(n7)
és az algoritmusban
wg ((n = 0,5)7) = wly((n — 1)7),
tovabba
whiy (0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételbdl ismert wp elem. Tehat az algoritmus:

1 1 1 1 1 1
—A Ay — - Ay A ~Aqg- —Ag_2—> A =
21H22 2d1/—> d —"gdl_"de 211
N 1b. lépés ~
la. lépés lc. lépés

1 1 1 1 1 1
S A o 2Ag Ay = Ay o Ay o —Agg — - = AL
\2141 542 2:114 d gdl 2Ad2 541

7

Nb. lépés

Na. lépés Nc. lépés

3. Szimmetrikus szekvencidlis szeletelés [15], [5]. Rogzitett n = 1,2,...N
értékekre rendre megoldjuk a kovetkezs 2d darab Cauchy-feladatot:

_(_iavtl(t) = A;v7(t), (n—1)r <t <nr,
vi((n — 1)1) = v (n7),
és
d;‘f ) = Agproiu™®),  (n—1)r <t<nm

u;((n—1)7) = ui (1),
ahol i=1,2,...d. A szeletelt megoldas

N

v (nt) + ulf(n7)
szim = .

(nr) =

w,

A fenti algoritmusban
vg(n7) = ug (n7) = wha((n - 1)7),

tovabba
Weyim(0) = w(0)

a (2) kezdeti feltételbél ismert wg elem.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)




OPERATORSZELETELESI ELJARASOK ES VIZSGALATUK 261

Tehat az algoritmus:

Ay — A2 — - Ay Ay — Ay > - Ag
Ad—)Ad_l—)-..Al ﬁ-..:}Ad__)Ad_l_),,_Al
(1. lépés) (N. lépés)

Megjegyezziik, hogy a fenti harom szeletelési eljaras mellett még szamos egyéb,
sikeresen alkalmazott eljaras is létezik. Ugyanakkor dokgozatunkban a tovabbi-
akban mi a felsoroltakat (elsGsorban azok elterjedtsége miatt) elemezziik részlete-
sebben.

3. A lokalis szeletelési hiba

Az operéatorszeletelés, mint a numerikus médszerek altaldban, nem eredmeé-
nyeznek pontos megoldast, azaz tetszéleges operatorok esetén a szeletelt megoldés
nem egyezik meg a (2) feladat pontos megoldasival az w, racshil6é pontjaiban.
Az elsG idGlépés utani eltérést kiemelten kezelve vezessiik be a kvetkezd meghata-
rozast.

3.1. Definicid. Az Errge = w(r) — wé‘z’el(r) kifejezést az adott szeletelési elja-
ras lokdlis szeletelési hibdjdnak nevezziik.

Természetes elvaras, hogy  nulldhoz tartasa mellett a lokalis szeletelési hiba
is nullahoz tartson. Mivel ezen konvergencia rendje jellemzi a szeletelés mindségét,
célszerd bevezetni az alabbi definiciot.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az adott szeletelési eljards p-ed rendd, ha
Errge = O(7PT!). Egy adott szeletelést konzisztensnek neveziink, ha rendje
p>0.

A tovabbiakban korlatos operatorok esetén meghatarozzuk az egyes szeletelések
rendjét.

3.1. Példa. Vizsgaljuk meg a szekvencialis szeletelés rendjét! A (3) Osszefiiggés
alapjan a pontos megoldas a t = 7 pontban

o= 1
w(r) = exp(tA)w(0) = Z ;l—TT"A"wo = (I+ TA+ %T2A2> wo + O(T3).

n=0
Figyelembe véve, hogy A = ZL] A;, kOnnyen lathat6n

d 2 d
'lU(T) =TI+ TZAi + % AiAj wo + O(Ta). (]_1)
=1 1

ij=
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A szekvencialisan szeletelt kozelité megoldas az elsd lépés utan

d d 2
wifair) = [[ewntr Ao = [ (174 + 5 42) o + 06

i=1 i=1

Ezért tehat

d 2 d d
T
wzek(T) =1+ TZAi + 5 ZA? + 72 H AjA; | wo + O(T3). (12)
=1 i=1 ij=t
i<j

A (11) és (12) képletek alapjan a lokalis szeletelési hiba tehat

o | @ d
ErToser = % IT 44 - I] A4 | wo+0(2) =

=1 ij=1

>j <] (13)

2 d
.
= 7 H (AiAj - Ain) wo + O(Ts).
lfi]>=jl

Mivel 4ltalanos esetben a jopb oldal O(7?2), ezért a szekvencialis szeletelés elsrendi
mobdszer.

3.2. Példa. Vizsgaljuk meg a szimmetrikus szekvencialis szeletelés rendjét!
Az el6z6 szamitasok alapjan nyilvanvalo, hogy ebben az esetben

d ) d 2 d
T T
Whin(T) = | T+7Y A+ - Y A+ 5 [T (Ai4; + 4;45) | wo+
i=1 i=1 i,j=1
<J

(14)

d 2 4d
+O(r) = [T+7> A+ 12_ > Aud; | wo + O(7%).
i=1

i,j=1
A (11) és (14) képletek alapjan a lokilis szeletelési hiba tehat
Errge = O(T%),
azaz a szimmetrikus szekvencialis szeletelés masodrendd.

Megjegyezziik, hasonl6 médon megmutathaté, hogy a Strang-Marcsuk-szeletelés
is masodrendd. (Ennek belatasat az Olvaséra bizzuk.)
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4. A lokalis szeletelési hiba elemzése

A tovibbiakban a szeletelések lokalis hibajara vonatkozoan tesziink néhany
megjegyzést.

1.

Fontos kérdés a lokalis szeletelési hiba eltiinésének vizsgalata, azaz meg-
adni azt a feltételt, amely mellett a szeletelt megoldas és a pontos meg-
oldas megegyezik. A lokilis szeletelési hiba megjelenésének oka, hogy
altalaban exp(A; + A2) # exp(A4;)exp(Az). Mint ismeretes, az egyen-
16ség csak akkor érvényes, amikor az operatorok kommutalnak, azaz az
[A1, A2] := A1 A — A2 Ay kommutéatorra [Ag, A2] = 0 érvényes. Ez egy-
részt 6sszhangban van a szekvencialis szeletelés lokalis hibajara nyert (13)
kifejezéssel: a masodrendd hibatag elttinik, ha mindegyik operatorpar
kommutal. Emellett azt is jelenti, hogy nem csak a masodrendt, hanem
valamennyi rendd hibatag elttnik.

Az €l6z8 észrevétel azt jelenti, hogy paronként kommutalé operatorok ese-
tén a szeletelések pontosak. (Természetesen feltételezve, hogy a szeletelt
rész-feladatokat pontosan, azaz numerikus modszer alkalmazasa nélkiil
oldjuk meg.) Felmeriil a kérdés: vajon a paronkénti kommutélas sziiksé-
ges feltétele-e a lokalis szeletelési hiba eltiinésének?

A kovetkezs egyszerti példa valaszt ad erre a kérdésre [10].

4.1. Példa. Tekintsiik a kbvetkezd 2 x 2-es métrixot:

2]

Bontsuk fel harom matrix Gsszegére, azaz irjuk fel A; + Az + Az alakban,

ahol
3 1 -2 0
A = Az = és Ay = .
PTE T 9 } 2 [ 0 -1 }
Ekkor
ta | et 2e3t(et —1)
© = 0 et ’
A1 — gtAs e e*(e’ - 1) s etz — e”?* 0 .
0 e2t ’ 0 et

Ebben a példidban A; és A3 nem kommutalnak, mivel

0 1
[Al,A2]=[0 0}-

Ugyanakkor,
e‘rAl eTAzeTA3 — CTA,
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ami azt jelenti, hogy a szekvencislis szeletelés pontos. Tehat a szekven-
cialis szeletelés esetén a paronkénti kommutalas nem sziikséges feltétele a
lokalis szeletelési hiba elt(inésének. Megjegyezziik, hogy d = 2 (azaz két
operator) esetén a lokélis szeletelési hiba (v.6. (13) képlettel):

2 2
Errgex = 1-2—- (A1A2 —_ A2A1) wo + 0(7’3) = %[Al,Az]'UJo + O(Ts), (15)

amely azt mutatja, hogy két operator esetén a kommutalas sziikséges fel-
tétel is.

Mivel d = 2 esetén konnyen lathatdéan a Strang-Marcsuk-szeletelés nem
mas, mint egy harom operatoros szekvencidlis szeletelés (ahol az opers-
torok rendre A;/2, A2 és A;/2), az el6z6ekbsl kovetkezik, hogy a péa-
ronkénti kommutélas a Strang-Marcsuk-szeletelés esetén sem sziikséges
feltétel. (Hasonldan belathato az allitas a szimmetrikus szekvencialis sze-
letelésre is.)

Egy adott numerikus médszer esetén ismeretes fogalom a konzisztencia.
Erdekes kapcsolat all fenn az operatorszeletelés konzisztenciaja (lasd
3.2. Definicid), illetve az operatorszeletelésnek mint numerikus modszer-
nek a konzisztenciija kozott. A numerikus modszer konzisztencidjahoz
az szitkséges, hogy barmilyen id6pontban is vessziik a pontos megoldast,
onnan egy idélépést téve a numerikus modszerrel, a pontos megoldastol
valo eltérés (lokalis hiba) nulldhoz tarson. Vagyis azt koveteljitk meg, hogy

sup % (rszer(TA)u(t) — exp(rA)u(t)) (16)

tartson nulldhoz 7 — 0 esetén. Mivel t = 0-ban ez éppen a lokilis szele-
telési hiba nulldhoz tartasat jelenti, ezért a szeletelés mint numerikus
modszer konzisztencidjabol kovetkezik a lokilis szeletelési hiba nulldhoz
tartasa, és igy a szeletelés 3.2. Definici6 szerinti konzisztenciija is. Ugyan-
akkor ez megforditva nem feltétleniil érvényes.

Fontos kitérniink a nemkorlatos operatorok konzisztencidjanak vizsgala-
tara, természetesen tovabbra is feltéve, hogy ezek az operatorok
Co-félcsoportok generatorai. Bar ekkor nem értelmezhets a félcsoport
a generatoranak hatvanysoros elallitasaval, a Taylor-sor maradéktaggal
val6 megadasaval az analizis mégis elvégezhet6. Megmutathato, hogy
kellen sima kezdeti fiiggvény esetén a korlatos operatorokra kimutatott
rend ebben az esetben is érvényben marad. (A szekvencidlis szeletelésre
a [2], mig a Strang-Marcsuk, illetve a szimmetrikus szekvencialis szelete-
lésekre a [9] cikkben talalhaté a bizonyitas.)

A lokalis szeletelés hibajaban a rend azt fejezi ki, hogy megfelelGen kicsiny
7 mellett érvényes csak a becslés. Példaul d = 2 esetén a szekvencialis
szeletelés hibajabél (lasd (15)) arra kovetkeztethetnénk, hogy 4ltaldban
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a kommutator normaja egyértelmien meghatarozza a lokdlis hiba nagy-
sagat, a 7 szeletelési lépéskoz megvalasztasatol fiiggetleniil. A kévetkezd
példa [8] megmutatja, hogy ez &4ltaldban nem érvényes.

4.2. Példa. Legyenek

Ay

It

Ay =

o O o o
o O O N
O O N= O
Oikl—= O o
o O o [e=]
o O O N
O o N= O
O R|lWw O o

1
A= A; + Ag, p € R tetszbleges, nemnulla allandé, By = pA;, By = Z—)Az,
B = By+ By, e =(1,1,1,1) és 7 = 1. Tekintsiik a kévetkezs problémakat:

u'(t) = Au(t), te(0,1]
u(0) =e } (7
és
w'(t) = Bw(t), te(0,1]
- ) "

Konnyen lathat6, hogy

1
I[A1, Aolle = ll[B1, Bellloe = .
azaz a kommutatorok normaja megegyezik.

Legyen most p = 1000, és alkalmazzuk a szekvencialis szeletelést a (17)
és a (18) feladatokra. Egyszerd szamolassal ellenérizhetd, hogy a lokilis
szeletelési hibak

|Brrdyr = D, = 44 — etet|

=0,125

o0 oo

és

[|Errs,(r =1 = He(B”B“ - e32e31| = 20,8334.

o0

Lathat6, hogy a masodik esetben lényegesen nagyobb (166, 67-szoros)
hibat kaptunk. Megjegyezziik, hogy p n6velésével ez az eltérés tetszélege-
sen naggyd tehets. A jelenség oka, hogy a fenti 7 mellett a magasabb rendi
tagok szerepe még jelentés. Természetesen T megfelel csbkkentésével a
kommutator norméja mar meghatarozza a lokalis szeletelési hibat.
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Felmeriilhet a kérdés: ha a (2) homogén egyenlet helyett a

%:Aw t)+ ft) = ZAw(t +Zf1 te(0,T)
w(0) = wo,

inhomogeén feladatot tekintjiik, akkor lehetséges-e a rend megtartasaval
szeletelni a feladatokat? Példaul a

d::" () = Awl(t) + fi(t), (n—1)7 <t <nr

wit((n —1)7) = wiL, (n7),

szekvencialis szeletelés (avagy az értelemszerien atfogalmazott Strang-
Marcsuk, illetve szimmetrikus szekvencialis szeletelések) esetén megor-
zG6dik-e a homogén feladatra korabban belatott rend? A valasz pozi-
tiv, azaz megfelelen sima forrastagok (fi(t)) esetén megmarad a rend.
(Lasd [4]. )

Mi az eddigiekben a lokalis hibat vizsgaltuk. Ugyanakkor a gyakorlat
szempontjabél a globalis hiba fontos, vagyis az, hogy egy rogzitett
t € (0,T) pontban a w¥  (nr) szeletelt megoldas (ahol nT = t, azaz 7 — 0
miatt n — oo) tart-e, és ha igen, milyen rendben a w(t) pontos megol-
dashoz? A valasz megadasa elGtt az operatorszeletelésre mint numerikus
eljarasra megfogalmazzuk a jol ismert stabilitasfogalmat.

4.1. Definicié. Egy operatorszeletelést stabilnak neveziink, ha a (10)
iteracioban szerepls rge(TA) operatorra az

{Ir&a(rAl, nr<t, 7>0}
operatorsereg egyenletesen korlatos.

A Lax-féle ekvivalenciatétel (pld. [12]) korrekt kittizést absztrakt Cauchy-
feladatok esetén egy numerikus médszer esetén kapcsolatot teremt a kon-
zisztencia, a stabilitas és a konvergencia kozott. Nevezetesen, konziszten-
cia esetén a stabilitis és a konvergencia ekvivalens egymassal. Kovetkezés-
képpen, ha az operatorszeletelés stabil, akkor a globalis hiba nulldhoz tart.
Emellett a konvergencia rendje altaldban p, azaz megegyezik a modszer
rendjével. A gyakorlatban a stabilitis belatisa nem kénnyd, de kontraktiv
esetben, azaz amikor
”rszel(TA)” <1,

a stabilitas nyilvanvaléan igaz. Igy tehat ha az A; operatorok kontrak-
cids félcsoportok generatorai, akkor a szeletelés mint numerikus modszer
konvergens.

Alkalmazott Matematikei Lapok (2009)



OPERATORSZELETELESI ELJARASOK ES VIZSGALATUK 267
5. Numerikus moédszerek alkalmazasa a szeletelt feladatokra

Az eddigiekben azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a szeleteléssel nyert egyes
részfeladatokat pontosan oldjuk meg. Ugyanakkor ez altaldban nem lehetséges:
bar feltételezéseink szerint az egyes A; részoperatorok egyszeriibb struktarajaak,
a val6s feladatokra nem redlis feltételezni, hogy a szeletelt problémé&k pontosan
megoldhatdk. (Az egyszeribb struktira ,csak” azt eredményezi, hogy a szeletelt
feladatokra t8bbnyire az irodalombél ismert, megbizhat6 és hatékony numerikus
eljarast tudunk alkalmazni.) Jelolje a tovabbiakban At a szeletelt feladatra alkal-
mazott numerikus diszkretizacié lépéskozét. (Nyilvanvaléan At < 7.) Ez megha-
taroz egy war = {tn = nAt,n = 0,1,...N; NAt = T} racshalot. Természetes
elvaras, hogy wa: a szeletelésre hasznalt racshalé finomitasa legyen, azaz teljesiil-
jon a wae D w, tartalmazas. Ezért célszerd a At = 7/K megvalasztast alkalmazni,
ahol K adott természetes szam. (K = 1 esetén a szeletelési lépéskoz és a numeri-
kus lépéskdz megegyezik, tehat mindegyik részfeladat numerikus megolddsa soran
egyetlen lépést hajtunk végre.)

Az egyes szeletelt részfeladatokra valamely numerikus moédszert alkalmazva a
teljes feladatra egy globalis diszkretizaciot nyeriink az wa¢ racshaléon. (Fontos ki-
emelni, hogy a valasztott numerikus médszerek eltéréek is lehetnek, hiszen gyakran
éppen ez a szeletelés alkalmazasanak célja.) Ezért a teljes diszkretizaci6s opera-
tor fiigg a valasztott szeleteléstsl, a szeletelési lépéskdztsl, az alkalmazott nume-
rikus mddszert6l és ennek lépéskézétsl. Legyen példaul d = 2, és alkalmazzuk a
7 lépéskozid szekvencilis szeletelést. Valasszuk az elsé szeletelt feladatra az NM1
numerikus médszert a Aty = 7/K; lépéskozzel, a masodik feladatra az NM2 nume-
rikus médszert a Aty = 7/ K, lépéskdzzel. Ekkor a teljes diszkretizdci6s operator
felirhaté Cioy = Ciot(7, NM1, K1, NM2, K5) alakban. (Amikor NM1, K, NM2
és K rogzitettek, akkor az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a C(7) jelolést
alkalmazzuk.)

5.1. Példa. Legyen d = 2 a (2) feladatban, és alkalmazzuk a szekvencialis sze-
letelést. Valasszuk az explicit Euler (EE) médszert mindkét szeletelt feladatra
At = T megvalasztassal. (Azaz, Cioy = Ciot(7, EE,1, EE,1)). Ha y} és y¥ jeloli
az wi(nt) és wi(n7) szeletelt pontos megoldasok kozelitéseit, akkor a numerikus
séma a kovetkezd:

n+l __ . n n+l __  n
Y1 - 12 =A1y;l, Yo - Ya =A2yg,
és yp =yl Ezert
yot! = (I + 7A2)(I + TAT, (19)

azaz a teljes diszkretizalé operator
C(r) = (I + T1A2)(I + 14,;).

Korlatos operatorokra, korlatos id6intervallumon kénnyen megmutathat6 a
fenti modszer konvergenciaja.
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5.1. ALLiTAS. Tegyiik fel, hogy a [0,T) intervallumon értelmezett (2) feladat-
ban (d = 2) az A, és A korlatos operétorok. Ekkor a (19) médszer konvergens.

Bizonyitds.  Eloszér a konzisztenciat latjuk be, azaz megmutatjuk, hogy
Tezel(TA) = C(7) megvalasztassal (16) érvényes. Mivel

(e - explra)u(e))] < () — explra)uce)] -
= [31041 = 42)% + 0(®)] |l exp(tA)unll <

<[4 — 4221+ O(?)] exp(T A ol = const -7 + O(r?),

és az utolsé tag t-tdl fiiggetleniil tart nulldhoz 7 — 0 esetén.
A stabilitas a

IC)™ | = (I +7A2)(T + 7AN)" | < (1 + Tl A)" (L + 7| As]))" <
< exp(T|| Az2||) exp(T'|| A1]|) = const

relaciobol nyilvanvaloan kévetkezik. O

Megjegyezziik, hogy ha A; nem korlitos (és az id6intervallum sem az), de
kontrakci6s félcsoportot general, akkor is érvényes marad az allitds. (A bizonyitas
6nalloan elvégezhetd.) .

6. Néhany ismert eljaras mint kombinalt médszer

Az 5. szakaszban definialtuk a szeleteléssel és a numerikus médszer megvalasz-
tasaval nyerhetd teljes diszkretizaciot.

Ebben a részben megmutatjuk, hogy a szeletelés a szeletelt feladatok numerikus
megoldasi modszerének alkalmas megvalasztasaval t6bb, az irodalombdl j6l ismert
mébdszer nyerhetd.

6.1. A Crank—Nicolson-maédszer

Tekintsiik a

dw

— = Auw(t t<T

g~ Awl), 0<ts (20)
w(0) = wo

1 1
Cauchy-feladatot és alkalmazzuk a trividlis A = §A+ §A szeletelést! Ekkor az (20)
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feladatot a szekvencialis szeleteléssel diszkretizalva a kdvetkezs szeletelt feladatokat
kapjuk:

dw1 ¢ 1,4
E- <
g 2Aw1(t), 0<t<r, (21)
w% (0) = Wo,
dw%(t) 1 1
<
i 2A 5(t), 0<t<L, (22)

wp(0) = wy (7).

(Az egyszeriség kedvéeért csak az elss lépést irtuk le.) Ha az explicit Euler-médszert
alkalmazzuk az elsG (21) feladatra és az implicit Euler-mé6dszert a masodik (22)
feladatra a At = 7 megvalasztassal, akkor a kdvetkezs teljes diszkretiziciét nyerjiik:

yi — 3
T

Y3 — Yo
T

Ayls 4} = wo,

Ay 2 =i

Igy a teljes diszkretizacios operator Cioy = Ciot(T, EE,1,IE, 1) alakja
C(r) = - %A)“(I + gA),

amely a j6l ismert Crank-Nicolson-médszer.

Megjegyzés. Ez a példais jol tiikr6zi, hogy a teljes diszkretizacié rendjének meg-
hatarazasa bonyolult feladat. Intuitiv médon azt gondolnank, hogy a ,leggyengébb
lancszem” elve alapjan a szeletelés, illetve az alkalmazott numerikus eljarasok rend-
szamanak kisebbike hatarozza meg a teljes diszkretizacié rendjét, azaz, ha rendg,e
a szeletelés rendje és rend,ymi az i-edik szeletelt feladat megoldasara alkalmazott
numerikus médszer rendje, akkor a teljes diszkretizacio rendje ’

rendior = min{rendsel, rendnumi, - - - T€Ndpumd } - (23)

Ebben az esetben rendbzel = 0, mivel a szeletelt operatorok kommut4lnak. Tovabba
rendpymi = rendm,mg = 1. Igy (23) esetén a teljes rend egy lenne. Ugyanakkor,
mint az j6! ismert, a Crank-Nicolson-médszer masodrendd.

6.2. Masodrendii Yanenko-médszer

Tekintsiik az eredeti (2) Cauchy-feladatot d = 2 esetén. A szekvenciilis szele-
telés és a kozépponti modszer (trapézszabaly) szerinti numerikus integraldssal,
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valamint a 7 = At megvalasztassal ekkor a

it PR Sl
T ! 2 (24)
vr=y!
v —uE VT YR
T 2 2 (25)
vy =yt
feladatokat nyerjiik, ahol yz_1 =wgésn=0,1,2,...,N—1. Ez az eljaras a méasod-

rendd Yanenko-médszerként ismeretes [19]. Gyakran az A; operatorok az iranyok
szerinti felbontasbol adédnak. Példaul amikor A a d-dimenziés Laplace-operator,
akkor A; az x; valtoz6 szerinti méasodik derivalt. Ekkor a fenti algoritmus reali-
zélasa egyszerd, mivel 1épésenként tridiagonalis matrixa linearis algebrai egyenlet-
rendszerek megoldasat igényli csak. Ezért az irdnyok szerinti szeletelés elnevezés is
hasznalatos.

6.3. Szekvencialis, alternalé Marcsuk-médszer

Jelolje az (24)-(25) Yanenko-médszert y™*! = ®4,4,(y"). A szimmetria
megébrzése céljabol lépésenként cseréljilk meg az A; és Ay operatorok sorrendjét!
Ez a

Y =B, 4, (Y)Y = apa (V) n = 0,24,

moédszerhez vezet, amelyet az irodalomban szekvencialis, alternalé Marcsuk-moéd-
szernek neveznek [14]. Ez tehat megfelel a Strang-Marcsuk-szeletelesd, trapéz-
szabalyi numerikus médszert alkalmazd, 7 = At megvalasztasu teljes diszkretizald
numerikus médszernek.

6.4. Parhuzamos alternalé médszer

Tekintsiik az
1

n 1
Yy = §<I)A1Az (yn) + §(I)A2A1 (yn)

numerikus modszert, amely az irodalomban Swayne-mo6dszerként ismeretes [17].
Kénnyen lathatéan ez a modszer megfelel a szimmetrikusan silyozott szekvencialis
szeletelésnek, a kdzépponti numerikus integralast és 7 = At lépéskdzoket valasztva.

6.5. Lokalis egydimenzids sémak

Tekintsiik a haromdimenziés hGvezetesi egyenletet. Ekkor a Yanenko-moédszer
a kévetekezs alakot dlti:
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1 1 1
it A TOR ' Sy | S
= Dzaly > = Dyl T,
T T
n+l _  n+4l
Ys - Y2 _ Apaylth, g™l = Bt
ahol n = 0,1..., ¥° = wy. Ebben a séméban Az, Ayy és A,, az egydimenzids

Laplace-operator szokisos diszkretizéciojat jeloli. Ez a médszer megfelel a szekven-
cialis szeletelésnek, implicit Euler-moédszerrel és 7 = At megvalasztassal.

7. Osszefoglalas

A dolgozatban bevezettiik az operatorszeletés fogalmat és definidltuk a leg-
gyakrabban alkalmazott médszereket. Elemeztiik a kiilob6z6 tipust szeleteléseket,
mint id6beli diszkretiz4ciés eljarasokat, kitérve azok pontossagara a lokalis szelete-
lési hiba értelmében. Megnéztiik, hogy az egyes szeletelt problémakra alkalmazott
numerikus eljarasok hogyan hatnak ki a teljes diszkretizaciéra.

A dolgozat terjedelmi okokbél nem tér ki a médszer hatékonysaganak, illetve
a szamitogépes realizalasinak kérdésére. Itt csak utalunk a légszennyezddési fel-
adatra vonatkozo6 [3], [6] és [11] dolgozatokra.
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OPERATOR SPLITTINGS AND THEIR ANALYSIS

IsTvAN FARAGOG

Operator splitting is a widely used and successfully applied process, by which a problem

of complicated structure can be substituted with a sequence of simpler problems. In this study
we present the most important operator splitting methods and touch upon the issues of their
computer realisation. We study the numerical behaviour of the procedure and the methods
obtained when the split sub-problems are solved numerically. Finally, we set up connections
between these combined methods and several other ones known from the literature.
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