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A SHAPLEY-ERTEK AXIOMATIZALASAT

PINTER MIKLOS

A Shapley-érték a koaliciés formaban adott jatékok egyik legismertebb
megoldaskoncepcidja. Szokas az irodalomban a Shapley-értéket axiomatiku-
san jellemezni, leirni. Ebben a cikkben a Shapley-érték négy axiomatizaci-
ojaval foglalkozunk: a Hart és Mas-Colell-féle potenciallal, Shapley eredeti,
a van den Brink-féle és a Young-féle karakterizaciokkal. A fenti négy axioma-
tizalas érvényességét vizsgéljuk az atruhazhaté hasznossagu koalicios forma-
ban adott jatékok tizenhat jatékosztalyan. Eredményeinket egy tablazatban
foglaljuk Gssze.

1. Bevezeté

A Shapley-érték a koalicios formaban adott atruhazhat6 hasznossagi jatéko-
kon? (a tovabbiakban réviden csak jatékok) értelmezett megoldasi koncepcidk egyik
legnépszertibbike. Mind elméletileg, mind az alkalmazasok tekintetében széles-
korben hasznalt (az alkalmazasokrol Moretti és Patrone [11] cikke ad szisztema-
tikus attekintést, mig konkrét alkalmazasokra magyar nyelven lasd pl. Csoka [4] és
Pintér {17] cikkeket).

Ugyanakkor, az alkalmaz6 szempontjabdl is fontos annak megértése, hogy valé-
jaban mit is jelent a Shapley-érték. Ez a fajta megértés, jellemzés a targya a
Shapley-érték kiilonbozé axiomatizalasainak. Egy axiomatizalds nem maés, mint
annak megmutatasa, hogy valamely rogzitett jatékosztalyon a Shapley-érték ekvi-
valens bizonyos axiémakkal. Magyaran szélva, az adott jatékosztilyon a Shapley-
érték egyértelmien jellemezhets az adott tulajdonsigokkal (axiémaék).

Ahogy fent jeleztiik, az egyes axiomatizalasok csak adott, rogzitett jatékoszta-
lyok mellett igazak. A kérdés az, hogy milyen jatékosztalyok mellett mely axioma-
tizalasok érvényesek és melyek nem.

Egyes alkalmazasok jol ismert, népszerd jatékosztalyokhoz kéthetGek. Csak
példa jelleggel: a nemnegativ szubadditiv jatékok és a koltségjatékok osztalyai egy-
beesnek, szintén megegyezik a nemnegativ nulla-normalizilt szuperadditiv

IK8szinet az anonim biralonak a megjegyzésekért és az észrevételekért. Ez a cikk az Orszagos
Kutatasi és Tudomanyos Alap (OTKA) palyazata és a Magyar Tudomanyos Akadémia Bolyai
Janos 6sztondija tdmogatasaval késziilt.

2 A magyar nyelvii irodalomban az 4atvalthaté hasznossagi jatékok elnevezés is elterjedt.
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ill. ugyancsak fennall az egybeesés a monoton és a feszité-halézatjatékok (spanning
network games) jatékosztalyokra (lasd Van Den Nouweland et al. [15]).

Ebben a cikkben a Shapley-érték négy axiomatizalasat vizsgaljuk: (1) a Hart
és Mas-Colell-féle [9] potencialt, (2) Shapley eredeti [20] axiomatizalasat, melyet
kés6bb Dubey [6], ill. Peleg és Sudhélter [16] tovabb finomitott, (3) van den Brink
[1] megkozelitését és (4) Young [22] karakterizaciojat. A fenti karakterizaciokat
tizenhat jatékosztalyon vizsgaljuk (lasd 2.3. definicié).

A Shapley-érték szamos egyéb axiomatizalasa ismert az irodalomban, tébbek
kozott Chun [2], [3], Hart és Mas-Colell [9] redukalt jatékra épiilé karakterizaci6ja,
Lange és Grabisch [10], Roth [18]. Ebben a cikkben ahelyett, hogy bevezetiink
egy 4j karakterizaciot, négy jol ismert karakterizaciot vetiink egybe. Véleményiink
szerint a valasztott karakterizaciok, a terjedelmi korlatok figyelembe vétele mellett,
jol reprezentaljak a Shapley-érték kiilonféle axiomatizacioit.

Eredményeinket az 1. tiblazat tartalmazza. Harom elméleti eredményt szeret-
nénk hangsilyozni. (1) Az alapjaték fogalma (lasd a 2.6. definicidt) segitségével
Shapley eredeti axiomatizalasinak érvényességét olyan esetekben is tudjuk vizs-
galni (pl. lényeges jatékok, lasd a 4.3. kovetkezmeényt), amikor a korabbi fogal-
makkal az nem volt lehetséges. Az alapjatékok fogalma elgkeriil van den Brink
megkozelitésének targyalasakor is. (2) Olyan médon altalanositjuk van den Brink
axiomatizacios tételét (lasd 5.1. tétel), hogy lehetSvé valik az adott jellemzés érvé-
nyességének vizsgalata minden goéres6 ald vont jatékosztalyon (lasd az 5.3., 5.4.,
5.5. kovetkezmeényeket). (3) Teljesen 1j bizonyitast adunk a Young-féle axiomati-
zalasra (lasd a 6.1. tételt), és ezzel az Gj bizonyitassal megmutatjuk, hogy a Young-
féle karakterizAcié minden, ebben a cikkben targyalt jatékosztilyon érvényes (lasd
a 6.2. kovetkezményt).

A cikk felépitése a kovetkezs. A 2. részben bevezetjiik a cikkben hasznalt
jeloléseket és alapfogalmakat. A 3., 4., 5. és 6. részek rendre Hart és Mas-Colell,
Shapley eredeti, van den Brink és Young axiomatizaldsait targyaljak. Az utols6
rész az Osszefoglalasé. Egy hosszt bizonyitast az Appendixbe tettiink.

2. Jelolések, alapfogalmak

Jelolések: tetszéleges N halmaz esetén |[N| az N halmaz szdmossaga (hax € R,
akkor |z| jelentése: x abszolut értéke), P(N) jeloli az N halmaz 6sszes részhalma-
zainak osztalyat. A C B jelentése: A C B és A # B. Lin (A) az A lineéaris burka,
hasonléan cone (A) a legsziikebb konvex kip ami tartalmazza A-t.

2.1. Definicié. Legyen N # 0, |[N| < 00, és v : P(N) — R olyan fiiggvény,
hogy v(#) = 0. Ekkor N-t, v-t rendre a jatékosok halmazanak, ill. dtruhazhato

hasznossagli koaliciés formaban adott jitéknak (ezentil réviden csak jatéknak)
nevezziik. Tovabba, GV jeloli az N jatékoshalmazzal rendelkezs jatékok osztalyat.
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Megjegyzés. Konnyen lathaté, hogy GV és R2"'-! jzomorfak. A tovibbiakban

egy rogzitett izomorfizmus® mellett feltessziik, hogy GV és R2"'-1 megegyezik.

2.2. Definicié. Legyen v € GV és i € N tetszlegesen rogzitett, és VS C N-re
legyen vi(S) = v(S U {i}) — v(S). Ekkor v}-t az i jatékos v jatékbeli hatarhozzaja-
rulasi fiiggvényének nevezziik.

Tehat v{(S) az i jatékos v jatékbeli hatarhozzajirulasa az S koalicidhoz.
2.3. Definicié. Egy v € GV jaték

- lényeges, ha v(N) > 3 v({i}),
iEN

- konvex, ha VS, T C N-re v(S) + v(T) < v(SUT) +v(SNT),

- szigortan konvex, ha VS, T C N-re, hogy S¢ T, T ¢ S:
v(S)+v(T) <v(SUT)Y+v(SNT),

- szuperadditiv, ha VS, T C N-re, hogy SNT = 0: v(S) +v(T) <v(SUT),

- szigoraan szuperadditiv, ha VS, T C N-re,hogy SNT =0, S, T # 0:
v(S) + v(T) < v(SUT),

- gyengén-szuperadditiv, ha VS, T C N-re, hogy SNT =0, |S| = 1:
v(S) +v(T) L v(SUT),

- szigoruan gyengén-szuperadditiv, ha V.S,T C N-re, hogy SNT = @, |S| =1,
T # 0: v(S)+v(T) <v(SUuT),

— monoton, ha VS, T C N-re, hogy S C T v(S) < v(T),
— szigoruan monoton, ha VS, T C N-re, hogy S C T: v(S) < v(T),
- additiv, ha VS, T C N-re, hogy SNT = 0: v(S) + v(T) =v(SUT),

- gyengén-szubadditiv, ha VS, T C N-re, hogy SNT =0, |S| = 1:
v(S) +v(T) > v(SUT),

- szigortan gyengén-szubadditiv, ha VS, T C N-re, hogy SNT =0, |S| =1,
T #0: v(S)+v(T)>v(SUT),

— szubadditiv, ha VS,T C N-re, hogy SNT = 0: v(S) +v(T) > v(SuT),

— szigorian szubadditiv, ha VS, T C N-re, hogy SNT =0, S,T # 0:
v(S) +v(T) > v(SUT),

— konkav, ha VS, T C N-re v(S) + v(T) 2 v(SUT) + v(SNT),

~ szigortian konkav, ha VS, T C N-re, hogy S¢ T, T ¢ S:
v(S) +v(T) > v(SUT)+v(SNT).
3A rogzitett izomorfizmus a kovetkez6: vegyiink, egy tetszGleges teljes rendezést N-en,
tehat feltehetjiik, hogy N = {1,...,|N|}; és Yv € GN-re legyen v = (v({1}),...,v({IN|}},
v({1,2}), ..., v({IN] = LINI}),...,v(N)) e RZ'"™'-1,
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Ebben a cikkben a fent bevezetett jatékosztalyokra koncentralunk. A kovet-
kezd, az irodalomban j6! ismert eredményt bizonyitas nélkiil adjuk kozre.

2.1. LEMMA. A v € GV jaték pontosan akkor (szigorian) konvex / (szigoriian)
konkév, haVi € N-re, VT, Z C N \ {i}-re, hogy Z C T:

vi(Z) < w(T)(vi(2) < vi(T)/vi(Z) Z vi(T)(v}(2) > vi(T)).

2.4. Definicié. A v € GN jaték dualisa az a 7 € GV jaték, hogy VS C N-re
T(S) =v(N) —v(N\95).

A kovetkezd segédtételben Osszefoglaljuk a duélis jatékok néhany nyilvanvalo
tulajdonsagat.

2.2. LEMMA. Tekintsiik a kdvetkezd pontokat:

1. Legyen v € GV tetszblegesen rogzitett, ekkor o = v.

2. Egy (szigoriian) konvex jaték duilisa (szigoriian) konkav jaték, ill. egy

(szigortian) konkav jaték dualisa (szigortan) konvex jaték.

2.5. Definici. Legyen v € GV tetszolegesen rogzitett. i ~¥ j (i,j € N), ha
VS C N-re, hogy i,j ¢ S: v;(S) = vj(S). Tovabbd, ha S C N olyan, hogy
Vi.j € S-re i ~? j, akkor azt mondjuk, hogy S ekvivalenciahalmaz a v jatékban.

v

Konnyen lathato, hogy tetszéleges v € GV jatékra, ~¥ ekvivalenciarelaci6

N x N-en.

2.6. Definicié. A v € GN jaték alapjaték, ha (i,j ¢ NP(v)) = (i ~* j), ahol
NP()={ke N |y, =0}

Magyaran szélva, a v jaték alapjaték, ha nem nulla jatékosai ekvivalensek.

2.7. Definicid. Legyen N, T C N, T # ) tetszGlegesen rogzitett, és VS C N-re

1, haT CS

0 kiilénben.

uT(S) =

Az ug jatékot a T koalicion értelmezett egyetértési jatéknak nevezziik.

Vilagos, hogy minden egyetértési jaték alapjaték, de nem minden alapjaték
egyetértési jaték (pl. tetsz6leges T-re, aur alapjaték, de nem egyetértési jaték
(a # 1)). A kdvetkez segédtételben, amit bizonyités nélkiil kdzliink, dsszefoglaljuk
az alapjatékok néhany nyilvanvald tulajdonsagat.

2.3. LEMMA. Tekintsiik a kivetkez6 pontokat:

1. Hawv e GV alapjaték, akkor Va € R-re av szintén alapjaték.
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Tetszéleges v € GN-re ha i € NP(v), akkori € N P(%).
Tetszéleges v € GN-re ha i ~V j, akkor i ~7 j.
Alapjaték dualisa alapjaték.
k k
5. Legyenv =3 a,v;,. Ekkor v = Y «u¥;.
i=1 i=1
A kovetkezd definiciéban a megoldas fogalméat vezetjiik be.

2.8. Definicié. A ¢ : A — RY fiiggvényt, ahol A C GV, az A halmazon értel-
mezett megoldasnak nevezziik.

A 2.8. definiciobdl kideriil, hogy ebben a cikkben a megoldas egy pontértéki
fiiggvény. Mivel a Shapley-érték pontértékii megoldas, igy érthets a pontértékiség
megszoritas.

2.9. Definicié. (Shapley [20]) Legyen v € GV tetszilegesen rogzitett, és Vi €
N-re legyen

o SN\ S| - 1)!
SCN\{i} '
Ekkor ¢;(v)-t az 1 jatékos v jatékbeli Shapley-értékének nevezziik. A tovabbiakban
jelolje ¢ a Shapley-megoldast.
A kovetkezdkben bevezetjiik a cikkben targyalt axiomakat.
2.10. Definicic. ¢ az A C GV halmazon értelmezett megoldas

~ Pareto-optimalis (Pareto optimal / PO), ha Vv € A-ra Y ¥;(v) = v(N),
iEN

~ nulla jatékos tulajdonsagu (null player property / NP), ha Vv € A-ra,
Vi € N-re (v) =0) = (¢i(v) =0),

- egyenl6en kezel6 (equal treatment property / ETP), ha Vv € Ara
(i ~7 J) = ($i(v) = ¢;(v)),

~ additiv (additive / ADD), ha Yv,w € A-ra, hogy v + w € A:
V(v + w) = P(v) + Y(w),

— fair tulajdonsagu (fairness property / FP), ha Vv, w € A-raVi,j € N-re,
hogy v +w € A és i ~™ j: ¢;(v + w) — ¥;(v) = ¥ (v + w) — ¥;(v),

- egyenl6ség monoton (equal marginality property / EM P), haVv,w € A-ra
(v; = wi) = (¥i(v) = Yi(w)).

A kovetkez6 segédtétel az F P, ill. ETP és ADD tulajdonsagok kozotti kap-
csolatot jellemzi.

2.4. LEMMA. Ha a v megoldéas ETP és ADD, akkor F'P is.
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Bizonyitds. Lasd van den Brink [1] Proposition 2.3. (i) pont 311. old. o

A kovetkezd segédtétel, aminek bizonyitdsit az olvaséra bizzuk, az alapjaték
fogalom erejét és értelmét illusztralja.

2.5. LEMMA. Legyen v € GV tetszblegesen rogzitett alapjaték. A ) megoldas
pontosan akkor PO, NP és ET P, ha y(v) = ¢(v).

A kovetkezS eredmény jol ismert az irodalomban, igy eltekintiink bizonyita-
satol.

2.1. ALLITAS. A Shapley-megoldis PO, NP, ETP, ADD, FP és EMP.

3. A potencial (Hart és Mas-Colell)

Ebben a részben Hart és Mas-Colell [9] potencialfiiggvényen alapulé Shapley-
érték karakterizaci6jat targyaljuk.

3.1. Definicié. Legyenv € GN ésT C N, T # ( tetszolegesen rogzitett. Ekkor
a v jaték T-n értelmezett részjatéka v7 € GT a kovetkezs: V.S C T-re

Vilagos, hogy. vT-t csak T részhalmazain kell definialni.

3.2. Definicié. Legyen A C F‘N = U GT,P:A—R,ésVveGlnAra,
TCN, T#0

Vi € T-re, hogy |T| =1 vagy vT\Me ¢ A:
P(v), ha|T|=1

Fiv) = M L
P(v) — P(wT\#})  kiilsnben.

(1

Tovéabba, ha Vv € GT N A-ra, hogy |T| = 1 vagy Vi € T-re vT\Mi} € A:
> " Pl(w) = v(T),
€T

akkor P-t az A halmazon értelmezett potencialnak nevezziik.

8.3. Definicié. Az A C T'N halmaz részjaték zart, ha VI C N-re, hogy |T| > 1,
Vo € GT N A-ra, Vi € T-re vT\Mi} € A

Mivel nincsen jaték jatékos nélkiil, azaz a jatékoshalmaz nemiires, ezért a rész-
jaték fogalmara csak akkor tamaszkodunk, ha legalabb két jatékos van T-ben.

3.1. TETEL. Legyen A C T'N egy részjaték zart jatékosztaly. Ekkor P az A
halmazon értelmezett fiiggvény pontosan akkor potencial, ha Yv € GT N A-ra és
Vi € T-re P/(v) = ¢i(v).
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Bizonyitds. Lasd Peleg és Sudhoélter [16] Theorem 8.4.4. (216-217 old.). a

A kovetkezSkben a korabban bevezetett jatékosztalyokat vessziik goresé ala.

3.1. KOVETKEZMENY. P a (szigorian) konvex / (szigorian) szuperadditiv /
(szigorian) gyengén-szuperadditiv / (szigorian) monoton / additiv / (szigoriian)
gyengén-szubadditiv / (szigorian) szubadditiv / (szigoriian) konkav jatékok osz-
talyan értelmezett fiiggvény pontosan akkor potencial, ha Vv € GT (szigoriian) kon-
vex / (szigoriian) szuperadditiv / (szigorian) gyengén-szuperadditiv / (szigoriian)
monoton / additiv / (szigorian) gyengén-szubadditiv / (szigorian) szubadditiv /
(szigoruan) konkav jatékra és Vi € T-re P/(v) = ¢;(v).

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy a (szigorian) konvex / (szigoruian) szuper-
additiv / (szigorian) gyengén-szuperadditiv / (szigoruan) monoton / additiv /
(szigorian) gyengén-szubadditiv / (szigortan) szubadditiv / (szigoruan) konkav
jatékok osztalya részjaték zart, tehat alkalmazhatjuk a 3.1. tételt. 0

3.2. KOVETKEZMENY. A lényeges jatékok osztalydn van olyan P potencidl,
hogy 3v € GT olyan lényeges jaték, hogy 3i € T: P!(v) # ¢:(v)-

Bizonyitds. Legyen N = {1,2}, v € GN egy tetszéleges lényeges jaték. Ekkor
sem vM\M1} sem vNM2} nem lényeges jaték. Altalaban, egy a lényeges jatékok
osztalyan értelmezett potencial nem jol definialt a két jatékossal rendelkezs lényeges
jatékokon. Mivel a potencial rekurziéval definialt (1asd a 3.2. definici6t), igy annak
értéke a két jatékossal rendelkezd lényeges jatékon vett értékektsl fligg. Tehat
kontinuum sok potencidl van a lényeges jatékok osztalyén. 0O

4. A Shapley-féle jellemzés

Shapley [20] eredeti axiomatizaciéjaval foglalkozunk ebben a részben. A kévet-
kezd tétel az egyre inkabb letisztazott, finomitott tételek és bizonyitasok — Shapley,
Dubey [6], Peleg és Sudholter [16] — soraba illeszkedik.

4.1. TETEL. Legyen A C GV olyan, hogy Yv € A-hoz 3v,...,vx € A alapja-
ték, hogy

1. cone ({wi}s )\ {0} C 4,

2. weLin ({w}k)).

Ekkor az A-n értelmezett megoldas ¢ pontosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha
V=20

Bizonyitds.
Sziikséges: Lasd a 2.1. allitast.
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Elégséges: Legyen v € A egy tetszélegesen rogzitett jaték, és ¢ az A-n értel-
mezett PO, NP, ETP és ADD megoldas. Ha v = 0, akkor a PO és ETP tulaj-
donsagok miatt ¥(v) = ¢(v).

Tegyiik fel, hogy v # 0. A 2. pontbol 3ay,...,ar € R\ {0}, hogy

k
v = E [0 73V
=1

Legyen Neg = {1 € {1,...,k} | @; <0}. Az 1. pont miatt

- Z a;v; | € A,

i€ENeg
és
Z av; | € A
i€{l,....k}\Neg
Tovabba

v+ | — Z v | = E Q0.

i€Neg i€{1,....k}\Neg
A 2.3, 2.5. segédtételek és ADD miatt

pl= D | =¢[- > awi,

iENeg i€ENeg
és
Y E av; | = E ;|
i€{l,....k\Neg i€{l,....k}\Neg

igy a 2.1. allitas és az ADD tulajdonsag miatt
P(v) = ¢(v).
O

A 4.1. tétel Peleg és Sudhodlter tételének egy altalanositasa. A két tétel kozotti
kiilénbség ,csak” annyi, hogy mig Peleg és Sudholter az egyetértési jatékok altal
kifeszitett konvex kuppal dolgozik, addig mi tetszéleges alapjatékok altal kifeszitett
kapot hasznalunk.

4.1. KOVETKEZMENY. ¥ a konvex / szuperadditiv / gyengén-szuperadditiv /
monoton / additiv / gyengén-szubadditiv / szubadditiv / konkdv jatékok osztalyan
értelmezett megoldas pontosan akkor PO, NP, ETP és ADD, ha ¢ = ¢.
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Bizonyitds. A konvex / szuperadditiv / gyengén-szuperadditiv / monoton
jatékok osztalya tartalmazza cone ({ur}rcw, T£0)-t az egyetértési jatékok altal

kifeszitett kapot. {ur}rcn, 740 bazisa R2"'~lnek (lisd pl. Peleg és Sudholter
Lemma, 8.1.4. 203-204 old.), igy alkalmazhatjuk a 4.1. tételt.

Az additiv jatékok osztalya egybeesik Lin ({ur}rcn, (11=1)-vel, tehat a 4.1. té-
tel ebben az esetben is alkalmazhato.

A gyengeén-szubadditiv / szubadditiv / konkav jatékok osztalya tartalmazza
cone ({@r}rcn, T40)-t, az egyetértési jatékok dudlisai altal kifeszitett konvex

kipot. A 2.3. segédtétel miatt {@r}rc N, 740 bazisa R2"™'-1pek, tehat a 4.1. tételt
alkalmazhatjuk ebben az esetben is. B

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az additiv jatékok osztalydn a PO és NP
tulajdonsagokbol kovetkezik ET P, tehat a 4.1. kdvetkezményt tjrafogalmazhatjuk
a kovetkezd formaban:

»¥ az additiv jatékok osztalyan értelmezett megoldas pontosan akkor PO, NP
és ADD, ha ¢ =¢.”

4.2. KOVETKEZMENY. A legalabb két jatékossal rendelkez6 (|N| > 1)} szigo-
rian konvex / szigortian szuperadditiv / szigoriian gyengén-szuperadditiv / szigo-
rian monoton / szigortian gyengén-szubadditiv / szigoriian szubadditiv / szigorian
konkav jatékok osztalyan van olyan PO, NP, ETP és ADD megoldas i, hogy

Y# 9

Bizonyitds. Legyen Vv € GV tetszéleges szigortian konvex / szigortian szuper-
additiv / szigorian gyengén-szuperadditiv / szigorian monoton / szigortian gyen-
gén-szubadditiv / szigoruan szubadditiv / szigorian konkav jaték, és Vi € N-re

N
legyen ¥;(v) = v|(N|) (egalitarianus megoldas). Vilagos, hogy ¢ # ¢.

Kénnyen lathato, hogy o rendelkezik az NP (nincsen nulla jatékos ezekben
,szigori” jatékosztalyokban), PO, ETP és ADD tulajdonsagokkal. 0

Megjegyzés. Vilagos, hogy ha |N| = 1, akkor tetszdleges jaték estén a PO
tulajdonsag egyediil biztositja, hogy ¢ = ¢.

Vegyiik észre, hogy a 4.1. kévetkezmény nem tamaszkodik a 4.1. tétel teljes
serejére”. Tulajdonképpen Peleg és Sudholter eredményének egy ,dudl verzidja” is
elég a 4.1. kovetkezmény bizonyitasahoz. A kiévetkezdkben egy olyan eredményt
mutatunk be, ami mar nem lathaté be Peleg és Sudholter tételével, tehat a kdvet-
kez6 eredmény azt mutatja, hogy az altalanositasunk relevans, és 0j eredményt
hoz.

4.3. KOVETKEZMENY. Ha |N| = 2, akkor van olyan a lényeges jatékok oszt4-
lyan értelmezett PO, NP, ETP és ADD megoldas v, hogy 1 # ¢. Ha azonban
|N| # 2, akkor a PO, NP, ETP és ADD axiémék a lényeges jatékok osztalyin
jellemzik a Shapley-értéket.
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Bizonyitds.
|N| = 2: Ebben ez esetben a szigortan szuperadditiv jatékok osztalya és a
lényeges jatékok osztalya egybeesik. Tehat a 4.2. kdvetkezménybdl kivetkezik az
allitas.
IN| # 2: Feltehetjiik, hogy |N| > 2. Vi € N-re legyen
0, haS=0vagyS=/{i}
vi(S)=491, ha|S\{i}|=1
|N| kiilonben.
Ekkor v;-k lényeges alapjatékok (NP(v;) = {i}), és tetszéleges |T| > 1l-re ur
szintén lényeges alapjaték. Tovabba, cone ({v;}ien U {ur}ir)>1) \ {0} benne van

a lényeges jatékok osztalyaban, és {v;}ien U {ur}r>1 bézisa R?"'~1nek, igy
alkalmazhatjuk a 4.1. tételt. O

5. van den Brink jellemzése

Ebben a részben a Shapley-érték van den Brink-féle [1] axiomatizalasaval foglal-
kozunk.

5.1. Definicid. Legyen A C GV jatékosztaly és 1 az A-n értelmezett megoldas
tetszilegesen rogzitett. Azt mondjuk, hogy A passzol 9-hez, ha Vv € A-ra, hogy
i,jE€N,i~"j: Jwe A hogy i ~* j, v+ w € A és ¢i(w) = ¢;(w).

A kovetkezd segédtétel a fent bevezetett fogalom ,indoklasanak” tekinthetd.

5.1. LEMMA. Legyen A C GV jatékosztily és 1 A-n értelmezett megoldas
olvan, hogy A passzol y-hez. Ekkor, ha ¢ F P, akkor ETP is.

Bizonyitds. Legyen v,w € GV tetsz6legesen rogzitett tgy, ahogy az 5.1. defi-
niciéban szerepelnek. Az F P tulajdonsagbol

Yi(v + w) = ¥i(w) = P;(v + w) — P;(w),
igy ¥i(v +w) = ¢;(v + w). FP miatt
Yi(v + w) — ¥i(v) = ¥;(v + w) — ¥;(v).
Ekkor ¢;(v + w) = ¢j(v + w)-bodl kdvetkezik, hogy
¥i(v) = ¥;(v).
0

Van den Brink eredménye (Proposition 2.3. (ii) pont 311. old.) kozvetleniil
kovetkezik a fenti segédtételbsl.
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5.1. KOVETKEZMENY. Legyen A C GV olyan, hogy 0 € A, és i az A-n értel-
mezett megoldds NP és FP. Ekkor ¢ ETP.

Bizonyitds. Legyen w = 0, ekkor NP miatt ¢(0) = 0, igy A passzol i-hez,
tehat alkalmazhatjuk az 5.1. segédtételt. ]

A kovetkezdkben az 5.1. definiciéban bevezetett fogalom hasznossigit mutat-
juk meg.

5.2. Definicié. Legyen B C GV alapjatékok halmaza tetszSlegesen rogzitett.
Ha VS C N-re, hogy |S| = 2: 3v € B, hogy S C N P(v), akkor B-t az alapjatékok
ET P-tipusu halmazanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy az egyetértési jatékok halmaza, ill. az egyetértési jatékok
dualisai alkotta halmaz és a 4.3. kévetkezményben alkalmazott alapjatékok halmaza
legalabb négy jatékos esetén az alapjatékok E'T P-tipusi halmazai.

5.2. LEMMA. Legyen B C GV alapjatékok ETP-tipusti halmaza, és v a
cone (B)\ {0} halmazon értelmezett NP megoldas. Ekkor cone (B) \ {0} passzol
i-hez.

Bizonyitds. Legyen v € cone (B) \ {0} olyan, hogy i ~ j tetsz8legesen rogzi-
tett, w € B olyan, hogy {i,5} C NP(w). Ekkor v + w € cone (B) \ {0}, v NP,
igy ¥i(w) = ¥;(w). o

Osszefoglalva a kovetkezd eredményre jutunk.

5.1. ALLITAS. Legyven B C GV alapjitékok ETP-tipusi halmaza, és
cone (B)\ {0}-n értelmezett N P megoldds. Ekkor, ha ¢ FP, akkor ETP is.

Bizonyitds. Lasd az 5.1. és 5.2. segédtételeket. O
A kovetkezdkben egy tjabb fontos fogalmat vezetiink be.

5.8. Definicié. Legyen B C G¥ alapjatékok halmaza tetszélegesen rogzitett.
Ha Vv € B-re, hogy 2 < |[NP(v)| < |N}: 3i € NP(v) és 3j ¢ NP(v), hogy
vom;; € cone (B) \ {0}, ahol 7;; : N — N olyan, hogy

z, haz¢ {ij}
mii(z) =<4, haz=j )
j» hax=1

akkor B-t az alapjatékok AD D-tipusi halmazanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy az egyetértési jitékok halmaza, ill. az egyetértési jatékok
dualisai alkotta halmaz és a 4.3. kévetkezményben alkalmazott alapjatékok halmaza
az alapjatékok A D D-tipust halmazai.

A kovetkezd segédtétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk.
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5.3. LEMMA. Legyen v € GN ési,j € N tetszolegesen rogzitett. Ekkor

i ~vtvoms; ]

A kovetkezd allitds matematikai értelemben a f6 eredménye ennek résznek.

5.2. ALLiTAS. Legyven B C GV alapjatékok ADD-tipusi halmaza, és v
cone (B) \ {0}-n értelmezett olyan PO, FP megoldés, amely tetszélegesen rog-
zitett az értelmezési tartomdnydban lévd alapjatékokon. Ekkor v joldefinialt, azaz
egyértelmien meghatarozott.

Bizonyitds. Legyen v € cone (B) \ {0} tetszélegesen rogzitett. Ekkor
v =Y auu, és legyen I(v) = {u € B|a, > 0}. [I(v)|-n val6 teljes indukciéval
u€B
bizonyitunk.

|I{v)] = 1: Ekkor Ju € B, hogy v = a,u, igy v alapjaték és (v) joldefinialt.
{I{(v)] > 1: Tegyiik fel, hogy valamely 1 < k < |I(v)|-re, VA C I(v)-re, hogy
[A| < k: y( Z ayu) jol definialt. Legyen C' C I(v) olyan tetszdlegesen rogziteti

halmaz, hogy ]C] =k+1,éslegyen z = > ayu.
ueC

1. eset: Juj,u2 € C, hogy 3i*,j* € N: i* ~™ j* de i* »*“2 j*. Ekkor FP,
€S 2 — Oy, U1, 2 — U2 € cone (B)\ {0} kovetkeztében Vi € N\ {i*}-ra, hogy

§ k2 %

Yi= (2) — Yi- (2 — a,yu2) = Yi(2) — Yi(z — ay,yuz), (2)
és Vj € N\ {j"}-ra, hogy j ~@=2¥2 j*:
PYj=(2) = - (2 — quyu2) = ¥;(2) — ¥;(2 — aw,u2), (3)
és
Yi-(2) = Yir (2 — g, u1) = Y- (2) — P (2 ~ o, u1). (4)
Tovabba, PO miatt
S i(z) = 2(V). (%)
iEN

Az indukcités hipotézis miatt a (2), (3), (4), (5) linearis egyenletrendszerben |[N|
ismeretlen (1;(z), ¢ € N) és |N| egyenlet van, és az egyenletrendszernek egyetlen
megoldasa van. Tehat (z) joldefinialt.

2. eset: Vu;,us € C-re NP(u;) = NP(us) vagy NP(u;) = CNP(uz). Ha
Yui,us € C-re NP(u;) = NP(uy), akkor z alapjaték, igy ¢¥(z) joldefinialt.

Juj,ug € C, hogy NP(u;) = CNP(uz). Ha |N| = 2, akkor feltehetjiik,
hogy C = {u1,uz2}, igy 38 € R, hogy up = PBuy o mj, ahol N = {i,j}. Tehat
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z = aqug + agfuy o myj = mlug +uy o m;) + (o —m)uy + (B — m)uy o myj, ahol
m = min{oy, apB}. Ekkor az 5.3. segédtétel és az 1. eset miatt ¢(z) joldefinialt.
Ha |N| # 2, akkor feltehetjiik, hogy |NP(u;)| > 2. C két diszjunkt halmazra
bonthaté:
U = {u (S CI NP(U) = NP('U,I)} és U,y éC’\U]

cone (B) \ {0} tartalmazza Y, a,u-t és > a,u-t, tehat az indukci6s hipotézis
uel, uely

¥ (Z auu> és Y (Z auu>
uel; u€el;
joldefinialt.

B alapjatékok ADD-tipusi halmaza, igy 3i* € NP(u;) és 35* ¢ NP(u),
hogy uy o msj- € cone (B)\ {0}. Ekkor z, oy, u1, oq,uz, i*, j* helyére rendre
Z 4 Oy U O Timje-ty Oy (U + U 0T je )-t, D anu-t, i*-t, j*-t irhatunk a (2), (3),

u€Us
(4), (5) egyenléségekben. Igy az 5.3. segédtétel, az indukciés hipotézis és az 1. eset

miatt, ha |U,] = 1, akkor

[{z + oy, 11 0 My o — Z ouu) =k +1,
u€lU;

P (z + Oy, Uy © Ty jn — Z auu)

u€el,

miatt

de az 1. esetbdl

joldefinialt: ¥(z + au, u1 o ™.+ ) joldefinialt.
Ekkor z, z — ay,u1, ay,uz, i*, j* helyére rendre z-t, z + oy, u1 o mi-j--t,
> ayu-t, ¢'-t, hogy i’ ~%t * és i’ # i* tetszblegesen rogzitett (|NP(uq)| > 2),
u€l;
Jr-t (i ~@nuioTii 5% frhatunk a (2), (3), (4), (5) egyenl@ségekben, és azt kapjuk,
hogy ¥(z) joldefinialt.

Tehat (v) joldefinialt. O

5.3. ALLiTAS. Legyen B C GV alapjatékok ADD-tipusi halmaza, és ¥
cone (B)\ {0}-n értelmezett PO, NP és ET P megoldds. Ekkor v pontosan akkor
FP,ha ADD.

Bizonyitds.

Sziikséges: Lasd a 2.4. segédtételt.

Elégséges: A 2.5. segédtétel miatt v joldefinialt a cone (B) \ {0} halmaz-
beli alapjatékokon. Az 5.2. illitas kdvetkeztében ¥ joldefinialt cone (B) \ {0}-n.
Ekkor a 2.4. segédtételbdl, ha ¢y ETP és ADD, akkor FP is, igy a joldefinialt o
ADD. 0

A kovetkezs tétel — ami van den Brink f6 eredményének (Theorem 2.5.
311-315. old.) altalanositdsa — ennek a résznek a f6 eredménye.
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5.1. TETEL. Legyen A C GV olyan, hogy Yv € A-ra 3B C A, hogy
1. cone (B)\ {0} C 4,
2. B alapjatékok ET P-tipusi halmaza,
3. B alapjatékok ADD-tipusii halmaza,
4. Jw € A olyan alapjiték, hogy NP(w) C N P{v), ésv+w € cone (B)\ {0}
vagy v — w € cone (B) \ {0}.
Ekkor az A-n értelmezett megoldas i pontosan akkor PO, NP és F P, hay = ¢.
Bizonyitds.
Sziikséges: Lasd a 2.1. allitast.
Elégséges: A v—w € cone (B)\ {0} esetet bizonyitjuk, a masik eset bizonyitisa

teljesen analog médon megy.
v —w € cone (B) \ {0}, igy a 2.1., 5.1., 5.2. és 5.3. allitasok miatt

(v —w) = ¢(v — w).

Legyen i* € CNP(v) tetszlegesen rogzitett. NP(w) C NP(v), NP, FP é PO
miatt Vi € CNP(v) \ {i*}-ra

Yi- (v) — ¢s- (v — w) = Pi(v) — ¢i(v — w), (6)
Vi € NP(v)-re .
Pi(v) =0, (7)
és
Z ¥i(v) = v(N). (8)
iEN

A (6), (7), (8), (5) linearis egyenletrendszerben |N| ismeretlen (y;(v), i € N) és
|N| egyenlet van, és az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van. Tehat (v)
joldefinialt, igy a 2.1. allitas kovetkeztében ¥(v) = ¢(v). m]

Vegyiik észre, hogy a 4.1. és 5.1. tételek néhany fontos esetben ekvivalensek.
5.2. KOVETKEZMENY. Legyen B C GV olyan, hogy

1. B alapjatékok ET P-tipusu halmaza,
2. B alapjatékok ADD-tipusii halmaza.

Tovabba, legyen ¢ cone (B) \ {0}-n értelmezett PO és NP megoldéds. Ekkor
pontosan akkor FP, ha ETP és ADD.

Bizonyitds. Lasd a 2.4. segédtételt és az 5.1., 5.3. allitdsokat. O

A kévetkezSkben az ebben a cikkben targyalt jatékosztalyokat vizsgaljuk. (Ter-
mészetesen a 4.2. kovetkezményt kovets megjegyzés erre a karakterizaciora is érvé-
nyes.)
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5.3. KOVETKEZMENY. 1 a konvex / szuperadditiv / gyengén-szuperadditiv /
monoton / additiv / gyengén-szubadditiv / szubadditiv / konkav jatékok osztalyan
értelmezett megoldas pontosan akkor PO, NP és FP, ha ¢ = ¢.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy |N| > 1.
(1) Legyen v € GV tetsz6legesen rogzitett konvex / szuperadditiv / gyengén-
szuperadditiv / monoton jaték. Legyen B az egyetértési jatékok halmaza,

v = Z arur, o = max{— m%n ar, 0}, w=(a+1) Z ur.
TCN, T#0 TCN, T#0

Vilagos, hogy w konvex alapjaték és NP(w) =0, v+ w € cone (B) \ {0}, B alap-
jatékok ET P-tipust és AD D-tipusu halmaza, a konvex / szuperadditiv / gyengén-
szuperadditiv / monoton jatékok osztilya tartalmazza cone (B) \ {0}-t, igy alkal-
mazhatjuk az 5.1. tételt.

(2) Legyen v € GV tetszdlegesen rogzitett additiv jaték. Legyen

B = {uT}TgN, |T|=1> v = Z arur, a= max{—- n%i‘naT, 0},
TCN, |T|=1 ’

w={a+1) Z ur.

TCN, |T|=1

Vilagos, hogy w additiv alapjaték és NP(w) = @, v+w € cone (B)\{0}, B alapjaté-
kok ET P-tipusu és ADD-tipustu halmaza, az additiv jatékok osztilya tartalmazza
cone (B) \ {0}-t, igy alkalmazhatjuk az 5.1. tételt.

(3) Legyen v € GV tetsz6legesen rogzitett gyengén-szubadditiv / szubadditiv /
konkav jatek. Legyen B az egyetértési jatékok duailisai alkotta halmaz,

v = Z aTir, a = max{— n;{in ar,0}, w=(a+1) Z Uur.
TCN. T#0 TCN, T#0

Vilagos, hogy w konkiv alapjaték és NP(w) = 0, v+ w € cone (B) \ {0}, B
alapjatékok ET P-tipusu és ADD-tipusu halmaza, a gyengén-szubadditiv / szub-
additiv / konkav jatékok osztalya tartalmazza cone {B)\ {0}-t, igy alkalmazhatjuk
az 5.1. tételt. O

5.4. KOVETKEZMENY. Van olyan a legaldbb két jatékossal rendelkezd
(IN| > 2) szigoriian konvex / szigortian szuperadditiv / szigoriian gyengén-szuper-
additiv / szigorian monoton / szigoruan gyengén-szubadditiv / szigorian szub-
additiv / szigortian konkav jatékok osztalyan értelmezett PO, N P és F P megoldés

¥, hogy ¥ # ¢.

Bizonyitds. Lasd a 4.2. kbvetkezményt. O
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5.5. KOVETKEZMENY. Ha |N| = 2,3, akkor van olyan a lényeges jitékok osz-
talyan értelmezett PO, NP és FP megoldds 3, hogy ¥ # ¢. Azonban, ha
|N| # 2,3, akkor a lényeges jitékok osztilydn a PO, NP, FP axiémék jellem-
zik a Shapley-értéket.

Bizonyitds. Ha |N| # 3, akkor lasd a 4.3. kdvetkezményt és az 5.3. kovetkez-
mény bizonyitasat.
|[N| = 3: Tekintslik a 4.3. kdvetkezménybeli alapjatékokat. Legyen

N = {il,iz,i:i}’ 'lp('Ui;) = (01370)5 1/)(’Uiz) = 1/)(Ui3) = (31010),
Y(ufiyin)) = V(U as)) = Y(un) = (1,0,0),  Plugi,,i,y) = (0,1.0).

Ekkor az 5.2. allitas és az 5.1. tétel bizonyitasabeli modszer (5.3. kdvetkezmény)
alkalmazasaval ¢ egyértelmden kiterjeszthetd a harom jatékossal rendelkezd lénye-
ges jatékok osztalyara. (W

Az 5.3., 5.4., 5.5. kivetkezmények nagyon hasonloéak a Shapley-féle megkoze-
litésnél kapottakkal: rendre a 4.1., 4.2., 4.3. kovetkezményekkel. Tehat a két axio-
matizacié meglehetdsen hasonlit egymasra.

Megjegyzés. Ha meég feltessziik az ET P tulajdonsagot is a PO, NP és FP
tulajdonsagok megtartasa mellett, akkor az 5.3. és 5.4. kbvetkezmények tovibbra is
igazak maradnak, és az 5.5. kOvetkezmény a kovetkezé képpen valtozik:
»~Ha |N| = 2, akkor van olyan a lényeges jatékok osztalyin értelmezett PO, NP,
ETP és FP megoldas 9, hogy ¥ # ¢. Azonban, ha |N| # 2, akkor a lényeges
jatékok osztalyan a PO, NP, ET P, FP axiomak jellemzik a Shapley-értéket.”

6. Young axiomatizacidja

Ebben a részben Young [22] axiomatizalasat targyaljuk. A kovetkezs példa a
rész f6 eredményének — a 6.1. tételnek — gondolatat mutatja be.

6.1. Példa. Legyen N = {1,2,3} ésv = (0,0,0,3,1,2,3). Ekkor v egy szuper-
additiv, de nem konvex jaték, v{ = (0,0,3,1,0,0,1), v4 = (0,3,0,2,0,2,0),
vy = (0,1,2,0,0,0,0) (az els6 komponens v;(@) stb., az utols6 v;({2,3})), igy
1 Y2 1=%3és2x"3.

Tovabba, legyen 1 egy a GV-n értelmezett PO, ETP és EM P megoldas. Azt
mutatjuk meg, hogy ¥2(v) = ¢2(v).

Régzitsiik az 1 jatékost, és valasszuk a 2 jatékost masolonak (wj = vj lasd
késébb). Ekkor van olyan jaték w = (0,0,0,3,2,2,4)*, ahol w} = (0,0,3,2,0,0,2),
wh = v =(0,3,0,2,0,2,0), wy = (0,2,2,0,1,0,0), hogy 1 ~* 2 (ebben az esetben
1 =™ 3).

4Vilagos, hogy w nem az egyetlen jaték, ahol w) = vh és 1 ~¥ 2.
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Most régzitsiik az {1,2} halmazt, és legyen a 3 jatékos a méasolé. Ekkor van
olyan jaték z = (0,0,0,2, 2,2,3), ahol z} = (0,0,2,2,0,0,1), z, = (0,2,0,2,0,1,0),
z5 =wh = (0,2,2,0,1,0,0), hogy 1 ~* 2 ~% 3.

Ekkor PO és ETP kovetkeztében (z) = ¢(z). Tovabba, EM P miatt
Y3(w) = ¢3(w). Mivel ¢ PO és ETP, 1 ~" 2, igy ¥(w) = ¢(w).

Megint alkalmazva EM P-t, azt kapjuk, hogy ¥2(v) = ¢2(v).

Fontos latni, hogy a fenti példaban tetszéleges i jatékos esetén meg tudjuk
mutatni, hogy v; = ¢;. Magyaran szélva ¥(v) = ¢(v). Egyetlen dologra van csak
szlikségilink a levezetéshez, arra, hogy @ legyen értelmezve a v-t6l a z-be vezetd
utak mentén (w és z fiigg a valasztott jatékostol).

6.1. Definicid. Az A C GV halmaz EM P-zart, ha Yv € A-ra, hogy S ekviva-
lencia halmaz v-ben, és Vk € N\ S-re 3w € A, hogy S U {k} ekvivalencia halmaz
w-ben és wj, = vj.

A kovetkezd tétel ennek a résznek a 6 eredménye.

6.1. TETEL. Legyen A C GV olyan, hogy Yv € A-ra és Yk € N-re 3B C A,
Jw € A, ésVie N\ {k}-ra 3z(i) € B, hogy

1. B EMP-zart,
2. w, =v, ésVie N\ {k}-ra z(i); = wi.

Ekkor i az A-n értelmezett megoldds pontosan akkor PO, ETP és EMP, ha
Y=0. .

Bizonyitds.

Sziikséges: Lasd a 2.1. allitast.

Elégséges: Legyen v € A tetszélegesen rogzitett, és n = |N|. Tovabba, legyen
i1 € N tetszélegesen rogzitett és i € N \ {i;} szintén tetszilegesen rogzitett.
Legyen B a tétel fejrészében meghatarozott EM P-zart halmaz (természetesen B
fiigg v-tdl és 1;-t61), tovabba legyen z € B tetszilegesen rogzitett.

Mivel B EM P-zart, igy 3z(1) € B, hogy z(1);, = zj, és {i1,i2} ekvivalencia
halmaz z(1)-ben. Legyen i3 € N \ {i1,%2} tetszilegesen rogzitett.

Mivel B EM P-zart, igy 3z(2) € B, hogy 2(2);, = z(1);, és {i1,4,i3} ekviva-
lencia halmaz z(2)-ben. Legyen iy € N \ {i1,12,13} tetsz6legesen rogzitett.

Mivel B EMP-zart, igy 3z(n — 1) € B, hogy z(n — 1); = z(n —2); és
{i1,42,...,in} = N ekvivalencia halmaz z(n — 1)-ben.

¥ PO és ETP, tovabba értelmezve van B-n, igy ¥(z(n — 1)) = ¢(z(n — 1)).
Ekkor mivel ¢ PO, ETP és EMP, és értelmezve van B-n, igy

P(z(n - 2)) = ¢(2(n - 2)).
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Mivel in_1 € N\ {i1,...,in_2} tetszdlegesen rogzitett volt, {i1,...,in—2} ekvi-
valencia halmaz z(n — 3)-ban, v PO, ETP és EM P, és értelmezve van B-n, igy
Y(z(n —3)) = ¢(z(n - 3)).

Mivel i3 € N\ {i1} tetszlegesen rogzitett volt, ¢ PO és EM P, és értelmezve
van B-n, igy ¥(z) = ¢(z).

Legyen k = 143, és w, z{(i) a tétel fejrészében meghatarozottak. Mivel
Vi € N\ {i1}-re w] = z(i)}, Vz € B-re ¥(z) = ¢(z), ¥ PO és EMP, és értel-
mezve van A-n, igy ¥(w) = ¢(w).

w;, = vj, és Y EMP, tehat 1, (v) = ¢, (v).

i

i 1tetszélegesen rogzitett volt, igy ¥(v) = ¢(v). m]

A koévetkezSkben GV-t vizsgaljuk.

6.1. LEMMA. Legyen v € GV tetszélegesen rogzitett. S C N pontosan akkor
ekvivalencia halmaz v-ben, ha VI',Z C N-re, hogy T\ S = Z\ S & |T| = |Z|:
v(T) = v(2).

Bizonyitds. Sziikséges: A bizonyitast az olvaséra hagyjuk.

Elégséges: Feltehetjiik, hogy T\ Z # 0, és legyen m = [T\ Z| = |Z\ T|. Mivel
T\ZCSeées Z\T C S, S ekvivalencia halmaz v-ben, igy

vW((TNZ)u{L) =v(TNZ)+v (TNZ)=
=v(TNZ)+v (TNZ)=v((TNZ)U{q}),
aholly e T\ Z, ¢sq1 € Z\T
W(TNZ)U{l,l}) =v((TNZ)u{l}) +u,(TNn2)u{l}) =
=v((TNZYU{q}) +v,,(TNZ)U{q1}) =
=v((T' N Z)U{q1, q2}),
ahollo e T\ {ZUlL}, ésq2 € Z\{TUq}

v((TNZ2)U{l1,.. ) =0((TNZ)U{ly,... . i;m-a}) +
+o, (TNZYU{ly,...,lm1}) =
=v((TNZ2)U{q, - gm-1})+
+vg, (TNZYU{q,....¢m-1}) =
=v((TNZ)U{q,.-.,qm}),
ahol I, e T\ {Z U {ly,...,l;m=1},
ésqm € Z\{TU{q1, .. @m—-1}
(D) =v((TNZYU{hL,...,ln}) =
=v((TNZ)U{g,.-.,gn}) =v(Z).
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A 6.1. segédtételbdl kozvetleniil kévetkezik a kdvetkezd Allitas.

6.1. KOVETKEZMENY. Legyen v € GV tetszélegesen rogzitett, S C N ekviva-
lencia halmaz v-ben, és k € N\ S szintén tetszélegesen rogzitett. EkkorvT,Z C N-
re, hogy T\ S = Z\ S és |T| = |Z|: vi(T) = vi(Z).

6.2. LEMMA. GN EM P-zirt.

Bizonyitds. Legyen v € GV olyan, hogy S C N ekvivalencia halmaz v-ben, és
k € N\ S tetsz6legesen rogzitett.

Ha T = 0, akkor legyen w(T) = 0. Ha TN (SuU {k}) =0, T # 0, akkor legyen
w(T) tetszblegesen rogzitett. Kiilonben (TN (S U {k}) # 0), legyen

w(T) 2 w(T\(SU{kD) + Y vi((T\(SU{E)) U{ly.. o lica}),  (9)

i=1

ahol m = |(SU{k})NT|,ésl; € SNT,i=1,...,m — 1. Vegyiik észre, hogy a
6.1. kovetkezmény miatt

YT\ S VRN UL, b))

i=1

nem figg S N T elemeinek sorrendjétsl.
Vilagos, hogy w;, = v}, tovdbba, a 6.1. segédtételbsl S U {k} ekvivalencia
halmaz w-ben. a

A kovetkezd segédtétel bizonyitasa az Appendixben taldlhaté.

6.3. LEMMA. A szigoruan konvex / additiv / szigorian konkav jatékok osztilya
EM P-zart.

A kovetkezd segédétel a 6.1. tétel 2. pontjahoz kotddik.

6.4. LEMMA. Nézziik a kévetkez6 pontokat:

1. Legyen v € GV tetszdlegesen rogzitett lényeges / konvex / (szigorian)
szuperadditiv / (szigoriian) gyengén-szuperadditiv / (szigordan) mono-
ton jaték, és k € N tetszdlegesen rogzitett. Ekkor Jw lényeges / konvex
/ (szigoriian) szuperadditiv / (szigorian) gyengén-szuperadditiv / (szigo-
riian) monoton jiték, és ¥i € N \ {k}-hoz 3z(i) olyan szigorian konvex
jaték, hogy wj, = vy, és Vi € N \ {k}-ra z(i); = wj.

2. Legyenv € GV tetsz6legesen régzitett (szigorian) gyengén-szubadditiv /
(szigoriian) szubadditiv / konkdv jaték, és k € N tetszélegesen rogzitett.
Ekkor 3w (szigorian) gyengén-szubadditiv / (szigoriian) szubadditiv /
konkav jaték, és Vi € N \ {k}-hoz 3z(i) olyan szigorian konkav jaték,

/

hogy wy, = vi, és Vi € N\ {k}-ra z(i); = w;.
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Bizonyitds. Az 1. pont: Legyen M > max | v (T) | tetszdlegesen rogzitett.

Tovabba, legyen
w(T) = 2M|N|3I71,

ahol T olyan, hogy k ¢ T', T # 0, és legyen w(@) = 0.

Ha k € T, akkor legyen w(T) = w(T \ {k}) + vi(T \ {k}). Konnyen lat-
hatd, hogy w lényeges / konvex / (szigoruan) szuperadditiv / (szigortian) gyengén-
szuperadditiv / (szigoriian) monoton jaték és w;, = vj.. Tovabba, legyen ! € N\{k},
ésT,Z C N\ {l}, Z C T tetszdlegesen rogzitett. Ekkor harom eset lehetséges.

k € Z: Ekkor

wi(T) —w(Z) = w(TU{l}) —w(T) —w(ZUl)+w(Z) =
= w((T\{k}) U {I}) + wi(T\ {kD U {1}) = w(T\ {k}) ~ wi(T \ {k})-
—w((Z\{k} U {1}) = wi((Z\ (kD) U{l}) + w(Z \ {k}) + wi(Z \ {k}).

Tovabba,

wh(T\ {k}) U {1}) - wf(T \ {k}) > —2M,
és

wh(Z\ {K}) — wi((Z\ {(K}) U {1}) > ~2M.
Osszefoglalva a fenti egyenldtlenségeket

wp(T\{k}) U {1}) — wi(T\ {k}) -

~wi((Z\ {kD) U {1}) + wi(Z \ {k}) > —4M. (10)
Tovabba,
w((T\ {k}) U{l}) — w(T\ {k}) = 4M|N 371",
és
w((Z\ {k})U{l}) — w(Z\ {k}) = 4M|N|31ZI-1,
Tehat
w((T\ DU D — T\ (k) - w(Z\ () U D) +u(Z\ (k) =

= 4M|N|3IZ1-1(3IT\Z] _ 1),
Osszefoglalva a (10) és (11) egyenlétlenségeket
wy(T) — wj(Z) > 0.

A masik két eset bizonyitasat (k ¢ T és k € T\ Z) az olvaséra bizzuk.
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Legyen i € N\{k} tetszélegesen rogzitett. Megismételve a fenti eljarast (v = w,
k = 1) megkapjuk z(i)-t. Ekkor 2(i); = wi}, és VI, Z C N\ {i}-re, hogy Z C T:
wi(T) — wi(Z) > 0, tehat z(i) szigorian konvex jaték.

A 2. pont: A (szigorian) gyengén-szubadditiv / (szigortian) szubadditiv / kon-
kav jatékok osztalya tartalmazza a szigoruan konkav jatékok osztalyat. Konnyen
lathaté, hogy vehetjiik tetsz6leges (szigortian) gyengén-szubadditiv / (szigoruan)
szubadditiv / konkav jaték dualisat, és alkalmazhatjuk az 1. pontot®, majd vehetjiik
az 1. pont altal produkalt jatékok dualisait. ]

A 6.4. segédtétel azeért fontos, mert nem minden vizsgalt jatékosztaly EM P-
zart.

Megjegyzés. A 6.3. segédtétel bizonyitasabol lathatod, hogy a (szigoruan) kon-
vex, (szigortan) gyengén-szuperadditiv, (szigorian) monoton, additiv, (szigorian)
gyengén-szubadditiv, (szigorian) konkav jatékosztalyok EM P-zartak. Az a kozds
ezekben a jatékosztalyokban, hogy j6l jellemezhetGek jatékosaik hatarhozzajarulasi
fiiggvényeivel. Ez a tulajdonsag felel6s az EM P-zartsagért.

A lényeges, (szigoruan) szuperadditiv, (szigorian) szubadditiv jatékosztalyok
azonban nem EM P-zartak.

6.2. Példa. (1) Legyen v = (0,0,10,50,0,0,20), ahol S = {1,2} ekvivalencia
halmaz v-ben. v lényeges jaték, azonban az egyetlen olyan jaték, amiben N ekvi-
valencia halmaz és wj§ = v§ a (10, 10, 10, 10, 10, 10, —20), ami nem lényeges jaték.

(2) Legyen v = (0,0,0,10,51,51,51,51,51,51,62,62,62,62,103), ahol
S = {1,2, 3} ekvivalencia halmaz v-ben. v szigortan szuperadditiv jaték,
de az egyetlen olyan jaték amelyben N ekvivalencia halmaz és wj = v} a
(10,10, 10,10, 61,61, 61,61,61,61,72,72,72,72,113), ami nem szuperadditiv jaték.

(3) Legyen v = (100,100,100,10,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0), ahol § = {1,2,3}
ekvivalencia halmaz v-ben. v szigortian szubadditiv jaték, de az egyetlen olyan
jaték amelyben N ekvivalencia halmaz és wj = vy a (10,10,10,10, -89, —89,
—89, -89, —89, —89, —90, —90, —90, —90, —90), ami nem szubadditiv jaték.

Megjegyzés. Ha |N| < 3, akkor a (szigoruan) szuperadditiv, (szigortan) szub-
additiv jatékosztalyok (N a jatékosok halmaza) rendre egybeesnek a (szigoruan)
gyengén-szuperadditiv, (szigorian) gyengén-szubadditiv jatékosztalyokkal, igy
E M P-zartak. Tovabba, ha |N| < 2, akkor a lényeges jatékok osztalya egybeesik a
szigortian konvex jatékok osztalyaval, igy EM P-zart.

A fenti eredményeket (6.1. tétel, 6.3., 6.4. segédtételek) sszefoglalva a kovet-
kez6 eredményt kapjuk.

5Fontos latni, hogy tetszéleges (szigortian) szubadditiv / (szigortan) gyengén-szubadditiv
jaték dualisa nem feltétleniil (szigoruan) szuperadditfv / (szigorGan) gyengén-szuperadditiv
jaték. pl. v = (4,4,4,4, 4,4, 7) szigoruan szubadditiv, de ¥ nem gyengén-szuperadditiv. Tovabba,
tetszéleges (szigoruan) szuperadditiv / (szigordan) gyengén-szuperadditiv jaték dualisa nem feltét-
leniil (szigorian) szubadditiv / (szigorian) gyengén-szubadditiv jaték. Pl. v = (0,0,0,3,1,2,4)
szigoriian szuperadditiv, de ¥ nem gyengén-szubadditiv.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



310 PINTER MIKLOS

6.2. KOVETKEZMENY. ¥ a lényeges / (szigortian) konvex / (szigorian) szupe-
radditiv / (szigorian) gyengén-szuperadditiv / (szigortian) monoton / additiv /
(szigoruan) gyengén-szubadditiv / (szigorian) szubadditiv / (szigortian) konkav
Jjatékok osztalyin értelmezett megoldas pontosan akkor PO, ETP és EMP, ha
Y =9

7. Osszefoglalas

A3.1.,32,4.1,4.2, 43,53, 5.4, 5.5., 6.2. kbvetkezmények és a 4.2. kévet-
kezményt kovetd megjegyzés Osszefoglalisa az 1. tablazatban lathato.

v azt jelenti, hogy az adott karakterizaci6é (oszlop) érvényes az adott jaték-
osztalyon (sor). Zaréjelek kozott arra utalunk, aki elszor kapta meg az adott
eredmeényt. @ azt jelenti, hogy az adott karakterizicié (oszlop) nem érvényes az
adott jatékosztalyon (sor). Végiil, szogletes zardjelek kozott a feltételt adjuk meg,
amely mellet az adott jellemzés igaz, pl. / [|[N| # 2] azt jelenti, hogy az adott
jatékosztalyon ha |[N| # 2, akkor érvényes, ha |N| = 2, akkor nem érvényes az
adott karakterizacio.

8. Appendix

Bizonyitds.[A 6.3. segédtétel bizonyitasa] Legyen v € GV olyan, hogy S C¢ N
ekvivalencia halmaz v-ben, és k € N \ S tetszilegesen rogzitett. A 6.2. segédtétel
bizonyitasabol latszik, hogy 3w € GV, hogy SU {k} ekvivalencia halmaz w-ben és
wj, = vj,. Tovabba, VI' C N-re, hogy T N(SU {k}) =0, T # 0: w(T) tetszéle-
gesen rogzitett lehet. Tehat az egyetlen dolog, amit meg kell mutatnunk (kivéve
az additiv jatékok trivialis esetét), hogy tudunk olyan értékeket rendelni ezekhez a
koaliciékhoz, hogy az igy kapott w benne legyen a kivant jatékosztalyban.

(1) Az additiv jatékok osztalya: Kéztudott, hogy z € GV pontosan akkor additiv,
ha Vi € N-re 3¢; € R, hogy VT C N\ {i}-re 2[(T) = ¢;.
Legyen c* = vj(@). Tovabba, VI' C N-re legyen

w(T) = *|T].
Vilagos wj, = v}, w additiv, és N ekvivalencia halmaz w-ben.

(2) A szigorian konvex jatékok osztalya: A z € GV jaték pontosan akkor szigorian
konvex, ha Vi € N-re, VI, Z C N \ {i}-re, hogy Z C T: z}(Z) < z[(T) (lasd a
2.1. segédtételt).

Legyen M > max | v, (T) | tetszolegesen rogzitett. Tovabba, legyen
w(T) = M|N|3'T, (12)
ahol TN (SU{k}) =0, T #0, és legyen w(d) = 0.
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Legyen l € N\ (SU {k}) tetszSlegesen rog21tett és T,Z C N\ {l} olyan, hogy
Z C T. Ekkor (9)-bdl

wi(T) =w(T U{l}) - w(T) =

=w((TU{I}\(Su{k})+
£ 3wl (@ UUNN(SURN U (b, o)) -
i=1 ’
— w(T\ (SU{k}) = D _w,(T\(SU{k}))U{l,.. . Li1}),
i=1

és

wi(Z) = w(Z U {l}) -w(Z) =
= w((ZU{I)\(SU{k})+

+ Zwii(((ZU{l})\(SU{k}))U{ll ,,,,, lis}) =

- 'w(Z\(SU{k}))—ZWz ((Z\(SU{k}))U{ll ----- bio1})s

ahol m = {(SU{k})NT|,n=|(SU{k}HNZ|,és

{ly,..., LYy=(SukhnzZ=Su{khn(Zu{l}h) C{L,...,In} =
Z(SU{kPYNT = (SU{k})n(T U {l}).
Vegyiik észre, hogy ha T\ (SU {k}) = Z \ (SU {k}), akkor a bizonyitas kész.
Tegyiik tehat fel, hogy Z\ (SU{k}) C T\ (SU{k}). Mivel v szigoruan konvex
jaték és S U {k} ekvivalencia halmaz w-ben, igy Vi < n-re
2M > wi (TU{N\N(SU{E)) Uiy, . lia}) -
- w, (T\(SU{k}))uiL,..., li-1}) >0,
és
2M > w (ZU N\ (SUED)U{h, .. b)) -
- w{‘((Z \ (S U {k})) U {ll ..... l,‘_l}) > 0,
igy
(Tu{IH\(SuU{k}) )U{ll ----- lio1}) =
TN U{k)) Uil i) -

(ZU{IN\(SU{k)U {11, calia}) +
Z\(SU{k}))ufl,....,liaa}) > -2M.

w

’
L
w'
wy,
w
wy,
/
L
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n < |N|, tehat
Zw, (TU{IN\SUENU{l,... Lo1}) -

- ZwiJ(T\(su {EY)U{l,. . lio1)}) -

i=1

=D w ((ZU{D\(SU{ED)U{l,- . L)) +

i=1

(13)

+ 2w (Z\N(SU DU (. Lit}) > -2MIN].

Ugyanakkor, (12)-bdl
w((T U{IH\ (SU kD) = w(T \ (SU {k})) = 2M|N|3IT\EUEDI,
és
w((ZU{IH\ (SU{k}) - w(Z \ (SU{k})) = 2M|N|3IP\EVEDL,
igy Z C T-bél kovetkezik, hogy (emlékezziink Z \ (SU {k}) C T\ (SU {k}))

w((TU{IH\ (SU{k}) —w(T\(SU{k})) -
—w((ZU{N\(SU{k}) +w(Z\(SU{k})) = (14)
= 2M|N[3Z\EUEDIGITINSUEDI _ 1) 5 2M|N|.

Osszefoglalva a (13) és (14) egyenlStlenségeket
wi(T) —wy(Z) > 0.

wj, = vy, v szigortan konvex, Vi € SU{k}-rei ~" k, tovabba l € N\ (SU{k})
¢s T,Z € N\ {l}, Z C T tetszOlegesen rogzitettek voltak, igy w szigordan
konvex jaték.

(3) A szigortian konkav jatékok osztalya: A z € GV jaték pontosan akkor szigorian
konkav, ha Vi € N-re, VI',Z C N\ {i}-re, hogy Z C T: z}(Z) > z{(T) (lsd. a
2.1. segédtételt).

A 2.2. segédtételbdl © szigoruan konvex jaték és S ekvivalencia halmaz ¥-ben.
Ekkor a (2) pontbol 3z olyan szigorian konvex jaték, hogy SU{k} ekvivalencia
halmaz z-ben, és z, = ;.. A 2.2. segédtétel miatt z szigortian konkav jaték, és
S U {k} ekvivalencia halmaz z-ben.

Megmutatjuk, hogy Zzj, = vj.

VI C N\ {k}-ra

0 (T) = v(N\T) = (N \ (T U {k})) = vi,(N \ (T'U {k})),
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igy VT C N\ {k}-ra
2(T) = v (N \ (T U {k})).

Magyarén szélva, VT C N \ {k}-ra
AN\ (TU (kD) = v (N \ (N \ (T U (k1) U (k) = v (D).
z dualisat véve, VT C N\ {k}-ra
B(T) = (N \ (T U {k})),

tehat VI C N-re

Végiil, legyen w = Z.
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ON AXIOMATIZATIONS OF THE SHAPLEY VALUES®

MikLés PINTER

The Shapley value is one of the most popular solution concepts for games in coalitional

form. It is usual in the literature to axiomatize the Shapley value. In this paper we consider

four

axiomatizations of the Shapley value: Hart and Mas-Colell’s approach based on potential,

Shapley’s original, van den Brink’s and Young’s characterizations. We examine the validity of the
above four characterizations on sixteen sub-classes of transferable utility games. We summarize
our results in a table.
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