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TERMELESI FUGGVENYEK ES JELLEMZESEIK

NYUL BALAZS

A kbzgazdasagtanban fontos szerepet jatszo termelési fiiggvények és ezek
jellemzdinek ismertetése utan a két legfontosabb termelési fliiggvény, a Cobb-
Douglas-tipusu és az Arrow—Chenery-Minhas-Solow-tipusi termelési fiigg-
vény esetén hatarozzuk meg ezeket a jellemzdket. Majd kvazilinearis fiigg-
vények, valamint kvaziosszegek segitségével adunk jellemzési tételeket a CD-
tipusu és az ACMS-tipusi termelési fiiggvényekre. A tételek W. Eichhorntol
[5], illetve F. Stehlingt6l [13] szarmaznak. Az eredeti bizonyitasokat egysze-
risitjiik, valamint a benniik taladlhaté hidnyossagokat javitjuk és pétoljuk.
A bizonyitasokban fiiggvényegyenletek megoldaséara van sziikségiink.

Kulesszavak: termelési fiiggvény, Cobb—Douglas-tipusi termelési fiigg-
vény, Arrow—Chenery-Minhas—Solow-tipust termelési fiiggvény, kvazilinearis
fiiggvény, kvaziGsszeg, fiiggvényegyenlet.
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1. Bevezetés

A termelési fliggvények fontos szerepet jatszanak a koézgazdasigtanban, ezen
beliil is elsGsorban a mikrookonoémiaban. A termelési fiiggvények kozgazdasagtani
értelemben azt adjak meg, hogy a termeléshez sziikséges termelési tényez6k bizo-
nyos mennyisége esetén — adott technolégiai fejlettség mellett — mekkora lehet a
termelés maximalis kibocsatasa.

A dolgozat els6 részében termelési fiiggvényekkel foglalkozunk, matematikailag
definialjuk ezeket, majd a termelési fiiggvények legfontosabb jellemzit (atlagter-
mék, hatartermék, parcislis volumenrugalmassag, teljes volumenrugalmassag, tech-
nikai helyettesitési hatarrata, helyettesitési rugalmassag) targyaljuk, és leirjuk ezek
kézgazdasagtani jelentését is. Kozelebbrdl a két legfontosabb termelési fiiggvényt, a
Cobb-Douglas-tipust és az Arrow—Chenery—Minhas-Solow-tipusa termelési fiigg-
vényt ismertetjiik.

A dolgozat masodik részében a Cobb-Douglas-tipusi és az Arrow-Chenery-
Minhas-Solow-tipust termelési fiiggvényekre vonatkozé jellemzési tételeket bizo-
nyitunk be. Ezek bizonyitdsdban alapvets szerepet jatszanak a fiiggvényegyenletek.
A fenti tipusi termelési fiiggvényeket a kvazilinearis fliggvények és a kvaziosszegek
segitségével jellemezziik. Az eredeti bizonyitasok Wolfgang Eichhorntél [5], illetve
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Frank Stehlingt6l [13] szarmaznak, melyek azonban kissé bonyolultak és néhany
hiba, hidnyossag is talalhato benniik. A bizonyitasokat t6bb helyen leegyszerisit-
jiik, és kikiisz6bdljiik ezeket a hibakat és hidnyossagokat.

2. Termelési fliggvények

Ebben a részben a termelési fliggvényeket és azok legismertebb jellemzsit ismer-
tetjiikk. Ezutan bevezetjiik a két legismertebb termelési fliggvénytipust, a Cobb-
Douglas-tipusi és az Arrow-Minhas-Chenery—Solow-tipusa termelési fiiggvényt,
amelyekre kiszamoljuk a korabban definilt jellemz&ket.

2.1. Termelési fliggvények tulajdonsagai

A dolgozat tovabbi részében n > 2 egész szam.

Definicié. Egy P : 10, +oo[" — |0, +oo[ filggvényt termelési fiiggvénynek
neveziink.

A termelési fliggvény kozgazdasigtani értelemben azt adja meg, hogy az n
darab termelési tényezd régzitett mennyisége esetén, egységnyi id§ alatt mennyi
lehet a maximalis kibocsatas. Megjegyezziik, hogy a szakirodalomban néha meég

fliggvényekkel tobb konyv is foglalkozik, példaul [10], {12}, [14], {15}, [16].

Definicié. Legyen a € R. Ekkor az F : |0, +oo[" — ]0,+oc| fiiggvényt
a-adfoki homogénnek nevezziik, ha minden (z1,...,z,) € ]0,400[" és A > 0
esetén F(Axy,...,Az,) = A*F(x1,...,z,). Ha a = 1, akkor az F fiiggvényt
homogénnek nevezziik.

Differencialhaté fliggvények esetén az a-adfokd homogén fiiggvények jellem-
zését adja a kozismert Euler-tétel.

2.1. TETEL. (Euler)
Legyen F : )0, +oo[" — ]0, +oo[ differencialhato fiiggvény. Ekkor F akkor és csak
akkor a-adfokii homogén fiiggvény, ha minden (z1,...,z,) € |0, +oo[" esetén

MEF(x1,...vxn) 21+ ...+ O F(z1,...,Zpn) i = - F(21,...,2Zn).
A tovabbiakban a termelési fiiggvények néhany fontos jellemzd§jét definidljuk
és megadjuk azok kozgazdasagtani jelentését is.
Definicié. Legyen P : )0, +oo[" — 0, +oo[ egy termelési fiiggvény. Ekkor

_ P(.’L‘l,...,il,‘n)
I

AP(x1,...,%n) ((z1,...,zn) €10, +oo[")

az i-edik (z € {1,...,n}) termelési tényezd atlagterméke (average product).

Az i-edik termelési tényezd atlagterméke azt adja meg, hogy ezen termelési
tényezs egy egységére az Ossztermelésbdl hany egység jut (a tobbi termelési tényezd
valtozatlansaga mellett).
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Definicié. Legyen P : ]0,4o00[" — ]0,+00[ egy differencialhaté termelési
fiiggvény. Ekkor

MP(zy,...,x,) = 8;P(x1,...,T,) ((z1,-..,zn) € ]0, +oo[™)

az i-edik (i € {1,...,n}) termelési tényezs hatarterméke (marginal product).

Az i-edik termelési tényezd hatarterméke azt adja meg, hogy ezen termelési
tényezd 1 egységnyi nbvelésével (a tSbbi termelési tényezs valtozatlansiga mellett)
hany egységgel valtozik az Gsszkibocsatas.

Definicié. Legyen P : ]0,+oo[" — ]0,+00| egy differencidlhat6é termelési
figgvény. Ekkor

]WPi(.’L‘l,. . ,:1,‘")

APlor ) (@) €10, 400l

si(a:l,...,mn) =

az i~edik (i € {1,...,n}) termelési tényezs parcialis volumenrugalmassaga
(partial elasticity of production).

Az i-edik termelési tényez6 parciilis volumenrugalmassaga azt adja meg, hogy
ezen termelési tényezé mennyiségét 1%-kal megndvelve (a tobbi termelési tényezd
valtozatlansaga mellett), hany %-kal valtozik az sszkibocsatas.

Definicié. Legyen P : ]0,+o00[" — ]0,+0o[ egy differencialhaté termelési
fuggvény. Ekkor

ez, Tn) =€1(T1, .y Tn) F oo En(Ty e Tn) (T2, 20) €10, +00[")

a P termelési fiiggvény teljes volumenrugalmassaga (total elasticity of
production).

A termelési fiiggvény teljes volumenrugalmassiga azt adja meg, hogy minden
termelési tényezé mennyiségét 1%-kal megnovelve, koriilbeliil hany %-kal valtozik
az 6sszkibocsatas.

Euler tételébsl kovetkezik, hogy egy a-adfokd homogén, differencidlhaté ter-
melési fiiggvény teljes volumenrugalmassaga egyenld a homogenités fokaval.

Definicié. Legyen P : |0,+oo[" — ]0,+oo[ egy differencidlhaté termelési
figgvény, melyre 8y P(z1,...,Zn) # 0 minden k € {1,...,n} és (z1,...,2,) €
]0, + oo™ esetén. Ekkor

MPi(xy,...,z5)
]V[Pj(.’L‘],...,.’L‘n)

]\/IRTSﬁ(.'El,...,.’L”n) = ((1}1,...,1}") E]O,+00[n)

az i-edik termelési tényezé j-edik (i,j € {1,...,n}) termelési tényezdre

vonatkoz6 technikai helyettesitési hatarrataja (marginal rate of technical
substitution).
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Az i-edik termelési tényezd j-edik termelési tényezére vonatkoz6 technikai
helyettesitési hatarrata azt adja meg, hogy az i-edik termelési tényez6 mennyisé-
gének 1 egységgel torténd novelésével mennyivel kell csokkenteni a j-edik termelési
tényez8 mennyiségét, hogy a megadott termelési szinten maradjunk.

Definicid. Legyen P : 0, +oo[" — |0, +00[ egy kétszer differencialhaté terme-
lési fiiggvény, melyre OpP(x1,...,Zn) # 0 minden k& € {l,...,n} és
(x1,...,Zn) € ]0,+00[" esetén. Ekkor feltéve, hogy a nevezében levs kifejezés
nem egyenld 0-val,

1 + 1
8 P(x1,...,tn) T i P(x1,0 X0 ) Tj

T 82P(z1,0a) 8i0; P(z1,...,%0) 97 P(®1,.-.,7n)
(6,‘P(1’1,...,I,,))2 z':),-P(zl,...,x,.)~3_;P(:m,...,a:,‘) (ajP(Il,.u,I"))

((z1y---,zn) €]0,+00[")

ES,'J'(II, - ,.’L'n) =

az i-edik termelési tényezd j-edik (i,5 € {1,...,n},i # j) termelési té-

nyezdére vonatkozé helyettesitési rugalmassaga (elasticity of substitution).

Az i-edik termelési tényezé j-edik termelési tényezGre vonatkozo helyettesi-
tési rugalmassaga azt adja meg, hogy adott termelési szinten az i-edik termelési
tényez6 j-edik termelési tényezdre vonatkozo6 technikai helyettesitési hatarratajanak
1%-0s novelésével, hany %-kal kell novelni a j-edik és az i-edik termelési tényezdk
felhasznalt mennyiségének aranyat. -

Definicié. Egy P : ]0,+oo[" — ]0,+oo[ kétszer differencialhaté termelési
fiiggvény teljesiti a CES-tulajdonsagot (constant elasticity of substitution), ha
minden (zy,...,Z,) € ]0,+0o[" esetén létezik ES;j(z1,...,z5), és valamilyen
¢ € Rre ES;j(z1,...,To) = cminden 4,5 € {1,...,n}, i # j esetén.

2.2. A Cobb-Douglas-tipusi termelési fliggvény

Charles W. Cobb matematikus és Paul H. Douglas kozgazdasz tobb vizsga-
latot végeztek arra vonatkozéan, hogy termelési fliggvények segitségével hogyan
lehet leirni a nemzeti jovedelem megoszlasat a munkas- és t8késosztaly kozott.
Ennek eredményeként sziiletett meg 1928-ban a Cobb-Douglas-tipusit termelési
fiiggvény [4].

Definici6. A P : ]0,+oo[" — ]0,+o0o| termelési fiiggvény Cobb-
Douglas-tipusu (CD-tipusi) termelési fiiggvény, ha

P(zy,...,xp) = Cx{t - xdm,

ahol C >0, a; #0,...,a, # 0 olyan valés szdmok, hogy a = Zai # 0.

i=1

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



TERMELESI FUGGVENYEK ES JELLEMZESEIK 355

2.2. TETEL. (A CD-tipust termelési fiiggvény tulajdonsagai)
(1) A CD-tipust termelési fliggvény a-adfoki homogén fiiggvény.

A CD-tipusii termelési fiiggvényekre minden (zy, . .., T,) € |0, +0o[" esetén

(2) AP(z1,...,2p) =Cz® ... z®~ . g2 (i€ {1,...,n)}),
1 n

1

(3) MPi(zi,...,zp) = Copzd* ... -z 1. .. 2% (i€ {l,...,n}),

(4) ei(z1,....,zn) = a; (1€ {1,...,n}),

(5) e(zy,...,zn) =,
(6) MRTSij(x1,...,20) = =L (i,j€{1,...,n}),
a; Iy
(7) ESij(z1,...,zn) =1 (4,5 € {1,...,n},i # j), igy a CD-tipusu termelési
fiiggvény teljesiti a CES-tulajdonséagot.

2.3. Az Arrow—Chenery—Minhas—Solow-tipust termelési fiiggvény

Tobb birdlat is érte a Cobb-Douglas-tipusi termelési fiiggvény azon tulaj-
donsagat, hogy helyettesitési rugalmassiga 1. Ezt a tulajdonsagot biraltak Kenneth
J. Arrow, Hollis B. Chenery, Bagicha S. Minhas és Robert M. Solow [3] kbzgazds-
szok is. Szamos orszag tobb iparagat vizsgaltak, és arra az eredményre jutottak,
hogy a helyettesitési rugalmassag legtobbszor kiilonbozik 1-t6l. Igy 1961-ben egy
1j tipusu termelési fiiggvényt vezettek be, mely ugyan allando helyettesitési rugal-
massagu, de ezek a helyettesitési rugalmassagok a kiilonboz6 ipardgakban eltérdek.

Definicio. A P : ]0,+oo[" — ]0,+oo| termelési fiiggvény Arrow-—
Chenery—Minhas—Solow-tipusu (ACMS-tipusi) termelési fiiggvény, ha
P(z1,...,%s) = (Brz1% + ... + Bnz;9) " 7,

ahol 81 >0,...,8, >0, a #0 és g # 0 val6s szimok. .

A L’Hospital-szabaly segitségével igazolhat6, hogy ha Zﬁ,- =1, akkor az
ACMS-tipusu termelési fiiggvény o — 0-val vett hatarértéke tiztlezik és CD-tipust
termelési fiiggvény.

2.3. TETEL. (Az ACMS-tipusi termelési fiiggvény tulajdonsagai)

(1) Az ACMS-tipusi termelési fiiggvény a-adfoki homogén fiiggvény.

Az ACMS-tipusi termelési fiiggvényekre minden (ry,...,z,) € ]0,+o00["
esetén
i)

(2) APi(z1,... 1) = L2t tBim " 4Bz, ) © o gy p)y,

(3) MP,(zy,...,%n) = a(Br1z7® + ...+ B[+ ... + Baz0) e Bz (i €
{1,...,n}),
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afiz;® }
— — — (1€ {l,...,n}),
ﬁ1z19+...+ﬂ,-zi9+...+,3n:1:n"( { H

(5) e(z1,...,Zn) = a

B [z;\'"°
(6) MRTSij(QJl,...,zn):ﬁ—j-(x—:) (i,je{l,...,n}),

(7) o # —1 esetén ES;j(z1,...,2,) = 7o (i,7 € {1,...,n},i # j), igy ebben
az esetben az ACMS-tipusu termelési fiiggvény teljesiti a CES-tulajdonségot.

(4) 51‘(.7:1, . ,In) =

Megjegyzés. o = —1 esetén a helyettesitési rugalmassig definici6jdban sze-
repld tort nevezdje 0, igy ekkor az ACMS-tipusu termelési fliggvény helyettesitési
rugalmassaga nincs értelmezve.

3. Jellemzési tételek

A tovabbiakban elgszor megoldunk egy fiiggvényegyenletet, amire a kés6bbi
jellemzési tételek bizonyitasaban lesz sziikségiink. Ezutan bevezetjiik a kvaziline-
aritas fogalméat, majd definialjuk a kvaziosszeget, és ezek segitségével kiilon-kiilon
jellemezziik a CD- és ACMS-tipusu termelési fiiggvényeket. Az elébbi jellemzési
tétel Wolfgang FEichhorntél [5], utébbi pedig Frank Stehlingtsl [13] szarmazik.
A két jellemzési tétel itt kozolt bizonyitasa egyszerisiti, pontositja és javitja a
szerzGk eredeti bizonyitasait.

3.1. Egy fiiggvényegyenlet megoldasa

A kovetkezd tételben szerepls, késGbb sziikséges (1) fiiggvényegyenlet meg-
oldasa megtalalhato [2]-ben (]0,1] értelmezési tartomany mellett), illetve [5]-ben.
A teljesség kedvéért réviden megadjuk a tétel bizonyitasat.

3.1. TETEL. Legyen f : ]0,+o0o[ — R szigorian monoton fliggvény, és legye-
nek r,q:]0,+oo[ — R fiiggvények, melyekre teljesiil, hogy minden X,z € )0, +oo|
esetén

fAz) = r(A)f(x) + q(}). (1)
Ekkor léteznek olyan v # 0 és 6 valés szamok, hogy
fz)=~vlnz+45, r(A)=1, ¢(A)=~vnA
vagy léteznek olyan v # 0, o # 0 és & valés szamok, hogy
flxy=~vx72+4, r(N)=X72 qA\)=601-179).

Bizonyitds. Ha x = 1-et helyettesitiink az (1) fiiggvényegyenletbe, majd ebbél
kivonjuk (1)-et, akkor azt kapjuk, hogy

fQ) = f(Az) =r(AFQQ) - f(=)).
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Legyen ¢ = f(1) és h : ]0,4+o0] — R, h(z) = f(z) — ¢, ami szigorian monoton
fiiggvény. Az el6z6 egyenlet a most bevezetett jeldlésekkel

h(Azx) = h(A) + r(A)h(z) (2)
alakura hozhat6. Ebben felcserélhetjiik = és A szerepét, amibgl
h(z)(r(A) — 1) = h(A)(r(z) - 1) )

adodik. A tovabbiakban a bizonyitast két eset megkiilénboztetésével folytatjuk.
1. eset: Ha 7(A) = 1 minden A € ]0, +oo[ esetén, akkor (2)-b6l h(Az) = h(A) + h(z)
adodik. Jol ismert, hogy h szigort monotonitasa miatt A{z) = yInz (z € |0, +o0[},
ahol v # 0 valés szam (lasd példaul [7] Chapter XIII. § 1., [6] Theorem 1.7.1.).
Hasznaljuk a & = c jel6lést. Ekkor f(z) = vInz + & és (1) alapjan ¢(A) =~y In .
2. eset: Ha létezik A € ]0, +00[, hogy r(Ag) # 1, akkor Ag-t behelyettesitve (3)-ba,

0 # r(Xo) — 1-gyel osztva, majd a v = #0) jeldlést hasznalva
r(do) — 1
h(z) = ~(r(x) — 1) (4)

adodik. Mivel f szigorian monoton, ezért v # 0. Ekkor (4)-et behelyettesitve
(2)-be azt kapjuk, hogy r(Az) = r(A)r(z). A (4) egyenlet miatt r szigortian mo-
noton fiiggvény. Ekkor ugyancsak jol ismert, hogy r(A) = A2 (X € ]0, +0o0[), ahol
0 # 0 valds szam (lasd példaul [7] Chapter XIII. § 1., [6] Remark 1.9.23.). Legyen
§ = —v + ¢, amivel ekkor f(z) = vz~ + 4. Mindezekbdl az (1) egyenletbe valé
visszahelyettesitéssel ad6dik, hogy q(A) = 6(1 — A79). 0

3.2. Jellemzés kvazilinearitassal
A kvazilinearis fiiggvények mar 1947-ben megjelentek [1] a kvaziaritmetikai
kozépértékek jellemzésével kapcsolatban.

Definicio. Egy F : ]0,+oo[" — ]0,+o00] fiiggvény kvazilinearis, ha
letezik f :]0, +00{ — R folytonos, szigorian monoton fliggvény, és léteznek olyan
a; # 0,...,a4, # 0,b valés szamok, hogy minden (zy,...,Z,) € |0, +oo[" esetén
arf(xy) +... + anf(xn) +be f(]O, +OOD és

F(:L'lw . -axn) = f_l(alf(xl) +... +anf($n) + b)

3.2. TETEL. (Eichhorn [5]) Egy F : 0, +oo[" — |0, + oo fiiggvény akkor és
csak akkor homogén és kvézilinedris, ha a = 1 értékkel vett CD-tipusi termelési
fiiggvény vagy ACMS-tipusi termelési fiiggvény.

Bizonyitds.
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I. Kordbban mar emlitettiik, hogy az o = 1 értékkel vett CD-tipusi, illetve
ACMS-tipust termelési fliggvények homogének. Tovabba a CD-tipusi termelési
fiiggvény kvazilinearis az f : )0, +00o[ — R, f(z) =Inz, a; = a; (i € {1,...,n}),
b = InC valasztassal. Hasonléan az a = 1 esetben az ACMS-tipust termelési
figgveny is kvazilinearis, méghozza f : |0,+o0] — R, f(z) = 79, a; = G
(i€{1,...,n}), b=0-val

II. Legyen F kvézilinearis fiiggvény a definiciébeli jel6lésekkel. Mivel F homo-
gén, igy f alkalmazasaval azt kapjuk, hogy minden A > 0 és minden (z;,...,z,) €
]0, +oo[" esetén

a1 fAz1) + .o+ anfAzn) + b= FOF Narflz1) + ... + anf(zn) +b)).

Adott A > 0 mellett legyen F) : f(]0,+00[) — R, FA(y) = f(Af~(y)), és legyen
yi = flz;) (i € {1,...,n}). Ekkor

a1 Fx(y1) + ...+ anFa(yn) + b= Fa(ay1 + ... + anya + b). (5)

Legyenek s1, s2 € f(]0, +00[) rogzitettek, ahol s1 # s3. Az egyenlet mindkét oldalat
y1 szerint integralva s;-t6l sqo-ig
$2

/malyl oty + b) dys =

82
= a1/FA(y1) dyy + (s2 ~ s1)(a2Fa(y2) + - .. + anFa(yn) +b)
81

adodik. A baloldalon elvégezve at = ajy; +. ..+ anyn +b helyettesitést, trendezés
utan kovetkezik, hogy

aysz+azyz+...+a,yn+b S2
1
FA(t)a— dt —ay [ Fa(y1) dy1—
1
ai1s1+a2y2+...+@nYn+b s1

~ (s2 = s1)(@3Fa(ys) + ... + anFa(yn) +b) = (s2 — s1)azFa(y2).

ays2+azy2+...+anyn+b 1
Mivel F), folytonos, igy yo — / Fy(t)— dt differencidlhato, ezért

a

a1s1+agyz+...+anyn+b :
Fy differencialhat6. Az (5) egyenlet mindkét oldalat y; szerint derivalva kapjuk,
hogy Fy(y1) = Fi(aiy1 + ... + anyn + b). Hasonléan derivalhatjuk y, szerint is,
amib6l F;(y1) = F}(y2), azaz F; konstans fiiggvény. Igy létezik r,q € R, hogy
Fy(y) = ry + q. Eddig rogzitett A-val dolgoztunk, amitél azonban az r és ¢ érté-
kei fiigghetnek, ezért Fi(y) = r(A)y + ¢(A), ahol r,q : |0, +00[ — R fiiggvények.
Legyen z = f~!(y), amivel F\ definici6jabol f(Azx) = r(\)f(z) + q(1). Ekkor a
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3.1. tételbdl a kovetkezd két eset adodik.

1. eset: f(z) = ylnzx + 6, ahol v # 0, & valés szamok. Ekkor f~'(y) = 5

] 6si fii [OUAIIS J37SE Ll]
Ebben az esetben F egy CD-tipusi termelési fliiggvény, ahol C =e totonterod

és a1 = ay,...,0, = a,. Mivel F homogén CD-tipusi termelési fiiggvény, igy még
a=aqa;+...+ a, = 1-nek is teljesiilnie kell, amibél C = er.
2. eset: f(z) = yz~° + 4, ahol v # 0, g # 0, & valos szamok. Ebben az esetben
-1
- y—o0\ ¢
= (229
Ekkor belatjuk, hogy a; > 0 (i € {1,...,n}). Nyilvanvald, hogy v > 0 esetén
£(J0, +o0[) = 16, +o0[, mig v < 0 esetén f(]0, +oo[) = |]—o00,d[. A kvazilinearitas
miatt minden (zi,...,z,) € ]0,+0o[" esetén

ar1(yz1?+8) + ...+ an(vz, 2+ 6) + b€ f(]0, +o0[).

Indirekt tegyiik fel, hogy példaul a, < 0, az z3,...,z, értékét pedig tetszlegesen
r6gzitsiik le. Tartsunk x1-gyel 0-hoz vagy +oo-hez tigy, hogy z7 ¢ hatarértéke +oo
legyen. Ekkor az el6z6 kifejezés hatarértéke v > 0 esetén —oo, v < 0 esetén pedig
+00, ami ellentmond a. fentieknek.

Ebben az esetben

a,5+...+ana+b-5)”%

F(:rl,...,xn)z(aleg+...+anx;"+ ”

Vezessiik be a tovabbiakban a Q = 210+=-+0aud+b-8 jol5last. Mivel F homogén, igy
minden A > 0 esetén teljesiilnie kell, hogy

- _1
(a1(Az1)72+ ... + an(ATa) "¢ + Q) ¢ = Aarzi®+ . +anT 0+ Q) ¢

Az egyenlet mindkét oldalanak —g-adik hatvanyra emelése utan (1 — A72)Q =0
kaphat6. Mivel p # 0 és minden A > 0-ra teljesiil ez az egyenlet, igy Q) = 0, tehat
ekkor F egy ACMS-tipusu termelési fliggvény a = 1-gyel és 31 = ay,...,8n = an-
nel, amelyekrdl mar belattuk, hogy pozitivak. O

3.3. Jellemzés kvaziosszegekkel

A kéttagn kvaziGsszeg fogalma Aczél Jdnostol szarmazik, tobbtagi kvazi-
dsszegek is el6fordulnak az irodalomban, példaul a konzisztens aggregacioval kapcso-
latban [8], [9].

Definicié. Egy F : ]0,4+o0o[" — ]0,+o0[ fiiggvény kvazidsszeg, ha
léteznek g; : ]0,+oo] — R (i € {1,...,n}) folytonos, szigordan monoton fiigg-
vények, és létezik I C R pozitiv hosszisagn intervallum, g : I — ]0, +oo] foly-
tonos, szigorian monoton fiiggvény, hogy minden (z1,...,z,) € ]0,+oo{" esetén
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gi{z1)+ ...+ gn(zn) el és
F(zy,...,zn) = glg1{z1) + . .. + gn(zn)).
A kvazidsszeg fiiggvényeket szoktak altalanositott kvazilinearis fiiggvényeknek
is nevezni a kovetkez6 4llitds miatt.
ALLITAS. Minden kvazilinedris fiiggvény kvaziGsszeg.
Bizonyitds. Legyen F egy kvéazilinearis fliggvény a korabbi jelolések megtarta-
saval. Legyen ekkor g; : |0, +oo[ — R, gi(z) = a;f(z) i € {1,...,n—1}),
gn :10,+00[ — R, ga(z) = anf(z) +b,
g: £(0,+00[) — 10, +00[, g(z) = f~'(=).

3.3. TETEL. (Stehling [13]) Egy F : ]0,+oo[" — ]0, +oo[ fiiggvény akké?
és csak akkor a-adfoki homogén (a # 0) és kvaziosszeg, ha CD-tipusi termelési
fiiggvény vagy ACMS-tipusit termelési fiiggvény.

Bizonyilds.

I. A kordbban mondottak szerint a CD-tipusu, illetve az ACMS-tipusi terme-
lési fiiggvények a-adfokt homogén fiiggvények. A CD-tipusi termelési fiiggvény
kvazidsszeg

gi :]0,+00[ — R, gi(z)=a;lnz (i€ {l,...,n—1}),
gn 1|0, +00[ — R, gn(z) =annz+InC,
tovabba g : R — ]0,+00], g(x) = e®-szel. Tovabba az ACMS-tipusi termelési
fliggveny is kvaziGsszeg g; : |0, +00] — R, gi(z) = Biz™¢ (i € {1,...,n}), tovabba
g :]0,+00] — ]0, +00], g{z) = &~ ¢ valasztassal.

II. Legyen F' kvaziGsszeg a definicidbeli jelolésekkel. Mivel F' a-adfokd homo-

gén fiiggvény, igy minden A > 0 és (x1,...,Tn) € ]0, +oo[" esetén
9(g1(Az1) + ... + gn(Azn)) = X%g(g1(x1) + ... + gn(zn)). (6)

Az egyenlet mindkét oldalara alkalmazzuk g~!-et, és legyen

vi = gi(z:) (€ {l,...,n}),
tovabba adott A > 0 mellett legyen Hy : I — R, Hx(y) = g~} (A*g(y)) és
hSY : 610, +00]) — R, A (y) = g:(Ag7 (y)) (i € {1,...,n}). Ekkor azt kapjuk,

hogy
EO1) + ...+ b () = Ha(yr + ... + vn). (7)

Legyenek s1,s2 € g1(]0,+00[) rogzitettek, ahol s; # s3. Az egyenlet mindkét
oldalat y; szerint s;-t6l so-ig integralva

S2 S2
/ Hy(yi + - + yn) dys = / R (1) dyy + (s2 = s)(AP (y2) + ... + 1 (ya))

81 81
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adodik. A baloldalon elvégezve a t = y) + ... + y, helyettesitést és atrendezve az
egyenletet

se+y2+...+Yn 82
Ha(t) dt — / B (1) dys — (52— s0)(BO (ws) + .. + B (gn)) =
s1t+y2+...+Yn £
= (s2 - Sl)hf\z)(yz)

s2ty2+...+tyYa

kiovetkezik. Mivel H) folytonos, igy y2 — H,(t) dt differencialhato.
s1+y2+...+yn

Ekkor az el§z6 egyenlet szerint hf\z) differenciilhaté. Hasonl6éan hg‘i) (te{l,...,n})

differencialhato, igy (7) miatt Hy| g1(]0, +00[)+. . .+gn(]0, +00[) is differencialhatoé.
A (7) egyenlet mindkét oldalat y; szerint derivalva H)(y, + ... + yn) = hf\l) (y1)
adodik. Hasonléan derivilhatunk ys szerint is, amibdl hf\l) (n1) = hf\2) (y2) kovet-

kezik, azaz hf\l)l és /15\2)

egyenl6 értékd konstans fiiggvények. Hasonldéan adédik,
hogy hf\i)’ (i € {1,...,n}) paronként egyenls értékd konstans fiiggvények. Tehat
léteznek olyan r,qq,...,q, valés szamok, hogy h(’)( y=ry+aq (i €{1,...,n}).
Eddig régzitett A-val dolgoztunk, amelytél azonban az r,qi,...,q, értékei fiigg-
hetnek, amibél azt kapjuk, hogy hf\i)(y) = r(Ny + ¢()) (@ € {1,...,n}), ahol
Ty ql,---:qn : |0, +00[ — R fiiggvények. Legyen z = g{l(y). Ekkor hgf) defini-
ci6jabol kapjuk, hogy g:(Az} = r(A)gi(z) + q:(A) (i € {1,...,n}). Mivel minden
i € {1,...,n} esetén az r fiiggvény koz0s, igy a 3.1. tételbs] az alabbi két eset
adé6dik.

1. eset: g;(z) = ~;lnz + §;, ahol v, # 0, §; valés szamok (i € {1,...,n}).
Ekkor ¢;(]0,+oo[) = R (i € {1,...,n}), ezért ebben az esetben I = R. Vezes-
sikbead =48 +...4+6,8é5 v =" +...+ v, jeloléseket. Ekkor a (6) egyenlet
alapjan

gvilnzy +... +vlnz, +yln X +8) = A% (yilnzy + ... + yolnz, + 6)
adodik. Ebbe z, = 61’%,1‘2 = ... =1z, = l-et helyettesitve
g(y +vInA) = A%(y) (8)

kavetkezik. Mivel g{y) > 0 és a # 0, igy v # 0. Helyettesitsiink y = 0-t ( )-ba, és
hasznaljuk a d = g(0) > 0 és az u = yIn A jeloléseket. Ebbo] g(u) =d- e~" Ekkor

tehat F egy CD-tipusu termelési fiiggvény, ahol C =d- €59 >0, a; = ——'yi #0
Y
(i € {1,...,n}), esza,—z —vi =a #0.
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2. eset: gi(x) = vix~? + 45, ahol v; # 0, 0 # 0, §; valés szamok (i € {1,...,n}).
Vezessik be a 6 = d;1 +... + 0, €5 ¥ =11 + ... + 7 jeloléseket. Ekkor (6)-ba
helyettesitve kapjuk, hogy

g (Az1) e+t (AzTR) T2+ 8) = A%zt x4+ 8). (9)

Belatjuk, hogy 71,...,7» azonos elGjeliek. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik ko-

z6ttiik pozitiv és negativ is. Ekkor v = v177 % + ... + 7,2, ¢ minden val6s szdmot

felvesz értékként. Ezzel a jelbléssel g(A~2v + &) = A%g(v + §), amibe v = 0-t irva

g(6) > 0 miatt ellentmondéshoz jutunk.

Ekkor ha v; > 0, akkor ¢;(]0, +o0f) = ]é;, +oo[ (i € {1,...,n}), ezért 4, +-00[ C I.

Ha pedig v; < 0, akkor g;(]0, +o0[) =]—o00,8;[ (i € {1,...,n}), ezért ]—o00,8[ C I.
Helyettesitsiink (9)-be z; = ... =z, = 1-et. Ekkor a

g(YATe +8) = X%g(y + 6) (10)

egyenlethez jutunk. Az el6z6ekhez hasonléan kapjuk, hogy v # 0.
Hasznaljuk a d = g(y + 6) > 0és az u = yA7¢ 4+ § jeloléseket. Az u a
vi-k elgjelétdl fiiggsen barmilyen értéket felvehet )4, +oo[ vagy |—o0, 8[-bol. Ezek-

kel (10)-bsl g(u) =d (“ i

) * adedik. Ekkor kihasznilva, hogy d > 0 és

a # 0, kivetkezik, hogy F egy ACMS-tipusa termelési fiiggvény G; = d~« %-val
(i € {1,...,n}), amelyek a koradbban belatottak szerint pozitivak. a
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PRODUCTION FUNCTIONS AND THEIR CHARACTERIZATIONS

BavAzs NyuL

We describe production functions that play an important role in economics, and define some
properties of them. We calculate these values for production functions of Cobb-Douglas type
and Arrow-Chenery-Minhas-Solow type. Then we give characterization theorems of production
functions of CD type and ACMS type using the notion of quasilinear functions and quasisums.
The theorems are due to W. Eichhorn [5] and F. Stehling [13]. We simplify the original proofs
and correct the defects of them. In the proofs we need to solve functional equations.

Keywords: production function, production function of Cobb-Douglas type, production func-
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