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MONOTON KÉMIAI REAKCIÓHÁLÓZATOK 

P A T R I C K D E L E E N H E E R , DAVID A N G E L I , E D U A R D O D. SONTAG 
Ford í to t t a : Várdai J u d i t 1 

E l e m z ü n k n é h á n y k é m i a i r e k c i ó h á l ó z a t o t , é s m e g m u t a t j u k , h o g y m i n d e n 
m e g o l d á s k o n v e r g á l v a l a m e l y egyensú ly i h e l y z e t h e z . A k i n e t i k á r ó l fe l t é te lez-
he tő , h o g y m o n o t o n , de e g y é b k é n t t e t sző leges . H a a d i f fúz ió h a t á s á t figye-
l e m b e v e s s z ü k , a k ö v e t k e z t e t é s e k v á l t o z a t l a n o k m a r a d n a k . V i z s g á l a t u n k leg-
f o n t o s a b b e s z k ö z e i a m o n o t o n d i n a m i k a i r e n d s z e r e k e l m é l e t é b ő l s z á r m a z n a k . 
E n n e k az e l m é l e t n e k n é h á n y j e l l egze tességé t f o g j u k á t t e k i n t e n i , és egy o lyan 
speciá l is v o n z á s s a l k a p c s o l a t o s e r e d m é n y ö n á l l ó b i z o n y í t á s á t a d j u k , a m i t fő 
e r e d m é n y ü n k b i z o n y í t á s á h o z is h a s z n á l u n k . 

1. Bevezetés 

A kémiai reakciók dinamikai viselkedésének elméleti tanulmányozásában a kuta-
tás egy eredményes és nagyon hatékony időszaka az utolsó néhány évtized. Ennek 
a folytonos figyelemnek egy sajátos oka lehet az, hogy jelenleg nem áll rendelke-
zésre olyan egységes elmélet, amely tetszőleges topológiájú reakcióhálózatokra és 
tetszőleges kinetikára vonatkozna. De ha vagy a topológiában, vagy a kinetikában 
megszorításokat teszünk, akkor meglehetősen általános eredményeket lehet kapni. 
Például az a jelentős munka, ami ma Feinberg-Horn-Jackson-elméletnek ismert, 
[11, 19] - és [7, 29] a legújabb eredmény, - a reakciósebességet korlátozza a kineti-
kai tömeghatásra, de egészen általános topológiát is figyelembe vesz. A tömeghatás 
típusú kinetika feltételezése lehetővé teszi Ljapunov-függvény konstruálását, ami 
által levonhatjuk azt a következtetést, hogy a megoldások konvergálnak. Másrész-
ről korlátozható a hálózat topológiája, de feloldható a tömeghatás típusú kine-
tika feltételezése. Egy ilyen enyhítés feltételezi, hogy ezek monoton függvények 
(a reakció reagenseinek koncentrációjában). Például [21]-ben a következő hálózatot 
tanulmányozták: 

J A dolgozat a következő fordítása: P. De Leenheer, D. Agneli, E. D. Sontag, "Monotone 
chemical reaction networks", Journal of Mathemat ica l Chemis t ry , 41(3)(2007) 295-314. 
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amiben csak az első reakciólépés bimolekuláris, és a többi monomolekuláris. Abban 
a cikkben megmutatták, hogy ennek a hálózatnak a megoldásai egy bizonyos mono-
tonitási tulajdonsággal rendelkeznek, olyan értelemben, amit később megmagya-
rázunk. Ezzel rokon ötletet találunk [30]-ban, ahol elmagyarázzák, hogy bizonyos 
reakcióhálózatokat hogyan kell transzformálni úgynevezett kooperatív rendszerekké 
(ezeket is tárgyaljuk később). 

Ebben a cikkben célunk, hogy megmutassuk, hogy hogyan lehet globális kon-
vergenciára vonatkozó eredményeket kapni egy speciális topológiájú hálózatra -
amely tartalmazza és általánosítja a fenti hálózatot arra az esetre, amikor a kine-
tika monoton, de egyébként tetszőleges. Továbbá, az eredményeink érvényesek 
maradnak, ha figyelembe vesszük a diffúzió hatásait is, ily módon [23] eredményeit 
általánosítjuk, amik az a\ + ag == в megfordítható reakcióra vonatkoznak. 

Hogy tisztán lássuk, a monotonitás miért játszhat szerepet a kémiai reakciókkal 
kapcsolatban, át fogjuk tekinteni a monoton rendszerek fogalmát, és kiemelünk 
néhányat ezek tulajdonságaiból. Két évtizeddel ezelőtt M. W. Hirsch kezdte el 
kiépíteni a monoton rendszerek elméletét a [12, 13, 14, 15, 16] cikksorozatban; de 
lásd még H. L. Smith kiváló összefoglalóját [27] is. Általánosságban a monoton 
dinamikai rendszer egy Ф folytonos félfolyam az X metrikus téren, amely úgy van 
ellátva egy ф kompatibilis parciális rendezéssel, hogy a folyam megőrzi a parciális 
rendezést: 

V x , y e X ; x < y ^ < P t ( x ) <4>t(y), Vt € R+. (1) 

Tekintsük a következő differenciálegyenlet-rendszert: 

±(t) = /(*(«)) (x(t) e R"), 

ahol / € C1 olyan vektormező, amelyikről feltételezzük, hogy előre nézve teljes. 
Azaz a teljes megoldás értelmezési tartományának szuprémuma +00. (Habár az 
alábbiak akár az állapottérre, akár a vektormező simaságára vonatkozó sokkal gyen-
gébb kikötések mellett is érvényesek.) 

Azonnal felmerül a kérdés, hogy ez mikor generál monoton dinamikai rend-
szert valamilyen nem triviális rendezésre nézve. Erre a kérdésre nehéz megtalálni a 
választ. Habár amikor adott egy parciális rendezés, és azt kérdezzük, hogy a rend-
szer monoton-e valamely К С Rn kúp által generált parciális rendezésre nézve, ilyen 
esetekben van módszer a monotonitás ellenőrzésére. (Azt mondjuk, hogy i f c l " 
kúp, ha К olyan nem üres, zárt halmaz, amelyre К + К с К, R +К С К és 
К П (—К) = {0} teljesül.) A következőkben áttekintünk néhány ilyen tesztet. 

A legismertebb példa valószínűleg az, amikor / kooperatív, ami azt jelenti, 
hogy az / ' Jacobi-mátrix főátlóján kívüli elemek nemnegatívak. Jól ismert, hogy 
ebben az esetben az x(t) = f(x(t)) rendszer által generált folyam monoton, mivel 
megőrzi a szokásos komponensenkénti rendezést Rn-ben, lásd például a 3.1.1. tételt 
és a 3.1.1. megjegyzést [27]-ben. Precízebben: ezt a rendezést az R" ortáns kúp 
generálja Rn-ben: 

x^y<=>y-xe R". 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009) 



MONOTON KÉMIAI REAKCIÓHÁLÓZATOK 383 

Ez általánosítható azokra az esetekre, amikor a parciális rendezést Rn bármelyik 
ö ortáns kúpja generálja. Ilyenkor a rendezést a következőképpen definiáljuk: 

x < o y & y - x £ 0 . (2) 

A monotonitás ellenőrzésére ebben az esetben egy egyszerű grafikai ellenőrzés áll 
rendelkezésre, lásd [27, 49. oldal]. Ez annak ellenőrzését jelenti, hogy a rendszer 
incidenciagráfja nem tartalmaz-e negatív paritású hurkot. (A rendszer incidencia-
gráfja n pontból áll, mindegyik az állapotvektor egy komponensét reprezentálja, 
és előjeles élek kötik össze a pontokat: a j-edik csomópontból az i-edikbe mutató 
élhez a d j f i parciális derivált függvény előjelét rendeljük hozzá. Ez természetesen 
megköveteli, hogy a derivált ne változtasson előjelet, és legalább egy pontban külön-
bözzék nullától. Egy hurok paritása egyszerűen a hurkot alkotó éleken lévő előjelek 
szorzata; ennél a tesztnél a hurokéleket figyelmen kívül hagyjuk.) 

Ha a parciális rendezést egy tetszőleges К С Rn kúp generálja ((2)-ben egy-
szerűen helyettesítsük O-t K-val), akkor is ellenőrizhető a monotonitás, habár a 
teszt többé már nem grafikus [17, 30, 2]. 

A legfontosabb ok, amiért a monoton rendszereket olyan kiterjedten tanulmá-
nyozzák, valószínűleg az, hogy sokat tudhatunk meg az aszimptotikus viselkedé-
sükről. Közelítőleg azt mondhatjuk, hogy a legtöbb megoldás konvergál az egyen-
súlyok halmazához. De ebben az összefüggésben két kérdést érdemes megemlíteni. 
Először is, a legtöbb meglévő konvergenciakritérium erősebb monotonitási feltételt 
követel meg, mint (1). Jellemzően feltételezik, hogy a félfolyam erősen rendezés-
tartó, lásd [27, 2. oldal], vagy (esetlegesen) erősen monoton - amiből következik 
a korábbi - lásd ugyanazon hivatkozás 3. oldalát a pontos definíciókért. Ennek a 
feltételnek az ellenőrzése a gyakorlatban gyakran nem túl könnyű, vagy ami még 
rosszabb: lehet, hogy a rendszer monoton, de mégsem tesz eleget ezeknek az erősebb 
feltételeknek. Másodszor, ezeknek az eredményeknek a bizonyítása nem triviális, 
és alapvető eszközöket igényel a monoton rendszerek elméletéből. 

Ezekhez képest kivételes partikuláris esetet tudtunk kezelni [20]-ban, ahol egy 
az R"-ben kooperatív, egyetlen egyensúllyal bíró rendszer globális aszimptotikus 
stabilitását vizsgáltuk. Annak a bizonyításnak a gondolatmenetét általánosítjuk a 
В Függelékben egyetlen egyensúllyal rendelkező monoton folytonos félfolyamokra. 
Ez az eredmény hasznos lehet végtelen dimenziós rendszerekre is (amilyenek a 
késleltetett egyenletek). Azonkívül az itt adott bizonyítás önmagában teljes. 

Egy példán megmutatjuk, hogy egy partikuláris kémiai reakció minden meg-
oldása konvergál egy egyensúlyhoz. A monoton rendszerek elméletének alkalmazá-
saira további példák találhatóak a kemosztát modellekre vonatkozó irodalomban 
[28]. Például egy változó hozamú modell monoton rendszerré transzformálható úgy, 
hogy a rendezés nem a szokásos komponensenkénti rendezés Rn-en. [10]-ben egy 
hasonló, de többféle táplálékot tartalmazó modell analíziséhez is kiaknázzuk ezt a 
transzformációt. 

A monoton dinamikai rendszereket újabban kiterjesztettük monoton I /O rend-
szerekké [2]-ben, hogy megkönnyítsük az ilyen részrendszerekből álló rendszerek 
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tanulmányozását (kaszkádok, visszacsatolás). Utalunk [4, 3, 5, 6, 8, 9]-re, amik-
ben ennek az elméletnek továbbfejlesztése és alkalmazásai találhatók, a molekuláris 
biológia, az ökológia és a kémiai reakcióhálózatok területéről vett példákkal. 

2. Egy kémiai reakció 

Tekintsük a következő reakciót: 

ci ^ ci-! с, ci+1 • • • ^ cn+1, 

ahol minden C, komplex különböző kémiai anyagfajták súlyozott összege a követ-
kezőként: 

u-i 
Ci = ^akXk 

k=1 

valamilyen pozitív ak egészekre. 
Ezeknek a hálózatoknak néhány speciális esetét tanulmányoztuk [5]-ben (ahol 

minden komplex pontosan egy anyagfajtát tartalmaz, és a hálózatban minden 
komplex különböző) és [21]-ben (ahol Cj = Y] + X2 két anyagfajtából, és minden 
rákövetkező komplex pontosan egy anyagfajtából áll, minden komplex a hálózatban 
különböző, és a kinetikus tömeghatás törvényét feltételezik). 

Ebben a cikkben feltételezzük, hogy legalább egy komplex nem triviális, azaz 
létezik legalább egy щ > 1. Azt is feltesszük, hogy minden anyagfajta pontosan 
egy komplex része, vagyis Xk Ф Xj minden k, l-re, ha i ф j. A C\ komplexhez 
társított koncentrációvektort Xi = (x\,... , х" ; ) Т jelöli, a hozzá társított sztöchio-
metriai vektort pedig ai = (aj,..., a[')T. Alkalmazni fogjuk még a teljes koncent-
rációvektort, ami x = (xj,... , 4 + 1 ) T , ahol x e R+, és N az összes щ összege: 
N : = E"=a ni-

Az összes reakciósebességről feltételezzük, hogy monoton, folytonosan differen-
ciálható függvénye a reaktáns anyagfajták koncentrációjának. Ez 0, ha egy anyag-
fajta hiányzik, és pozitív, ha az összes reaktáns anyagfajta jelen van. А С, ^ CI+1 
reakciólépés előremutató sebességét Rí jelöli, a hátramutató sebesség й_г. Formá-
lisan, minden г = 1 , . . . , n-re a cikk további részében feltételezzük, hogy: 

1. Rí : RT —» R+, 
2. V x i G Ő R y , R Í (XÍ ) = 0, 

3. Vxí e int(R" ;) Rfixi) > 0 és (R'í(xí)) t € int(R "'), 

és hasonlóan az visszafelé haladó reakció sebességére. (Vegyük észre, hogy az 
R - i sebesség xi+i € őR™'+1 esetén van definiálva.) 

Ismert példa a kinetikus tömeghatás törvénye, ahol a reakció sebessége 
Rz(xi) = иП/М(xj)"1 valamilyen кг > 0 mellett kielégíti a feltételeket. 

Definiáljuk a reakció sebességének vektorát a következőképp: 

R(x) = ( R I ( X I ) , R - I ( X 2 ) , . . . R n\^n)i Lí—n (Xn+1)) 
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és a hálózat sztöchiometriai mátrixát: 

/ - a i +a i 0 0 
+Ü2 — Ű2 —a2 +a2  

S = : 

0 \ 

0 +an -an -an +an 

0 0 + a n + i - a n + i / V о 

Ezzel a koncentrációkra vonatkozó differenciálegyenlet: 

±(t) = SR(x(t)). (3 ) 

A szokásos érvelés mutatja, hogy a (3) rendszer pozitív, azaz az R+ nemnegatív 
ortáns pozitív invariáns halmaz. Megjegyezzük, hogy ez a rendszer nem monoton 
RjV egyetlen ortánsa által generált rendezésre sem. Ez a (3) rendszer incidencia-
gráfjának vizsgálatából látható, amely tartalmaz negatív paritású hurkot. Valóban, 
tekintsünk egy olyan hurkot, amelyiket egyrészt két olyan csomó alkot, amelyek 
azonos komplexben található anyagfajtáknak felelnek meg, és másrészt egy harma-
dik, amelyik a szomszédos komplexben (ez egy olyan komplex, amelyik az elsőből 
egyetlen reakciólépéssel elérhető) található anyagfajtának felel meg. Világos, hogy 
az ilyen csomó negatív paritású. Fő eredményünk a következő: 

1. TÉTEL. A (3) rendszer minden megoldása egyensúlyi ponthoz konvergál. 

A következő vizsgálatunkban feltételezzük, hogy van legalább egy olyan 
komplex, amelynek összes alkotó anyagfajtája nullától különböző kezdeti koncent-
rációval van jelen: 

Ha ugyanis (4) nem állna fenn, akkor egyetlen egy reakció sem menne végbe. Meg-
jegyezzük, hogy az ilyen kezdeti koncentrációk olyan egyensúlynak felelnek meg, 
amelyekre a 1. tétel triviálisan teljesül, így az általánosság megszorítása nélkül 
feltételezhetjük (4)-et. 

Minden olyan Ci komplexhez, amelyre n t > 1, létezik n, - 1 független lineáris 
első integrál. 

Зг : 4 ( 0 ) > 0, VAr = 1, . . . ,гц. (4 ) 

Valóban: 

(5 ) 

(3) megoldásai mentén, és így kapjuk: 

4(f) = $ x } ( t ) + of V/c = 2 , . . . ,п г (6) 

ак 

valamilyen off € R (ami függ a kezdeti feltételektől) és ß( := yr > 
Valóban, az általánosság megszorítása nélkül feltételezhetjük, hogy: 

4 > 0 , Vfc = 2, . . . , r i j . 

= % > 0 számokkal. 
а: 
к 
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Ahhoz, hogy ezt belássuk, vegyük észre, hogy - esetleg az anyagfajtáknak az 
egyes komplexeken belüli átcímkézése után - fennáll, hogy: 

4(Q) > 0) 
1 ' V/c = 2, . . . , щ, 

amiből állításunk közvetlenül következik. 
(6) miatt elegendő minden Ci komplexben az x\ első anyagfajta koncentráció-

jának dinamikáját tekinteni. Minden i-re definiáljuk: 

vi 
n{Vi) 

r-ávi+i) 
= fin+ <**,..., 0?1н +a?), 
= R-i(yi+1,ßf+1yi+1 F a2

+1,...). 

Megjegyezzük, hogy minden 77 függvény folytonosan differenciálható a következő 
tulaj donságokkal : 

7*1 : R+ —• R+, r,(0) = 0, Гг(уг) > 0 és г\(уг) > 0 Vj/j > 0, és hason-
lóan minden r_ j -re is. 

Legyen у := ( у ь . . . ,yn+l)T,r(y) := (ri(yi),r_i(y2), • • • ,rn(yn),r-n(yn+1))T, 
és legyen: 

(—a\ +a} 

S = 

0 
+a\ —a\ —a2 

0 
+«2 

+ai 0 
\ 0 . . . 0 

így а következő rendszerhez jutunk: 

—a 
0 +4+1 

0 \ 
0 

+ 4 
~an+1/ 

m = sr(y(t)), 

ahol y G R"+ 1 \ {0}, (megjegyezve, hogy (4) miatt a 0-t kizárjuk). 
Mivel yi(t)/a\ F Уг(0/а2 + ' " ' + f n + i ( í ) / 4 + i ~ С valamilyen С > 0 -ra a 

megoldások mentén, a dimenziót 1-gyel tudjuk csökkenteni, ha elhagyjuk az yn+i 
egyenletét, és ezután n új változót vezetünk be: 

Еш 
M' i=l 

Az inverz transzformáció: 

у1 a\zx 
yj = a](zj - Zj-1), j — 2, ,71. 
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Ezeket az új koordinátákat alkalmazva kapjuk a redukált rendszer egyenleteit: 

z'i = -ri(a\zi) +r_i(<4(22 - zi)) 

Zk = ~rk(al(zk - Zfe-i)) + r_fc(ajt+1(z fc+i - zk)) fc = 2 , . . . , n - l (7) 

•4 = -Tn(a^(zn - z n - i ) ) + r-n(a}n+x(C - zn)) 

a kompakt, konvex 

fi := {z e R"|0 < zi < z2 < • • • < zn < C] 

állapottérrel. Nyilvánvaló, hogy a (7) rendszer kooperatív (és tridiagonális). Azaz 
djgk(z) > 0, ha g jelöli (7) jobb oldalát. 

1. LEMMA. Ha z* e fi A (7) rendszernek egyensúlyi helyzete, akkor 
z* € int(fi). Továbbá, z* hiperbolikus és lokálisan aszimptotikusan stabilis egyen-
súlyi helyzet. 

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy z* G <9fi a (7) rendszer egyensúlyi helyzete. Ekkor 
vagy z] = 0 , vagy z* = C, vagy zk = zj*+1 valamely к G {l, . . . ,n - 1} mellett. 
Felhasználva, hogy minden r, és r_ , függvény csak 0-ban lehet 0, minden egyes 
esetben ellentmondásra jutunk azzal, hogy С > 0. Ezzel bebizonyítottuk az első 
részt. 

A második részhez megjegyezzük, hogy a Jacobi-mátrix egyensúlyi helyzetben 
a következő szerkezetű: 

J = 

(—a\ -a\ +a\ 0 . . . 0 \ 
+a2 -aj - a2 +a2 ... 0 

U • • • (n—2) (n—2) а " + а " 
0 . . . 0 +а? / «- f . I О у-. II 

(П-1) а(п-1) а п/ 

ahol minden а] > 0. 
J diagonálisan dominált, és az A függelékben majd bebizonyítjuk, hogy ebből 

következik, hogy Hurwitz-típusú mátrix. 
Emlékezzünk arra, hogy a В n x n -es mátrixot diagonálisan dominánsnak 

nevezzük, ha létezik n olyan d, > 0 szám, hogy 

budi + Y Ibij\dj <0 , Vi = 1 , . . . , n . 
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Egy kooperatív mátrixnál, mint amilyen J , a fenti definícióból elhagyható az 
abszolút érték. Következésképpen találnunk kell egy d vektort pozitív koordiná-
tákkal, hogy a Jd vektor minden koordinátája negatív legyen. Vegyük észre, hogy 
J 1 - ahol 1 olyan vektor, amelynek minden koordinátája 1 - első és utolsó koordi-
nátája negatív (—au, illetve — a n n) és az összes többi 0. Ez azt sugallja, hogy d-t, 
mint az 1 vektor megfelelő perturbációját keressük. 

A következő rekurzív formulával definiáljuk az (n — 1) számú £j paramétert: 

Oil 
0 < £ i < p , 

öli +«12 
0 < £j < £j-x , j = 2, . . . ,71 — 1. 

aj{j_ i) + ajU+и 
Nyilvánvaló, hogy £j < 1 minden j — l , . . . , n — 1 esetén. Legyen a d vektor 
definíciója a következő: 

di := 1—£», i = 1 , . . . , n — 1 és dn := 1. 

Ezután ellenőrizni lehet, hogy a Jd vektor koordinátái negatívak, ami megmu-
tatja, hogy J diagonálisan dominált, és ebből következően Hurwitz-típusú mátrix. 
Ezzel bebizonyítottuk az állítást. • 

2. LEMMA. A (7) rendszernek létezik egyetlen globálisan aszimptotikusan sta-
bilis egyensúlyi helyzete fl-ban. 

Bizonyítás. Mivel fi kompakt, konvex, pozitívan invariáns halmaza a (7) rend-
szernek, tartalmaz legalább egy egyensúlyi helyzetet. Az előző lemma alapján 
minden egyensúlyi helyzet int(fi)-ban van. 
A Brouwer-féle fokszám C1 leképezésekre vonatkozó definíciója : 

d(F, int(fi),0) = 53s ignde t J (xn , 
i 

ahol J(x*) a (7) rendszer Jacobi-mátrixa az egyensúlyi pontban, és a szummázás 
végigfut az összes egyensúlyi ponton. A (7) rendszerhez tartozó F vektormező 
Brouwer-féle fokszáma int(fi)-ra és 0-ra nézve jól definiált; jelölje d(F, int(fi), 0). 
Továbbá azt állítjuk, hogy: 

d(F, int(fi),0) = (-1)". 

Ahhoz, hogy ezt belássuk, válasszunk tetszőlegesen egy x € int(fi) pontot, és 
tekintsük fi-n a következő vektormezőt: 

G(x) = x — x. 

Nyilvánvalóan: 
d(G, int(f2), 0) - ( - l ) n . 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009) 



MONOTON KÉMIAI REAKCIÓHÁLÓZATOK 389 

Megmutatjuk, hogy F és G homotóp, és mivel a Brouwer-féle fokszám topológi-
kusan invariáns, ebből az állításunk következik. Legyen: 

H(x,t) = tF(x) + (1 - t)G(x). 

Ekkor H folytonos Cl x [0, l]-en, H(x, 0) = G(x) és H(x, 1) = F(x). Már csak azt 
kell bizonyítanunk, hogy H(x,t) ф 0 minden x G 30. és minden t G (0,1) esetén. 
Indirekt tegyük fel, hogy létezik x G dCl 

F(x) = -

t e (0,1), amellyel: 

Ebből következik, hogy F x-ben kifelé mutat (míg G(x) világosan befelé irányul). 
De ez ellentmond annak, hogy О pozitívan invariáns, és ez így bizonyítja állí-
tásunkat. • 

Az előző lemma alapján tudjuk, hogy a (7) rendszer Jacobi-mátrixa az egyen-
súlyi pontokban nem szinguláris, ennélfogva az egyensúlyi pontok száma véges. 

Az előző lemmából adódik, hogy minden x* egyensúlyi pont hiperbolikus és 
lokálisan aszimptotikusan stabilis, azaz: 

sign det J (x* ) = (-1)", 

és ebből következik, hogy csak egy egyensúlyi pont lehet. 
A globális aszimptotikus stabilitás az 5. lemmából következik, amit а В Függe-

lékben bizonyítunk be. Ahhoz, hogy belássuk, hogy ez az eredmény alkalmazható, 
vegyük észre először, hogy mivel Г2 kompakt és pozitívan invariáns halmaz, a (7) 
rendszer folytonos félfolyamot generál. A 4. feltétel világos Cl kompaktsága miatt. 
A 2. feltétel következik abból a tényből, hogy a (7) rendszer kooperatív íl-n, és 
ezáltal monoton félfolyamot generál egy olyan rendezéssel, amit a szokásos Rn-beli 
komponensenkénti rendezést ad.2 A 3. feltételt most bizonyítottuk, és az 1. feltétel 
is teljesül. (Bizonyítás: tetszőleges kompakt К С Cl esetén, minden i = 1 , . . . , n 
mellett legyen p* G к valamilyen maximális г komponensű pont A-ban. Megje-
gyezzük, hogy A-ban van ilyen p*, mivel az i -dik komponensre való vetítés foly-
tonos és A kompakt. Cl rács, azaz sup(a, b) G Cl, ha a, 6 G Cl. Következésképpen 
p : = s u p j ( p * ) G Cl, és könnyű látni, hogy sup(A) = p. Az inf(A) G Cl állítás hason-
lóan bizonyítható.) 

Megjegyzés: A globális aszimptotikus stabilitást bebizonyíthattuk volna Smillie 
[26], sőt Mierczynski [22] eredményeinek felhasználásával is. De ezek megkövetelik 
a folyam egy erősebb monotonitási tulajdonságának ellenőrzését, amit itt most 
elkerültünk. A Smillie eredményeire támaszkodó bizonyítást arra az esetre, ahol 
minden komplex csak egy anyagfajtából áll, lásd [5]-ben. 

Az 1. tétel bizonyítása: Következik a (3) rendszer (7) rendszerré való redukci-
ójából és transzformációjából, a 2. lemmával összekapcsolva. 

2 I t t kihasználtuk, hogy í l konvex, azaz p-konvex. Ez következik a [17] hivatkozás 3.1.1. téte-
léből és 3.1.1. megjegyzéséből. 
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3. Diffúzió hozzávétele 

A közönséges differenciálegyenletet használó modellek, mint amilyet (3)-ban 
szemléltünk, implicite felteszik, hogy a reakciók jól kevert környezetben mennek 
végbe. Bár ez ésszerű feltevés, amikor a diffúzió a reakció időskálájához viszo-
nyítva gyors, nyilvánvalóan érdeke a diffúzió hatását explicite belefoglalni. Ez a 
(szemilineáris parabolikus néven is ismert) parciális differenciálegyenletekhez; a 
reakciódiffúzió-egyenletekhcz vezet. 

Ebben a részben megmutatjuk, hogyan kell az eredményünket olyan esetre 
kiterjeszteni, amikor a diffúzió benne van a modellben. Eredményünk - az 
X\ + Xg X;j reakció speciális példája esetén, a kinetikus tömeghatás törvé-
nyét feltételezve - átfedést mutat a [23]-as hivatkozással. Az a cikk a kémiai reak-
ciók Feinberg Horn-Jackson-féle (FHJ) elméletének közönséges differenciálegyen-
letről reakciódiffúzió-problémákra való kiterjesztésével foglalkozott (lásd például 
[11, 19, 29, 7] hivatkozást). (Lásd még a [24] hivatkozást, mely diffúziót is tartal-
mazó FHJ-rendszerekre vonatkozó konvergenciaeredményeket mutat be, hiányos 
bizonyítással.) A [24, 23] hivatkozásokban közölt módszerek a Ljapunov-függ-
vényeket veszik alapul, és ebből kifolyólag különböznek a mi megközelítésünktől, 
amely lehetővé teszi reakciók egy másik osztályának kezelését, és nem kell a kineti-
kus tömeghatás törvényére szorítkoznunk. Másrészről, számos olyan kémiai reakció 
van, amelyik FHJ típusú, de nem monoton, és ezért nem lehet a mi módszerünkkel 
kezelni. 

Ebben a szakaszban az a célunk, hogy megmutassuk, hogy a PDE-modellre 
vonatkozó analóg konvergenciaeredmények hogyan következnek az ODE-kre vo-
natkozók egyszerű következményeként. (A bizonyítás egy lehetséges alternatí-
vája az lenne, hogy minden eredményt kezdettől fogva a monoton reakció-diffúzió-
rendszerek elméletének keretén bizonyítanánk be, de az ODE-kre való redukció jóval 
egyszerűbb.) Általában a tér és idő (q, t) >-> x(q, t) függvényeire vonatkozó PDE-
feladatokat tekintünk kezdeti feltételekkel és Neumann-féle (zéró fluxusú) perem-
feltétellel, ahol a pont az idő szerinti deriváltat, xv a normális irányú deriváltat 
jelenti, / monoton vektormező, és L a diffúzió parciális differenciáloperátora: 

Az a kulcsmegfigyelés, amit tenni akarunk (alkalmas technikai feltételek mellett), 
hogy a (8) rendszer minden megoldása kovergál az egyértelmű homogén egyensúlyi 
helyzethez: x(q, t) —• c, ha t —> +oo, feltéve, hogy a problémához társított x = fox 
ODE minden megoldása c-hez konvergál. így a korábban bizonyított eredmények 
kiterjeszthetők a diffúziós esetre ( / monotonitása elengedhetetlen - vessük össze 
a diffúziós instabilitás jelenségével, amely a mintázatképződés aktivátor-inhibitor 
mechanizmusában merül fel). Először kifejtjük a hátteret a [27] hivatkozás 7. feje-

x(q, t) = (Lx)(q, t) + f(q, x(q, t)) 
Xv(q,t) = 0 
x(q, 0) = xq 

t > 0, qeQ 
t > 0, q e dQ 

qeq. 
(8) 
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zetéből a monoton reakció-diffúzió-rendszerekre vonatkozó eredményekre koncent-
rálva, egyesítve azokat a [l]-ben lévő technikai tényekkel. 

A Q halmaz teret reprezentál, korlátos, nyílt, összefüggő részhalmaza az R M 

euklideszi térnek, a (C4 osztályú) sima c)Q határral. Az / vektormező kétszer foly-
tonosan differenciálható. Jelölje xv a q pontban a v(q) külső normális egységvektor 
irányában a dQ halmaz q pontjában vett iránymenti deriváltat. Válasszunk RN-
nek egy A nem üres, zárt részhalmazát, megszorítva a koncentráció megengedett 
értékeire, amilyen például a nemnegatív ortáns vagy az 1. lemmában használt Í2 
kompakt és konvex állapottér, és tegyük fel, hogy X pozitívan invariáns az x = fox 
közönséges differenciálegyenletre vonatkozóan (az alábbiakban A-re két kiegészítő 
feltevést is teszünk). A kezdeti feltétel egy 

zo : Q -* X 

függvény, ami kétszer folytonosan differenciálható és kielégíti az (zo)„ = 0 perem-
feltételt. A (8) rendszer ^megoldásán" értünk egy 

x = ( z i , . . . , z „ ) T : Q x (0, T) —> A 

függvényt, amire (8) fennáll, 
1н> I f 1 ' fJq dqk Hölder-folytonosak a Q x (0, T) halmazon minden i,j, fc-ra, és 

I f o l y t o n o s a Q x (0, T) halmazon minden i,j-re. 
Ezek a feltevések olyanok, mint az [1] hivatkozásban; [27]-ben viszont csak 

azt követelik meg, hogy щ 1 legyen folytonos a Q x (0, T) tartományon (a Hölder-
folytonosságot is az enyhébb folytonossággal helyettesítik), de a kezdeti feltételekre 
kevesebb regularitási feltételt tesznek. 

Az L differenciáloperátor a következő alakú: 

Lx = (L\X\,..., Lnxn)T, 

ahol minden i-re: n n 
Li = a)k(q)DjDk + («)£>*, 

j,k= 1 fc=l 

al
kj = aljk e C2(Q), valamint L egyenletesen elliptikus, azaz: 

Э/Х > o, hogy е л ш > Mie2| VÇ € í r , Vi = l,2,...,n, 

ahol At(q) = (u'jk(q)). Számunkra az az eset a legfontosabb példa, mikor az anyag-
fajták diffúziója független egymástól: al

jo = di > 0 és a,jk = 0 minden j ф fc-ra, 
azaz például LíXí = (1гАхг, ahol а Д a Laplace-operátor. 

Két kiegészítő feltételt kell tennünk a megengedett állapotvektorok A halma-
zára. Már megköveteltük, hogy ez legyen invariáns az x — fox dinamikára nézve. 
Egy második feltétel, hogy invariánsnak kellene lennie a diffúzióra nézve is, abban 
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az értelemben, hogy az x = Lx, x0(q, 0) G X kezdeti feltételű lineáris probléma 
megoldásának minden q G Q esetén teljesítenie kell, hogy minden t > 0, minden 
q G Q mellett x(q, t) G X. Tételezzük fel mostantól fogva, hogy vagy Q tetszőleges, 
nyílt, konvex halmaz, azonban minden Lt operátor megegyezik, (például az anyag-
fajták diffúziója független, és d, = dj minden i,j indexre), vagy az L, operátorok 
tetszőlegesek, azonban a Q halmaz azonos egy (a, 6) „téglalappal", ahol 6 - a G K+ 
(lehetséges, hogy a koordinátái között szerepel —oo, és b koordinátái között szerepel 
-Poo is). 

Mostantól feltételezzük, hogy adott egy rendezés Mn-ben. Az utolsó feltétel 
hálófeltétel az X halmazon (lásd még а В Függelékben): bármely S С К kom-
pakt részhalmazra, mind inf(5), mind sup(S) definiálva van, és X-hez tartozik. 
Azt mondjuk, hogy a vektormező kvázi-monoton (az X Ç R"-n adott rendezésre 
nézve), ha x = f o x folyama monoton. Ha adott az x és y X-beli értékeiket fel-
vevő függvény, akkor azt írjuk, hogy x ф y, ha x(q, t) < y(q, t) minden olyan (q, t) 
esetén, amely az értelmezési tartományuk közös eleme. A következő egy változata 
a [27] hivatkozás 3.4. tételének. Ezt specializáltuk a PDE esetre (a kézikönyvben 
általánosabban parciális differenciálegyenlőtlenségekre van megadva), és tetszőle-
ges rendezésekre mondtuk ki. (A könyvben az állítás csak kooperatív rendszerekre 
vonatkozik, de hasonló bizonyítás érvényes tetszőleges rendezésre is, lásd a 142. ol-
dalon.) 

2. TÉTEL. На f kvázi-monoton, és az y,z megoldások a [0,T) intervallumon 
vannak értelmezve úgy, hogy Y{-, 0) + XQ + z(-. 0) Q-n, akkor a (8) rendszernek 
létezik egyetlen x megoldása, és az értelmezve van legalább a [0,T) intervallumon, 
és у •< x •< z a Q x [0, T)-n. 

Megtettük az előkészületeket arra, hogy kimondjuk következtetéseinket. Az első 
megállapításunk a következő: 

3. TÉTEL. Tegyük fel, hogy f kvázi-monoton, és létezik £ G X, hogy 
x = / о x, xo G X minden megoldása t —> +oo esetén f-hez konvergál. Ekkor 
a (8) rendszernek létetik egyetlen x{q,t) megoldása, amely értelmezve van min-
den t > 0-ra, és minden XQ kezdeti feltételre létezik x(q, í) —> £ egyenletesen, ha 
t —* Too, q G Q mellett. 

Bizonyítás. Az állítás bizonyításához először legyen y : Q —» X olyan függ-
vény, amely állandó: megegyezik XQ minimumával, és z : Q —> X pedig olyan 
függvény, mely állandó: megegyezik Хц maximumával. Továbbá, megjegyezzük, 
hogy az x = / о x, x(0) = у kezdetiérték-probléma y(t) megoldása (mely minden 
t-re értelmezve van, és í —» +oo esetén £-hez konvergál) a (8) rendszernek is meg-
oldása, egyszerűen az y(q, t) := y(t) definícióval. Hasonlóan z-re, és a 2. tétel ese-
téhezjutottunk. Alkalmazva ezt a 2. tételt a [0,T) növekvő, véges intervallumaira, 
x(q,t) egzisztenciáját és unicitását kapjuk a [0,+oo) intervallumon. Továbbá, 
y(q,t) + x(q,t) + z(q,t), valamint y{q,t) —« Ç és z(q, t) —» £ (ç-ban egyenle-
tesen), ami a következtetést adja. • 
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Sajnálatosan - bármilyen elegáns is a 3. tétel - ez nem elégséges önmagában, 
amikor az eredeti (3) rendszerrel foglalkozunk, mert ennek a rendszernek sok egyen-
súlya van. Kiegészítő feltételt kell tennünk, mégpedig azt, hogy minden diffúziós 
együttható megegyezik. 

4. TÉTEL . Tegyük fel, hogy f olyan, mint az 1. tételben, és valamilyen d > 0 - r a 
Ьгхг = dAxi az állapottér minden koordinátájára. Ekkor a (8) rendszer minden 
megoldása konvergál a (homogén) stacionárius állapothoz. 

Bizonyítás. A bizonyításhoz használjuk fel ugyanazt a koordináta-transzfor-
mációt, mint korábban. A PDE-re alkalmazva, ez a következő formáját eredményezi 
az egyenletnek: 

zj = - r i (a}zi) + V—1(0-2(22 - zi)) + dAzi 

z'k = ~rk(ak(zk - Zk-1)) +r_fc(<4+1(zfc+i - Zk)) + dAzk к = 2,...,n- 1 

z'n = -rn(al
n(zn - z„_i)) + r-n(a\+ï(C - zn)) + dAzn. 

A 2. lemma és a 3. tétel összevetéséből ismert, hogy ennek a rendszernek minden 
megoldása konvergál egy (egyértelmű) homogén stacionárius állapothoz. így az 
yi = x} változók szintén konvergálnak egy bizonyos stacionárius állapothoz. Most 
bebizonyítjuk, hogy a további változók szintén konvergálnak. 

Emlékezzünk vissza, hogy a közönséges differenciálegyenletnek (amikor nincs 
diffúzió) létezik щ - 1 független lineáris első integrálja, amint (5)-ben megmutattuk: 

Zik = 0, Vi,Vfc — 2,... 

ahol Zik = xk/ak — x\/a\. Ebből ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint (6)-ban: 

xki(t) = ßkx\(t) + aï, Vi, VA: = 2 , . . . , гц 

valamilyen a k e R (ami a kezdeti feltételektől függ) és ßk > 0 számokkal. így, 
amikor x• konvergens, ugyanezt a következtetést vonhatjuk le a többi xk változóra 
is. Amikor hozzávesszük a diffúziót, akkor ez az érvelés nem érvényes. Az (5) 
egyenlet ehelyett: 

Zik = LZik, Vïdk = 2 , . . . , тц, 

alakúvá válik, ahol LZ = dAZ azzal a Neumann-feltétellel, hogy a határpontokban 
(Zik). = 0. Ennek a PDE-nek minden megoldása konstanshoz konvergál, a kez-
deti értékek az yLj J^ Zlk(q, 0)dq átlagához, ahol \Q\ Q-nak a mértéke. (Vázlatos 
bizonyítás: Létezik a Neumann-Laplace-féle önadjungált operátornak Aj sajátér-
tékeiből és a hozzájuk tartozó Фг, i = 1,2, . . . sajátvektoraiból álló olyan sorozat, 
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amelynek tagjai megoldásai az ЬФ + АФ = 0, Фи = 0 problémának. Ezekre fenn-
áll, hogy Ai = О, Ф1 = 1, és Aj > 0 minden г > l-re, valamint Ф1 ortogonális 
bázisa az L2 térnek. Most vegyünk egy tetszőleges folytonos és korlátos xo kez-
deti feltételt, és tekintsük ezt az L2 tér elemének, és fejtsük ki a bázis szerint: 
x(g,0) = b^i(q), ekkor a Z = LZ rendszernek x(q,t) = Ylu-i 
megoldása az x(q,0) = X ^ i 5jd>i(g) kezdeti feltétellel, és ez L2-ben a í>x első 
Fourier-együtthatóhoz konvergál, ami a megkövetelt átlag.) Összefoglalva, mind 
xi/ai ~ xi/ah mind x\ egy számhoz konvergál, és ugyanígy minden т/ is. • 

Ez egy jól ismert eredmény (lásd például [25]). Egy rövid, Gersgorin-tételére 
alapozott bizonyítását adjuk. Először egy speciális esetet vizsgálunk, és utána 
megmutatjuk, hogy ebből mindig levezethető az általános eset. Ha az A mátrix 
diagonálisan dominált a dj = 1 (Vi = 1,... ,11) számokra nézve, azaz: 

akkor a Gersgorin-tételből következik, hogy A Hurwitz-típusú mátrix. 
Ha az A mátrix diagonálisan dominált olyan pozitív dj számok halmazára 

nézve, amelynek nem mindegyike 1, akkor megmutatjuk, hogy az A mátrix ha-
sonló az A* mátrixszal, ami diagonálisan dominált a dj = l(Vi = 1 , . . . ,n) esetén. 
Az eredmény ebből egyenesen következik. 

Hogy bebizonyítsuk ezt az állítást, dehniáljuk a T diagonális mátrixot a követ-
kező koordinátákkal: 

Ezután egy egyszerű számolással megmutatható, hogy A* = TAT 1 úgy, hogy 
a* = aijdj/di Vi,j = l,...,n esetén. De másfelől ebből következik, hogy: 

Az n számú mennyiség mindegyike negatív, az állításunk bizonyítása befejeződött. 

В függelék: Egy egyértelmű egyensúllyal bíró monoton folyamokra 
vonatkozó globális attraktivitási eredmény 

Tekintsük az X metrikus teret a d metrikával, és tegyük fel, hogy adott az X 
téren egy < parciális rendezés. Feltételezzük, hogy a parciális rendezés és az X tér 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009) 

A Függelék: A diagonálisan dominált mátrixok 
Hurwitz-típusú mátrixok 

*ii = 1/dj, Vi = 1 , . . . ,n. 



MONOTON KÉMIAI REAKCIÓHÁLÓZATOK 395 

metrikus topológiája kompatibilis a következő értelemben: ha xn —» x és yn —> y 
konvergens sorozat X-ben, és ha xn + yn, akkor x < y. Időnként a szabálytalan 
x < A (valamilyen x 6 X és А С X mellett) írásmódot alkalmazzuk, ami a Vy £ A-
ra x < у állítást jelöli. Alkalmazni fogjuk az ismert rendezéselméleti fogalmakat: 
sup(A) jelöli a legkisebb felső, illetve inf(A) a legnagyobb alsó határát az А С A 
halmaznak, feltéve, hogy léteznek ilyenek X-ben. Ha p, q € X és p < q, definiáljuk 
a rendezés [p,q] {x £ X\p •< x + q} intervallumát. Egy А С X halmazt 
a rendezésre nézve konvexnek nevezünk, ha [p, q] С A minden olyan p,q € A 
pontpárra, amelyre p + q. 

Az X halmazon vett Ф folytonos félfolyam által generált dinamikával fogunk 
foglalkozni. Emlékezzünk rá, hogy ez folytonos Ф : R + x X —> X leképezés, 
(Ф{(х) := Ф(£,х)), amelyre Фо = Id, és о Ф5 = Ф1+3 minden í ,s £ R+ 
mellett. 

Az X térre és а Ф leképezésre a következő feltételeket adjuk: 

1. X minden С kompakt részhalmazára igaz, hogy inf(C), sup(C)€ X. 
2. Ф monoton a -< rendezésre nézve, azaz (1) fennáll. 
3. Ф-пек A-ben létezik az a egyértelmű egyensúlyi pontja. 
4. Minden x € A-re az O(x) := {Фг(х)|t 6 R + } pálya lezártja kompakt 

A-ben. 

Az utolsó, 4. feltétel magában foglalja nevezetesen azt, hogy x w-határhalmaza 
- jelölje ezt UJ(X) - nem üres, konvex, invariáns halmaz (ez azt jelenti, hogy 
Ф((и>(х)) = w(x) minden t £ R + esetén), és lim t_+ 0 0 <Т(Ф,(х),и;(х)) = 0 (ahol 
az x € A pont és az А С A halmaz távolsága a szokásos d(x, A) = inf^g^ d(x, y)). 
Az 1-4. feltételekből kapjuk a következő állítást: 

5. TÉTEL. Az a egyensúlyi pont globálisan attraktív а Ф leképezésre nézve. 

Bizonyítás. Vegyünk egy x € A pontot, és tekintsük u>(x)-et. Ekkor definiálni 
tudjuk az: 

m inf(oi(x)) és az M := sup(w(x)) 

értékeket. Azt állítjuk, hogy: 
Ф«(х) < m , Ví € R+. (9) 

Ahhoz, hogy ezt belássuk, be fogjuk bizonyítani, hogy minden t > 0-ra 
Ф«(пг) amiből (9) következni fog, ha w(x)-nek m a legnagyobb alsó ha-
tára. 

Válasszunk egy t > 0 időpontot, és egy tetszőleges p € ui(x) pontot. Meg kell 
mutatnunk, hogy Ф,(т) X p. w(x) invarianciájából következik, hogy valamilyen 
q € io(x) esetén Фь^) = P- Mivel q 6 w(x) ezért m A q, és ennélfogva a monotoni-
tásból következik, hogy Ф ^ т ) + Ф/ц) = p, tehát ezzel bebizonyítottuk (9)-et. 

A monotonitásból következik, hogy Фt(m) csökkenő, azaz 0 < íi < t2 esetén 
^í2(?n) - ^ti(TO)- (Egyszerűen (9)-re alkalmazzuk Ф11(т)-1, ahol t = t\- t2.) 
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Most azt állítjuk, hogy w(x) = {a}.3 Először megmutatjuk, hogy ha 
p, q 6 w(m), ebből következik, hogy p = q. Válasszunk <&tk (m) —> p és Фё, (m) —• q 
sorozatokat (tk,U —» +00). Mivel Ф, (rn) nemnövekvő, ezért lehetséges, hogy talá-
lunk minden í^-hoz valamilyen t^k) > tk sorozatot, hogy {tpk)} ogy részsorozatát 
alkotja {í(}-nek és (I'tnk) (m) •< <I>tk (rn). A határértékek meghatározása után azt 
kapjuk, hogy q < p. Hasonló érveléssel megmutathatjuk, hogy p < q, követke-
zésképpen p = q. Ez azt mutatja, hogy uj(rn) egyelemű. Az ut-határhalmazok 
invariánsak, és ebből következik, hogy w(m)-nek tartalmaznia kell egy egyensúlyt. 
Egyetlen a egyensúlyi pont létezik, és ebből következik, hogy w(m) = a, ezzel 
bebizonyítottuk az állítást. 

Hasonló érveléssel belátható, hogy Ft(M) monoton növekedő, és így 

w{M) = {a}. 

Végül, minden t > 0-ra kapjuk, hogy: 

$t(m) фт< w{x) <M < Ф4(М), 

és t —> +00 határértéket véve ui(x) = a, és ezzel bebizonyítottuk a tételt. • 

Megjegyzés: Ebben a megjegyzésben az első feltétel egy ellenőrzését adjuk 
abban az esetben, amikor az X állapottér egy részhalmaza a véges dimenziós térnek. 

Tegyük fel, hogy az Y egy véges dimenziós normált vektortér, és az X állapottér 
részhalmaza az Y-nak. Feltételezzük, hogy a •< parciális rendezés Y-ban - és egyben 
V-ben - а К С Y kúp által generált. Megjegyezzük, hogy а К kúpot normálisnak 
nevezzük, ha fc > 0-ra x, y e Y, és 0 -< x < у esetén |x| < fc |y|. Könnyű belátni, 
hogy ha К normális, akkor minden rendezési intervallum egy zárt halmaz Y-ban. 

A következő lemma megmutatja, hogy а К kúp az Y véges-dimenziójú térben 
mindig normál. 

3. LEMMA. Legyen Y véges-dimenziójú vektortér а К kúppal, és Y-ban adva 
egy < parciális rendezés. Ekkor К normális. 

Bizomjttás. Megmutatjuk, hogy: 

M := sup{ |z| I 0 r< 2 r< x, |x| = 1} 

véges, valós szám. Az állításunk következik abból, hogy a normalitás definíciójában 
szereplő k-t M-nek választjuk. Valóban, 0 ф x ф у, у ф 0 esetén (ezt feltételez-
hetjük az általánosság megszorítása nélkül) következik, hogy 0 ф х/ |y| < у/ |у|. 

De abból, hogy \х/ \y\ | < M és fc = M, az állításunk következik. 
Most bizonyítsuk, hogy M véges. Tegyük fel, hogy nem az, akkor {x„} és {zn} 

sorozatok kielégítik a 0 ф zn < xn feltételt, hogy |xn | = 1 minden n-re, és 
3 A monoton rendszerek konvergencia kritériumából közvetlenül következik ez az állítás ([27] 

hivatkozás 1.2.1. tétele), felhasználva, hogy az a egyensúly egyértelmű. Habár itt inkább önálló 
rövid bizonyítást adunk anélkül, hogy felhasználnánk a monoton rendszerek elméletének eredmé-
nyeit. 

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009) 



MONOTON KÉMIAI REAKCIÓHÁLÓZATOK 397 

|zn| —» oo. Tekintsük az {yn) sorozatot, ahol yn = z„/ |zn | . Nyilvánvalóan, Y 
egységgömbjének kompaktsága miatt \yn\ = 1 minden n-re, és (mivel Y véges-
dimenziós) tekinthetjük az ynk. részsorozatot, ami y*-hoz konvergál. Világos, hogy 
|т/*| = 1 és xn/1znj —» 0. így a parciális rendezés kompaktsága és a metrikus 
topológia által kapjuk, hogy: 

De ez ekvivalens azzal az állítással, hogy у* € К П ( - К ) , és így у* = 0 (mivel К 
egy kúp). Ez ellentmond azzal, hogy \y*\ = 1, és ez bizonyítja állításunkat. • 

Megjegyezzük, hogy az X parciális rendezés halmaza egy háló, ha sup(p,q), 
inf(p, q) € X minden p,q e X esetén. Azt mondjuk, hogy az S С Y korlátos 
rendezés az X halmazon, ha a, b G X úgy, hogy S С [a, 6]. 

4. LEMMA. Legyen Y véges dimenziós normált vektortér egy К kúppal, és 
legyen X С Y egy háló. Feltételezzük, hogy X-ben minden korlátos halmaz X-ben 
korlátos rendezés. На С kompakt részhalmaza X-nek, akkor inf(C), sup(C) G X. 

Bizonyítás. Csak azt az állítást bizonyítjuk, hogy sup(C) G Y. A bizonyítás 
hasonló az inf(C) G X állításra is. 

Mivel С korlátos, így rendezésre nézve is korlátos, és a, b G Y, hogy С С [а, 6]. 
Metrikus térben kompakt halmazok szeparábilisak, így kiválaszthatjuk C-nek egy 
megszámlálható és sűrű {Q,} részhalmazát. Mivel Y háló, Y-nek képezhetjük egy 
{xi} sorozatát a következőképpen: 

X\ = Cl, 
xk = sup(ck,xk-i), k> 1. 

Ez a sorozat a következő tulajdonságokkal rendelkezik: 

1. növekvő, azaz xk •< xk+i-
2. {xk}c[a,b). 

Az [a, b] rendezési intervallum zárt (a metrikus topológia és parciális rende-
zés kompatibilitása által) és zárt (mivel К normális), ezáltal kompakt. így {xk} 
növekvő sorozat, amelyik az \a,b] kompakt halmazban marad, és így valamely 
x G [а,6] С Y, hogy xk —» x (ezt az állítást bebizonyítottuk az 5. tétel bizo-
nyításában). Most azt állítjuk, hogy: 

sup(C) = x. 

Két lépésben bizonyítjuk ezt az állítást. Először megmutatjuk, hogy x felső határa 
C-nek. Másodszor megmutatjuk, hogy ez a legkisebb felső határa. 

Választunk egy с G С elemet. Mivel {с*,} sűrű C-ben, a {c*,} sorozatból 
kiválaszthatunk egy {c,u } konvergens részsorozatot с határértékkel. Már ismert, 
hogy c„t < x minden nk-ra, így a kompatibilitásból következik, hogy с < x. Végül, 
legyen у egy tetszőleges felső határa C-nek. Ekkor ck < у minden k-ra, mivel 
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А У minden k-ra. Vegyük a határértéket, és alkalmazzuk a kompatibilitást még 
egyszer, kapjuk, hogy x •< y, és így x a legkisebb felső határa C-nek. • 

Például tegyük fel, hogy Y = Rn és К = R!}., és X vagy R", vagy Rn. Világos, 
hogy X egy rács, és az V-ben minden korlátos halmaz rendezés korlátos. Ezentúl, 
a 4. lemmából következik, hogy az X kompakt részhalmazainak a suprémuma és 
infinuma V-ben van. 

Megjegyzés: Az 5. tétel alkalmazható végtelen dimenziójú téren értelmezett 
folyamokra is. Például a késleltetett egyenletekben gyakran tekintjük a kompakt 
intervallumon értelmezett folytonos függvények terét, amilyenek V = C([—r, 0], R") 
vagy V = C([—r, 0], R™ ), a szuprémum norma által indukált, szokásos metrikával, 
és az fi •< /2 parciális rendezéssel, amit az f2(t) — /1 (í) € R+ minden t e [—r, 0]-ra 
feltétel definiál. Mindkét esetben a kompakt halmazoknak létezik V-ben infinuma 
és szuprémuma, lásd a [18] hivatkozásban. 

Megjegyzés: A [20] hivatkozásban - aminek a gondolatmenetét itt követjük -
jelent meg az 1. feltétel. Sőt ez a feltétel előkerül a [18]-as munkában is. Bár ott a 
félfolyamokra egy erősebb monotonitási tulajdonságot írnak elő, mégis az egyensúly 
nem egyértelmű. Az eredmény az, hogy a kvázikonvergens pontok halmaza (egy 
pont kvázikonvergens, ha az egyensúlyi halmaz tartalmazza a pont határhalmazát) 
tartalmaz egy nyílt és sűrű halmazt. A bizonyítás a monoton dinamikai rendszerek 
elméletének számos alapvető eredményére épül. 

Habár a kémiai reakcióhálózatokban elért legfontosabb eredményeink bizonyí-
tásához az 5. tétel szükséges (1. tétel), az а egyensúlyi pont stabilitásáról általáno-
sabb következtetéseket tudunk levonni, feltéve, hogy az V tér és а Ф folyam további 
feltételeket is kielégít. 

Minden x € X pont minden környezete tartalmazza z-nek egy kompakt, ren-
dezéskonvex С környezetét. 

A következő eredményre jutottunk: 

5. LEMMA. Tegyük fel, hogy minden t G R+ értékre <Pt nyílt leképezés. 
Az 1-4. feltételek és С miatt Ф-пек az a egyensúlyi pontja globálisan aszimpto-
tikusan stabilis. 

Bizonyítás. Az 5. tétel miatt elegendő azt bebizonyítani, hogy a stabilis egyen-
súly. Ismételten használni fogjuk azt a tényt, hogy minden olyan p,q € X esetén, 
amelyre p •< q fennáll, arra: 

с [ а д , а д ] , ví e R+ 

is teljesül Ф monotonitása miatt. 
Válasszuk a-nak egy tetszőleges U környezetét. А С feltétel miatt a-nak létezik 

egy kompakt, rendezéskonvex С környezete, hogy С С U. Az 1. feltétel miatt 
definiálhatjuk az 

i := inf(C) és s :— sup(C) 
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értékeket, és tekinthetjük a rendezés [t,s] intervallumát. Ekkor nyilvánvalóan 
С С [г, s], így a-nak [г, s] is egy környezete. Következésképpen Ф< nyílt hozzá-
rendelés minden t € R+ esetén, és (I't([i, s}) is környezete a-nak. 

Most válasszunk egy T > 0 számot úgy, hogy: 

ад.адес, vt > т. ( io ) 

Az 5. tétel alapján ilyen T létezik. 
Most tekintsük a-nak а V := Фт([г,з]) környezetét. Ekkor minden t > 0-ra 

kapjuk, hogy: 

<Pt(V) = Ф 4 ( Ф Т ( М ) ) С Ф<([Фт(г),Фт(5)]) С [ Ф г + т ( г ) , Ф ( + т ( 5 ) ] С С С U, 

ahol alkalmaztuk a fenti tényt az első két tartalmazásnál; ( l l ) -e t és azt, hogy С 
konvex a rendezésre nézve, a harmadik tartalmazásnál. Ezzel befejeztük a bizonyí-
tást. • 
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We analyze certain chemical reaction networks and show tha t every solution converges to 
some steady state. The reaction kinetics are assumed to he monotone but otherwise arbitrary. 
When diffusion effects are taken into account, the conclusions remain unchanged. T h e main tools 
used in our analysis come from the theory of monotone dynamical systems. We review some of 
the features of this theory and provide a selfcontained proof of a particular a t t rac t iv i ty result 
which is used in proving our main result. 
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