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MONOTON KEMIAI REAKCIOHALOZATOK

PATRICK DE LEENHEER, DAVID ANGELI, EDUARDO D. SONTAG
Forditotta: Vardai Judit!

Elemziink néhany kémiai rekciéhalézatot, és megmutatjuk, hogy minden
megoldas konvergal valamely egyensilyi helyzethez. A kinetikarol feltételez-
het6, hogy monoton, de egyébként tetszGleges. Ha a difftizié hatasat figye-
lembe vessziik, a kovetkeztetések valtozatlanok maradnak. Vizsgalatunk leg-
fontosabb eszkozei a monoton dinamikai rendszerek elméletébdl szarmaznak.
Ennek az elméletnek néhany jellegzetességét fogjuk attekinteni, és egy olyan
specilis vonzassal kapcsolatos eredmény 6nallé bizonyitasat adjuk, amit f6
eredményiink bizonyitasadhoz is hasznalunk.

1. Bevezetés

A kémiai reakcidk dinamikai viselkedésének elméleti tanulményozasaban a kuta-
t4s egy eredményes és nagyon hatékony idGszaka az utolsé néhany évtized. Ennek
a folytonos figyelemnek egy sajatos oka lehet az, hogy jelenleg nem 4ll rendelke-
zésre olyan egységes elmélet, amely tetszéleges topologiaju reakcidhalézatokra és
tetszoleges kinetikara vonatkozna. De ha vagy a topolégidban, vagy a kinetikdban
megszoritasokat tesziink, akkor meglehetdsen altalanos eredményeket lehet kapni.
Példaul az a jelentés munka, ami ma Feinberg—Horn-Jackson-elméletnek ismert,
[11, 19] - és [7, 29] a legujabb eredmény, - a reakcidsebességet korlatozza a kineti-
kai tomeghatasra, de egészen altalanos topologiat is figyelembe vesz. A témeghatas
tipust kinetika feltételezése lehetévé teszi Ljapunov-fiiggvény konstruilasat, ami
altal levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a megoldasok konvergalnak. Masrész-
r6l korlatozhaté a halozat topolégidja, de feloldhaté a tomeghatas tipusi kine-
tika feltételezése. Egy ilyen enyhités feltételezi, hogy ezek monoton fiiggvények
(a reakci6 reagenseinek koncentraciéjaban). Példaul [21]-ben a kovetkezs halézatot

tanulméanyoztak:

Ai+ A, =B =By=...B,,

1A dolgozat a kdvetkezs forditasa: P. De Leenheer, D. Agneli, E. D. Sontag, "Monotone
chemical reaction networks”, Journal of Mathematical Chemistry, 41(3)(2007) 295-314.
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amiben csak az els6 reakcidlépés bimolekularis, és a t6bbi monomolekularis. Abban
a cikkben megmutattak, hogy ennek a halézatnak a megoldasai egy bizonyos mono-
tonitasi tulajdonsaggal rendelkeznek, olyan értelemben, amit kés6bb megmagya-
razunk. Ezzel rokon 6tletet talalunk [30}-ban, ahol elmagyarazzék, hogy bizonyos
reakciohalézatokat hogyan kell transzformalni tigynevezett kooperativ rendszerekké
(ezeket is targyaljuk késGbb).

Ebben a cikkben célunk, hogy megmutassuk, hogy hogyan lehet globalis kon-
amely tartalmazza és altalanositja a fenti halézatot arra az esetre, amikor a kine-
tika monoton, de egyébként tetszSleges. Tovabba, az eredményeink érvényesek
maradnak, ha figyelembe vessziik a diffuzi6 hatasait is, ily médon [23] eredményeit
altalanositjuk, amik az A; + A3 = B megfordithat6 reakciéra vonatkoznak.

Hogy tisztan lassuk, a monotonitas miért jatszhat szerepet a kémiai reakciékkal
kapcsolatban, at fogjuk tekinteni a monoton rendszerek fogalmat, és kiemeliink
néhanyat ezek tulajdonsagaibol. Két évtizeddel ezelstt M. W. Hirsch kezdte el
kiépiteni a monoton rendszerek elméletét a [12, 13, 14, 15, 16) cikksorozatban; de
lasd még H. L. Smith kival6 6sszefoglalojat [27] is. Altalanossagban a monoton
dinamikai rendszer egy ® folytonos félfolyam az X metrikus téren, amely ugy van
ellatva egy < kompatibilis parcialis rendezéssel, hogy a folyam megérzi a parcialis
rendezést:

Vr,ye X; z=<Xy=&(z) Xd(y), Vt €R,. (1)

Tekintsiik a kovetkezd differencilegyenlet-rendszert:
E(t) = f(z(t)) (z(t) € R™),

ahol f € C! olyan vektormezs, amelyikrdl feltételezziik, hogy eldre nézve teljes.
Azaz a teljes megoldas értelmezési tartomanyanak szuprémuma +oco. (Habéar az
alabbiak akar az allapottérre, akar a vektormezd simasigara vonatkozo sokkal gyen-
gébb kikotések mellett is érvényesek.)

Azonnal felmeriil a kérdés, hogy ez mikor general monoton dinamikai rend-
szert valamilyen nem trivialis rendezésre nézve. Erre a kérdésre nehéz megtalalni a
valaszt. Habar amikor adott egy parcislis rendezés, és azt kérdezziik, hogy a rend-
szer monoton-e valamely K C R™ kap altal generalt parcialis rendezésre nézve, ilyen
esetekben van modszer a monotonitas ellendrzésére. (Azt mondjuk, hogy K C R®
kiap, ha K olyan nem iires, zart halmaz, amelyre K + K ¢ K, Ry K C K és
K N (~K) = {0} teljesiil.) A kdvetkezdkben attekintiink néhany ilyen tesztet.

A legismertebb példa valdszintleg az, amikor f kooperativ, ami azt jelenti,
hogy az f’' Jacobi-méatrix f§atléjan kiviili elemek nemnegativak. Jol ismert, hogy
ebben az esetben az &(t) = f(x(t)) rendszer altal generalt folyam monoton, mivel
megdrzi a szokisos komponensenkénti rendezést R™-ben, 1asd példaul a 3.1.1. tételt
és a 3.1.1. megjegyzést [27]-ben. Precizebben: ezt a rendezést az R? ortans kip
generalja R™-ben:

zyey—zeR].
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Ez altalanosithat6 azokra az esetekre, amikor a parcialis rendezést R™ barmelyik
O ortans kipja generalja. Ilyenkor a rendezést a kévetkezGképpen definialjuk:

rpyey—z€ 0. (2)

A monotonités ellenGrzésére ebben az esetben egy egyszerd grafikai ellenérzés all
rendelkezésre, lasd [27, 49. oldal]. Ez annak ellen6rzését jelenti, hogy a rendszer
incidenciagrafja nem tartalmaz-e negativ paritasi hurkot. (A rendszer incidencia-
grafja n pontbdl all, mindegyik az allapotvektor egy komponensét reprezentalja,
és elGjeles élek kotik Gssze a pontokat: a j-edik csomoépontbél az i-edikbe mutatd
élhez a 0; f; parcialis derivalt fiiggvény elGjelét rendeljiik hozza. Ez természetesen
megkdveteli, hogy a derivalt ne valtoztasson elGjelet, és legalabb egy pontban kiilon-
boézzék nullatol. Egy hurok paritasa egyszerden a hurkot alkot6 éleken 1évé elGjelek
szorzata; ennél a tesztnél a hurokéleket figyelmen kiviil hagyjuk.)

Ha a parcialis rendezést egy tetszbleges K C R™ kup generalja ((2)-ben egy-
szerfien helyettesitsitk O-t K-val), akkor is ellendrizhet6 a monotonitas, habar a
teszt tobbé mar nem grafikus [17, 30, 2].

A legfontosabb ok, amiért a monoton rendszereket olyan kiterjedten tanulma-
nyozzak, valdsziniileg az, hogy sokat tudhatunk meg az aszimptotikus viselkedé-
siikrél. Kozelitdleg azt mondhatjuk, hogy a legtébb megoldas konvergil az egyen-
stlyok halmazahoz. De ebben az Gsszefiiggésben két kérdést érdemes megemliteni.
El6szor is, a legtobb meglévs konvergenciakritérium ergsebb monotonitési feltételt
kovetel meg, mint (1). Jellemz6en feltételezik, hogy a félfolyam erdsen rendezés-
tartd, lasd |27, 2. oldal], vagy (esetlegesen) erdsen monoton — amibdl kovetkezik
a korabbi — lasd ugyanazon hivatkozas 3. oldalat a pontos definiciékért. Ennek a
feltételnek az ellendrzése a gyakorlatban gyakran nem tdl kénnyd, vagy ami még
rosszabb: lehet, hogy a rendszer monoton, de mégsem tesz eleget ezeknek az er6sebb
feltételeknek. Masodszor, ezeknek az eredményeknek a bizonyitdsa nem trivialis,
és alapvets eszkozoket igényel a monoton rendszerek elméletébdl.

Ezekhez képest kivételes partikularis esetet tudtunk kezelni [20]-ban, ahol egy
az R™-ben kooperativ, egyetlen egyensillyal bir6 rendszer globalis aszimptotikus
stabilitasat vizsgaltuk. Annak a bizonyitdasnak a gondolatmenetét altalanositjuk a
B Fiiggelékben egyetlen egyensullyal rendelkez6 monoton folytonos félfolyamokra.
Ez az eredmény hasznos lehet végtelen dimenziés rendszerekre is (amilyenek a
késleltetett egyenletek). Azonkiviil az itt adott bizonyitas Snmagaban teljes.

Egy példin megmutatjuk, hogy egy partikularis kémiai reakcié minden meg-
oldasa konvergal egy egyenstilyhoz. A monoton rendszerek elméletének alkalmaza-
saira tovabbi példik talalhatéak a kemosztat modellekre vonatkozé irodalomban
[28]. Példaul egy valtozé hozami modell monoton rendszerré transzforméalhaté ugy,
hogy a rendezés nem a szokasos komponensenkeénti rendezés R™-en. [10]-ben egy
hasonlo, de tébbféle taplalékot tartalmazé modell analiziséhez is kiaknazzuk ezt a
transzformaciot.

A monoton dinamikai rendszereket tijabban kiterjesztettiik monoton I/0 rend-
szerekké [2])-ben, hogy megkonnyitsiik az ilyen részrendszerekbdl 4ll6 rendszerek
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tanulmanyozasat (kaszkiadok, visszacsatolas). Utalunk [4, 3, 5, 6, 8, 9]-re, amik-
ben ennek az elméletnek tovabbfejlesztése és alkalmazasai talalhatok, a molekularis
bioldgia, az 6kologia és a kémiai reakcidéhalézatok teriiletérsl vett példakkal.

2. Egy kémiai reakcié

Tekintsiik a kovetkez6 reakciot:
Ci= = C=C= Cip= - =Cny1,

ahol minden C; komplex k{ilénb6z6 kémiai anyagfajtak sulyozott Gsszege a kovet-
kezdként:

ni
Ci=) afx}
k=1

valamilyen pozitiv a¥ egészekre.

Ezeknek a hal6zatoknak néhany specialis esetét tanulméanyoztuk [5]-ben (ahol
minden komplex pontosan egy anyagfajtat tartalmaz, és a haldozatban minden
komplex kiilonb6zs) és [21]-ben (ahol C, = X; + X, két anyagfajtabol, és minden
rakovetkezs komplex pontosan egy anyagfajtabol all, minden komplex a halézatban
kiilénboz6, és a kinetikus tomeghatas térvényét feltételezik).

Ebben a cikkben feltételezziik, hogy legalabb egy komplex nem trivialis, azaz
letezik legalabb egy n; > 1. Azt is feltesszlik, hogy minden anyagfajta pontosan
egy komplex része, vagyis Xf # X! minden k,l-re, ha i # j. A C; komplexhez

tarsitott koncentraciévektort x; = (x},...,z)" jeléli, a hozza tarsitott sztdchio-
metriai vektort pedig a; = (a},. .. ,a?‘)T. Alkalmazni fogjuk még a teljes koncent-
raciévektort, ami x = (z],...,z,,;)7, ahol z € RY, és N az Ssszes n; Osszege:
N = 2?:11 n;.

Az bsszes reakciosebességrol feltételezziik, hogy monoton, folytonosan differen-

fajta hidnyzik, és pozitiv, ha az 5sszes reaktans anyagfajta jelen van. A C; = Cipy
reakci6lépés eldremutato sebességét R; jeloli, a hatramutatd sebesség R_;. Forma-
lisan, minden 7 = 1,...,n-re a cikk tovabbi részében feltételezziik, hogy:

1. R,:R} —>Ry,

2. Vx; e 6R1i, Ri(z,-) =0,

3. Vz; € int(R™) Ri(x;) > 0 és (Ry(z:))T € int(R T,
és hasonléan az R_; visszafelé halado reakcié sebességére. (Vegyiik észre, hogy az
R_; sebesség x;1 € OR}'*" esetén van definialva.)

Ismert példa a kinetikus témeghatds térvénye, ahol a reakcié sebessége
Ri(z;) = kIl (¥ )"'ik valamilyen k; > 0 mellett kielégiti a feltételeket.

Definialjuk a reakci6 sebességének vektorat a kovetkezdképp:

R(.’E) = (Rl(xl), R_1(.'L'2), fes Rn(xn), R—n(mn+l))T
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és a halozat sztochiometriai matrixat:

—a; +ay 0 0 e 0
+a2 —ao —ao +ag
S =
0 . tan, —an —an +an
0 ces 0 0 +an+1 —0n+1

Ezzel a koncentraciokra vonatkozé differencidlegyenlet:
E(t) = SR(z(t))- (3)

A szokasos érvelés mutatja, hogy a (3) rendszer pozitiv, azaz az RY nemnegativ
ortans pozitiv invariidns halmaz. Megjegyezziik, hogy ez a rendszer nem monoton
RY egyetlen ortansa altal generalt rendezésre sem. Ez a (3) rendszer incidencia-
grafjanak vizsgalatabol lathato, amely tartalmaz negativ paritasd hurkot. Valdban,
tekintsiink egy olyan hurkot, amelyiket egyrészt két olyan csomoé alkot, amelyek
azonos komplexben talalhat6 anyagfajtaknak felelnek meg, és masrészt egy harma-
dik, amelyik a szomszédos komplexben (ez egy olyan komplex, amelyik az elsGb6l
egyetlen reakciolépéssel elérhetd) talalhaté anyagfajtanak felel meg. Vildgos, hogy
az ilyen csomoé negativ paritasiu. F6 eredményiink a kovetkezs:

1. TETEL. A (3) rendszer minden megoldasa egyensilyi ponthoz konvergéal.

A kovetkez6 vizsgilatunkban feltételezziik, hogy van legaladbb egy olyan
komplex, amelynek ésszes alkoté anyagfajtaja nullatdl kiilonb6zé kezdeti koncent-
raci6val van jelen:

Ji:zF0)>0, Vk=1,...,n:. (4)

Ha ugyanis (4) nem 4llna fenn, akkor egyetlen egy reakcié sem menne végbe. Meg-
jegyezziik, hogy az ilyen kezdeti koncentraciok olyan egyensulynak felelnek meg,
amelyekre a 1. tétel trividlisan teljesiil, igy az altalanossdg megszoritasa nélkiil
feltételezhetjitk (4)-et.

Minden olyan C; komplexhez, amelyre n; > 1, létezik n; — 1 fiiggetlen linearis

elsG integral.
Val6ban:

d _'L'i.c T} ‘
E(J‘T):o V=2 ....n, 5)

(Li
(3) megoldasai mentén, és igy kapjuk:
(t) = gzt +of  VEk=2,...,n (6)
valamilyen of € R (ami fiigg a kezdeti feltételektdl) és g5 := %;— > 0 szamokkal.
Valéban, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy:

af >0, Yk =2,...,n,.
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Ahhoz, hogy ezt belassuk, vegyiik észre, hogy — esetleg az anyagfajtaknak az
egyes komplexeken beliili 4tcimkézése utan —~ fennall, hogy:

k(0 Ho ‘
xlsc)zzl(l)) Vk:2,,..,n1‘, 1
a; a;

amibdl allitasunk kozvetleniil kovetkezik. |
(6) miatt elegends minden C; komplexben az z! elsé anyagfaijta koncentracio- ‘
janak dinamikajat tekinteni. Minden i-re definialjuk:
Yi = .’E}, |
ri(y:) == Ri(yiaﬂizyi + a?v .. 'vﬁ?iyi + a?i)y
r-i(Yi+1) == R—i(yi+17:6i2+1yi+l + 04?+1, R

Megjegyezziik, hogy minden r; fiiggvény folytonosan differencialhat6é a kévetkezd
tulajdonsagokkal:

r1:Ry — Ry, r(0)=0, riy;) >0 és r;(yi) >0 Vy; >0, és hason-
l6an minden r_; -re is.

Legyen y := (y1,.. ., yn—f-l)Tvr(y) = (r1(y1),r-1(y2)s - - - 7rn(yn)1'r—ﬂ(yn+1))Ti
és legyen:

—ai +a} O 0 e 0
+a} —a} -a} +a} ... 0
5= ,
0 oo +al —al  -dl +a}
0o ... 0 0 +al,, -ali,

igy a kovetkezé rendszerhez jutunk:
y(t) = Sr(y(t),
ahol y € R%*1\ {0}, (megjegyezve, hogy (4) miatt a 0-t kizarjuk).
Mivel yi(t)/al + ya(t)/a3 + -+ + ynt1(t)/al,, = C valamilyen C > 0 -ra a

megoldasok mentén, a dimenzi6t 1-gyel tudjuk cstkkenteni, ha elhagyjuk az yn+1
egyenletét, és ezutdn n 4j valtozot vezetlink be:

j
Yi .
zj:Z—l, j=1,...,n.
1

Az inverz transzformacio:

Y1 =a121

Y = a;-(zj -2Zj-1), J=2,...,n.
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Ezeket az 0j koordinatdkat alkalmazva kapjuk a redukalt rendszer egyenleteit:

4= —ri(ajz1) +ro1(az(z2 — 21))
Zr = —1i(ap(2k — z6-1)) + r_k(a,lﬁ_l(zkH -z) k=2,...,n-1 (7)
Zn = —1p(ak (zn = 2nm1)) + Pon(aly 1 (C ~ 24))

a kompakt, konvex
Q:={2€eR"0< 2 <2<---<2,<C}

allapottérrel. Nyilvanvalo, hogy a (7) rendszer kooperativ (és tridiagonalis). Azaz
0;9x(z) > 0, ha g jeloli (7) jobb oldalat.

1. LEMMA. Ha 2z*€Q a (7) rendszernek egyensilyi helyzete, akkor
z* € int(Q2). Tovabba, z* hiperbolikus és lokilisan aszimptotikusan stabilis egyen-
sulyi helyzet.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy z* € 9Q a (7) rendszer egyensulyi helyzete. Ekkor
vagy zf =0, vagy 2z = C, vagy z; = z;,, valamely k € {1,...,n — 1} mellett.
Felhasznalva, hogy minden r; és r_; fliggvény csak 0-ban lehet 0, minden egyes
esetben ellentmondasra jutunk azzal, hogy C > 0. Ezzel bebizonyitottuk az elsé
részt.

A masodik részhez megjegyezziik, hogy a Jacobi-matrix egyensulyi helyzetben
a kovetkezd szerkezet(:

—al —al +a} 0 . 0
+a? —a?-a%  +d? 0
J= .. . : )
(n-1) (n-1) (n-1) (n—1)
0 tag, g ~@(y_2) ~ On +an
0 0 +a?n_1) —a?n_l) -ah

ahol minden @} > 0.

J diagonalisan dominalt, és az A fiiggelékben majd bebizonyitjuk, hogy ebbdl
kovetkezik, hogy Hurwitz-tipusi matrix.

Emlékezziink arra, hogy a B n x n -es matrixot diagonalisan dominansnak
nevezziik, ha létezik n olyan d; > 0 szam, hogy

biidi+§:|b,‘j|dj <0, Vi=1,...,n.
J#i
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Egy kooperativ matrixnal, mint amilyen J, a fenti definiciébél elhagyhaté az
abszolat érték. Kovetkezésképpen taldlnunk kell egy d vektort pozitiv koordina-
takkal, hogy a Jd vektor minden koordinitaja negativ legyen. Vegyiik észre, hogy
J1 — ahol 1 olyan vektor, amelynek minden koordinataja 1 - els6 és utolsé koordi-
nataja negativ (—ai, illetve —ay,) és az Osszes tobbi 0. Ez azt sugallja, hogy d-t,

Tz e

A kovetkezd rekurziv formulaval definidljuk az (n — 1) szamu €; paramétert:

0<e < —1
an + a2
@i
O<egj<ej—2=D -9 n-1
aj(j-1) + Gj(j+1)
Nyilvanval6, hogy €; < 1 minden j = 1,...,n — 1 esetén. Legyen a d vektor

definiciéja a kovetkezs:
dilzl—'&'«,', ’i=1,...,n—1éSdn2=1.

Ezutan ellendrizni lehet, hogy a Jd vektor koordinatai negativak, ami megmu-
tatja, hogy J diagonéilisan domindlt, és ebbdl kévetkez6en Hurwitz-tipusii matrix.
Ezzel bebizonyitottuk az allitast. 0

2. LEMMA. A (7) rendszernek létezik egyetlen globdlisan aszimptotikusan sta-
bilis egyensiilyi helyzete €1-ban.

Bizonyitds. Mivel Q kompakt, konvex, pozitivan invarians halmaza a (7) rend-
szernek, tartalmaz legalabb egy egyensilyi helyzetet. Az el6z6 lemma alapjan
minden egyensulyi helyzet int(§2)-ban van.

A Brouwer-féle fokszam C! leképezésekre vonatkozoé definiciéja :

d(F,int(),0) = Y _ signdet J(z}),

ahol J(z?) a (7) rendszer Jacobi-matrixa az egyensilyi pontban, és a szummazas
végigfut az Osszes egyensilyi ponton. A (7) rendszerhez tartozé F vektormezd
Brouwer-féle fokszama int{Q)-ra és O-ra nézve jol definialt; jeldlje d(F,int(£2),0).
Tovabba azt allitjuk, hogy:

d(F, int(£2),0) = (~1)".

Ahhoz, hogy ezt belassuk, valasszunk tetszdlegesen egy & € int(f2) pontot, és
tekintsiik ©2-n a kdvetkezd vektormezét:

Nyilvanvaléan:

(G, int(),0) = (—1)".
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Megmutatjuk, hogy F és G homot6p, és mivel a Brouwer-féle fokszam topolégi-
kusan invaridns, ebb6l az allitdsunk kévetkezik. Legyen:

H(z,t) =tF(z) + (1 — t)G(=z).

Ekkor H folytonos Q x [0, 1}-en, H(z,0) = G(z) és H(z,1) = F(z). Mar csak azt
kell bizonyitanunk, hogy H(z,t) # 0 minden z € 9Q és minden ¢t € (0,1) esetén.
Indirekt tegyiik fel, hogy létezik & € 992 és t € (0,1), amellyel:

F@) = —lt?—tc(i).

Ebbdl kovetkezik, hogy F Z-ben kifelé mutat (mig G(&) vilagosan befelé iranyul).
De ez ellentmond annak, hogy €} pozitivan invariins, és ez igy bizonyitja alli-
tasunkat. D

Az el6z6 lemma alapjan tudjuk, hogy a (7) rendszer Jacobi-méitrixa az egyen-
salyi pontokban nem szingularis, ennélfogva az egyensiilyi pontok szima véges.

Az el6z6 lemméb6] adédik, hogy minden z} egyensiilyi pont hiperbolikus és
lokilisan aszimptotikusan stabilis, azaz:

signdet J(z}) = (-1)*,

és ebbdl kovetkezik, hogy csak egy egyensiilyi pont lehet.

A globalis aszimptotikus stabilitas az 5. lemmabol kévetkezik, amit a B Fiigge-
lékben bizonyitunk be. Ahhoz, hogy belassuk, hogy ez az eredmény alkalmazhaté,
vegyiik észre el6szor, hogy mivel  kompakt és pozitivan invaridns halmaz, a (7)
rendszer folytonos félfolyamot general. A 4. feltétel vildgos Q kompaktsaga miatt.
A 2. feltétel kévetkezik abbél a ténybdl, hogy a (7) rendszer kooperativ §2-n, és
ezaltal monoton félfolyamot general egy olyan rendezéssel, amit a szokdsos R™-beli
komponensenkénti rendezést ad.? A 3. feltételt most bizonyitottuk, és az 1. feltétel
is teljesiil. (Bizonyitas: tetszleges kompakt K C €2 esetén, minden i = 1,...,n
mellett legyen p! € K valamilyen maximalis ¢ komponensd pont K-ban. Megje-
gyezziik, hogy K-ban van ilyen p}, mivel az i -dik komponensre val6 vetités foly-
tonos és K kompakt.  racs, azaz sup(a,b) € Q, ha a,b € Q. Kovetkezésképpen
p = sup,(p}) € Q, és konnyi latni, hogy sup(K) = p. Az inf(K) € Q 4llitas hason-
l6an bizonyithaté.)

Megjegyzés: A globalis aszimptotikus stabilitist bebizonyithattuk volna Smillie
[26], s6t Mierczynski |22] eredményeinek felhasznalasaval is. De ezek megkovetelik
a folyam egy erfsebb monotonitasi tulajdonsiganak ellendrzését, amit itt most
elkeriiltiink. A Smillie eredményeire tamaszkodé bizonyitast arra az esetre, ahol
minden komplex csak egy anyagfajtabdl all, 1asd [5)-ben.

Az 1. tétel bizonyitdsa: K6vetkezik a (3) rendszer (7) rendszerré valé redukci-

21tt kihasznaltuk, hogy € konvex, azaz p-konvex. Ez kovetkezik a [17] hivatkozas 3.1.1. téte-
1ébél és 3.1.1. megjegyzésébdl.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2009)



390 PATRICK DE LEENHEER, DAVID ANGELI, EDUARDO D. SONTAG

3. Difftizi6é hozzavétele

A kozonséges differencidlegyenletet hasznalé modellek, mint amilyet (3)-ban
szemléltiink, implicite felteszik, hogy a reakciok jol kevert kérnyezetben mennek
végbe. Bar ez ésszert feltevés, amikor a diffuzié a reakcié idGskalajahoz viszo-
nyitva gyors, nyilvanvaléan érdeke a diffiizié hatasat explicite belefoglalni. Ez a
(szemilinearis parabolikus néven is ismert) parcialis differencidlegyenletekhez; a
reakciodiffizid-egyenletekhez vezet.

Ebben a részben megmutatjuk, hogyan kell az eredményiinket olyan esetre
kiterjeszteni, amikor a diffizi6 benne van a modellben. Eredményiink - az
X1 + X3 = X3 reakcio specialis példija esetén, a kinetikus tOGmeghatas torvé-
nyét feltételezve — atfedést mutat a [23]-as hivatkozassal. Az a cikk a kémiai reak-
ciok Feinberg-Horn—Jackson-féle (FHJ) elméletének kozonséges differencidlegyen-
letrsl reakciédiffuzié-problémakra vald kiterjesztésével foglalkozott (lasd példaul
[11, 19, 29, 7] hivatkozast). (Lasd még a [24] hivatkozast, mely diffiziot is tartal-
maz6é FHJ-rendszerekre vonatkozé konvergenciaeredményeket mutat be, hidnyos
bizonyitassal.) A [24, 23] hivatkozdsokban koz6lt modszerek a Ljapunov-fiigg-
vényeket veszik alapul, és ebbdl kifolyolag kiilonboznek a mi megkoézelitésiinktsl,
amely lehetévé teszi reakciok egy masik osztilyanak kezelését, és nem kell a kineti-
kus témeghatds tOrvényére szoritkoznunk. Masrészrdl, szimos olyan kémiai reakcié
van, amelyik FHJ tipust, de nem monoton, és ezért nem lehet a mi médszeriinkkel
kezelni.

Ebben a szakaszban az a célunk, hogy megmutassuk, hogy a PDE-modellre
vonatkozé analég konvergenciaeredmények hogyan koévetkeznek az ODE-kre vo-
natkozok egyszerdi kovetkezményeként. (A bizonyitas egy lehetséges alternati-
vaja az lenne, hogy minden eredményt kezdettsl fogva a monoton reakcié-diffazio-
rendszerek elméletének keretén bizonyitanank be, de az ODE-kre val6 redukcié joval
egyszerlbb.) Altalaban a tér és ids (q,t) — z(q,t) fiiggvényeire vonatkozé PDE-
feladatokat tekintiink kezdeti feltételekkel és Neumann-féle (zér6é fluxusi) perem-
feltétellel, ahol a pont az id6 szerinti derivaltat, x, a normadlis irAnyd derivaltat
jelenti, f monoton vektormezd, és L a diffuzié parcialis differencidloperatora:

#(q,t) = (Lz)(q,t) + flg,2(q;t)) t>0,9€Q
:L‘u(q,t)=0 t>0, qGBQ (8)
17((1,0):370 (IEQ

Az a kulcsmegfigyelés, amit tenni akarunk (alkalmas technikai feltételek mellett),
hogy a (8) rendszer minden megoldésa kovergal az egyértelmii homogén egyensiilyi
helyzethez: z(q,t) — ¢, hat — +o0, feltéve, hogy a probléméhoz tarsitott £ = fox
ODE minden megoldasa c-hez konvergal. Igy a korabban bizonyitott eredmények
kiterjeszthet6k a diffuzios esetre (f monotonitasa elengedhetetlen — vessiik ssze
a diffuziés instabilitas jelenségével, amely a mintazatképzddés aktivator-inhibitor
mechanizmusaban meriil fel). El6szor kifejtjiikk a hatteret a [27] hivatkozas 7. feje-
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zetébdl a monoton reakcié-diffazié-rendszerekre vonatkoz6 eredményekre koncent-
ralva, egyesitve azokat a [1]-ben 1év technikai tényekkel.

A Q halmaz teret reprezental, korlatos, nyilt, dsszefiiggs részhalmaza az RM
euklideszi térnek, a (C* osztalyt) sima 0Q hatarral. Az f vektormezs kétszer foly-
tonosan differencialhaté. Jellje z, a ¢ pontban a v(q) kiilsé normalis egységvektor
iranyaban a 8Q halmaz q pontjiban vett iranymenti derivaltat. Valasszunk R”Y-
nek egy X nem iires, zart részhalmazat, megszoritva a koncentraci6 megengedett
értékeire, amilyen példaul a nemnegativ ortans vagy az 1. lemmaban hasznalt
kompakt és konvex dllapottér, és tegyiik fel, hogy X pozitivan invaridns az £ = fozx
kizénséges differencialegyenletre vonatkozéan (az aldbbiakban X-re két kiegészito
feltevést is tesziink). A kezdeti feltétel egy

.’Eo:Q_—)X

fiiggvény, ami kétszer folytonosan differencialhato és kielégiti az (zp), = 0 perem-
feltételt. A (8) rendszer megoldasan” értiink egy

T=(T1,...,Za)" 1 Qx(0,T) > X

fliggvényt, amire (8) fennall,

Bx: Ox; 8%z, . . .. .
S a—;ih, ﬁ; Holder-folytonosak a @ x (0,T) halmazon minden ¢, j, k-ra, és

Q%f-,a:.- folytonos a Q x (0, T) halmazon minden 4, j-re.

" Ezek a feltevések olyanok, mint az [1] hivatkozasban; [27]-ben viszont csak
azt kovetelik meg, hogy g—:ii legyen folytonos a Q x (0,T) tartomanyon (a Holder-
folytonossagot is az enyhébb folytonossaggal helyettesitik), de a kezdeti feltételekre
kevesebb regularitasi feltételt tesznek.

Az L differencisloperator a kivetkezd alaku:
Lz = (Lll‘], ey Ln.’lZn)T,

ahol minden i-re:
n

Li= Y a4 (9)D;Dx + Y _ ai(¢)Ds,
k=1 k=1

aj; = a’y, € C*(Q), valamint L egyenletesen elliptikus, azaz:

3 >0, hogy €T Ai(g)¢ > pl€?| VEER™, Vi=1,2,.,n,

ahol A;(q) = (a;:k(q)). Szamunkra az az eset a legfontosabb példa, mikor az anyag-
fajtak diffazioja fiiggetlen egymastol: a%; = d; > 0 és ajr = 0 minden j # k-ra,
azaz példaul L;z; = d;Ax;, ahol a A a Laplace-operator.

Két kiegészito feltételt kell tenniink a megengedett allapotvektorok X halma-
zara. Mar megkéveteltiik, hogy ez legyen invaridns az © = f o x dinamikira nézve.
Egy masodik feltétel, hogy invaridnsnak kellene lennie a diffiziéra nézve is, abban
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az értelemben, hogy az £ = Lz, 2¢(q,0) € X kezdeti feltételi linearis probléma
megoldasanak minden q € Q esetén teljesitenie kell, hogy minden ¢ > 0, minden
g € Q mellett z(q,t) € X. Tételezziik fel mostantol fogva, hogy vagy Q tetszéleges,
nyilt, konvex halmaz, azonban minden L, operator megegyezik, (példaul az anyag-
fajtak diffuzidja fiiggetlen, és d; = d; minden ¢, j indexre), vagy az L, operatorok
tetszélegesek, azonban a @ halmaz azonos egy (a, b) ,téglalappal”, ahol b —a € R%}
(lehetséges, hogy a koordinatai kdz6tt szerepel —oo, és b koordinatai kozott szerepel
+00 is).

Mostant6] feltételezziik, hogy adott egy rendezés R"-ben. Az utolsé feltétel
halofeltétel az X halmazon (lasd még a B Fiiggelékben): barmely S C K kom-
pakt részhalmazra, mind inf(S), mind sup(S) definidlva van, és X-hez tartozik.
Azt mondjuk, hogy a vektormez& kvdzi-monoton (az X C R™-n adott rendezésre
nézve), ha £ = f o z folyama monoton. Ha adott az z és y X-beli értékeiket fel-
vev$ fiiggvény, akkor azt irjuk, hogy = <y, ha x(q,t) < y(g,t) minden olyan (g, t)
esetén, amely az értelmezési tartomanyuk kozos eleme. A kovetkez§ egy valtozata
a [27] hivatkozas 3.4. tételének. Ezt specializaltuk a PDE esetre (a kézikényvben
altaldnosabban parcialis differencislegyeniStlenségekre van megadva), és tetszéle-
ges rendezésekre mondtuk ki. (A kdnyvben az allitas csak kooperativ rendszerekre
vonatkozik, de hasonl6 bizonyitas érvényes tetszéleges rendezésre is, lasd a 142. ol-
dalon.)

2. TETEL. Ha f kvidzi-monoton, és az y, z megoldisok a [0,T) intervallumon
vannak értelmezve tgy, hogy y(-,0) < 79 < 2z(-,0) Q-n, akkor a (8) rendszernek
létezik egyetlen x megoldésa, és az értelmezve van legalibb a [0,T) intervallumon,
ésy<z=<2aQx[0,T)n.

Megtettiik az elGkésziileteket arra, hogy kimondjuk kévetkeztetéseinket. Az els6
megallapitasunk a kovetkezs:

3. TETEL. Tegyiik fel, hogy f kvizi-monoton, és létezik € € X, hogy
T = fox, x¢p € X minden megolddsat — +oo esetén £-hez konvergil. Ekkor
a (8) rendszernek létetik egyetlen x(q,t) megolddsa, amely értelmezve van min-
den t > O-ra, és minden zq kezdeti feltételre létezik x{q,t) — & egyenletesen, ha
t — +00, ¢ € Q mellett.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasahoz el6szor legyen y : Q@ — X olyan fiigg-
vény, amely allandé: megegyezik zp minimumaval, és z : Q — X pedig olyan
figgvény, mely allandé: megegyezik xp maximumaéval. Tovabba, megjegyezziik,
hogy az & = f o x, (0) = y kezdetiérték-probléma y(t) megoldasa (mely minden
t-re értelmezve van, és t — 400 esetén £-hez konvergal) a (8) rendszernek is meg-
oldasa, egyszerden az y(q,t) := y(t) definicioval. Hasonloan z-re, és a 2. tétel ese-
téhez jutottunk. Alkalmazva ezt a 2. tételt a [0, T") ndvekvs, véges intervallumaira,
x(q,t) egzisztencidjat és unicitasat kapjuk a [0,+o00) intervallumon. Tovabba,
y(@.t) = 5(g,t) < 2(q,t), valamint y(g,t) — £ & z(,t) — £ (g-ban egyenle-
tesen), ami a kvetkeztetést adja. a
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Sajnalatosan ~ barmilyen elegéins is a 3. tétel — ez nem elégséges 6nmagaban,
amikor az eredeti (3) rendszerrel foglalkozunk, mert ennek a rendszernek sok egyen-
sulya van. Kiegészit§ feltételt kell tenniink, mégpedig azt, hogy minden diffuzios
egylitthaté6 megegyezik.

4. TETEL. Tegyiik fel, hogy f olyan, mint az 1. tételben, és valamilyen d > O-ra
L;z; = dAxz; az sllapottér minden koordinatijira. Ekkor a (8) rendszer minden
megoldasa konvergal a (homogén) staciondrius dllapothoz.

Bizonyitds. A bizonyitashoz hasznaljuk fel ugyanazt a koordinata-transzfor-
maéciot, mint kordbban. A PDE-re alkalmazva, ez a kdvetkezs formajat eredményezi
az egyenletnek:

—rl(a}zl) + 7'_1((115(22 —z1))+dAzn

Z
Z = —ri(ag(zx — zr-1)) +r_k(a,lc+1(zk+1 —zk))+dAz, k=2,...,n-1

Zn = —rn(al(zn = 2n-1)) + r_n(a,IH_I(C — zn)) + dAz,.

A 2.lemma és a 3. tétel Gsszevetésébdl ismert, hogy ennek a rendszernek minden
megoldasa konvergal egy (egyértelmd) homogén stacionarius allapothoz. Igy az
y; = z} valtozok szintén konvergalnak egy bizonyos stacionarius allapothoz. Most
bebizonyitjuk, hogy a tovabbi valtozok szintén konvergalnak.

Emlékezziink vissza, hogy a kozonséges differencidlegyenletnek (amikor nincs
diffazié) létezik n; - 1 fiiggetlen linearis elsd integralja, amint (5)-ben megmutattuk:

Zw =0, ViVk=2,...,m,
ahol Z;, = ¥ /¥ — ! /a}. Ebb6l ugyanazt a kifejezést kapjuk, mint (6)-ban:

=X (t) = BFxl(t) + of, Vi,Vk =2,...,n4
valamilyen of € R (ami a kezdeti feltételektsl fiigg) és B¥ > 0 szamokkal. Igy,
amikor z! konvergens, ugyanezt a kovetkeztetést vonhatjuk le a t6bbi z¥ valtozéra
is. Amikor hozzavessziik a diffuziét, akkor ez az érvelés nem érvényes. Az (5)
egyenlet ehelyett:

Zi = LZy, YiVk=2,...,n;,
alakuva vilik, ahol LZ = dAZ azzal a Neumann-feltétellel, hogy a hatdrpontokban
(Zit)y = 0. Ennek a PDE-nek minden megoldasa konstanshoz konvergél, a kez-
deti értékek az ﬁ jQ Zi(q,0)dq 4atlagahoz, ahol |@Q| Q-nak a mértéke. (Vazlatos
bizonyitas: Létezik a Neumann-Laplace-féle dnadjungalt operatornak \; sajatér-
tékeibdl és a hozzajuk tartozoé @;, i = 1,2,... sajatvektoraibol all6 olyan sorozat,
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amelynek tagjai megoldasai az LP + AP = 0, &, = 0 problémanak. Ezekre fenn-
all, hogy \y = 0, ¢, =1, és A\; > 0 minden ¢ > 1-re, valamint &; ortogonalis
bazisa az L? térnek. Most vegyiink egy tetszSleges folytonos és korlatos zo kez-
deti feltételt, és tekintsiik ezt az L? tér elemének, és fejtsiik ki a bazis szerint: 1
z(q,0) = Y oo, bi®i(g), ekkor a Z = LZ rendszernek z(g,t) = 3 oo, bie™*t®;(q)
megoldasa az z(q,0) = > .o, b;Pi(q) kezdeti feltétellel, és ez L%-ben a b; elsé
Fourier-egyiitthat6hoz konvergal, ami a megkévetelt atlag.) Osszefoglalva, mind
z¥/a¥ — z}/al, mind z} egy szamhoz konvergal, és ugyanigy minden z¥ is. O

A Fiiggelék: A diagonalisan dominalt matrixok
Hurwitz-tipusui matrixok |

Ez egy jol ismert eredmény (lasd példaul [25]). Egy révid, Gersgorin-tételére
alapozott bizonyitasiat adjuk. ElGszor egy speciilis esetet vizsgalunk, és utina
megmutatjuk, hogy ebbdl mindig levezethetd az altaldnos eset. Ha az A matrix
diagonalisan dominalt a d; = 1 (Vi =1,...,n) szamokra nézve, azaz:

ay + Z|uu\ <0, Vi=1l....,n,
i
akkor a Gersgorin-tételbdl kovetkezik, hogy A Hurwitz-tipusi matrix.

Ha az A matrix diagondlisan dominalt olyan pozitiv d; szamok halmazara
nézve, amelynek nem mindegyike 1, akkor megmutatjuk, hogy az A matrix ha-
sonlé az A* matrixszal, ami diagonalisan dominalt a d; = 1(Vi = 1,...,n) esetén.
Az eredmény ebbdl egyenesen kovetkezik.

Hogy bebizonyitsuk ezt az allitast, definidljuk a T diagonélis matrixot a kovet-
kezé koordinatakkal:

tu‘:l/di, Vi:l,...,n.
Ezutdn egy egyszerii szamolassal megmutathat6, hogy A* = TAT™! ugy, hogy
aj; = aijdj/d; Vi, j=1,...,n esetén. De masfeldl ebb6l kdvetkezik, hogy:

ai+ Y lag] = (diais + Y lag d;)/ds.

J# J#i

Az n szama mennyiség mindegyike negativ, az allitdsunk bizonyitasa befejez6d6tt.

B fiiggelék: Egy egyértelmii egyensillyal biré monoton folyamokra
vonatkozé globalis attraktivitasi eredmény

Tekintsiik az X metrikus teret a d metrikaval, és tegylik fel, hogy adott az X
téren egy =< parcialis rendezés. Feltételezziik, hogy a parciilis rendezés és az X tér
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metrikus topolégidja kompatibilis a kovetkezs értelemben: ha z, » z és y, —> y
konvergens sorozat X-ben, és ha z, X y,, akkor £ X y. Id6nként a szabalytalan
z % A (valamilyen £ € X és A C X mellett) irasmodot alkalmazzuk, ami a Vy € A-
ra x < y allitast jeloli. Alkalmazni fogjuk az ismert rendezéselméleti fogalmakat:
sup(A) jeldli a legkisebb felsd, illetve inf(A) a legnagyobb alsé hatarat az A ¢ X
halmaznak, feltéve, hogy léteznek ilyenek X-ben. Ha p,q € X és p < ¢, definidljuk
a rendezés [p,q] := {r € X|p 2 = < q} intervallumat. Egy A C X halmazt
a rendezésre nézve konvernek neveziink, ha [p,q] C A minden olyan p,q € A
pontparra, amelyre p =< q.

Az X halmazon vett ¢ folytonos félfolyam altal generalt dinamikaval fogunk
foglalkozni. Emlékezziink ra, hogy ez folytonos ¢ : Ry x X — X leképezés,
(Pe(z) = D(t,x)), amelyre ¢y = Id, és &, o §; = P,1, minden t,s € Ry
mellett.

Az X térre és a ¢ leképezésre a kovetkezd feltételeket adjuk:

1. X minden C kompakt részhalmazara igaz, hogy inf(C), sup(C)e X.
2. & monoton a < rendezésre nézve, azaz (1) fennall.

3. &-nek X-ben létezik az a egyértelmii egyensiilyi pontja.

4

Minden z € X-re az O(z) := {&:(z)|t € R} pélya lezartja kompakt
X-ben.

Az utols6, 4. feltétel magaban foglalja nevezetesen azt, hogy z w-hatarhalmaza
- jelélje ezt w(z) - nem iires, konvex, invaridns halmaz (ez azt jelenti, hogy
&, (w(z)) = w(z) minden t € R, esetén), és limy_, ;o0 d(Pi(z),w(x)) = 0 (ahol
az € X pont és az A C X halmaz tavolsiga a szokasos d(z, A) = infye 4 d{z, y)).
Az 1-4. feltételekbd! kapjuk a kiévetkezs allitast:

5. TETEL. Az a egyensiilyi pont globdlisan attraktiv a ¢ leképezésre nézve.

Bizonyitds. Vegyiink egy = € X pontot, és tekintsiik w(x)-et. Ekkor definiilni

tudjuk az:
m := inf(w(z)) és az M := sup(w(zx))

értékeket. Azt allitjuk, hogy:
th(l') j m, Vt € R+. (9)

Ahhoz, hogy ezt belassuk, be fogjuk bizonyitani, hogy minden ¢ > O-ra
&,(m) < w(zx), amibdl (9) kovetkezni fog, ha w(z)-nek m a legnagyobb alsé ha-
tara.

Valasszunk egy t > 0 id6pontot, és egy tetszdleges p € w(zx) pontot. Meg kell
mutatnunk, hogy &;(m) < p. w(z) invarianciajabol kovetkezik, hogy valamilyen
q € w(z) esetén P;(q) = p. Mivel ¢ € w(z) ezért m X q, és ennélfogva a monotoni-
tasbol kévetkezik, hogy ®,(m) <X &,(q) = p, tehat ezzel bebizonyitottuk (9)-et.

A monotonitasbol kévetkezik, hogy &,(m) csokkend, azaz 0 < t; < t3 esetén
@y,(m) < &y, (m). (Egyszerien (9)-re alkalmazzuk @, (m)-t, ahol t =1, - t5.)
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Most azt allitjuk, hogy w(z)= {a}.® El6sz6r megmutatjuk, hogy ha
P, q € w(m), ebbdl kivetkezik, hogy p = ¢. Valasszunk @ (m) — p és &, (m) — ¢
sorozatokat (tx,t — +00). Mivel ¢,(m) nemnovekvs, ezért lehetséges, hogy tala-
lunk minden t;-hoz valamilyen ;) > t) sorozatot, hogy {t;)} egy részsorozatat
alkotja {t;}-nek és &y, (m) <X &;,(m). A hatarértékek meghatarozésa utén azt
kapjuk, hogy ¢ < p. Hasonl6 érveléssel megmutathatjuk, hogy p < g, kovetke-
zésképpen p = ¢q. Ez azt mutatja, hogy w(m) egyelemid. Az w-hatarhalmazok
invariansak, és ebbgl kovetkezik, hogy w(m)-nek tartalmaznia kell egy egyensilyt.
Egyetlen a egyensulyi pont létezik, és ebbdl kovetkezik, hogy w(m) = a, ezzel
bebizonyitottuk az allitast.

Hasonl6 érveléssel belathato, hogy ¢,(M) monoton névekedd, és igy

w(M) = {a}.
Végiil, minden ¢ > 0-ra kapjuk, hogy:
P(m) = m 2w(r) I M 2 ¢,(M),
és t — +oo hatarértéket véve w(x) = «a, és ezzel bebizonyitottuk a tételt. O

Megjegyzés: Ebben a megjegyzésben az els§ feltétel egy ellenérzését adjuk
abban az esetben, amikor az X allapottér egy részhalmaza a véges dimenziés térnek.

Tegyiik fel, hogy az Y egy véges dimenzids normalt vektortér, és az X allapottér
részhalmaza az Y-nak. Feltételezziik, hogy a <X parcialis rendezés Y-ban - és egyben
X-ben —a K C Y kup altal generalt. Megjegyezziik, hogy a K kupot normdlisnak
nevezziik, ha k > O-raz,y € Y, és 0 Xz <X y esetén |z| < k|y|. Konnyd belatni,
hogy ha K normalis, akkor minden rendezési intervallum egy zart halmaz Y-ban.

A kévetkez6 lemma megmutatja, hogy a K kup az Y véges-dimenzidji térben
mindig normal.

3. LEMMA. Legyen Y véges-dimenziéji vektortér a K kuppal, és Y-ban adva
egy = parcialis rendezés. Ekkor K normalis.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy:
M :=sup{lz] | 0=2z=Xz|z|=1}

szereplé k-t M-nek valasztjuk. Valoban, 0 < z < y,y # 0 esetén (ezt feltételez-
hetjiik az altalanossag megszoritasa nélkiil) kovetkezik, hogy 0 < =/ |y| < y/ |yl
De abbél, hogy |z/ |yl | < M és k = M, az allitasunk kovetkezik.
Most bizonyitsuk, hogy M véges. Tegyiik fel, hogy nem az, akkor {z,} és {z,}
sorozatok kielégitik a 0 <X 2z, =< z, feltételt, hogy |z,| = 1 minden n-re, és

3A monoton rendszerek konvergencia kritériumabél kézvetleniil kévetkezik ez az allitas ([27)
hivatkozas 1.2.1. tétele), felhasznalva, hogy az a egyensily egyértelmi. Habar itt inkdbb 6nallé
révid bizonyitast adunk anélkiil, hogy felhasznalnink a monoton rendszerek elméletének eredmé-
nyeit.
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|2zn] — oco. Tekintsiik az {y,} sorozatot, ahol y, = z,/|z,|. Nyilvanvaléan, Y

egységgdmbjének kompaktsidga miatt |y,| = 1 minden n-re, és (mivel Y véges-
dimenzio6s) tekinthetjiik az y,, részsorozatot, ami y*-hoz konvergal. Vilagos, hogy
ly*] = 1 és zp/|2za] — 0. Igy a parciilis rendezés kompaktsaga és a metrikus

topolodgia altal kapjuk, hogy:
0=y* <0

De ez ekvivalens azzal az allitassal, hogy y* € K N(—K), és igy y* = 0 (mivel K
egy kip). Ez ellentmond azzal, hogy |y*| = 1, és ez bizonyitja allitasunkat. m]

Megjegyezziik, hogy az X parciilis rendezés halmaza egy hdls, ha sup(p, q),
inf(p,q) € X minden p,q € X esetén. Azt mondjuk, hogy az S C X korldtos
rendezés az X halmazon, ha a,b € X ugy, hogy S C [a,b).

4. LEMMA. Legyen Y véges dimenziés normilt vektortér egy K kippal, és
legyen X C Y egy halé. Feltételezziik, hogy X -ben minden korlatos halmaz X -ben
korlatos rendezés. Ha C kompakt részhalmaza X -nek, akkor inf(C), sup(C) € X.

Bizonyitds. Csak azt az allitast bizonyitjuk, hogy sup(C) € X. A bizonyitas
hasonlé az inf(C) € X allitasra is.

Mivel C korlatos, fgy rendezésre nézve is korlatos, és a,b € X, hogy C C [a, b].
Metrikus térben kompakt halmazok szeparabilisak, igy kivalaszthatjuk C-nek egy
megszamlalhato és sdrd {ci} részhalmazat. Mivel X halé, X-nek képezhetjiik egy
{z} sorozatat a kivetkezdképpen:

I =y,

xy = sup(ck, Th-1), k> 1

Ez a sorozat a kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik:

1. {zx} novekvs, azaz x5 =< Tpi1.

2. {zx} C [a,b).

Az [a,b] rendezési intervallum zért (a metrikus topolégia és parcialis rende-
zés kompatibilitasa altal) és zart (mivel K normaélis), ezaltal kompakt. Igy {z}
novekvé sorozat, amelyik az [a,b] kompakt halmazban marad, és igy valamely
z € [a,b] C X, hogy zy — z (ezt az allitast bebizonyitottuk az 5. tétel bizo-
nyitasaban). Most azt allitjuk, hogy:

sup(C) = .

Két lépésben bizonyitjuk ezt az allitast. Elsz6r megmutatjuk, hogy z felsé hatara
C-nek. Masodszor megmutatjuk, hogy ez a legkisebb felsé hatara.

Valasztunk egy ¢ € C elemet. Mivel {¢x} sirid C-ben, a {cx} sorozatbol
kivalaszthatunk egy {c,,} konvergens részsorozatot ¢ hatarértékkel. Mar ismert,
hogy ¢,, < = minden n-ra, igy a kompatibilitasbdl kévetkezik, hogy ¢ < z. Végiil,
legyen y egy tetszéleges fels6 hatara C-nek. Ekkor ¢ < y minden k-ra, mivel
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Ty X y minden k-ra. Vegyiik a hatarértéket, és alkalmazzuk a kompatibilitast még
egyszer, kapjuk, hogy = < y, és igy = a legkisebb fels6 hatara C-nek. (|

Példaul tegyiik fel, hogy Y = R" és K = R}, és X vagy R}, vagy R™. Vilagos,
hogy X egy racs, és az X-ben minden korlatos halmaz rendezés korlatos. Ezentul,
a 4. lemmabdl kovetkezik, hogy az X kompakt részhalmazainak a suprémuma és
infinuma X-ben van.

Megjegyzés: Az 5. tétel alkalmazhat6é végtelen dimenzioja téren értelmezett
folyamokra is. Példaul a késleltetett egyenletekben gyakran tekintjitkk a kompakt
intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények terét, amilyenek X = C([-r,0], R™)
vagy X = C([-r,0],R?%), a szuprémum norma &ltal indukalt, szokasos metrikaval,
és az f1 X f2 parcialis rendezéssel, amit az f>(t) — fi(t) € R} minden t € {—r,0]-ra
feltétel definial. Mindkét esetben a kompakt halmazoknak létezik X-ben infinuma
és szuprémuma, lasd a [18] hivatkozasban.

Megjegyzés: A [20] hivatkozasban — aminek a gondolatmenetét itt kévetjiik —
jelent meg az 1. feltétel. St ez a feltétel elGkeriil a [18]-as munkaban is. Bar ott a
felfolyamokra egy erdsebb monotonitasi tulajdonsagot irnak eld, mégis az egyensuly
nem egyértelmd. Az eredmény az, hogy a kvazikonvergens pontok halmaza (egy
pont kvazikonvergens, ha az egyensulyi halmaz tartalmazza a pont hatarhalmazat)
tartalmaz egy nyilt és siirii halmazt. A bizonyitis a monoton dinamikai rendszerek
elméletének szamos alapvetd eredményére épiil.

Habar a kémiai reakciohalézatokban elért legfontosabb eredményeink bizonyi-
tasdhoz az 5. tétel sziikséges (1. tétel), az a egyensulyi pont stabilitasarél dltalano-
sabb kovetkeztetéseket tudunk levonni, feltéve, hogy az X tér és a ¢ folyam tovabbi
feltételeket is kielégit.

Minden z € X pont minden kérnyezete tartalmazza x-nek egy kompakt, ren-
dezéskonvex C kornyezetét.

A kovetkez6 eredményre jutottunk:

5. LEMMA. Tegyiik fel, hogy minden t € R, értékre &, nyilt leképezés.
Az 1-4. feltételek és C miatt P-nek az a egyensiilyi pontja globdlisan aszimpto-
tikusan stabilis.

Bizonyitds. Az 5. tétel miatt elegendd azt bebizonyitani, hogy « stabilis egyen-
sily. Ismételten hasznalni fogjuk azt a tényt, hogy minden olyan p,q € X esetén,
amelyre p < ¢ fennall, arra:

¢¢([p’ (I]) C [¢t(p)v¢t(q)]v vt € R+

is teljesiil ¢ monotonitasa miatt.

Valasszuk a-nak egy tetszoleges U kérnyezetét. A C feltétel miatt a-nak létezik
egy kompakt, rendezéskonvex C kornyezete, hogy C C U. Az 1. feltétel miatt
definialhatjuk az

i := inf(C) és s := sup(C)
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értékeket, és tekinthetjiik a rendezés [i,s] intervallumat. Ekkor nyilvanvaléan
C C [i,s], igy a-nak [i,s] is egy kornyezete. Kovetkezésképpen &, nyilt hozza-
rendelés minden ¢ € Ry esetén, és P,([i, s]) is kdrnyezete a-nak.

Most vélasszunk egy T' > 0 szamot gy, hogy:

¢t(i)7¢t(s) € C, Vit 2 T. (10)

Az 5. tétel alapjan ilyen T létezik.
Most tekintsiik a-nak a V := &r([i,s]) kornyezetét. Ekkor minden t > 0-ra
kapjuk, hogy:

(V) = & (Pr([i, 5])) C Pe([P7(3), D7(5)]) C [Pe47(3), Prar(s)] CC C U,

ahol alkalmaztuk a fenti tényt az els6 két tartalmazasnal; (11)-et és azt, hogy C
konvex a rendezésre nézve, a harmadik tartalmazasnal. Ezzel befejeztiik a bizonyi-
tast. 0
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MONOTONE CHEMICAL REACTION NETWORKS

PaTriCK DE LEENHEER, DAviD ANGELI, EDUARDO D. SONTAG, JUDIT VARDAI

We analyze certain chemical reaction networks and show that every solution converges to
some steady state. The reaction kinetics are assumed to be monotone but otherwise arbitrary.
When diffusion effects are taken into account, the conclusions remain unchanged. The main tools
used in our analysis come from the theory of monotone dynamical systems. We review some of
the features of this theory and provide a selfcontained proof of a particular attractivity result
which is used in proving our main result.
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