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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA A SPARRE
ANDERSEN-MODELLBEN

MIHALYKONE ORBAN EVA, MIHALYKO CSABA, LAKATOS G. BELA

A biztositasi matematika {6 kérdése a tonkremenés valésziniségének, a
tonkremenési id6 eloszladsdnak meghatarozasa, és keveés figyelmet forditanak a
pénztarban levé pénzmennyiség legnagyobb értékének vizsgalatara. Mi most
arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy a biztositasi matematikidban Sparre
Andersen-modellként ismert modell esetén vajon meghalad-e valaha egy bizo-
nyos szintet a pénztarban levé pénzmennyiség, és ha igen, akkor mikor. Alta-
lanosabban egy olyan fiiggvény elemzését végezziik el dolgozatunkban, amely
specidlis esetként adja meg a pénzmennyiség-szint elérésének valdszindségét,
valamint a szintdtmetszési id6 varhato értékét.

1. Bevezetés

A biztositasi matematikiaban alkalmazott modellek esetén a kdzponti kérdés,
hogy véges vagy végtelen id&intervallumon vizsgalva a folyamatot, vajon tonkre-
megy-e a biztositotarsasag, illetve ez az esemény mikor fog megtorténni. Ha maés
kérdések felvet6dnek, akkor is altaldban a tonkremenés idépontjaig foglalkoznak a
kérdéssel.

Mivel vannak olyan stratégidk, amelyben bizonyos pénzmennyiség elérésekor a
befizetends pénzmennyiséget csokkentik [1], vagy més esetekben osztalékot fizetnek
egy bizonyos nyereség elérése utan [4], ezért érdekes lehet annak vizsgélata, hogy
vajon meghalad-e egy bizonyos szintet valaha is a pénztarban levé pénzmennyiség,
és ha ez megtoérténik, vajon mikorra varhato. Vagyis milyen val6sziniiséggel, illetve
mikor szamithatunk kedvezményekre. Mi most ezzel a kérdéssel olyan tekintetben
foglalkozunk, hogy kdzben nem nézziik, vajon a pénztarban levé pénzmennyiség
negativva valt-e ekdzben. Azért is érdekes lehet ez a kérdés, mert a tarolé mo-
dellek vizsgalata soran ennek a kérdésnek a megfelelGje a szitkséges kezdd anyag-
mennyiség meghatarozasa, amelynél nem relevins kérdés, hogy az anyagelfogyas
el6tt meghaladt-e egy bizonyos szintet a taroléban levé anyag mennyisége (8, 9].

Ugyanez a kérdés vet&dik fel abban az esetben, amikor a pénztarbdl a kifizetés
jaradek forméjaban térténik, és a befizetések torténnek véletlen idépontokban és
véletlen nagysagban, és arra a kérdésre varunk vilaszt, hogy vajon adott kezds-
t6ke mellett milyen val6sziniséggel megy tonkre a biztositotarsasig, illetve mikor
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torténik ez a tonkremenés. A kérdést megfogalmazza Grandell kényvében [6], és a
tonkremenési probléma megoldasat specialis esetben kapcsolatba hozza a klasszikus
rizik6folyamat tonkremenési problémajanak megoldasaval.

A hagyomanyos rizikofolyamat és a pozitiv ugrasokkal térténd, altalunk vizs-
galt folyamat tonkremenési egyenleteinek 6sszekapcsolasa altalanosabb esetben tor-
tént Mazza és Rulliere cikkében [7]. A pozitiv ugrasok esetével foglalkozik, de csak
a tonkremenési valészintiség megadasat targyalja Dong és Wang Erlang(n) eloszlasu
karesemények kézt eltelt idSk esetén [2, 3]-ban.

A megfogalmazott célok érdekében végzett vizsgilatok soran reflektorfénybe
keriiltek olyan fiiggvények, amelyek elemzése segiti az elsGdleges célok elérését, és
valaszt adhatnak a gyakorlati problémakra. Egy ilyen fiiggvénnyel foglalkozunk
jelen dolgozatunkban.

2. A vizsgalt modell

Tekintslik a biztositdsi matematikiban gyakran hasznalt, Sparre Andersen-
modellként ismert modellt, azaz legyen to = 0, valamint legyenek ¢; (i =1,2,3...)
fliggetlen, nemnegativ értékid azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok. A biztositasi
terminologidban t; adja meg az ¢ — 1-edik és az i-edik kirkifizetések kozt eltelt
idst. Jeldljiik kozos eloszlasfiiggvényiiket F(t)-vel, striségfiiggvényiiket f(t)-vel,
up-fel a kozos (véges) varhato értékiiket és op-fel a kozos (véges) szorasukat.
Jeldlje N (t) at ideig torténd kidresemények szamat. Az i-edik kdresemény soran az
Y; valészintségi valtoz6 adja meg a kifizetend6 pénzmennyiséget. Az Y; valoszint-
ségi valtozokrol ugyancsak feltételezziik, hogy nemnegativ értékiek, egymastol fiig-
getlenek, és azonos eloszlasiuak G(y) eloszlasfliggvénnyel, g(y) striségfiiggvénnyel,
e véges varhato értékkel és o véges szbrassal. Feltételezziik tovabba, hogy az
N(t) kirszam- folyamat és Y; egyméastdl fiiggetlenek. A befizetések folyamatosan
érkeznek allandoé c intenzitassal. Jeloljiik zp-lal a kezd6t&két. Ahhoz, hogy a pénz-
tarban levé pénzmennyiség ne haladja meg a z1 > 2 szintet, az sziikséges, hogy

N(t)
212 Zp — ZY1+ct,
i=1

azaz a z3 — 29 > ¢t — Zf\’:(f) Y, egyenlGtlenség teljesiiljon minden nemnegativ ¢
értékre. z-vel jeldlve a z1 — zp nemnegativ kiilonbséget, vizsgaljuk a

N{t)
z+ZYi—ct20

i=1

egyenlStlenség teljesiilését, ami azt jelenti, hogy a pénztarban lev pénzmennyiség
névekménye nem haladja meg a z értéket.
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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 3

Definidljuk az R : R§ — R fliggvényt az alabbi médon:

N(t)
R(z)=P 0§z+Z}’,~—ct, Vt:0<t ,

i=1

tovabba vezessilk be az alabbi fliggvényeket:

Legyen V() = z — ct + Zili(lt) Y; és

inf {t : V(t) <0}
0, ha V()20 Vt>0

Ty =

tovabba legyen ¢ : Rf R{ — R az alabbi médon definialva:
#(2,8) = E(eV1in <oolV(0) =2), 220, §20.

Ez utébbi fiiggvény a szintatlépési idé siriségfiiggvényének Laplace-transzfor-
maltja. Cikkiinkben a ¢(z,48) fliggvénnyel kapcsolatos eredményeket kivanjuk
ismertetni. Megemlitjik, hogy a korabban emlitett tonkremenési probléma ese-
tén az imént definialt ¢(z,d)-nak megfelels fiiggvényt Gerber és Shiu vezették be

[5]-

3. A ¢(z,9) fiiggvény altalanos tulajdonsagai

A ¢(z,d) figgvénnyel kapcsolatban kénnyen bizonyithatjuk az alabbi allitast.
3.1. ALLITAS. ¢(z,0) korldtos, a méasodik véltozéjaban monoton fogyé fiigg-
vény.

Bizonyitds. Mivel 0 < e™%Tv < 1, és 0 < 14 < 1, ezért szorzatuk is 0 és 1 kdzé
esik, tehat a szorzat varhato értéke is O és 1 kozé esik minden z > O-ra és § > O-ra.
Ha § né, akkor e~%7v szigoriian monoton fogy. D

Megjegyezzik, hogy a ¢(z,d) fiiggvény a § =0 paraméter esetén éppen
1 — R(z)-t adja meg, hiszen ha § = 0, akkor

¢(Z10) = E(lTV<OO) = P(TV < OO) =1- R(Z)’

valamint a paraméterben folytonos, st akarhanyszor derivalhat6 (6 > 0). Tovabba
igaz, hogy

Ok p(z, 0

(P2 p(Thry <),
84 5=0

és

i = 0) =1- R(z).

Jim 9(z,8) = $(2,0) (2)
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3.2. ALLITAS. ¢(z,0) kielégiti az alabbi integralegyenletet, ha z > 0 és § > 0:

COR| N | ettty et sty + | T et a1

Bizonyitds. z jeloli a beallitott szintet, Ty pedig a szint elérési idejét, ¢, az
els6 kifizetés idejét és Y7 az els6 alkalommal kifizetett Gsszeget. Ekkor

¢(Za 6) = E(e_éTlTv<00) = E(E(e—aTvlTv<oo [tl =1, Y1 = y)) =

= /Ooo /Ooo E(e_éTvlTv<oo Itl — t,Yl — y)f(t)g(y)dtdy (2)

Két eset lehetséges. Ha t; > Z, akkor E (e ®TV1p, coo Jty =t) = e %%, hiszen
ekkor biztosan a Z id6pontban éri el a szintet a pénznévekmeény.

Ha t; =t < £, akkor a szint elérési idejét ¢-hez viszonyithatjuk, tovabba a ¢,
idépontban a pénztarban levé pénz z + y — ct. Mivel

E (e—JTv 1Tv<00 |t1 — t) — e—6t¢,(z +y— Ct,5)7

ebbdl kifolydlag (2) a kovetkezdvel lesz egyenls:

oo ,i iy B o0 00 —6%
/0 /0 et G(z +y — ct, 8)f(t)g(y)dedy + /0 / e=*% f(t)g(y)dtdy.

A masodik integralt kiintegralva y szerint éppen a kivant allitast kapjuk. O

3.3. ALLITAS. Az el6bbi egyenlet 6 = 0 esetén némi 4talakitds utdn az alabbi
egyenletet adja:

o
RE) = [ [T RG - er s ey ®)
o Jo
amely megegyezik a [8] publikdciéban kézolt 3.2. allitas (7) egyenletével.

3.4. ALLiTAS. A (1) egyenletnek minden rogzitett § > 0 esetén egyértelmi
megoldasa van az R} -on korlatos fiiggvények kirében.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (1)-nek két killonb6z6 megoldasa is van, és vegyiik
a kiilénbségiiket, jeldljiik ezt ¢, (z,6)-val. Ekkor ¢x(2,d) kielégiti a

Y A I _
bi(z,6) = /0 e ute + =t D) 0)stwiay
egyenletet.
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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 5

Legyen ||¢x(.,0)|| = sup |¢x(z,8)]. Mivel mindkét megoldas korlatos, ezért a
zERY
kiilénbségiik maximum normaja véges. Tovabba

16k (2,6)| < /0 /0 “ e gp(z + y — b, 8)] F(H)g(v)dtdy < l$u(., 5 /0 e (1)t

mindenz > 0 esetén.

Ha 6 > 0 és ha ||¢x(.,d)|| # O(azaz a kilonbség nem azonosan 0), akkor azt
kapjuk, hogy |6k (., Il < 6 (-, O)l fy~ e~ f(t)dt < l|gx(., )|, ami ellentmondas.
Ez azt jelenti, hogy nem lehet két kiilénb6z6 megoldésa. (1)-nek ha é > 0. |

Megjegyezziik, hogy § = 0 esetén [°e~% f(t)dt = 7 f()dt = 1, tehat az
egyértelmiség az elébbi gondolatmenet segltsegevel nem 1gazolhato. Sot, az egyeér-
telmiség nem is igaz, hiszen a (3) egyenletnek az azonosan 0 fiiggvény is megoldasa.
A lim R(z) =1 feltétel mellett azonban specialis esetekben sikeriilt bizonyitani a

Z2—00
megoldas egyértelmiiségét, s ez a megoldas természetesen az 1 — élirg o(z,8) fligg-
—04 -

vény [10].

4. A ¢(z,9) fliggvény tulajdonsigai Poisson kiarszam-folyamat esetén

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a karszam-folyamat Poisson-folyamat.
4.1. ALLiTAS. Ha a kirszam-folyamat Poisson-folyamat, azaz f(t) = e ™
minden nemnegativ t-re, akkor ¢(w, 8) kielégiti az alabbi integrilegyenletet:

80,8)-60,6) = =2 [ st@,0)de+ 3 [ (6lur+s.8)~¢(n )1 -Gy @

és ¢(0,8) = 1 minden § > Oesetén.

Bizonyitds. Induljunk ki (1)-b6l, irjuk be f(¢) helyébe az exponenciilis fiigg-
vényt, és végezziik el az integralast! Azt kapjuk, hogy

¢z 0) = / / Ae™CHNIG(z 4y — ct, 6)g(y)dtdy + e~ WO
0 0

Vezessiik be a 7 = z — ¢t 0j valtozdt; az integréilos tagot tovabb vizsgalva

© 0 _X : .
/ / —hem Ny +7,0)e TV g (y)drdy =
] z .

e o} z A _ 2 . z
= / / “e T V2g(y + 7,8)e Vg (y)drdy.
0 0
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Beszorozva e(®+}¢_vel és derivalva z szerint azt kapjuk, hogy

RUSE (8¢(Z’5) PEAs A¢>(z,6)) - /ooo 2oy + 2,8 Vi g)dy. (3

0z c

Egyszeriisitve et ¢_vel

96(z,9) | I el
P+ 200 = [ Zotu+ = 09wy
Atrendezve 50(2.9) . 5
z,0) A o+
ol = [ 26t + v gy - 20,9),
Ezt az egyenletet integralva z szerint 0-t6! w-ig
80,8) - 000 = [ [ 260+ 2. )givz — [ 206, 000
0

:/0 /0 Z¢(y+z,a)g(y)azzdy—/Ow H—A¢( ,8)dz

Bevezetve az x = z + y 4 valtozét és a B{w, §) fo (z,0)dz 1j fuggvényt,
az el6bbi atalakitas a kévetkezdképpen folytathato:

/Ooo /yw+y %¢(x, 0)g(y)dzdy ~ /Ow M(ﬁ(z 8)dz

= [ 2B +.0) - B gy - A—*‘SBW ) =

o0

- [-2Btw +1.6) - BNQ - G6D) -
b [ A6t + 0 - 600,801 ~ Gy - 242 pw,s) =
0 C

“2Bw,0)+ [ 6+ 3,6) = $u, )1 - Gy - “2B(w,d).
0

Az utols6 egyenl@ségnél felhasznaltuk, hogy

wty
B(w+y,6)-B(y,6):/ d(z,8)dz < w

)

minden rogzitett w esetén és lim (1 — G(y)) = 0. Osszegezve, azt kaptuk, hogy

Yy—o0

o(w,8) — $(0,6) / o(c,)dz + 2 / T Gw + v, 6) — S, 6))(1 — G(y))dy.

#(0,6) = 1 konnyen lathaté példaul ¢(z,d) definiciéjabol. O
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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 7

Megjegyezziik, hogy az el6bb végrehajtott 4talakitasok forditott sorrendben is
elvégezhetSk. Azaz kiindulva a (4) egyenletb6l megkaphatjuk az (1) egyenletet, ha a
bizonyitasban szerepld, (5)-t eredményezé 1épésben emlitett derivalas ellentéteként
torténd integralas soran figyelembe vessziik a ¢(0,8) = 1 kezddfeltételt. Igy a
(4) egyenletnek is egyértelmid megoldasa van a korlatos és folytonos fiiggvények
korében.

4.2. ALLITAS. Ha a karszam-folyamat Poisson-folyamat, akkor a (4) egyenlet-
nek van exponencidlis, azaz ¢(z,6) = e %)% alakii megoldasa, ahol k() > 0,
értéke fiigg 0 értékétdl, de rogzitett § esetén egyértelmi. Ez a k(8) > 0 érték 6 > 0
esetén egyértelmi pozitiv megoldisa a

k(5) - (c “a /0 " ek (q — G(y))) dy =6 (6)

ugynevezett &ltaldnositott Lundberg-egyenletnek. Megjegyezziik, hogy mivel a
korabbiak sordn bebizonyitottuk, hogy az egyenlet megolddsa egyértelmii a
korlatos fiiggvények kbrében, ezért ez a megoldas.

Bizonyitds. Induljunk ki az el6zéleg bizonyitott
O D A
8w,8) = 1= 2 [ pla Bz + 2 [ (@w+1,0) - 95,9 (1 - Glu))dy
0 0

sszefiiggésbsl, és keressiik a megoldast ¢(w,§) = e~ k¥ alakban!

Vizsgaljuk meg, milyen 6sszefiiggést, kell kielégitenie a kitevonek! Amennyiben
k(8) = 0, akkor az egyenlet 0 = —2 fow ldz, azaz § = 0 vagy w = 0, de mivel az

[+

egyenletnek minden w > 0 esetén teljesiilni kell, ezért § = 0. Legyen k(&) # O!
k() < 0 esetén rogzitett 6 > 0-ra a ¢(z, d) nem korlatos. Ha k(8) > 0, akkor

e—k@w _q _
6 [ k) A / T [ —k(8) (wty) _ k()Y

=2 z 2 - 1 - Gy))dy =
C/o e dr + c (e e ) ( (y))dy )
Seiw_1 N, ©

__ 0T = A ko _ g / ~kOV(] — Gy \du.
Rt (e ) [ O - Gy

Mivel a kifizetend6 kdrmennyiség varhato értéke véges, igy fO°°(1 - G(y))dy
véges, tehat [ e *(9¥(1-G(y))dy is véges. Legyen Dy = [ e *O¥(1-G(y))dy.

Igy (7) alapjan
) A
—k()w _ 9 A _
(e 1) <1 ck(8) cDZ) 0

teljesiil, s 1évén hogy az els6 tényezd nem 0, tehat

] A

__° _2p, -0
L= G@ ~ P2 0
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~ amibsl
ck(8) — & — Ak(8)D2 =0,
vagyis
® K(8)(c ~ ADy) = 6 (8)

Kordbban megéllapitottuk, hogy k(§) = 0 esetén § = 0, ami az R(z) esete. Ha
§ =0 és k(8) # 0, akkor ¢ — ADz = 0. Mivel Dy = [° e=*¥(1 — G(y))dy, ezért
ez azt jelenti, hogy 1 =2 [ e *¥(1 — G(y))dy.

Ezzel megmutattuk, hogy allitdsunk altalanositasa annak a [8]-ban bizonyitott
allitasnak, amely kimondta, hogy Poisson kirszdm-folyamat esetén R(z) exponen-
cialis alaku megoldasa R(z) = 1 — e %%, ahol v a %fooo el — Gly)dy = 1
egyenlet megoldasa.

Ha § # 0, akkor k(8) # 0, tovabba legyen

k) =k <r' ,\/ ‘ "'”(1 G(‘(/),)(/‘(/j .
Ju

A (8) egyenlet a H(k(4)) = § alakban irhat6. Ha k n6, akkor Dy csékken, ellentettje
nd, igy ¢ — AD; né. ElGjele attol fiiggen negativ, vagy pozitiv pici k értékre, hogy
c— Mg 20, vagy ¢ — A < 0. Ha ¢ — Aug > 0, akkor

= A / TR Gy dy s 0,
Bav

minden k >0 esetén, tehat H (k) szigorian monoton né. De H(0) =0, és
klim H(k) = oo, ezért létezik pontosan 1 olyan k > 0 érték, amire H(k) = §. Ha
oo

¢ — Aug < 0, akkor kicsi k értékekre
¢ oA / P Guyyydy <,
S0

igy annak k-szorosa is negativ. Igy H (k) el6szor fogy, majd néni kezd, sét bizonyos
k értéktsl fogva

A A / ek Gy)ydyy =~ 0,
Jo

s ilyen k értékekre a H(k) szigortian monoton né, valamint a hatarértéke co, tehat
most is létezik pontosan egy olyan k > 0 érték, amelyre H(k) = 6. A lépések
forditott sorrendben valo elvégzésével ellendrizhetd, hogy ezzel a k(4) kitevével a
d(w,8) = e~ %O Kielégiti a (4) egyenletet.

Ezzel belattuk, hogy a (4) integralegyenletnek van exponencidlis megoldasa, és
az exponencialis fiiggvény kitev6je a (6) egyenlet egyértelmi pozitiv megoldasa. O

Megjegyezziik, hogy a 4.2. tétel eredménye megtalalhaté Mazza és Rulliere [7] pub-
likicidjaban is, 6k azonban méas aton jutottak el hozza. Nevezetesen a klasszikus
tonkremenési probléma megoldéasat hasznaltak fel a szintdtmetszési probléma meg-
oldasahoz, és az &ltaluk bebizonyitott kapcsolat segitségével jutottak el ehhez a
formulahoz.
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SZINTATMETSZESI PROBLEMA ES ALTALANOSITASA 9

| Altalaban azonban nem igaz, hogy az (1) integralegyenlet megoldasa exponen-
| cialis alaka. Fenndll ugyanis a kovetkezd:

| 4.3. ALLiTAS. Ha a kéarigények nagysaga exponencialis eloszlast valészintségi
valtozo, akkor az (1) integralegyenlet megoldésa csak Poisson kirszam-folyamat
esetén exponenciilis alakd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a ¢(z,0) = e~*(9? fiiggvény (v(6) > 0 mellett)
kielégiti a (1) egyenletet, azaz

oo pZ 1 1 00 i
ez = / / e %tV (eHy=et) f(t) —eT R Vdtdy + / e~ %% f(t)dt.
0 0 Ha 'i‘

Kiintegralva y szerint, beszorozva e’(®)?-vel, majd derivalva z szerint, kapjuk, hogy

0= li_l—le-‘s%eu(‘s)zf (.Z_) +
cpcv(8) + 45 c

+ (u(a) - g) @8 (1- F (2)) - (v9-2):1; (2).

C [ [

Egyszertisitve e("(‘s)'%)z—val, majd bevezetve az Flz)=1~-F (2 jelolést, lathat-
g c

Juk, hogy
1 1 5\ ~ ~
=———FF(z)+c{v(d)—- z x),
R TRl (v0)-3) Fap+ F o
e
amibél (v(6) 6)
F(-T):——MJ*)C—F(ZE)
pev() +1

Ez egy linearis differencidlegyenlet E‘(x)-re, amelynek az F‘(O) = 1 kezddfeltétel
mellett egyértelmi exponencialis megoldasa van, ez pedig a kévetkezs:

t:gv(ﬁ)—%!
~ iarryervie s Ik

F(:r) =e W‘-‘/W
Visszahelyettesitéssel megkapjuk, hogy

c(w®—-2)  w(®)-6
pov(®) par(d)
uav(d) +1 uer(0) +1

paraméterd exponencialis eloszlasa valoszintségi valtozok a kéarigények kozt eltelt
id8kozok.
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Ebbél v(8) kifejezhetd, és a pozitiv gyok

Spc + Mg — ¢+ v/ (Bue + e — ©)* + 4dcuc S

8) = 0.
v1(6) Seng
0O
Megjegyezziik, hogy 6 = 0 esetén A%ﬁ = cv(4) miatt A = c(v(0) + ‘%{‘)

paraméteri exponencialis eloszlasi valészinidségi valtozok az egymast kovetd
karesemények.

Ezzel egyuttal megadtuk egy specidlis esetben a (4) egyenlet megoldasat,
nevezetesen:

4.4. ALLiTAS. Ha N(t) Poisson-folyamat, valamint G(y) = 1 — e~ Gy (y > 0),
azaz a kifizetett karok nagysiga is exponencidlis eloszlist valbsziniségi viltozo,
akkor a kitevd analitikusan megadhatd, nevezetesen

2
—(i—x—5)+\/(i—,\—5> 4 ded
27e] e HG

2¢c

k(5) =

(9)

és igy

2
- A £ _x- 4cé
(J‘C > 6)+\/(I‘C A 6) +I‘G z

$(z,0) = e~ 7

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény megtalalhaté Mazza és Rulliere [7] publi-

A (4) egyenlet megoldasanak alakjat figyelembe véve és felhasznalva azt, hogy

*¢(z,6 .
L Y

6=0

k(8)ismeretében konnyen meghatarozhaté E (1317, <co)-
4.5. ALLITAS. Specislisan, z kezd6tSkét feltételezve, ha N(t) Poisson-folyamat,

akkor B6(z.8)
Z, ! - z
E(Tv1r, <o) = = = zk (0)e~ k0=

§=0

ahol
1

XS ye RO¥(1 — G(y))dy

K (0) =
Bizonyitds. Induljunk ki a (6) Osszefliggésbdl, azaz a

k() - <c —~ A/Ooo e *@y(1 G(y))dy) -6=0 (10)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)
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alakbol. Az implicit fliggvény tétel alapjan lathatjuk, hogy k(4)differencidlhato.
(10)-et derivalva § szerint

k'(6) - (c - /Oo e k(1 G(y))dy) +
0
+ k() - K (8) - A/w ye *D V(1 - Gy))dy — 1 =0.
0

Figyelembe véve, hogy § = 0, valamint hogy ¢ — /\fooo e kO¥(1 — G(y))dy = 0,

kapjuk, hogy
1

A / ye *OV(1 _ G(y))dy
0

k' (0) =

5. A kitevé numerikus meghatarozasa

Tekintettel arra, hogy az (1), de még a (4) egyenletnek is csak specialis esetben
ismert az analitikus megoldésa, ezért az egyenlet megoldasa érdekében sziikség van
numerikus megoldasi modszer megkonstrualasara. Cikkiinkben csak a (4) egyenlet
numerikus megoldasi médszerével foglalkozunk.

A (4) egyenlet megoldasanak numerikus kozelitése szempontjabél nagyon
hasznos, hogy tudjuk, hogy a (4) egyenletnek exponencialis fiiggvény a megol-
dasa, s a megoldas kitevGjében szerepls egytitthaté meghatarozhaté a (6) egyenlet
megoldasaval.

A gyokkeres§ eljaras soran a Newton-modszert alkalmazzuk, kiszamitva a
H(k) — 6 fliggvény és k szerinti derivaltja értékeit, vagy ha azokat nem tudjuk
kiszamitani, azoknak kozelits értékeit. Ez utébbi esetben a kozelits értékek kisza-
mitasadhoz szitkségiink van improprius integral kozelit§ meghatarozasara. Ehhez a
kovetkezéképpen jutunk:

Az = ky helyettesités utan ¢ (1 — G(§)) = 9(z) jeldléssel kapjuk, hogy
o o ~
/ e H(1 - Gy))dy = / e " 9(z)dz,
0 0

s a numerikus integralas elvégzésére a 5(:1:) fiiggvénnyel a Gauss-Laguerre kvadra-
tara formula hasznalhaté [9].

A H(k)— ¢ fiiggvény derivaltja a Newton-modszer alkalmazasihoz szintén kell,
igy meg kell (analitikusan vagy kozelitSleg) azt is hatarozni. A derivalt a kovetkezd
alaku:

H (k) = - /0 "y (1 - Gly))dy. (11)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)
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Az el6bbi improprius integral konvergens, mivel

0< /000 ye ™ (1 — G(y))dy < /Ooo y(1 - G(y)dy =

e

amennyiben M, jeloli Y; i = 1... mésodik momentumaét.
A (11)-ben szerepld improprius integral numerikus kiszdmitasara szintén hasz-

<

G (1)) = 3 M,

v

nalhat6 a Gauss-Laguerre kvadratira formula a ﬁ(m) = & (1 - G(%)) fiiggvénnyel.
Igy a Newton-modszer alkalmazasaval (6) gyoke numerikusan megadhat6, akar
tudjuk a H(k) — 0 fiiggvény és k szerinti derivaltja értékeit pontosan szamitani,
akar nem. (10) és (11) alapjan k' (4) is megkaphat6é numerikusan, igy a szintétlé-
pési id6 varhato értéke kozelitGleg szamolhato.

A numerikus szdmolasok soran azt tapasztaltuk, hogy a tizenkilenced foku
Laguerre-polinomokat hasznélva az improprius integralok értékét nagy pontos-
saggal megkaphatjuk. A tizenkilenced fokt polinom alkalmazasahoz sziikséges
kvadratura sulyokat, valamint a polinom gyockhelyeit tablazatban talaltuk meg [8].

(a) (b)

1. abra. Az exponencialis megoldésfiiggvény kitevéjének pontos (-) és numeriku-
san szamolt (*) értékei (1(a)), és azok kiilonbsége 4 fiiggvényében (1(b)).

Végezetiil a numerikus eljaras soran kapott megoldas pontossagéanak illusztra-
lasara mutatjuk az alabbi dbrékat. Legyen a karszamot megad6 folyamat Poisson-
folyamat A\ = 1 paraméterrel, azaz a folyamat soran exponencialis eloszlast id6ko-
zonkeént érkeznek a karigények, egységnyi id6kozonkent atlagosan egy, mig a kifize-
tett kir nagysaga exponencialis eloszlasu valoszintségi valtozo pa = 2,5 (pénzegy-
ség) varhato értékkel, legyen tovabba ¢ = 2. Az 1(a) dbra az exponencidlis meg-
oldasfiiggvény kitevGjének értékeit mutatja § fliggvényében. A vonal a (9) alapjan
szamolt pontos értéket, a * a numerikusan szamolt értékeket mutatja. Az 1(b) abra
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pontos és a numerikusan szamolt kitev6k kiilonbségét mutatja. Az eltérés nagy-
sagrendje 1076,

A 2(a) abra a szintatlépési id6 varhato értékét mutatja az atlépends szint
fiiggvényében. A pontosan és a numerikusan szamolt fiiggvények az abran nem
kiilonboztetheték meg a nagyfoku egybeesés miatt. A numerikus és a pontos érté-
kek kiilonbségét a 2(b) abran vehetjiikk szemre. A kiilonbség esetiinkben szdzadnyi
nagységrendd, és ott a legnagyobb, ahol maga a fiiggvény is legnagyobb.

(a) (b)

2. abra. A szintatlépési id6 varhato értéke az atlépendd szint fiiggvényében (2(a)),
valamint a numerikusan szamolt és a pontos varhato érték kiilonbsége (2(b)).

Els6 ranézésre kissé meglepd, hogy amint az abran lathato, a szintatlépési idé
varhato értéke el6szor n6, majd fogyni kezd. Ennek az az oka, hogy a szintatlépés
valoszintisége a szint fliggvényében exponencialisan csokken, tehéat bizonyos szint
esetén mar nagyon kicsivé valik, igy a véges varhato érték a kicsi valészintiség miatt
nem lesz nagy.

KOSZONETNYILVANITAS: A szerzék koszonetiiket fejezik ki az ismeretlen
biralonak értékes, javité megjegyzéseiért.
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LEVEL-CROSSING PROBLEM AND ITS GENERALIZATION
IN THE SPARRE ANDERSEN MODEL

Eva ORBAN-MIHALYKONE, CsaBA MIHALYKG, BELA G. LAKATOS

The main problem in insurance is the ruin probability and small attention turns to the
maximum value of the surplus. In this paper we ask if, the surplus exceeds a given level or not,
and when it does, supposing Sparre Andersen risk model. Moreover we define a generalization of
the function giving the probability of the level crossing and we analyze it. During our investigation
we do not bother if the surplus becomes negative.
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