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BEJARASFUGGETLEN SZEKVENCIALIS VEKONYITAS
KARDOS PETER, NEMETH GABOR ES PALAGYI KALMAN

A vaz mint régié-alapu alakjellemz6 szemléletesen definialt a préri-—tiiz
hasonlattal: Az objektum hataranak minden pontjat egyidejileg meggyjt-
juk és feltételezziik, hogy a tdz minden iranyban egyenletes sebességgel terjed.
Ekkor a vazat azon pontok alkotjak, ahol az egymassal verseng§ tdzfrontok
talalkoznak és kioltjak egymast. A vékonyitas a tizfront-terjedést modellezi
diszkrét képtereken dgy, hogy a kapott vazkozelités topolégiailag ekvivalens
legyen a kiindulasi objektummal. Az iterativ objektum-redukci6 egy lépé-
sében csak az aktualis objektum hatarpontjai koziil a torélhetének mindsi-
tetteket tavolitjuk el. Az eljaras terminal, ha az objektumon mar nincs tébb
torélhets pont.

A szekvenciilis vékonyité eljarasok konturkévetést alkalmaznak: bejarjak
az objektumok hatarpontjait és egyenként térlik a torlési feltételiiknek eleget
tevGket. Az igy kapott vazak altaldban érzékenyek a hatarpontok bejarasi
sorrendjére. A jelen cikkben bemutatunk egy olyan 2-dimenziés szekven-
cialis vékonyité algoritmust, amely fiiggetlen a bejarasi stratégiatol, vagyis
ugyanazt az eredményt adja a hatarpontok tetszéleges sorrendben torténd
vizsgalata mellett. A javasolt eljarasra bizonyitjuk a bejarasfiiggetlenség és
topologia—megdrzés tulajdonsagokat.

Kulcsszavak: vaz, vékonyitas, digitalis topolégia, topologia—megdrzés, be-
jaras—fiiggetlenség.

1. Bevezetés

A wvdzat (skeleton) Blum vezette be mint a kézéptengely-transzformdcié
(Medial Axis Transform, MAT) eredményét [3]. A kozéptengely-transzformacio
az objektum valamennyi pontjara megkeresi a hozza legkdzelebbre esé hatarpon-
to(ka)t. Ha az eljaras valamely bels6 pontra egynél tobb legkdzelebbi hatarpontot
talal, akkor azt a vazhoz tartozonak, vazpontnak mindsiti. A vazat Blum egy
szemléletes hasonlattal, a préritiz terjedésével illusztralta: Ha a vizsgalt objek-
tum hataranak minden pontjit egyidejtileg meggyijtjuk és feltételezziik, hogy a
tiizfrontok minden irdnyba egyenletes sebességgel terjednek, akkor a vaz azokbdl
a pontokbdl all, ahol az objektum belsejében az egyméassal versengé tizfrontok
talalkoznak, kioltjak egymast.

A viz mint régio-alapu alakleir6 jellemz6 az elmult évtizedekben egyre fonto-
sabb lett, kulcseleme szamos, a képfeldolgozas és az alakfelismerés teriiletén felme-
riilt probléma megoldasara javasolt médszernek [4].
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A vazkijelolés (vagyis a matematikai vaz egy alkalmas kozelitése digitalis binaris
képeken) leggyakrabban alkalmazott maddszere a front-terjedést modellezs iterativ
objektum redukcio, a vékonyitds (thinning) [14]. A tizfrontok terjedése — természe-
ténél fogva — parhuzamos folyamat, igy a legtébb javasolt vékonyité algoritmus
parhuzamos [5, 10, 14], vagyis az eljaras egy fazisaban egyidejtleg tavolitja el az
aktualis objektum valamennyi torélhet6nek mindsitett hatarpontjat. A szekven-
cidlis vékonyité algoritmusok a konturkovetés technikijat alkalmazzak és egyenként
tavolitjdk el a torlési szabalyukat kielégité hatarpontokat [1, 9, 10}].

A vazkijelols eljarasokkal szemben tamasztott két f6 kovetelmeény a topologia és
az alak megérzése. A digitalis topolégiadban fontos fogalom az egyszerd pont (simple
point): egy objektumpont akkor és csakis akkor egyszerd, ha toérlése topologia-
meglrz6 redukeid [8]. Az egyszeriség lokilis tulajdonsag, vagyis (az altaldnosan
feltételezett topologiaju képeken) eldonthetd a kérdéses pont 3 x 3-as kdrnyezete
alapjan. Az alak-informaci6é meg6rzésére a vékonyité eljarasok végpont-feltételeket
hasznalnak, vagyis a vonal-végpontok megérzésével biztositjak azt, hogy egy tetsz6-
leges, iireget nem tartalmazd objektum ne zsugorodjon Ossze egyetlen pontta.

A parhuzamos vékonyité algoritmusok egyidejileg tobb pontot t6rolnek, igy
nehéz a topolodgiai korrektség biztositasa és bizonyitasa. Raadasul a vékonyitas egy
iteracios lépése nem oldhaté meg egyetlen, csupan a 3 X 3-as lokalis kornyezetet
figyel6 parhuzamos redukcioval [13]. A fentiek miatt a parhuzamos vékonyito algo-
ritmusok vagy tobb fazisra, parhuzamos redukciéra bontanak fel egyetlen iteracios
lépést (ahol az eredmény érzékeny a fazisok sorrendjére), vagy pedig a 3 x 3-nal
bévebb (4ltaldban nem szimmetrikus) kornyezettel adjak meg a torolhetd pont-
jaikat [5].

A szekvencialis vékonyité eljarasok esetében a topolégia-megdrzés kénnyen
garantalhato, ha a to6rolheté pontok olyan egyszerd pontok, amelyek nem vonal-
végpontok. Probléma viszont, hogy a javasolt eljarasok vazkozelitése fiigg a hatar-
pontok bejarasi sorrendjétél. A jelen cikkben egy olyan algoritmust javaslunk, mely
ugyanazt az eredményt adja a hatarpontok tetszéleges bejarasa mellett. Tudoma-
sunk szerint ilyen eljarast még nem kozoltek, a javasolt eljaras az els6 szekvencialis
bejarasfiiggetlen vékonyité algoritmus. Megjegyezziik, hogy Ranwez és Soille [12],
valamint Iwanowski és Soille [7] eljarasai csupan olyan bejarasfiiggetlen zsugoritd
algoritmusok, melyek vékonyitasra csak a végpontok elbzetes kijelolésével teheték
alkalmassa. Modszeriink hatékonyan implementalhaté és letisztult (szamos algo-
ritmusnal joval kevesebb nemkivanatos agat tartalmazo) vazat eredményez.

A cikk 2. fejezete ismerteti a digitalis topologia legfontosabb fogalmait, a 3.
fejezetben bemutatjuk a bejarasfiiggetienség garantalasiban fontos kritikus pont-
parokat és tulajdonsagaikat. A javasolt algoritmus a 4. fejezetben taldlhaté, mely-
nek bejarasfiiggetlenségét az 5. fejezetben bizonyitjuk. A 6. fejezetben néhany
tesztképen bemutatjuk moédszeriink eredményeit, Osszevetve azokat a kozelmult-
ban kozolt AK? algoritmus [2] &ltal kivont vazakkal.
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2. A digitalis topolégia alapfogalmai

Jeldlje Z? a 2-dimenzios sik egész koordinatajii pontjait, a tovabbiakban pon-
tokat. Legyen z = (z1,z2) és y = (y1,¥2) két pont. A leggyakrabban hasznalt
szomszédsdgi (adjacency) relaciokat az ||z — y|| = v/(z1 — y1)? + (z2 — y2)? (euk-
lidészi) tavolsag segitségével adjuk meg. Az z és az y pontok 4-szomszédosak, ha
lz -yl <1 és 8-szomszédosak, ha ||z — y|| < V2. Jelélje N4(z) és Ns(z) az z-szel
4-, illetve 8-szomszédos pontok halmazat, tovabba jeldlje Nf(z) = Na(z)\{z} és
Ng(z) = Ng(x)\{z} a valédi 4-, illetve 8-szomszédokat.

A p pont j-szomszédos (j = 4,8) a nem-iires S C Z? ponthalmazzal, ha van
olyan s € S, hogy s € N;(p). A kiilonbézé pontokbol allé (sg, $1,. - ., Sn) sorozat
n > 0 hossza j-iut (j = 4,8) az so pontbdl s,-be az S ponthalmazban, ha a soro-
zat minden pontja S-beli és minden i-re (1 < i < n) s; és s;,-1 j-szomszédosak.
(Megjegyezziik, hogy (s¢) egy O-hosszu j-ut.) Az s; € S és az s € S pontok
j-0sszefiiggdk (j = 4,8) az S ponthalmazban, ha létezik j-iut sy és s kozott S-ben.
Az S ponthalmaz j-dsszefiggs (j = 4,8) az S’ ponthalmazban (S’ 2 S), ha S
barmely két pontja j-Osszefiiggd S’-ben. Konnyii belatni, hogy a j-OsszefiiggGségi
relacié — vagyis a reflexiv és szimmetrikus j-szomszédsagi relacié tranzitiv lezartja
- ekvivalencia-relaci6é valamennyi j-re (j = 4,8). A j-Osszefiiggsségi relacio tehat
egy osztalyozasit adja meg egy tetszéleges ponthalmaznak, ahol az ekvivalencia-
osztalyokat j-Osszefiiggs komponenseknek vagy j-komponenseknek (j-component)
nevezziik.

Egy 2-dimenzios (8, 4) bindris digitdlis kép (a tovabbiakban (8, 4) kép, vagy egy-
szeriien kép) a (Z2, 8, 4, B) rendezett négyessel irhaté le [8], ahol a Z? a képpontok
halmaza; a B C Z? a fekete pontok halmaza, melynek pontjaihoz ,,1” értéket rende-
liink; komplementere, a Z2\B a ,0” értékii fehér pontok halmaza; a fekete pontokra
a 8-Osszefiiggdség érvényes, mig a fehérekre a 4-Gsszefiiggdséget tételezziik fel.

A 8-0sszefiigg@ségi ekvivalencia-relaciéval a fekete pontokat particiondljuk.
Az egy ekvivalenciaosztalyba es6 fekete pontok halmazat az adott kép fekete kompo-
nensének vagy objektumanak nevezziik. Hasonldképpen: a 4-Osszefiiggdségi relacié
a fehér pontok halmazat fehér komponensekre bontja fel. Egy (8,4) kép véges,
ha a fekete pontok halmaza véges. Véges képen egyetlen végtelen fehér kompo-
nens talalhatd, amit hdttérnek (background) neveziink. A véges fehér komponens
neve ireg (cavity). Egy véges kép reprezentalhat6 egy P (véges) binaris tdmbbel
(bitméatrixszal), ahol valamennyi tdmbon kivili képpont értéke ,07.

A (Z2,8,4,B) képen a p € B fekete pont hatdrpont (border-point), ha 4-szom-
szédos legalabb egy fehér ponttal, azaz: Ny4(p)\B # @. Jelolje B(p) a p pont fekete
8-szomszédainak szamat, vagyis az N§ (p) "B halmaz szadmossagat. A p € B fekete
pont 2zoldlt (isolated), ha B(p) = 0.

A vonal-végpontokat megdrzd vékonyité algoritmusok tobbféle végpont-krité-
riumot alkalmaznak. Az altalunk javasolt eljarasnal az alabbit alkalmazzuk:

2.1. Definicié. [5] A (22,8,4,B) képen a p € B fekete pont akkor és csakis
akkor végpont, ha B(p) = 1, vagy 2. '
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Legyen p € B a (Z%,8,4,B) kép egy fekete pontja. Jeldlie C(p) a (Z2,8,4,
B N Ng(p)) (csak a p valodi fekete 8-szomszédjait tartalmazo6) kép fekete kompo-
nenseinek szdméat. C(p) egyszertien meghatarozhat6 a Hilditch—féle keresztszam [6)
segitségével:

ahol

)

b: — 1 ha D2 = 0 és (p(2i+1) mod 8 = 1 vagy P(2i42) mod 8 = 1)
* 0  kiilonben

ahol az Ng(p) halmaz pontjait (mint Boole-valtozdkat) az 1. abra szerint indexeljiik.
Kénnyen belathaté, hogy tetszdleges p hatarpontra C(p) = Xy (p).

P1| P2| P3
Ps| P | Pa
pP7| Pe| Ps

1. abra. Ng(p) pontjainak indexelése. Megjegyezziik, hogy a 2-dimenzids meréle-
ges képracsot (Z?) itt és a tovabbi abrdkon is a vele dualis négyzetmozaikkal [11]
reprezentaljuk.

2.2. Definicié. A (Z2,8,4,B) képen a p € B egyszerd pont (simple point), ha p
nem torol teljesen egy objektumot, nem hoz létre 4j iireget és nem olvaszt Gssze
tiregeket sem egymaéssal, sem pedig a hattérrel) [8].

A 2-dimenzi6s (8,4) képeken az egyszerliség lokalis tulajdonsag, mivel egy
képen a p pont egyszerid volta eldénthetd Ng(p) ismeretében. Az egyszerdségre
adott szamos kritérium koziil az aldbbit alkalmazzuk:

2.1. TETEL. [8] A (Z?,8,4,B) képen a p € B fekete pont akkor és csakis akkor
egyszeri, ha p hatarpont, nem izolalt pont és C(p) = 1.

3. Kritikus parok és tulajdonsagaik

A p és ¢ két, egymassal 4-szomszédos pontokra vezessilk be az Ng(p,q) =
= Ng(p)UN3z(q), valamint a Ng(p,q) = Ns(p, )\ {p, q} jel6léseket. A tovabbiakban
jeldlje C(p, q) a fekete 8-komponensek szaméat Ng(p,¢q)ban. Ezenkiviil a p1 — ps
jeloléseket fogjuk alkalmazni a p pont 3 x 3-as kdrnyezetén beliil levé pontokra,
az 1. dbran lathaté médon.
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3.1. Definicio. Legyen p egy kép tetszbleges objektumpontja. A T';(p) fiigg-
vényt (1 =1,2,3,4) a kovetkez6képpen definidljuk:

Li(p) = p2i A (P(2i-2) mod 8 V P2i-1)) A (P(2i41) mod 8 V P(2i+2) mod 8)

3.2. Definicié. Legyenek p és g egymaéssal 4-szomszédos hatarpontok egy
képen. A {p,q} halmazt kritikus parnak nevezziik, ha az alabbi feltételek telje-
siilnek:

- Clp)=C(g) =1,
- 3< B(p),B(q) <6,

Egy kritikus par lehet vizszintes vagy fligg6leges aszerint, hogy elemei egy
sorban vagy egy oszlopban helyezkednek el.

Ha egy {p, q} kritikus parban g € {ps, ps}, akkor azt mondjuk, hogy ¢ a kritikus
parban a kisebb indexd, p pedig a nagyobb indexd elem, ¢ € {p4, ps} esetben pedig
értelemszeriden ennek forditottja érvényes.

3.1. TETEL. Legyenek p és q olyan egymdssal 4-szomszédos hatdrpontok egy
képen, melyekre érvényes, hogy:

L C(p)=C(q) =1,
II. 3<B(p),B(q) <6.

Ekkor az alabbi allitasok egymdéssal ekvivalensek:

(a) Ti(p) =1.
(b) {p,q} kritikus pér.

(c) Barmelyik x € {p,q} pont térlése utdn a megmaradé y € {p,q}\{z}
objektumpontra teljestil, hogy C(y) = 2.

Bizonyitds.

Elegendd g = pa4 (1 = 2) esetet vizsgalni, mert a tGbbi lehetséges szituaciéban a
szimmetria miatt mas jelolésekkel ugyan, de azonos maédon térténhet a bizonyitas.
Harom Osszefliggést bizonyitunk, melyek alapjan kovetkezik a tételben megfogal-
mazott ekvivalencia.

(a) = (b). Tegyiik fel el6szor, hogy T'2(p) = (P2 Vp3) A (ps Vps) = 1. Azt
kell belatnunk, hogy C(p,q) = 2. Mivel C(p) = C(q) = 1, igy a C(p,q) érték
megegyezik a pa, g2, 44, g6, D6, Ps, P2 sorozatban elforduld 1-0 dtmenetek szdmaval.
A feltevéslink alapjan pa V gy = 1 és ps V g¢ = 1 adodik, tovabba mivel p és ¢
hatarpontok, ezért —pa V ~pg V —pg = 1, és =gz V —q4 V ~gs = 1. Az el6bbi négy
Osszefliggésbdl adodik, hogy a pa, g2, g4, ge SOrozat és a ge, pe, Ps, P2 sorozat is tartal-
maz egy-egy 1-0 Atmenetet. Tovabba 2-nél tébb 1-0 atmenetet nem tartalmazhat a
P2, 92,44, g6, D6, P8, P2 Sorozat, mivel akkor sériilne a C(p) = C(q) = 1 tulajdonsag.
Az el6bbiekbél tehat kovetkezik, hogy C(p,q) = 2, vagyis {p,q} kritikus par.
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(b) = (e). Indirekt moédon igazoljuk. Induljunk ki abbol a feltevésbél, hogy
{p,q} olyan kritikus par, melyre p» = p3 = ¢ = 0. Ekkor sziikségszerden
pe = p5s = ge¢ = 1 is fennall, kiilénben nem teljesiilne a C(p) = C(¢) = 1 vagy
a 3 < B(p),3 < B{q) kikotés. Viszont ilyenkor a q4 és pg értékétdl fiiggetleniil a
2,92, 94,96, P6, P8, P2 sorozat csak egy darab 1-0 dtmenetet fog tartalmazni, ami
azt jelentené, hogy C(p, q) = 1, vagyis {p, ¢} nem kritikus par. Ugyanerre az ellent-
mondasra jutunk a pg = ¢ = 0 feltevésbdl is. Tehat I'y(p) = (p2Vps)A(psVps) = 1.

(a) & (c). Tegyik fel, hogy a {p,¢} halmaz kritikus par. C(p) = C(q) =
= Xu(p) = Xu(q) = 1, igy a Hilditch-féle keresztszam definiciojat alkalmazva
megallapithato, hogy a ¢ = p4 torlése utan a C(p) = Xg(p) = 2, ill. p = ¢g torlése
utdn a C{g) = Xu(q) = 2 egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha ps = 1 vagy
pe =1,azaz psVps =1, és qu = p2 =1 vagy g2 = p3 = 1, azaz p Vp3 = 1.
Osszevonva tehat a két feltételt, (¢) pontosan akkor teljesiil, ha

T2(p) = (p2Vp3) A (ps V ge) = 1

egyenl6ség fennall. ]

Most tetszéleges p objektumpontra bevezetiink harom kifejezést, melyeket fel-
hasznalunk a kés6bbi definicidkban. A harmadik képletnél feltételezziik, hogy
pj+s =p; (1 <j <8):

afp) = (~ps Aps A((p1 Ap7) V (P2 Ap6))) V (—ps Ap2 A ((p1 A ps3) V (pa A ps))),

B(p) = (=p2 Aps A ((ps Ap7) V (pa Aps))) V (—ps Apa A ((p3 Aps) V (P2 A P6)))
4

7(p) = \/ (p2:i A D2it2 A “P2i41 A P2iva A TP2it5 A "P2ie) -

i=1

3.8. Definicié. Egy kép p objektumpontjat rendre o-pontnak, S-pontnak,
~-pontnak nevezziik, ha a(p) = 1, ~a(p) A B(p) =1, v(p) = 1.

Az o-, 8-, y-pontokat a 2. abran szemléltetjiik.

A kritikus parokat kritikus a-parnak, S-parnak, ill. y-parnak fogjuk nevezni,
ha mindkét elemiik a-, 8-, ill. y-pont, tovabba af-, ay-, ill. By-parokrdl fogunk
beszélni, ha benniik éppen a megjelolt 2-2 fajta pont szerepel.

3.1. SEGEDTETEL. Egyetlen objektumpont sem szerepelhet egynél tobb kriti-
kus a-pdrban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy {p,q} kritikus a-péar, ahol ¢ = ps (3. abra).
A 3.1. tétel szerint:
(P2V @) A(psVgs) =1 (1)

Mivel pg=q¢=1, ezért a 3.3. definici6 szerint:

a(p) = ~pe Ap2 A ((p1 Aps) V (ps Apa)) = ps Apa A ((D1 Ag2) Vi) = 1. (2)
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1.1. 11 111]1
11 p|0 1| pi{ 0 . pl 1|p|1
1. 1. N G .l of. .10 .
(a) (b) (c) (d)
yl1 1 0 0
0 1 O|lp|1 y|pl =z 1 1
z|1 1 1111 1
(e) ® (8) (h)
1|0 0|0 .| 0|0 0|1
Ofpl1 0 1 1[{pi 0 p| O
0|0 10 0]1 00

(i @ (k) ()

2. abra. Az (a)-(d) abrakon az a-pontok, az (e)-(h) dbrakon a B-pontok, az (i)-(1)
abrakon pedig a y-pontok konfiguracioi lathatok. Az (e) és (g) konfiguracikban
z Ay =0vagy z =1 kell, hogy teljesiiljon. A "." helyén allhat akar 0, akar 1.

~—

(2) alapjan pg=0, ezutan (1)-bdl gg = 1 ad6dik, és mivel a 3.3. definicié szerint
a(q) = 1, kovetkezik, hogy

—gs Ng2 = 1. (3)

Legyen r = ps. Konnyen lathato, hogy a(r) = 1 csak akkor teljesiilhet, ha
-r4 V -rg = 1. De mivel rg = p = 1 és (3) szerint 74 = ¢» = 1, ezért biztos, hogy
p2 nem lehet a-pont.

r = pg-re hasonléan észrevehetd, hogy ha pg a-pont, akkor r¢ = p7 = 0.
Viszont mivel pg = 0, igy ekkor I'2(r) = 0 lenne, ezért a 3.1. tétel szerint {p, ps}
nem alkothat kritikus a-part. Ugyanigy belathato, hogy ha r = g3 és r a-pont,
akkor I'3(r) = 0, ezért {q, g2} nem alkothat kritikus a-péart.

Végiil legyen r =g¢¢. Mivel fentebb mar lattuk, hogy q4=r3=0 és
ps = 18 = 0, ezért a(r) = 0, igy gs sem lehet a-pont.

Ezzel végigvizsgaltuk az Gsszes lehetséges p-vel vagy g-val szomszédos objek-
tumpontot, igy ha {p, ¢} vizszintes helyzetii a-par, akkor valéban teljesiil az alli-
tasunk. Fiiggdleges a-par esetén a segédtétel hasonlé modon bizonyithato. O

3.2. SEGEDTETEL. Egyetlen objektumpont sem szerepelhet egynél tobb kriti-
kus @-parban.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy ha a f-pontok kornyezetét 180 fokkal elfor-
gatjuk, akkor éppen a-pontokat kapunk. Ezért a bizonyitas (eltérd jelolésekkel)
ugyanugy végezhetd, mint az el6z6 Allitas esetén. ]
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P1j P2| 92 q3
PP | Q| qa
P7| Pe| 961 G5

3. abra. A {p, ¢} halmaz szomszédsaga q¢ = p4 esetben.

3.3. SEGEDTETEL. Legyen {p,q} egy kritikus §-par, {r, s} pedig egy kritikus
a-pér, ahol ¢ nagyobb indexi p-nél, s pedig nagyobb indexii r-nél. Ha p-nek
4-szomszédja r, akkor a {p,r}, {q,s} halmazok aB-parok.

Bizonyitds. Legyen {p, ¢} kritikus g-par. Ismét csak a 3. 4bran lathato szitua-
ciot elemezziik, a tobbi eset a szimmetridk miatt erre visszavezethets. Akkor ismét
fennall az (1) Osszefliggés, tovabba a 3.3. definici6 szerint:

Blq) = —q2 Ngs A ((q5 A gr) V ga) = 1.

Ebbél g = 1 adédik. Ha r = p, lenne, akkor s sziikségszertien csak kisebb indexd
lehetne r-nél, de ez sértené a tételben szerepls kikdtést. Tehat csak r = pg lehet.
T4 = g6 = 1 miatt a kdvetkezs Osszefliggés teljesiil:

afr) =-rg Ara A ((r1 Ar3) V (g Arg)) = 16 A ((ps Apr) Vps) =1.  (4)

Ha ps = 1 lenne, akkor p; = 0 kellene, hogy teljesiiljon, kiilénben f(p) = 0 lenne,
azaz p nem lenne F-pont, ami ellentmond az allitasban megfogalmazott feltevésnek.
Tehat ps = 0, igy ebbdl és a (4) Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy ps A p7 = 1.
Az el6bbiek alapjan s = rg esetén s4 = r = 1, és sp = 0 miatt a(s) = 0 lenne,
ezért csak s = r4 = gg lehet, és konnyen ellendrizhets, hogy ekkor valdéban teljesiil
az afs) = 1 feltétel. Tehat a {p,r}, {g, s} halmazok valoban afS-parok. a

3.4. SEGEDTETEL. Ha p kritikus pir eleme, akkor p csak a-, 3-, vagy ~y-pont
lehet.

Bizonyitds. Csak arra az esetre adunk bizonyitast, amikor {p, p4} alkot kritikus
part, a tobbi szituacié ehhez hasonléan vizsgalhat6. Ha {p, p4} kritikus par, akkor

Ca(p) = (p2Vp3) A (ps Vps) = 1. (5)

Tegyiik fel, hogy p nem «-pont, és nem f-pont. Azt kell igazolnunk, hogy
ekkor p v-pont. A De Morgan-azonossagok alkalmazasaval adédik, hogy

—a(p) A =B(p) = (6)
= (pa Vo8V ((-p1 V —pr) A(=p2 V —pg))) A
(ps V —p2 V ((=p1 V =p3) A (~pa V —ps))) A
(p2 V =ps V ((=ps V =p7) A (—pa V —ps))) A
(ps V =ps V ((=p3 V —ps) A (=p2 V —pe))) = 1.
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Mivel py = 1, ezért (ps V ((—p3 V -ps) V (—p2 V —pg))) = 1. Ha pg = 1, akkor
p2 Vpe = 1, killénben C(p) > 1 lenne. py = pg = 1 esetben p nem lenne hatarpont,
igy e két pont koziil pontosan az egyiknek kell objektumpontnak lennie. Ekkor
azonban a (6)-ben szerepls konjunkcidban a kézépsé 2 tag valamelyikének 0 lesz az
értéke, igy viszont (6) nem teljesiilhetne. Tehat pg = 0, és

(=p3sV —ps) A(-p2 V —ps) = 1. (7)

(5)-bol és (7)-bol kdvetkezik, hogy (p2 A—=ps ApsA—pe)V (—p2 Ap3A-psApg) = 1.

(p2 A —ps A ps A —pg) = 1 esetben p; = 0, kiilonben C(p) > 1 lenne. Ekkor
tehat (p2 A ps A -p3 A —ps A —p7 A—pg) = 1. )

(—p2 Ap3 A —ps Aps) = 1 esetben p; = 0, kiilonben C(p) > 1 4llna fenn. Igy
ekkor (ps Apg A —ps A —pg A —p1 A —p2) = 1.

Mindkeét el6bbi esetben megallapithato, hogy v(p) = 1, tehat a 3.3. definicié
szerint p y-pont. 0

3.4. Definicié. p-t biztonsagos y-pontnak nevezziik, ha y-pont, és

¥*(p) = (—pa A —ps A —ps A —p1 Aps Ap2) V (—pe A —pr A—pg A p3 Apa Apg) = 1.

A biztonsagos y-pontokat a 4. abra szemlélteti.

of1]. .|l1]0
1{p|0 Ol p
010 ofo].
(a) (b)

4. abra. Konfiguraciok, ahol p biztonsagos y-pont.

3.5. SEGEDTETEL. Kritikus y-parban pontosan az egyik pont biztonsigos -
pont.

Bizonyitds. Ha {p,q} kritikus parban p biztonsagos vy-pont, akkor v*(p) = 1.
Egyszerden belathato, hogy v(q) = 1 csak ugy teljesiilhet, ha

(g1 A g2 Agg A—gs Aga A gs) V (~g2 A g3 A—gs A—g7 Age Ags) =1,

azaz ha v(q)* = 0. A v*(p) = 0 esetben is hasonl6an kovetkeztethetiink v*(q) = 1-
re. 0
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4. A javasolt algoritmus

Az ismertetésre keriil§ algoritmusunkban a bemeneti képet tarol6 P képmatrix
mellett egy azzal megegyez6 méretli M segédmatrixot is bevezetiink abbdl a célbol,
hogy taroljuk a torélt vagy a torlésre esélyes képpontokat. A p € Pésazm € M
egymassal megegyez6 indexti pontokra bevezetjiik a kévetkezd jeldléseket:

"NZ(p) = {ﬂp27_1p47_'p67—'p8}1
Ni(p) AN Nf(m) = {p2 A ma,ps AN my,ps A Mg, ps A mg}.

A H képpontokat tartalmazé halmazra jelolje |H| a H-ban levé 1 értéki pontok
szamat.

Az algoritmusunk hatékonysaga érdekében a két képméatrix (P és M) mellett
két halmazt, R-t és ()-t is hasznalunk, amelyekbe kigyiijthetjiik a szimunkra érde-
kes képpontokat. Mivel nincs sziikségilink bonyolultabb halmazmiveletekre, igy az
R és a @) segédhalmazokat egy-egy lancolt listaban is tarolhatjuk.

A javasolt algoritmus az iterativ objektum redukci6 el6tt inicializalja az R hal-
mazt és az M segédmatrixot. Az R halmazba bekeriilnek a P-ben tarolt
vékonyitandé kép objektumpontjai, az M segédmaétrixnak pedig minden elemét
0-ra allitjuk.

A vékonyité eljaras egy iterédcios lépése két menetbdl all. Az elsé menetben
megvizsgaljuk az R halmazban tarolt objektumpontokat. Ha talalunk R-ben olyan
nem izolalt objektumpontot, amely megjeldlt {1-re allitott) M-ben, akkor azt méar:
ebben a menetben térélhetjik. Ha pedig a vizsgalt képpont hatarpont az aktualis
P képen, de M-ben nincs megjelolve, akkor berakjuk 6t a @ halmazba. Az elsé
menet végén M minden elemét O-ra allitjuk.

Az iteraciés lépések masodik menetében sorra megvizsgaljuk a @ halmaz pont-
jait. Bevezetjiik a p képpontra a 8-szomszédsagnal bdvebb, (p-n kiviil) 12 pontot
tartalmaz6 kdrnyezetet, ahol a p; (9 < i < 12) pontok az 5(a). dbra szerint helyez-
kednek el. A méasodik menetben a vizsgalt pontok ezen bvebb kornyezetét vessziik
figyelembe a P és az M méatrixokban. Sziikségiink van még az s (Boole) valtozéra
és a 12-clemii S = (s1,582,...,S12) bitvektorra, ahol s = pV m és 5, = p; Vmy
(1 <14 <12), vagyis s a vizsgalt p képpont és a vele megegyezd indexd M-beli pont

[ p9| B
D1| P2| D3 S1| 82| 83
[pn] ps] p | pa|pu) [sio| ss] s [ 54|50
P7| Ps| Ps 87| 86| S5
[Pl [s1]

(2) (b)

5. abra. A p pont 12 elemt kdrnyezete P-ben, valamint az s pont és vizsgalando S
kornyezete.
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Osszevagyoltja, S pedig p és m 12-elemii koérnyezeteinek Gsszevagyolasaval kaphat6.
S segitségével visszanyerhetjiik p-nek az adott iteracio elején fennallé kérnyezetét és
eldénthetjiik a vizsgalt p képpont torélhetségét. Az algoritmus pszeudo-kddjaban
szerepls C(s), B(s), T';j(s) (1 < j < 4) jeldlések az S-ben tarolt kdrnyezetnek
(5(b). abra) megfelelGen értelmezenddk.

A fenti jelolések segitségével az aldbbiakban megadjuk a javasolt algoritmusunk
pszeudo-kodjat:

Input: a kiindulasi binaris képet tarol6 P bitmatrix.
QOutput: a P képmatrix, amelyben a vazat tartalmazé binaris kép alakul ki.
Segédtdrolok:

a @ és az R halmazok,

az M bitmatrix (melynek mérete megegyezik a P képmatrixéval),

az S = (s1, $2,...,812) bitvektor.
Inicializdlds:
R:=10
Q=10
for minden p € P elemre do
if p=1 then
R:= RU{p}
for minden m € M elemre do
m:=0
repeat
1. menet:

for minden p € R képpontra do
Legyen m a p-vel megegyez6 indexii pont M ben.
if B(p) > 0 and m =1 then
p:=20
R:= R\ {p}
else if 0 < |Nj(p) A =Ni(m)| < 4 then
Q:=Qu{p}
0

m =

2. menet:
for minden p € @ képpontra do

Q:=Q\{p}

Legyen m a p-vel megegyez6 indext pont M-ben.
s:=pVm

if s =1 then

fori=1,2,...,12 do
S;i=p;Vmy,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



28 KARDOS PETER, NEMETH GABOR ES PALAGYI KALMAN

if C(p) =1 and C(s) =1 and 3 < B(s) <6 and
(s)V~*(s) =1 then
if teljesill az F(s) — Fe(s) feltételek valamelyike then

-
.

p:=0
R:= R\ {p}
m:=1

fori=1,2,3,4do
Mo, 1= My; N\ ﬂl“,-(s)
else

!
me= —(s) A (/\ (p2; V —mg, V ﬁFZ(s))>

i=1

until nem tortént valtozas

Az Fi(s) (1 =1,2,...,6) feltételeket a kvetkezs formulak és a 6. 4bra maszkjai
segitségével adjuk meg:

Fi(s): S illeszkedik a 6(a)-6(b) dbrikon feltintetett maszkok egyikére, ahol
~(x1 Az Ax3) = 1.
Fy(s): S illeszkedik a 6(c)-6(d) dbrikon feltiintetett maszkok egyikére, ahol

ﬂ(xl Axg A —|.’I)5) A ‘1(.1'1 Nz A .’135) A —1(332 A —\273)/\
A—o(—zs ANzg Azg) A (3 Axg A ~xg) = 1.

F3(s): S illeszkedik a 6(e) dbrdn szerepld maszkra, ahol
ﬁ(ﬂl'l VAN 2 JAN $4) A —'(—L’E] Nx3z A 375) =1.

Fy(s): S illeszkedik a 6(f)-6(g) dbrikon levd maszkok valamelyikére, ahol

ﬂ(—a:l N Zo /\1L‘4) A ﬂ(—1{1,‘1 Ax3 /\1‘5) A —l(.’L'l ANxz A ﬂl‘5) =1.

Fs(s): S illeszkedik a 6(h) dbrdn feltiintetett maszkra, ahol

~{=x1 Aza Az4) A (T A T2 ATg)A
A ﬁ(ﬂ.’L‘l NZ3 /\.’175) A ﬂ(.’lll ANx3z A "‘IIJ5) =1,

és
(.’.12'1,1132,(1;3,.’[4,.7?5) 7é (la Oa 07070)

Fe(s): S illeszkedik a 6(i)-6(1) dbrdkon feltiintetett maszkok egyikére.
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[ zy ]
1. .| 1] xo Ty 1| 22 x1] 0] z4
Lo la]slo] ] [Llals[t]ad [ ]O]s]1]1] [2s]| 1]s] 1]z
I9 1 I . 0 I Ty 1 T3 T2 1 I3
| 23] - | Z6 1]
(a) (b) (c) (d)
B [ z4 ] B
I 1 Ta I 1 I T2 00 0|0 T2
lmslsO ]l 0| s 1x5]|x41 sO.|[. Oslz4l
3l 0| O 0[O0} zx3 zi 1| x3 x3| 1|z
- | - | | 25 )

(e) (f) (8) ()
1111 010 o(of|o 0/0]|1
L. Jolslo]. ] |- ol . ] [.Tols[ol.][.]o]s]1]1]
0(0]0 1 0 1{1 0[0]1
(i) )] (k) M

6. abra. Az Fy(s) — Fg(s) feltételekhez tartozé torlémaszkok, ahol s =pvm = 1.
Ha a maszk valtozoét is tartalmaz, akkor az illeszkedéshez a feltételekben megadott
logikai kifejezéseknek is teljesiilniiik kell. A "." ("don’t care") maszkpoziciok fekete
és fehér pontokra egyarént illeszkednek.

5. Az algoritmus tulajdonsagainak igazolasa

Az alabbiakban igazolni fogjuk, hogy az ismertetett algoritmusunk bejaras-
fiiggetlen, topologia-megérz6, és bizonyos értelemben maximalisan vékonyit
(utébbinal az egyértelmiiség végett elbb definidlni fogjuk, hogy mit értiink maxi-
malisan vékonyit6 algoritmuson). Elézetesen bevezetjiik az idealis pontok fogalmat,
melyekkel kapcsolatosan felirhatok bizonyos sszefiiggések a kritikus pérokra, ill.
az algoritmusunkra vonatkoz6éan. Ezeket felhasznaljuk az emlitett tulajdonsagok
bizonyitasanal.

5.1. Definicié. A p objektumpontot megmaradé sarokpontnak nevezziik, ha p
illeszkedik a 7. Abran levé maszkra.
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5.2. Definicio. Egy p képpontot idealis pontnak neveziink, ha az teljesiti a
kovetkezd feltételeket:

- C(p) = 1’
- teljesiil az alabbi G;(p) — G4(p) kritériumok egyike.

Gi(p): p nem eleme kritikus parnak, és nem megmaradé sarokpont.
Ga(p): p olyan a-pont, amely nem egy kritikus a-par kisebb indexi tagja.
G3(p): p olyan B-pont, amelyre teljesiilnek az aldbbi feltételek:

1) ha p egy S-parnak nagyobb indext eleme, akkor ezen parba tartozé
masik pont egy af-parnak is eleme.
74) ha p egy af-parnak is eleme, akkor ezen parnak a-pontja egyben
egy a-parnak kisebb indexi eleme.
G4(p): p olyan biztonsagos y-pont, amely sem ay-parnak, sem pedig B-y-parnak
nem eleme.

0

olo|loc (o
S|l |O
SOOI O

7. abra. A megmarad6 p sarokpont kornyezete. (p egy izolalt 2 x 2-es "négyzet"
bal fels$ eleme.)

5.1. SEGEDTETEL. Nincs olyan kritikus par egy képen, melynek mindkét eleme
ideédlis pont.

Bizonyitds. Legyen {p,q} kritikus par, melyben p kisebb indexd g-nal. Ha
{p,q} o-par, akkor nyilvin p nem idealis pont, mivel G2(p) nem teljesiil.

Tegyiik fel, hogy {p,q} B-par, és teljesiil G3(p). A 3.2. segédtétel alapjan ¢
nem lehet egy tovabbi kritikus S-parnak is az eleme, igy G3(q) ¢) részfeltétele csak
gy teljesiilhet, ha p eleme egy {p,r} kritikus aB-parnak is. G3(p) szerint viszont
ekkor kell, hogy legyen olyan {r, s} kritikus a~par, amelyben r kisebb indexd s-nél.
A 3.3. segédtételbdl pedig igy az kdvetkezne, hogy {g, s} is egy kritikus af-par,
emiatt nem teljesiilne G3(g) ii) részfeltétele, igy ¢ nem lehet ideédlis pont. Ha
pedig abbol indulunk ki, hogy Gs(q) teljesiil, akkor az el§bbi esethez hasonloan,
a 3.3. segédtétel felhasznalasaval kovetkeztethetiink arra, hogy p nem ideélis pont.
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Most tegyiik fel, hogy {p,q} af-par. Ha p az a-pont, és Ga(p) teljesiil, akkor
G3(g) nyilvan nem teljesiilhet a 1) feltétel megsértése miatt. Ugyanigy, ha q az
a-pont, és Ga(q) teljesill, akkor G3(p) nem teljesiilhet. Tehat ekkor sem lehet
mindkét pont idealis.

Végiil ha p biztonsigos y-pont, és ¢ nem ~y-pont, akkor a 3.4. segédtétel sze-
rint G4(p) nem teljesiil, ha pedig ¢ y-pont, akkor a 3.5. segédtétel szerint g nem
biztonsigos y-pont, igy ¢ nem lehet idealis pont. Ehhez hasonloan belathaté az is,
hogy ha ¢ biztonsagos v-pont, akkor p nem idealis pont. a

5.2. SEGEDTETEL. Ha p a-pont vagy B-pont, de nem idedlis pont, akkor p
eleme egy olyan {p,q} kritikus parnak, amelyben q idedlis pont.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy p nem idealis pont. Ha p a-pont, akkor mi-
vel Ga(p) nem teljesiil, ezért p biztosan kisebb indexi eleme egy {p,q} kritikus
a-parnak, tehat a 3.1. segédtétel szerint Ga(q) teljesiil, azaz g idealis pont.

Ha p B-pont, akkor mivel G3(p) nem teljesiil, ezért vagy 1), vagy it) feltétel nem
teljesiil. Eldbbi esetben p egy {p, ¢} B-parnak nagyobb indexd eleme, amelyben ¢
nem eleme af-parnak, vagyis a 3.2. segédtétel szerint teljesiil Gs(q). i) feltétel
sériilése esetén p egy {p, ¢} aB-parnak eleme, amelyben g vagy nem eleme a-parnak,
vagy egy ilyen parban a nagyobb indexd elemként szerepel. Koévetkezésképpen
teljesiil Ga(q), azaz ¢ ezattal is idealis pont. O

A kovetkezd 4llitas igazolasahoz bevezetjiik a P’ = PV M matrixot
(P'(z,y) = P(z,y) V M(z,y), minden (z,y) képpontra).

A p’ € P’ pont indexe azonos lesz a p € P é az m € M ponttal. Mivel
adott p € P esetén az algoritmusban hasznalt S vektor elemei megegyeznek p’
12 elemii kdrnyezetének elemeivel, ezért az s = pVm jeldlést a tovabbiakban p’-vel
fogjuk helyettesiteni. igy az Fi(p’) — Fs(p') feltételek is hasonléan értelmezendsk
p' kérnyezetére, mint az algoritmus leirasaban definialt Fj(s) — Fg(s) feltételek.

5.1. TETEL. A javasolt algoritmus akkor és csak akkor torli a p képpontot, ha
valamely iterdciéjanak elején p ideélis pont.

Bizonyitds. Ha C(p) # 1, vagy C(p') # 1, vagy B(p') < 3, vagy B(p’) > 6,
vagy —~v*(p’) A ¥{p) = 1, akkor nyilvan p nem lenne idedlis pont, és az algoritmus
sem torolné azt. Ezért csak olyan p pontokat kell vizsgilnunk, amelyek meglatoga-
tasakor C(p) = 1, C(p') = 1, 3 < B(p') < 6, é&s v*(p') V ~(p) = 1.

Tegyiik fel el6szor, hogy p-t torli az algoritmus valamely iteracié 2. menetében.

Ha p’ o-pont, akkor az Fi(p'), F3(p’), Fa(p'), Fe(p') feltételek valamelyike
kell, hogy teljesiiljon, ugyanis az ezekben emlitett maszkokra torténd illeszkedés
esetén teljesiilhet az a(p’) = 1 egyenlOség. Vegyik észre, hogy Fi(p')-ben az
-(z1 A Z2 A ~z3), mig Fy(p')-ben a —(x1 A z3 A ~x5) kifejezések értéke ponto-
san akkor 0, ha p’ egy kritikus a-par kisebb indexd eleme.Viszont ha az F (p’)-ben
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feltiintetett egyenldség teljesiil, akkor nyilvan az elGbbi kifejezések értéke is 1, igy
ekkor p’ csak nagyobb indexii elem lehet egy ilyen parban. Tovabba ha p’ a 6(e),
6(i), 6(j) abrakon levé maszkok valamelyikére illeszkedik, akkor a maszkon levé
helyzete alapjan szintén biztos, hogy az nem lesz kisebb indexii elem egy kritikus
a-parban. Tehat Fy(p'), Fa(p'), Fa(p’), Fs(p') feltételek egyikének teljesiilésekor a
p’ o-pont idedlis pont lesz, mivel teljesiil ra G (p') vagy Ga(p').

Most induljunk ki abbél, hogy p’ G-pont. Ekkor az Fy(p’), Fa(p'), Fs(p'),
Fs(p') feltételek valamelyike kell, hogy teljesiiljon, mivel csak a 6(c), 6(d), 6(f),
6(g), 6(h), 6(k), 6(1) abrak maszkjainak egyikére illeszkeds p'-re teljesiithet B(p’).
Konnyen ellenérizhetd, hogy az Fa(p'), Fu(p'), F5(p')-n beliili konjunkciékban a
egy kritikus S-par nagyobb indexi eleme, vagy egy kritikus a8-parnak eleme. Ha
pedig p’ kdrnyezete a 6(k), 6(1) Abrak egyikeének felel meg, akkor biztos, hogy p’ nem
eleme kritikus parnak. Kovetkezik tehat, hogy a p’ G-pontra G1(p') vagy Gs(p')
teljesiil, azaz p’ idealis pont.

Most tekintsiik azt az esetet, amikor p’ vy-pont. Ekkor p’ a 6(e)-6(h)
abrakon levs valamely maszkra illeszkedhet, vagyis F3(p'), Fa(p’), Fs(p') feltételek
egyike kell, hogy teljesiiljén. Ez esetben megfigyelhetd, hogy a felsorolt feltételekhez
p’ kritikus part alkot egy a-ponttal vagy egy G-ponttal. Az is nyilvanvalo, hogy p’
biztonsagos y-pont, kiilénben nem teljesiilne a —~y(p’) vV v*(p') = 1 feltétel. Ebbdl
mar kovetkezik, hogy a p' y-pontra G,(p’) vagy G4(p') teljesiil, vagyis p’ ekkor is
idealis pont.

Az el6bbiek alapjan az is elmondhat6, hogy ha az emlitett konjunkcidkban
egyik zardjeles tag negacioja sem 0 értékid, akkor p’ vagy nem eleme kritikus parnak,
vagy biztonsagos y-pont, amely nem eleme kritikus ay-, ill. By-parnak. Tovabba ha
p’ szomszédsaga megfelel a 6(h) abraénak, akkor (zi,w2,zs,z4,x5) # (1,0,0,0,0)
miatt p’ nem megmaradé sarokpont (a tobbi maszkon pedig egyértelmien lathato,
hogy azok biztosan nem egy megmarad6 sarokpont kdrnyezetét mutatjék).

A fentiekbdl megallapithatd tehat, hogy a torlési feltételek teljesiilésekor p’
biztosan idedlis pont, azaz p idealis pont volt az iteraci6 elején. Most tegyiik fel,
hogy az emlitett torlési feltételek nem teljesiilnek, de p eleme egy tetszdleges {p, ¢}
kritikus parnak, és p torlésre keriil a kdvetkezs iteracio 1. menetében. Vegyiik észre,
hogy a

1
=) A </\ (por vV =ni2, V ﬁfz<p'))>

rod

kifejezés értéke pontosan akkor 1, ha p’ nem <-pont és p-nek az iteracid elején
nem volt olyan 4-szomszédja, amely mar kordbban torlésre keriilt és kritikus part
alkotott p-vel. Ezért ha g-t p el6tt latogatnank meg, és g-t tordlnénk, akkor
m = 0 maradna, ha pedig ¢-t p utan vizsgilnank meg, és 4gy torélnénk, akkor az
mo; = ma; A —[;(p') értékadasok miatt lenne ajbol m = 0. Igy viszont mind-
két esetben ellentmondéasra jutnank abbodl a feltevésbdl, hogy p torlésre kerdiil,
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hiszen a kovetkezd iteracié 1. menetében pontosan azon pontokat torli az algo-
ritmus, amelyek M-beli segédértéke 1. Tehat g-t nem torélhettiik az adott iteraci-
6ban, vagyis a ¢g-val megegyezd indexii ¢’ € PV M-re Fi(q') — Fs(q') sem teljesiil.
Kénnyen belathat6, hogy ha p a-pont lett volna, akkor a 2. menetben teljesiil-
tek volna ra a torlési feltételek, de ezittal ez nem lehetséges. Emellett a fentebb
emlitett kifejezésben szerepl6 —y(p') feltétel miatt p vy-pont sem lehetett, tehat
a 3.4. segédtétel szerint p [G-pont kellett, hogy legyen. Ha q a-pont, akkor egy kri-
tikus o-parban kellett, hogy szerepeljen a kisebb indexd elem helyén, kiilénben
teljestilt volna Fi(q’), F3(q¢'), Fu(¢'), Fs(q’') valamelyike. Ha q (B-pont, akkor
pedig kritikus af-parnak eleme, vagy egy kritikus S-parban a nagyobb indexi
elem kellett, hogy legyen, kiilonben Fa(q'), Fa(q"), Fs(q'), Fe(q') koziil teljesiilt
volna az egyik. Ebbd] kovetkezik, hogy Gs(p) teljesiilt az iteracio elején, tehat p
ebben az esetben is idealis pont volt.

Ha p nem teljesiti a torlési feltételeket, és nem eleme kritikus parnak, de
torlésre keriil a kovetkezd iterdcié 1. menetében, akkor ez csak ugy lehetséges,
hogy p’ kbrnyezete a 6(h) abra maszkjanak felelt meg. Ekkor

($1,.’E2,I3,£L'4,.’175) = (170a070a0)

allt fenn. Mivel az 1. menetben p meglatogatasakor B(p) > O teljesiilt, ezért kony-
nyen ellendrizhetd, hogy p’ nem lehetett megmaradé sarokpont az el6z6 iteracioban.
Ellenkezs esetben ugyanis annak barmely 1 értékii x € PV M szomszédjara teljesiilt
volna az F3(z) — F5(x) feltételek valamelyike, azaz B(p) = 0 ad6dott volna. Tehat
ebben az esetben is idealis pontot t6rdl az algoritmus.

Végiil tegyiik fel, hogy p nem keriil torlésre. Akkor Fy(p’) — Fs(p') feltételek
nem teljesiilnek. Ha p a 6(h) adbra maszkjara illeszkedett Ggy, hogy

(.’1:1,:52,:1:3,354,585) = (1v0,010a0)a

és a kovetkezd menetben p mar nem torlédik, azaz B(p) = 0, akkor p biztosan
megmarad6 sarokpont volt, hiszen méas esetben nem torl6détt volna az dsszes p-vel
szomszédos objektumpont. Igy ekkor p nem lehetett idedlis pont. Ha p nem volt
megmarad6 sarokpont, viszont eleme volt valamely {p,q} kritikus parnak, akkor
g torlésre keriil a 2. menet folyaméan, kiildnben az m értékével kapcsolatos fenti
megallapitasaink alapjan m = 1 lenne az iteracié végére, és emiatt p a kdvetkezs
iteracié 1. menetében torl6dne. Azt méar belattuk az eléz6ekben, hogy ha egy
pontot tér6l az algoritmus, akkor a tor6lt pont idealis pont volt, igy esetlinkben ¢
is idealis pont kellett, hogy legyen. Tovabba mivel g p-vel kritikus part alkotott,
ezért az 5.1. segédtétel szerint p nem lehetett idedlis pont. O

5.2. TETEL. A javasolt algoritmus bejarasfiiggetlen.

Bizonyitds. Az 5.1. tétel szerint az 1. iteraciéban bejarasi sorrendtdl fiiggetleniil
pontosan az ideélis pontok fognak torlddni. Igy a kéovetkezd iteraciéra jellemzd
kiindulasi kép is egyértelmden meghatarozott, és ugyanez elmondhaté az Osszes
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tobbi iteracid esetén is, tehat az algoritmus végén kapott kimeneti vaz is egyértelmii,
fiiggetleniil attél, hogy milyen sorrendben jarjuk be a pontokat. 0

5.8. Definicié. Legyen T egy vékonyité algoritmus, p a T kimeneti képmat-
rixdban szerepld tetszdleges objektumpont, X (p) pedig jeléljon egy p-re vonatkozo
feltételt. Azt mondjuk, hogy T maximélisan vékonyit az X (p) feltétel szerint, ha
barmely bemenet esetén a T altal eldallitott vazban nem szerepel olyan 2 x 2-es
négyzet alaku objektumrészlet, melyben valamelyik p pixel hatarpont és teljesiil

X(p)-

5.3. TETEL. A javasolt algoritmus maximdlisan vékonyit a (C(p) = 1)A
A(B(p) < 6) feltétel szerint.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy marad olyan 2 x 2-es négyzet alaku objektum-
részlet az algoritmusunk kimeneti képén, amelynek valamely p pontjira teljesiil a
(C(p) = 1) A (B(p) < 6) feltétel. Ezen egyik pont sem lehet idealis pont, kiildnben
az eljards még nem 4llt volna meg az 5.1. tétel szerint. Ha az objektumrészletiink
valamely pontja eleme kritikus parnak és nem +v-pont, akkor az 5.2. segédtétel
alapjan biztosan lenne még olyan pont, amely idealis, azaz torlésre keriilne, de ak-
kor az el6z6 esethez hasonléan megint ellentinondasra jutnank. Ha az objektum-
részlet valamely pontja ~y-pontként szerepelne egy kritikus parban, akkor
pedig a kritikus par mésik eleme kell, hogy a-pont vagy B-pont legyen, kiilénben
lenne olyan p pont a kapott képen, amelyre G4(p) teljesiil, vagyis p idedlis pont
lenne. Viszont ez az eset sem lehetséges az 5.2. segédtétel alapjan, mivel akkor is
kellene még lennie idedlis pontnak a képen. Kovetkezésképpen a kimeneti képen
nem szerepel kritikus par. Az emlitett objektumrészletben valamely p-re C(p) = 1,
és p nem eleme kritikus parnak. Egy ilyen p csak abban az esetben nem lesz
idealis pont, ha megmarad6 sarokpont, de ekkor kénnyen lathatd, hogy ebben az
objektumnégyesben a p-n kiviili harom objektumpont mind idealis pont. Mivel
minden lehetséges esetben azt kapjuk, hogy maradt még idealis pont a kimeneti
képen, ezért ellentmondasra jutottunk a kezdeti feltevésbdl, igy a tételt bebizonyi-
tottuk. O

5.4. TETEL. A javasolt algoritmus topolégia-megorzo.

Bizonyitds. Az iteraciok 2. menetében a 2.1. tétel alapjan egyértelmi, hogy
csak egyszeri pontokat torliink. Ha az 1. menetben két egymaéssal 4-szomszédos
p, g pont keriil torlésre, akkor az 5.1. tétel szerint mindketts idedlis pont, igy
az 5.2. segédtétel szerint nem alkothattak kritikus part az el6z6 iteréacié elején.
Tehat akar p-t, akar g-t torsljiik elébb, a 3.1. tétel alapjan C(p) = 1 vagy C(q) =1
teljesiil a masodikként sorra keriils pontra, ezért ekkor is csak egyszerd pontok
keriilhetnek torlésre a 2.1. tételbdl adododan.

A 2.2. definici6 szerint tehat csak olyan pontokat t6rdl az algoritmus, amelyek
nem valtoztatjdk meg a kép topoldgiajat. ]
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6. Eredmények

A javasolt algoritmust szamos binaris képre teszteltiik és megallapithattuk,
hogy eljarasunk letisztult vazkijellést eredményez. Modszeriink alkalmazhatosagat
most hat tesztképen mutatjuk be (8-13. dbra). Eredményeinket Gsszevetettiik a
kozelmultban kozolt AK? algoritmus [2] altal kivont vézakkal (8-13. abra). A hat
tesztképre a javasolt és az AK? algoritmus futési idejét az 1. tablazat foglalja dssze.

Médszeriink és az AK? algoritmus dsszevetése alapjan megéllapithatjuk, hogy
az igényelt iteraciok szamat tekintve nincs kozottiik szamottevs eltérés, de a ja-
vasolt algoritmus egyrészt jelentésen gyorsabb, masrészt pedig nem eredményez
felesleges, zavar6 véazagat (1. tablazat, 8-13. dbra). A két eljaras Osszevetésénél
megemlitend6 még, hogy az altalunk javasolt maximalisan vékonyit (vagyis egy
pont vastag vazat eredményez), mig az AK? algoritmus 4ltal produkalt vazakban
strin el6fordulnak két pont vastagsagi vonalrészletek.

VA 2 A |

8. dbra. Eredmények egy 2110 x 880 méretii tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.

9. abra. Eredmeények egy 1000 x 1000 méretii tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.
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10. dbra. Eredmények egy 524 x 524 méreti tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.

11. abra. Eredmények egy 992 x 1000 méretii tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiindulasi képre.
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12. abra. Eredmények egy 644 x 906 méret tesztképre. A javasolt algoritmus (bal)
és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettiik a kiinduldsi képre.

13. abra. Eredmények egy 1004 x 1004 méreti tesztképre. A javasolt algoritmus
(bal) és az AK? eljaras (jobb) vazkozelitésit ravetitettik a kiindulasi képre.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



38 KARDOS PETER, NEMETH GABOR ES PALAGYI KALMAN

1. tablazat. A javasolt és az AK? algoritmus futasi idejének Gsszehasonlitdsa
hat tesztképre. Mindketts eljarast kétprocesszoros Intel(R) Core(TM)2 6300
(1.86GHz) PC-n futtattuk.

Tesztkép Képmeéret Iteracioszam Futasi id6 (sec)
AK? Javasolt AK? Javasolt
" 2110 x 880 310 311 42.73 20.68
% 1000 x 1000 173 174 11.82 4.25
h 524 x 524 96 97 1.93 0.62
% 922 x 1000 151 152 9.28 3.85
% 644 x 906 179 180 7.5 4.18
@ 1004 x 1004 164 165 11.65 513
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ORDER-INDEPENDENT SEQUENTIAL THINNING

PETER KARDOS, GABOR NEMETH AND KALMAN PALAGYI

Skeletons are region-based shape descriptors which summarize the general form of objects/
shapes. An illustrative definition of the skeleton is given using the prairie-fire analogy: the object
boundary is set on fire and the skeleton is formed by the loci where the fire fronts meet and
extinguish each other. Thinning is a frequently used method for making an approximation to
the skeleton in a topology—preserving way. It is based on a digital simulation of the fire front
propagation: the border points of a binary object that satisfy certain topological and geometric
constraints are deleted in iteration steps. The entire process is then repeated until only an
approximation to the skeleton is left. Sequential thinning algorithms use boundary tracking and
delete the actual border point if it satisfies the deletion condition. The skeletons produced by those
algorithms generally depend on the applied traversing strategy. A new 2-dimensional sequential
thinning algorithm is presented. It is topology-preserving and order independent (i.e., it produces
the same skeleton for any traversing strategies).

Keywords: skeleton, thinning, digital topology, topology preservation, order independence.
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