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A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA ! 2

FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT3, LIBOR JOZSEFNE

1. Bevezetés

Szamos mi foglalkozott mar a cimben megjelolt témaval, bar a széhaszna-
latban léteznek eltérések. Vannak szerzék, akik leghosszabb futamnak, vagy siker
sorozatnak, vagy egyszeriien leghosszabb sorozatnak nevezik egy adott kisérletsoro-
kisérletben az egymas utan kovetkezd — vagyis iradssal meg nem szakitott — fejdo-
basok szaméanak a maximumaét leghosszabb fejszéridnak fogjuk nevezni. Ebben a
munkaban ismert rekurzios és aszimptotikus tételeket, valamint a szimulacié szol-
galtatta eredményeket fogjuk Osszehasonlitani. Igy Erdss-Révész [4] és Foldes [5]
aszimptotikus eredményeit fogjuk 6sszevetni Schilling [15], Bloom [3] és Kopocin-
ski [8] altalunk esetenként kiegészitett és bizonyitott rekurziv formulaival, vala-
mint a szimulaciés eredményeinkkel. Megjegyezziik, hogy Binswanger-Embrechts
(2] az aszimptotikus tételeket vetette Gssze szimulaciés eredményekkel. Ebben a
cikkben a rekurzios eljarasokat hangsulyozzuk, ezért ezeket részletesen bizonyitjuk.
A rekurzios eljarasok adjak a pontos eredményt. Az aszimptotikus eredmények csak
hosszii dobéssorozat esetén adnak jé kozelitést. A szimulaciés eredmények pedig
véletlenszeriiek, és a dobassorozat nagyon sokszori szamitoégépes legeneralasa ese-
tén kozelitik a pontos értéket. Tanulméanyunk kiterjed a szabélyos és szabalytalan
érme esetére is, valamint mindkétféle érménél vizsgiljuk a leghosszabb fejszéria és
a leghosszabb barmilyen (tiszta fej vagy tiszta iras) széria hosszat is. A szimul4ci-
okat a MATLAB programmal végeztiik 20000 ismétlést alkalmazva, révid (n = 50)
és hosszi (n = 1000) sorozatok esetén. Munkank sordn vizsgaltuk a visszatevés
nélkiili huizasokat is, melyet példaul a kartyalap-huzas kisérlettel tudunk szemilél-
tetni. A kérdés itt is ugyanaz, hogyan alakul a leghosszabb azonos jelsorozat hossza
(példaul a leghosszabb tiszta piros lapszéria hossza a francia kiartya csomagbél
tortént huzasok soran). Irasunkban megemlitiink néhany matematikatorténeti,
didaktikai érdekességet is, melyek segitenek az egyetemi, fSiskolai hallgaték érdek-
l6dését felkelteni a téma irant.
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136 FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT, LIBOR JOZSEFNE
2. Fiiggetlen kisérletsorozat (visszatevéses mintavétel)

Bevezetésiil tekintsiik Varga Tamas egy érdekes kisérletét, melyet Révész Pal
1978-ban ismertetett Helsinkiben egy nemzetkdzi matematikai konferencian [12],
majd Schilling [15] cikkének bevezetéseként is szolgalt. Varga a tanul6écsoportjat
két részre osztotta, majd az egyik csoportnak azt adta feladatul, hogy mindenki
dobjon fel 200-szor egy pénzérmét, és jegyezze le a kapott fej-irds eredményeket.
A csoport masik részének pedig a kisérletet csak gondolatban kellett elvégezni, és a
gondolati eredményeket lejegyezni. Vagyis nekik olyan 200 elemd fej-iras sorozatot
kellett irniuk, amilyen szerintiik egy 200 elemii dobassorozat. A munka végeztével
Osszekeverték a lejegyzett eredményeket tartalmazéd lapokat, majd atadtak Varga-
nak, aki majdnem 100%-os biztonsaggal megmondta, hogy az adott lap valos ered-
meényt tiikrdz-e, vagy kitalaltat. Hiszen mig a valds sorozatokban nem volt ritka a
7 (esetleg 8) egymast kivets fej — Rényi Alfréd jol ismert log, 200-as eredményével
Osszhangban -, addig a képzelt sorozatokban maximum 5 egyforma elemet mertek
a tanulék egymas utan leirni.

Amikor volt szerencsénk Révész professzor urral talalkozni és beszélgetni
errl, elmondta a kisérlet tovabbvitelét is. O, miutan ismertette a hallgatokkal
a Varga-féle kisérletet, és az eredményt is megbeszélték, djra elvégeztette az ere-
deti kisérletet. Vagyis a hallgatok fele ijra valos kisérletet végzett az érme 200-szori
feldobasaval, mig a csoport masik fele a gondolati eredmeényeit irta le. Az Gssze-
gyljtott papirlapokat ujra sikeriilt majdnem teljes pontossadggal szétvalogatnia
Révésznek. A magyarazat nagyon egyszerd. A hallgatok tdbbsége csak az egyik-
fele, példaul a leghosszabb fejszéridra koncentralt, de mar nem figyelt a leghosszabb
irasszériara. FelvetGdik tehat az alabbi két kérdés.

i. Egy n hosszisagu sorozat esetén hogyan alakul a leghosszabb fejszéria
hossza?

ii. Egy n hosszusagu sorozat esetén mekkora a leghosszabb bdrmilyen széria
(akdr fej, akdr irds) hossza?

2.1. Szabalyos pénzérme esete
2.1.1. Leghosszabb fejszéria vizsgalata

Schilling [15] cikke nyoman vizsgaljuk a kdvetkezst. Dobjunk fel egy szabélyos
pénzérmeét n-szer. Fejszérianak nevezziik az egymast kovets (tehat {rassal meg nem
szakitott) fejek sorozatat. Jelolje R, a leghosszabb fejszéria nagysagat. Az elosz-
lasfiiggvényiink: F,,(z) = P(R, £ z). F,(z)-et elegend6 nemnegativ egész z-ekre
megadni (hiszen F,(z) = 0, ha z < 0; Fp(z) = F,(|z]), ha £ > 0, ahol [z] jel6li
x egészrészét). Legyen A,(z) azon n hosszusigu sorozatok szama, amelyekben a
leghosszabb fejszéria nem haladja meg z-et. Szabalyos érme esetén egy n elemti
sorozatot vizsgilva kapjuk tehat:

An,(x)

Fale) = P(Ra <2) = =2
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A LEGHOSSZABB SZERIAK VIZSGALATA 137

De hogyan tudnank meghatirozni az A,(z) értéket?

Vegyiik elGszor azt az esetet, amikor a leghosszabb fejszéria legfeljebb 3 elemd
(x = 3). Han < 3, akkor A,(3) = 2", hiszen minden lehetséges eset megfelel
annak a kritériumnak, hogy az egymas utani fejek szama maximum 3. Ha viszont
az n > 3, akkor a szdmunkra kedvez§ sorozatok kezdédhetnek a kovetkezéképpen
(ahol F jeloli a fej, I pedig az irds dobast): I, FI, FFI, FFFI, és utanuk csak
olyan jelsorozat van, amelyben nincs haromnal hosszabb fejszéria. Kapjuk tehat a
kévetkezGt:

An(3) = An-1(3) + An-2(3) + An_3(3) + An—4(3), han>3.

Ugyanezzel a modszerrel adédik az altalanos rekurzids képlet.

2.1. ALLITAS. (Schilling [15], 198. o.)
An(z) = Z:J'=() A"—l—j(l‘), han >z,
2717 ha O S n S .

Megjegyzés. Ha megnézzilk A,(1) értékeit, vagyis azon n elemii sorozatok
szamat, melyekben legfeljebb 1 hosszusagu fejszéria van, éppen a Fibonacci-sorozat
(azaz ag =0, a1 = 1, és an, = @n-1 + Gn—2, ha n > 2) 2-vel eltolt elemeit kapjuk.

n 0|1|12(3|4]5]|6 ]| 7|38
Ay [1{2|3|5[8]13]|21|34]55

A k-rendd Fibonacci-szamok segitségével kifejezheté A, (k), s6t a k-rendii
Fibonacci-polinomok felhasznalasaval a szabalytalan pénzérme esete is kezelhetd,
lasd {10].

R,, aszimptotikus viselkedését Foldes Anténia [5] alabbi tétele alapjan irhat-
juk le.

2.1. TETEL. (Foldes [5].) Valamennyi egész k esetén

R

ahol [a] jeloli az egészrészét a-nak és {a} = a — [a}, a tortrésze.
Itt log a természetes alapt logaritmust jeloli.

2.1.2. Leghosszabb barmilyen széria vizsgalata

Ismét alapul vessziik Schilling [15] cikkét. Dobjunk fel egy szabalyos pénzér-
mét n-szer, és jelolje R, a leghosszabb széria (akar a tiszta fej, akar a tiszta iras)
nagysagat. Legyen B, (z) azon n hosszisagi sorozatok szama, amelyekben a leg-
hosszabb (tetszéleges) széria nem haladja meg z-et. Szabdlyos érme esetén egy n
elemt sorozatot vizsgalva, kapjuk az eloszlasfliggvényt:

Bn(z)

F,(z)=P(R, <z)= “on
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138 FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT, LIBOR JOZSEFNE

Most Schilling [15], 199. oldalon leirt otletét hasznaljuk. A fej-iras sorozat
minden eleme alatt jel6lje A azt, hogy az utana kdvetkezd vele azonos, illetve K
azt, hogy kiilonbo6z6. Példaul:

F F F I F I F I 1 I I F F
A A K K K K K A A A K A

Az als6é A, K elemekbdl all6 sorozatban a leghosszabb tiszta A sorozat akkor és
csak akkor k — 1 hosszisagi, ha folotte a leghosszabb tiszta széria (fej vagy iras)
k hosszusagu. Ha a felsG sorozat n hosszi, és ebben a leghosszabb széria & elemi,
akkor az als6 sorozat n — 1 hosszi, és a leghosszabb A széria k£ — 1 elemd. Vagyis

Bp(z) = 2A,1{z - 1)

(hiszen minden als6 sorozat pontosan 2 fels§ sorozathoz tartozhat). Ennek felhasz-
nalasaval kapjuk:

Bp(z)  24,4(xz—-1) A,i(z—-1)
on on - on—1 -
= P(Rn_l <z- ].) = Fn_l(m - 1)

Fo(z)=P(R, <z)=

Belattuk tehéat, hogy
F1/1($) = Fn—l(m_l)» (2)

vagyis visszavezettilk esetiinket a tiszta fejszéria esetére.
Most vizsgaljuk azt, hogy a leghosszabb széria pontosan k hosszisagu.
Jel6lések:

bn(k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb széria (akar fej, akar irds) pontosan
k hosszusagq,

an(k): n dobasbol hanyszor lesz a leghosszabb fejszéria pontosan k hosszisagi.

A b, (k)-ra Szaszné Simon Judit is ad [18] doktori értekezésében rekurziv képletet,
melyet mi kétféleképpen bizonyitunk. Eldszor a (7) képletbdl vezetjiik le, majd
teljes eseményrendszerre bontassal kapjuk meg az adott képletet. A (7) formulat a
kdvetkezs szakaszban igazoljuk csak, de természetesen ehhez nem fogunk tamasz-
kodni a jelen szakaszra.

2.2. ALLITAS. (Szdszné [18].) Minden n = 1,2,... esetén b,(1) = by(n) = 2,
by(r) =0, har >n vagyr <0

r—1 T
ba(r) =D baa(r) + Y bur(i), ha 1<r<n (3)
h=1 i=1
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ElsG bizonyitas. Tekintsiik a (7) Osszefiiggésen a p =q = % esetet. Mivel az
Osszes elemi esemény szama 27, ezért a p(n, k) kifejezés 2™-nel valo beszorzasaval
adédik a szamunkra kedvezs esetek szama, vagyis a, (k). Azaz (7)-bél

k—1
2"p(n,k) =) 2" lp(n—j—1,k) + 2" F T R (k). (4)
N, s’ j=0¥ ~ ~ ~ -
a,. (k) an—j-1(k) An_r-1(k)

Alkalmazzuk ujra Schilling Gtletét, vagyis: a fej-iras sorozat minden eleme alatt
jeldlje A azt, hogy az utana kovetkezs vele azonos, és K pedig azt, hogy kiilénb6z6.
Ahogyan adodott B, (k) = 24,-1(k — 1), ugyanigy adodik b, (k) = 2a,_1(k — 1).
Ennek felhasznalasaval (4) képletiink a kévetkezSképpen alakul:
bupr(E+1) ’i‘:‘ buoj(k+1)  Bn_g(k+1)
2 B 2 + 2 ’

=0

Végezziik el a 2-vel vald beszorzast és alkalmazzuk a kdvetkezd atindexelést:
k+1—>r, n+1—n, 7+ 1 — h. Kapjuk a bizonyitandé formulat.

Maiasodik bizonyitas. Nézziik meg, hogy mit is fejez ki a (3) jobb oldalan
1év6 két Gsszeg. Bontsuk fel az eseményteriinket aszerint, hogy milyen hosszi széria
van el6l.

Ha a sorozatunk h (h =1, 2, ..., r — 1) hosszusagn szériaval kezdédik, akkor
a maradék n — h dobéasbdl kell a leghosszabb széridnak r hosszasagiinak lenni. Ha
a kezdd h széria fej, akkor a (h + 1)-edik elem iras kell hogy legyen. Ha a kezd§ A
széria iras, akkor a (h + 1)-edik elem fej kell hogy legyen.

F... F 1..F .. .F ..
S—— e ——’ ~~
h db fej n — h elem kdzott
(1<h<r) r hosszu széria
vagy:

I... 1 F...T...1T ...
h db fras n — h elem kozbtt
(1<h<r) r hossza széria

De ennek a kettének a szama megegyezik, és az Osszegik éppen b,_p(r). Ha
r hossztsagi szériaval kezdédik a sorozat, akkor a maradék n — r elembél ¢ =
1, 2, ..., r hosszt széria lehet. Ha az elsG r elem fej, akkor az (r + 1)-edik iras
kell, hogy legyen, mig ha az els6 r elem iras, akkor az (r + 1)-edik fej kell hogy

legyen.

F..F I...F ... F ...
S— ~~

r db fej n — r elem koézott

legfeljebb r hossz0 széria
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vagy:
I... 1 Foo.oT .01 ...
r db iras n — r elem kdzott
legfeljebb r hosszi széria
Ezen két részeset szama egyenld, 6sszegiik pedig > ;_; bn—r(3). O

A b,(r)-rel tehat megadtuk azon sorozatok szamat, melyekben az n dobas
sordn a leghosszabb barmilyen széria (akar fej, akar iras) pontosan r hosszusagu.

R;, aszimptotikus viselkedésének vizsgalatahoz Foldes [5] mar idézett eredmeé-
nyét hasznaljuk. (1) és (2) alapjan kapjuk az alabbit.

2.2. TETEL. Valamennyi egész k esetén

P (R; - [%ﬁ] < k) = exp (—2~ ({5 o),

ahol - mint kordbban - [a] az a egészrészét, {a} pedig az a tdrtrészét jeloli.
2.1.3. Numerikus eredmények

Vizsgalatunkhoz a MATLAB programot hasznaltuk 20.000 ismétlésszammal.
Az alkalmazott szamitégép paraméterei pedig a kovetkezdk: INTEL Core Quad
Q9550 processzor, 4Gb, DDR3 memoria.

A kovetkezs dbrakon ,x” jeloli a rekurzioval kapott eredményeket, ,,0” az aszimp-
totikus tételek eredményeit, az oszlopdiagram pedig a szimulaciéval kapott eredmé-
nyeket mutatja. Az els6 grafikonpar a révid (n = 50) sorozat eredményeit mutatja
a leghosszabb fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széria ese-
tén, majd a tovabbi grafikonpar ugyanezt a két esetet mutatja hossza (n = 1000)
dobashosszra vonatkozoéan.

Mindkét esetre (leghosszabb fej, illetve leghosszabb barmilyen széria vizsgala-
tara) elmondhaté, hogy kis n esetén a szimulaciés eredmények vannak kozelebb a
rekurziv eredményekhez, az aszimptotikus tételek n névelésével adjik a rekurziéhoz
kozeli eredményeket. n > 3000 esetén a rekurzids, a szimulacids és az aszimptotikus
értékek gyakorlatilag egybeesnek. Mig kis n esetén a rekurzids algoritmus gyors,
n novelésével rohamosan lassul a szamitési eljards. A futdsi idéket tekintve csak
példaként néhanyat megemlitve:

n ism futési ids
10.000 | 20.000 | 31.795.056 s.
1.000 | 20.000 3.984.981 s.
50 | 20.000 2.092.010 s.

A parbaallitott grafikonokon jol latszik a 2.1.2-ben leirt eredmény, miszerint R,
eloszlasa (kozelitSleg) az R, eloszlasabol 1 egységgel jobbra valé eltolassal adddik.
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A kovetkez6 abrakrol R, periodikus jellegii viselkedése olvashato le, ahol a viz-
szintes tengelyen logaritmikus skalat alkalmaztunk, a fiiggéleges tengelyen pedig
a P(R, = [logyn] — 1) értékek szerepelnek. Lathat6, hogy a P értékek abrazola-
sakor 2 minden egész kitevés hatvanya helyeken ugras van (a rekurzios képlettel
szamolva).

H
i

0.7

0.265}F

0'235 7 8 % 10 11 12

PRy = [loggn] — 1), n=2%...,2%% p=0,5

0.286}

0.258

valoszinGisdy
o
)
o

0.2451

024

0238

0'235 7 3 g 10 11 12

mgxP(Rn:k), n=26,---,2127 p=0,5
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A fenti két abra alapjan mI?XP (R = k) értékei eltérnek P(R,, = [logy n]—1)-

tol, azaz R, modusza nem minden n-re lesz [log, n| — 1.
2.2. Szabalytalan pénzérme esete

Ebben az esetben a fejdobéas valészintisége, azaz p értéke barmilyen valos szam
lehet a (0, 1) intervallumbol. Kérdés, hogy ez a tény milyen hatéssal van a leg-
hosszabb fej-, illetve leghosszabb barmilyen széria alakuldsara. Most nyilvan nem
szamolhatunk a klasszikus (kedvez&/6sszes) képlettel.

Jelolje p a fejdobés valoszintiségét és (= 1 — p) az iras valoszintiségét.

2.2.1. Leghosszabb fejszéria vizsgalata

Schilling [15] alapjan tekintsiik azon n hosszisigi fej-iras sorozatokat, amelyek-
ben k db fej van. Ezek koziil jelentse C,(lk)(z) azon sorozatok szaméit, amelyekben
legfeljebb = fej kovetkezik egymas utan. (Azaz a leghosszabb fejszéria legfeljebb z
hosszisagu.) Az adott jelolésekkel az eloszlasfiiggvényiink a kovetkezo lesz:

FL(E) PR, <2) = 3 O aphe (5)
k=0

2.3. ALLiTAS. (Schilling [15], 200.0.)

Z C(k_j) (@), ha . <k=h

n—1-j3
CW(z) = { =0 6
) int ha 0<k <z, 3
0, hav o < k=t

Bizonyitas. Ha 2 < k = n, akkor nyilvanvaléan C*(z) = 0, hiszen ekkor
az Osszes (z-nél tobb) elem fej, igy nincs olyan sorozat, ahol legfeljebb z fej van
egymas utan. Ha 0 < k < z, akkor C*(z) éppen a binomiélis egyiitthatokat adja,
hiszen ez az az eset, amikor az n elem kozott legfeljebb x fej van, és azon eseteket
kell 6sszeszamlalni, amikor a leghosszabb fejszéria legfeljebb z. Marpedig ekkor az
osszes sorrend ilyen tulajdonsagu. Ha = < k < n, akkor a (6) képlet helyességének
belatasahoz (melyet Schilling [15]-ban nem kozol) elegend6 atgondolnunk a kovet-
kezGket. A sorozatunk kezdédhet j = 0,1,2,...,z fejjel, utana biztosan van 1
irds, majd olyan sorozat kovetkezik, ahol a maradék n — j — 1 elem kozott & — j db
fej van ugy, hogy a leghosszabb fejszéria legfeljebb x hossztisagu.

e I b F s 1

\—V—/ N ~~
j db fej

n — j — 1 elem, melyben k — j db fej van ugy,

hogy legfeljebb x hosszi a fejszéria

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)
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Ezek szama pedig éppen C’,(lk__lj_) ;j(z). Ezzel (6) helyességét belattuk. O

Kiszamolva C,(,k) (3) értékeit n < 8 esetre az alabbi értékek adodnak:

8 0
7 - 20
6 AR
5 08 a2 4D
4 R TR
3 Te " 10" o N8N
2 R S e L
1 W TR
TEERE AR Y rErSR

K-8 2 A kel a8

Eszrevehetjiik, hogy az als6 négy sor (k = 0,1,2, 3 esetben (}) értékek) a Pas-
cal-haromszog részletét adja, 3 < k = n esetben pedig beirva a 0-kat, a tablazat
tobbi adata a rekurzids képlet alapjan szamithat6. Lathato, hogy a fenti (6) kép-
letet jol mutatja az un. ,hokiiité” forma. Hiszen pl. Cés)(3) =24+3+4+3=12.
(Tablazatban délt, vastag szammal jeldlve.)

Nézziik most, hogy mi lesz annak a valoszintisége, hogy n dobasbdl a
leghosszabb fejszéria pontosan k hossziusagu? Jeloljikk ezt p(n,k)-val, melyre
Kopocinski [8]-ban két formulat is ad. Az alabbi (7) és (8) képlet alkalmazha-
tosagahoz megjegyezziik, hogy az (5)-beli F' figgvényre:

0, ha k<0,
Fn(k) = 1, ha &k >n,
Zf:o p(n,i) egyébként.

2.3. TETEL. (Kopocinski [8], Theorem 1, (2), (3).) Legyen p(n,k) = 0, ha
k <0, vagy k > n, p(k,k) = p*, hak=0,1,2, ... Ekkor

k-1
p(n,k) = ijqp(n_j_ 17k) +pqun—k—l(k:)7 (7)
j=0
n—k—2
p(n, k) = p*aFu i1 (k)+ D Fi(k = 1)@ Fajoxa(k)+ 5
9=0

+Fpg—1(k — 1)gp*,

han=k+1,k+2,...,k=0,1,2,..., és F,(k) jeloli annak a val6sziniiségét — az el-
oszlasfiiggvény definiciojanak megfeleléen —, hogy n esetbdl legfeljebb k hossziisagu
fejszéria adodik.
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Bizonyitas. A (7) képlet helyességét vizsgaljuk teljes eseményrendszer szerinti
részekre bontassal aszerint, hogy az elsé helyeken lehet 0,1,2,...,k db fej. Lehet
olyan, hogy az elsé j helyen fejet kapunk, (0 < j < k), majd jon 1 iras és az utédna
lévSkben van pontosan k hossza fejszéria:

F ... F I ... F et I
——— ~
J db fej az n — j — 1 elem kozott
0<y Tkl pontosan k hossza fejszéria van

Ebbdl az esetbdl adddik a (7) 6sszeg els6 k tagja, azaz Zf;équp(n -3 —1,k).
Vagy pedig lehet az az eset, hogy rogtén az elején adodik & hosszisagu fejszéria,
utana 1 irds, majd legfeljebb & hosszusagu fejszéria:
F...F 1 ... F .. I
———
k db fej

n — k — 1 elem melyben

legfeljebb k hosszt fejszéria van

Ez pedig éppen a (7) Osszefliggés utolso tagja, amivel a képlet helyességét belattuk.

A (8) bizonyitasahoz bontsuk fel az eseményteriinket aszerint, hogy az els§ k
hosszusagu fejszéria hol kezd6dik. Lehet olyan eset, hogy rogton az elsG k& dobas
fej, utana 1 iras, majd legfeljebb k hosszu fejszéria kovetkezik:

- ——

F...F 1 F I
————— ~

-

k db fej
) n — k — 1 elem kézott legfeljebb &k hosszi fejszéria van

Ez éppen az Gsszeg elsS tagja: p*qF,_ir—1(k). Lehet még olyan, hogy legfeljebb
k — 1 fej van az elején, utana 1 iras kell, hogy legyen, majd kovetkezik a & db fej,
utana megint 1 iras, és véglil legfeljebb & db fej: .

. F ... 1 I F...¥F I ... F R |
~ N — "
legfeljebb k — 1 db fej k db fej

azn —3j — k — 2 elem kozott

legfeljebb k& db fej van

Ez éppen az 6sszeg mésodik része: Z;:(;“_z Fj(k—1)g*p*Fa_;j_k—2(k). Vagy lehet
az az eset, amikor az utolsé k db lesz fej, el6tte 1 iras és a kezdszériaban legfeljebb
k —1 fej van:

... F ..01T .. 1 F ...F
~ ~ ——
legfeljebb k& — 1 fej k db fej

Ez éppen az Ssszeg utolsé tagjat adja: Fr_x—1(k — 1)gp*.

Igy a (8) formula helyességét is belattuk. (A (7) és (8) bizonyitasat Kopocinski
nem végzi el, csak [8] 5. oldalan atmutatast ad.) 0

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



146 FAZEKAS ISTVAN, KARACSONY ZSOLT, LIBOR JOZSEFNE

Az aszimptotikus viselkedés leirdsat Gordon-Schilling-Waterman (7] adja a
kovetkezo tétellel.

2.4. TETEL. (Gordon-Schilling-Waterman [7].) Legyen u(n) = ——ll—‘(;g%,q =1-p
és legyen W olyan, hogy teljesiiljén ré: (P(W < t) = exp(— exp(~—t))), ekkor t-ben
egyenletesen:

P (R, — pu(gqn) St)“P([_I)V

ogp

+ {uan)}] - (g <t) — o
ahol n — 0o. (Az el6zbekhez hasonléan || az egészrész, { } pedig a tortrész jele.)

2.2.2. Leghosszabb barmilyen széria vizsgalata

Egy szabalytalan pénzérmét feldobva n-szer, jelslje R., a leghosszabb barmilyen
széria (akar fej, akar iras) nagysagat. Az (5) képlethez hasonléan adodik az alabbi
(lasd Schilling [15], 200. oldal).

2.4. ALLiTAS. (Schilling [15].)

ahol 6&? (z) jelenti azon n hosszisigu sorozatok szamat, amelyben k db fej van, a
leghosszabb barmilyen széria hossza legfeljebb x, és ahol ¢

—(k
Croeic(®) = Caga(m, ),
valamint a Cy(m, k) mennyiségek kielégitik a (9) és (10) rekurzitkat.

Itt Cz(m, k) jeloli, hogy m piros és k fekete goly6t visszatevés nélkiil kihazva
nem lesz = hosszusagn széria. Ci(m, k) értékeire Bloom [3] adott két rekurziv
képletet, melyek bizonyitasait a 3. fejezetben adjuk meg ((9) és (10)).

Megjegyzés. R., aszimptotikus viselkedését vizsgalva Muselli [9] tételét hasz-
nalhatjuk, melyben V,,(p) jelli annak a val6szindségét, hogy a leghosszabb széria
n dobas esetén a fejekbdl adodik:

0, hao<p<1/2,
lim V,(p) =< "’ al<p<l/
n—eo 1, hal/2<p<L

Azaz 1-hez tart annak a valészinisége, hogy a leghosszabb széria az esélyesebb
kimenetelbdl, azaz jelen esetben fejekbdl all.
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2.2.3. Numerikus eredmények

A szimulaciokat ugyanolyan targyi és szoftver eszk6zokkel végeztiik, mint azt a
2.1.3-ban leirtuk. Ugyanazokat a jel6iéseket alkalmaztuk, és ismét 20.000 ismétlést
végeztiink. Az el6z6 grafikonokon szabdlytalan érme esetén mutatjuk a leghosszabb
fej (bal oldali) és a leghosszabb barmilyen (jobb oldali) széridk esetét, sorban révid
(n = 50) és hosszi (n = 1000) dobassorozat esetén. Kis n esetén az aszimptotikus
eredmények tavol esnek a pontos (rekurzios) értékektdl, nagy n esetén kozel keriil-
nek hozzajuk. A 2.4. allitast kdvet6 megjegyzés numerikus alatdmasztasat adja,

hogy nagy n esetén R, és R, eloszlasa kozel azonos.

3. Nem fiiggetlen kisérletsorozat (visszatevés nélkiili mintavétel)

Gardner [6] konyvében szerepel az alabbi allitds: "Az 52 lapos osszekevert
kartyacsomagban majdnem mindig lesz 6 egyforma szint egymés utan." Ahogyan

[3]-ben is szerepel, elvégezve t&bbszor is ezt a kisérletet nem tapasztaltuk ezt
az eredményt. 6-nal altalaban kevesebb elemi széridk adédtak. Csak nem volt
szerencsénk, vagy a szerzG tévedett?

Felvet6dik az alabbi kérdés. Ha egy halmaz kétféle tulajdonsagi elemet tartal-
maz, az egyikbol m, a masikbol k db-ot, mi a valészintisége annak, hogy az m + k
elemet sorban egyméas utan kihtzva visszatevés nélkiil, lesz ¢ hosszisagu széria,
vagyis akarmelyik tulajdonsagu elembdl legalabb ¢ kovetkezik egymés utan?

Az egyszeriiség kedvéért a két tulajdonsagi elem legyen piros (m db) és fekete
(k db), és jeldljiik a keresett valészintséget P,(m,k)-val. Meghatdrozasahoz vizs-
galjuk az esemény komplementerének, vagyis annak a valésziniiségét, hogy nincs
¢ hossziisagu széria az m + k elem sorozataban. Ez legyen: P,(m, k), aminek a
segitségével a Py(m, k) = 1 — P,(m, k) képlet alapjan adodik kérdésiinkre a valasz.
Pi(m, k)-nek klasszikus képlettel valé kiszamitasahoz vizsgaljuk el6szor az Osszes
elemi esemény szamat: az m + k elemet kell sorbarendezni, melyek kdzétt az m db
és a k db azonos tipusaak. Az ilyen sorozatok szdma nem mas mint: (%),

Ezek utan a keresett hanyados szamlaléjanak meghatarozasdhoz Ossze kell
szamlalnunk azon sorozatok szamét, amelyben nincs ¢ hosszisagi széria. Jeldl-
jiik ezt Cy(m, k)-val. El6szor szamoljuk ki C¢(m, k) értékeit ¢ = 3 és nem tul nagy

(10-nél kisebb) m és k esetén:
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mk|o[1[2] 3 | 4] 5 6 | 7| 8 9
o |1]1|1]o0o 0] 0 0| o0 0 0
1 [1|2(3] 2] 1] 0 00 0 0
2 [1({3]/6]| 7| 6] 3 1|0 0 0
3 |[of2(7|14]|18]| 16 | 10| 4 1 0
4 |o0|1]6]18 |34 45 | 43|30 | 15 5
5 |0|0|3]|16 | 45| 84 | 113[114| 87 | 50
6 |ofo|1]10] 43| 113 | 208|285 | 300 | 246
7 [0o|o0|0}] 4 | 30| 114 | 285|518 720 | 786
8 [o]ojo| 1| 15| 8 | 300|720 1296 | 1823
9 [o0|0[0]| 0 | 5| 50 |246| 786 | 1823 | 3254

3.1. ALLiTAS. (Bloom [3], 369. 0.) Ham = k = 0, akkor definicié szerint legyen
C;:(0,0) = 1. Ha m vagy k negativ, akkor pedig definicié szerint Cy(m, k) = 0.

t—1 t—1
Ce(m, k) =D _ Cu(m—1,k—i) =Y Ci(m —t,k—1)+ e(m, k), (9)
i=0 i=1

ahol tehat Cy(m, k) jelenti az m db piros és k db fekete elem olyan sorbarendezé-
seinek a szdmat, ahol nincs t hossziisagu széria (t > 2), valamint

1, ham=0é0<k<t,
et(mk)=1q -1, ham=tés0<k<t,
0, kiilénben.

Igazoljuk (9)-et, melyet Bloom [3]-ben nem végzett el.
Bizonyitds.

m = 0 eset.
Ha 0 < k < t, akkor Ci(0,k) = 1, hiszen ez azt jelenti, hogy csak egyféle elem
van, de kevesebb, mint a szériahossz. Ezeket akdrhogyan is hiizom, nem lehet ¢
hosszisagn széria, és mivel az azonos elemek egymas kézott nem megkiilonboztet-
hetSk, ezért ez egyféle sorrendet jelent. Igy a (9) képletiink a kovetkezs alaku:
1=0-0+1. Példaul:
03(07 2) = C3(—17 2) + C3(_17 1) + 03(_110) - [03(—37 1) + 03(_3’ 0)] +1=
=04+0+0-[04+0]4+1=1.

Ha k > t, akkor C;(0, k) = 0, hiszen ekkor is csak egyféle elem van, de legalabb
annyi, mint a szériahossz. Ekkor nyilvin egyetlen olyan sorozat sincs, melyben ne
lenne t hosszisagu széria. A (9) a kovetkezs: 0 = 0 — 0 + 0. Példaul:

C3(0,4) = C3(—1,4) + C3(—1,3) + C3(-1,2) — [C3(~3,3) + C3(—3,2)] + 0 =
=0+0+0-[0+0]+0=0.
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0 <m < t esetén (9) alakja:

(m, k) = ZC, —1,k—4)—0+0.

1=0
Hiszen ez a kovetkezd eset:
F..F P .. F ... P
X , N _

i db fekete
k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kozGttiik nincs t széria

Ezek szama Ci(m — 1,k — 7). Mivel m < t, igy pirosbol ¢ széria nem lehet, azaz a
fenti 6sszegbdl nem kell levonni semmit. Példaként tekintsiik:

03(2,2) C3(1 2)+C3(1 1)+C3(1 0) [ ( 1 1)+C:3( )]+0=
=3+2+1-[0+0]+0=6.

Ham =1t és 0 < k < t, ez azt jelenti, hogy az egyik fajta elembdl (feketebdl)
kevesebb, a masikbdl (pirosbdl) pedig pontosan annyi 4ll rendelkezésre, mint a
szériahossz. Ekkor (9) alakja a kovetkezs:

t—1 t—1
Ce(m,k)=>_ Cm—-1,k—i) = Ci(0,k—1i)—L
=0 =1

Az els6 szumma nem ¢, hanem csupan k 4 1 részesetet jelent, melyek i-edik tagja
olyan, hogy ¢ db feketével kezdd6dik, utdna 1 piros, majd m — 1 piros és k — i fekete
agy, hogy nincs ¢ széria.

F ...FE P e F . P

—
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,

és kbzottiik nincs ¢ széria

Ebben egy ,rossz” elem van, amikor az m = t piros egymas utan helyezkedik el.
Mivel a masodik szumma, értéke &, igy Osszesen k + 1 levonasa torténik. Példaul:

C3(3,2) = C5(2,2) + C3(2,1) + C3(2,0) [03 (0,1) + C5(0, 0)]
=6+3+1—-[14+1-1=7.

Ha m =t és k > ¢, akkor (9) a kévetkezé:

t—1 t-1
k)= Cilm—1,k—14) =Y Ce(0,k — 1) +0.
i=1

i=0
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Ebben i = 0 esetén:
P .. P . F L

~

k db fekete, m — 1 piros

és nincs kozottiik ¢ széria
Ezek szama C;(m — 1, k). Ebben lehetne egy ,rossz” is, amikor az m — 1 piros van
eldl, és a legelss pirossal t szériat alkot. De ekkor a k fekete a végén allva t szériat

alkotna, vagyis ez a rossz szituacié mar nincs benne C;(m — 1, k)-ban.
Illetve i = 1,2,...,t — 1 esetén:

F...F P F P
— ~
i db fekete

k — i db fekete, m — 1 db piros,
és kozottiik nincs t széria
Ezek szdma Ci(m — 1,k —1). De ebben lehet egy ,rossz” eset, amikor mind a t = m

piros egymas mellett van, igy le kell vonni C;(0, k — ¢) mennyiséget, ami lehet 0 is.
Nézziik példaul:

C3(3, 4) = 03(2,4) + C3(2, 3)+ 03(2, 2) — [C3(0, 3) + C3(0, 2)] +0=
=6-+74+6—-[0+1]+0=18.
Ha m > 0 és m > t, akkor a kovetkezGképpen kaphatunk olyan sorozatokat,
melyekben nincs ¢ hosszisiagu széria. KezdSdhet i db (£-nél kevesebb, vagyis

1<i<t—1) azonos elemmel (feketével), utdna  egy  masmilyen
(piros), majd ezutan sincs t széria:

F . ..F P F P
S —

-

i db fekete . .
k — i db fekete, 1n — 1 db piros,

és kozottiik nincs ¢ széria
. t-1 .
Ezen sorozatok szama: ) ,_; Ci(m — 1,k —i).

De ebben lehetnek olyanok is, ahol az 1 db piros utan is pirosak vannak ugy,
hogy t db piros van egymas utan, és utdna nincs ¢ széria:

F . ..EP ...P F P
—_— ——

-~

i db fekete ¢ db piros X .
k — i db fekete, m — t db piros és

nincs k6zottiik ¢ széria

Ezek szama: Ef;; Ci(m—t,k—1), amit az el6z8 6sszegbdl le kell vonni. De ezekben
lehet olyan is, hogy a t hosszi piros utan is piros kovetkezik, vagyis ,eltoltan” is
lehet ¢ széria. Ezek szama Zf;% C}(m - t, k — 1), ahol C;(m — t, k — i) a pirossal
kezd6d6, m —t pirosat és k—1 feketét tartalmazé olyan sorozatok szama, melyekben
nincs t széria.
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Nem szamitottuk még be azokat az eseteket, amikor i = 0, vagyis pirossal
kezdddik a sorozat. Ekkor az elsG elem piros és uténa nincs ¢ széria:

P ... P ... F ...

k db fekete, m — 1 piros
és nincs kozottiik t széria
Ezek szama: Ci(m — 1,k). De ebben lehetnek olyanok is, melyek t szériaval kez-
dédnek és utana nincs ¢ széria:
P..PF..F P... F...P ...
——— —
t db piros, i db fekete

m — t piros, k — i db fekete, pirossal kezd&dik és
nincs kézottitk t széria (1 <i <t —1)
Ezek szama: Z:;i Cy(m —t,k — i), amit el6z6 mennyiségbdl (Ci(m — 1, k)-bol) le
kell vonni.
Osszesitve tehat kapjuk a kbvetkezdt:

t—1 t—1 t—1
Ce(m,k) = > Ci(m—1,k—1) — {Zc,,(m—t,k—i)—ch(m—t,k—i)}+
i=1 i=1 =1

i=1

+ {C’t(m— 1,k) — iC{‘(m—t,k —z)} + et(m, k).

Ami az eredeti (9) képletiinket adja. Peldaként vegyiik:

C3(5,2) = C3(4,2) + C3(4,1) + C3{(4,0) — [C3(2,1) + C3(2,0)] + 0 =
=6+14+0-3+1]+0=3.
Igy tehat azon m + k elemii sorozatok szamat, melyben m db piros és k db fekete
elemet rakunk visszatevés nélkiil sorba ugy, hogy nincs ¢ széria, valdban a (9)-es
képlet szolgaltatja. |

Az alapkérdésiinkre tehat a valaszt a Pi(m,k) = 1 — %’% képletbe vald
k

behelyettesitéssel kapjuk.
A Ci(m, k) értékére Bloom [3] 371. oldalan egy olyan formulat is ad, mely az
m, k és t értékétsl fiiggetleniil mindig 6 tagbdl All.

3.2. ALLITAS. (Bloom [3], 371. 0.) t > 2 esetén
Ci(m,ky=Ci(m — 1,k) + Ce(m, k — 1) - Ce(m — t, k — 1)—

—Ci(m— 1,k ~ t) + Ca(m — t, k—t) + e (m, k), (10)
ahol
1, ham=k=0, vagym=k=t,
e;(mk)=< -1, ham=0ésk=tvagym=tésk=0,
0, kiilénben.
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Peremfeltételeink pedig ugyanazok, mint a 3.1. allitasnal, vagyis, ham = k = 0,
akkor definicié szerint legyen Cy(0,0) = 1, ha m vagy k negativ, akkor pedig
definicié szerint Cy(m, k) = 0.

A (10) képlet helyességét Bloom [3] 371. oldalon kdzolttdl eltérs médon az
alabbiakbél latjuk be.
Bizonyitds. KezdGdhet a sorozatunk 1 piros vagy 1 fekete elemmel:

P ...P...F... ezek szama: Cy(m — 1, k);
Nt e/

m — 1 piros és k fekete

F ...P...F... ezek szama: Ci(m, k — 1).
—

m piros és k — 1 fekete

Ezekbdl le kell vonni azokat, melyekben az elsé jel utan is ugyanolyan kévetkezik
Gsszesen t hosszon, utdna 1 masmilyen és utina nincs ¢ széria:

P...P F .. P F... ezek szama: Cy(m —t, k — 1);
~— e

t piros m — t piros és k — 1 fekete

F...F P .. P.F .. ezek szama: Ci(m — 1,k —1).
~——— —_—

t fekete m — 1 piros és k — t fekete

De ezekben benne szerepelnek a kévetkezs sorozatok is.

A t piros, t fekete, utana pirossal kezdGdGen olyan m -t piros és k — ¢ fekete elemii
sorozat, melyben nincs t széria. Ezek szama CP{(m —t,k — t). Illetve - forditva
- t fekete, t piros, utana feketével kezd6d§ olyan sorozat, melyben nincs ¢ széria.
Ezek szama Cgf)(m —t,k —t). De 0Osszegiik pedig éppen

Ct(p)(m —t,k—t)+ C,Ff)(m —t,k—t)=Cym—t k—1t).
Osszegezve tehat:
Ci(m, k) = C¢(m — 1,k) + Ce(m, k — 1)—
—{Ci(m—t,k—=1)+ Cy(m—1,k—t) — Co(m —t,k —t)} + e; (m, k).
Vagyis valoban a (10) képletet kapjuk. O

A szakasz elején emlitett kartyas példat tekintve azt taldljuk, hogy mig
Ps(26,26) = 0,464, (annak a valoszintsége, hogy az 52 lapos kartyacsomag lap-
jait egymas utan kirakva lesz benne egymas utan 6 egyforma szini csak 0,464),
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addig a P4(26,26) = 0,974. Vagyis sokkal valosziniibb a 4-es széria, igy Gardner
tévedett [6]-ban, amikor azt llitotta, hogy majdnem mindig kapunk 6-os szériat.

4. Néhany alkalmazas

Az eredmények felhasznalhatok a kiilonb6z6 gazdasagi, sorbanallasi problémaék,
Markov-lancok (lasd pl. Samarova [14], Schuster [16] vagy Schwager {17] cikkét),
tGzsdei eseménysorok vizsgalataban (lasd pl. Binswanger és Embrechts {2} cikke-
nek 4.2. fejezetét). Az alkalmazasnak jelentSs szerepe van a miiszaki, pl. hidrolégiai
folyamatokban (lasd pl. Sen [19] cikkeét) és a biologiai, pl. molekularis biologia, DNS
sorozatok vizsgalataban (lasd pl. Schilling [15] cikkét). Sok egyéb teriileten, példaul
grafologidban is felhasznalhatoak az eredmények (lasd pl. Arazi [1] cikkét). Réveész
{13] a szamitastechnikiban felmeriils, véletlen szamsorozat szamitégeép altali létre-
hozasat emliti hasznos alkalmazasi teriiletként. Mar t6bb médszert is kidolgoztak,
melyek véletlen fej-iras sorozatokat generalnak valamilyen médon. Nehéz azonban
eldonteni, hogy a kapott véletlen sorozat valéban olyan-e, mintha igazi dobassoro-
zatot irtunk volna. A legtobbszoér attol kell tartani, hogy valamilyen — szamunkra
esetleg ismeretlen — periédus van a felirt sorozatban. A legtobb statisztikai médszer
nem alkalmas ennek a hibanak a kiszirésére. Egy, a leghosszabb fejszéria hosszan
alapul6 proba alkalmas arra, hogy a sorozatnak a periodicitas okozta nem véletlen
voltat kimutassa.
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ON LONGEST RUNS
IsTvAN FAzZEkAS, ZsoLt KARACSONY AND JOzSEFNE LIBOR

The coin tossing experiment is considered. The length of the longest head run can be
studied by asymptotic theorems (Erdds-Révész [4], Féldes [5]), by recursive formulae (Schilling
[15], Kopocinski [8], Bloom [3]) or by computer simulations (Binswanger-Embrechts [2]). The
aim of the paper is to compare numerically the asymptotic results, the recursive formulae, and
the simulation results. Moreover, we consider also the longest run (i.e. the longest pure heads or
pure tails). We compare the distribution of the longest head run and that of the longest run. We
consider both fair and biased coins. We also study the draw of cards without replacement. We give
detailed proofs for the recursive formulae. We also touch upon a little history and applications of
this topic.
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