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EGY NEM HAGYOMANYOS STATISZTIKAI ELJARAS BEMUTATASA
AZ OECD PISA ADATBAZISON - ESETTANULMANY

TAKACS SZABOLCS

A hagyoméanyos szimulaciés technikak — mint amilyenek példaul a boot-
strap és a jackknife eljarasok — csak modositasok mellett alkalmazhatéak
olyan esetekben, amikor nem egyszeri véletlen mintavétel torténik. A soron
kévetkezSkben bemutatunk egy olyan esetet, amikor a hagyomanyosan alkal-
mazott eljarasok eredményeit egy szimulacios eljaras eredményeivel vetjiik
Ossze.

Az OECD PISA felméreések soran a jackknife eljaras egy modositasat alkal-
mazzak [6] bizonyos hipotézisek kiértékelésére. A modszer elméleti hatterét
[11) mar vizsgaltak. Az alabbiakban e modszer egy valédi nagymintas kuta-
tas adatain torténé bemutatasara toreksziink — megmutatva a hagyomanyos
és a szimulacios technikaval szamitott eredmények kozotti eltéréseket.

Az igazsagot nem ismerve (lévén, nem generalt adatokkal dolgozunk) pro-
baljuk értelmezni a kiilénbé6z6 eljarasokboél szarmazo, eltéré eredményeket.

Megfogalmazunk tovabba néhany észrevételt, kritikat is, amelyek az alkal-
mazott moédszer esetén felvetGdnek és az elemzéshez kapcsolodo elérhet6 leira-
sokban nem talalhaté rajuk megnyugtatd valasz.

1. Bevezetd

Az OECD PISA felmérés-sorozat egy 3 évente megrendezett, OECD és OECD
partner orszagok 15 éves didkjain elvégzett oktataspolitikai felmérés. Ennek kere-
tében 3 tudasteriiletet vizsgalnak, felmérésenként valtozé fokusszal. A felmérésbe
keriil§ iskolak szama, illetve az egy iskolabodl bekeriils didkok szama fligg az orszag
nagysagatol.

2000-ben a szdvegértés, 2003-ban a matematikai, mig 2006-ban a természet-
tudoméanyos készség volt a felmérés fokuszaban.

2009-ben djra a szovegértés keriilt a figyelem kézéppontjaba, am a 2009-es
adatok még nem nyilvanosak az elemzésiink pillanataban (vo: [18], [19], [20], [17]).

Az oktataspolitikai felmérések soran a mintavilasztas struktaraja kovetkez-
tében a hagyomanyos statisztikai eljarasok helyett szamitas- és igy idSigényes elja-
rasokat alkalmaznak. A mintavalasztas lényege egyfajta tombdositett rétegezésben
rejlik, melynek soran az adott orszdgok nemi, telepiilési, finanszirozasi strukti-
rajat is figyelembe veszik, és igy nem egy egyszer(, véletlen mintavételezési eljaras
torténik.
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Raadasul a didkok sulyokat is kapnak annak elérése érdekében, hogy valéban,
minden orszagon belill az adott orszag specifikumait figyelembe véve reprezentativ
mintat kapjunk.

Az elemzések soran szimulacioés technikikat vetnek be az orszagokban fellelhetd,
oktatas mindségét befolyasold tényezdk okozta kiilonbségek megallapitasara, azok
statisztikailag szignifikans voltanak kideritésére.

A hagyomanyos szimulacioés technikik — mint amilyen a hagyomanyos bootstrap
és a jackknife eljarasok — csak moédositasok mellett alkalmazhatéak (az alapelja-
rasok a kés6bbiekben ismertetésre keriilnek). Az OECD PISA felmérések soran —
a reprodukilhatdsag, az orszadgonként elvégzett sajat elemzések Gsszehasonlithaté-
saga miatt — a jackknife eljaras egy modositasat alkalmazzak [6].

Ezt az eljarast fogjuk alkalmazni egy nem hagyomanyos elemzés elvégzése soran
[10] dtmutatdsa alapjan, a 2003-as, matematika fokusza adatbazison.

Az adatok nyilvanosak, mind let6lthetSek a [18], [19], {20] webhelyekr6l csak-
ugy, mint az elemzés elvégzéséhez sziikséges eljarasok és a [9] technikai segédlet.

Elgszor a hagyomanyos, majd a nem hagyomaéanyos eljarasok eredményeit mu-
tatjuk be — szemléltetve azok eltéré mivoltat, ezzel némiképpen igazolva a szami-
tasigényesebb eljaras helyénvalosagat.

A két elemzésben a matematika teljesitményt fogjuk figyelemmel kisérni, és
arra az egyszerui kérdésre keressiik a valaszt, hogy a matematika teljesitmény
kiilénbozik-e a négy magyaroroszagi képzési tipusban.

Magyarorszagon az OECD PISA felmérésben résztvevs 15 éves didkok altalanos
iskoldba, gimnaziumba, szakkézépiskoliba vagy szakiskolaba jarnak.

A felsorolas sorrendje tudatos, az adatbazisban szereplé kodok sorrendjében
tortént. A kodolas sorrendje nem tiikrozi a didkok a priori teljesitményét. Nem is
szeretnénk, ha a teljesitmény alapjan az iskolatipusok kézott valamifajta ordinalitas
— és ezzel egyfajta megkiilénbo6ztetés - predesztinalva lenne.

Hasonl6 vizsgalatot végzett 2008-ban Slud és Thibaudeau [11], akik generalt
adatokon tesztelték a bemutatasra keriil, nem hagyoméanyos szimulacids eljarast.

1.1. ALLiTAS. Slud és Thibaudeau azt tapasztaltik, hogy rétegzett mintak ese-
tén, a [6] és [15] 4ltal leirt médszer eredményezi a valodi értékekhez leginkabb kozel
allé becsléseket.

A kisérletet generalt adatokon végezték. A moddszert ezen esettanulmanyban
egy valédi adatbazison alkalmazzuk a hozza tartozo technikai leirasok alapjan.

2. A megvalaszolandé kérdés, a probléma ismertetése

Az OECD PISA felmérés soran hosszas elemzések és gondos elGkésziiletek utan
olyan valtozékat hoznak létre, melyek az orszagonként és teljes OECD viszony-
latban is j6 kozelitéssel normalis eloszlasra vannak transzformalva.
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Ez a teljesitményeket mérs viltozok esetén azt jelenti, hogy a teljes OECD
atlag a foékusz évében olyan normalis eloszlasi valoszintiségi valtozoként kezelends,
melynek varhato értéke 500, szérasa 100.

Megjegyzés. Az egyéb indexeket, mint amilyen pl. az ESCS vagy a SES index is,
ugy transzformaljak, hogy az OECD orszagokra vonatkoztatva standard normalis
eloszlast kdvessenek — igy a kiilonboz6 orszagok didkjai az OECD atlagaval Ossze-
hasonlithatéak lesznek ezen indexek mentén. (SES: szociokultiiralis hattér index).

Ez egyben azt is jelenti, hogy a vendég — partner — orszagok szintén az OECD
szintjéhez vannak viszonyitva, de a standardizalasban 6k nem vesznek részt, csak
ugyanazokat a teszteket irjak és a t6bbi orszaggal megegyez6 szamitasi elvek alap-
jan hatarozzak meg a pontjaikat.

Egy egyszert kérdést szeretnénk megvizsgalni, am a vilaszt harom kiilénb6z6
modon fogjuk kiszamitani. A szamitasokhoz minden esetben az OECD PISA fel-
mérés soran elfogadhaténak itélt és alkalmazott SPSS programcsomagot fogjuk
hasznalni.

A kérdés tehat az, hogy Magyarorszagon a 4 kiilonb6z6 képzési tipusba jaréd
15 éves didkok atlagos teljesitménye kozott van-e szignifikdns kiilénbség. Ezt az
alabbi harom kiilonbdz6 médon szeretnénk megvizsgélni.

1. Elgszor az SPSS beépitett rutinjait fogjuk alkalmazni. Ertelemszerten a.
fenti kérdés eldontésére egyszempontos ANOVA-elemzést fogunk bevetni.
Az elsé esetben az OECD PISA altal hasznalt silyozast alkalmazzuk.

2. Masodik esetben modositani fogjuk az OECD PISA felmérésben hasz-
nalt salyozast és szintén az SPSS beépitett eljarasat alkalmazzuk a kérdés
eldénteésére.

3. Harmadik esetben a felmérésben alkalmazott szimulicios eljarast fogjuk
bevetni, ragaszkodva a |9]-ban megjel6lt atmutatohoz.

Ahhoz, hogy a kiilé6nb6z6 modszerek k6zotti kiilonbségeket értelmezni tudjuk,
illetve egyaltalan végre tudjuk hajtani az elemzéseinket, sziikségiink van arra, hogy
az adatbazisok felépitését megismerjiik, vagy legalabbis az elemzéshez sziikséges
paramétereket rogzitsiik.

1. Minden diadk esetén a fent mar emlitett matematika teljesitmény val-

tozo(ka)t fogjuk figyelemmel kisérni. Minden didk esetén tgynevezett
plauzibilis értékeket (PV) hatdaroztak meg, minden didkra 5 darabot.

Ezt ugy kell értelmezni, mintha a didk egyetlen teljesitménye helyett 5
darab, azzal azonos eloszlasi, egymastol fiiggetlen véletlen valészintségi
valtozo6t tekintetnénk.

Azaz:
PVA[iNV(U(),UO), j'——l,...,5,

és vg az adott didk becsiilt teljesitménye, mig oy az adott didk becsiilt
teljesitményénck szérasa.
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Ezt talan ugy lehet legkdnnyebben interpretilni, hogy a tesztek soran
tobb, kiildnbozs nehézségii kérdést kapnak a didkok (mindegyik kérdés
1-1 véletlen valtozonak tekinthetd), a teljesitmény varhaté értéke és szé-
rasa ezen véletlen valtozok egyiittesének figyelembevételével alakul ki [9].

A diakok teljesitményét Rasch-modell segitségével allitjak eld, amely lehe-
tévé teszi a plauzibilis értékek meghatarozasat [8]. E modell segitségével
minden disdk esetén megmondhatd, hogy bizonyos nehézségi feladatokat
milyen valosziniiséggel oldhat meg — igy a didk képessége egy valoszini-
segi valtozé segitségével modellezhets. A teljesitmény meghatarozéasardl
[9], illetve [8]-ben talalhatunk informaéaciokat.

Minden didkot egy adott sillyal is ellatnak annak megfelelden, hogy az
orszag mely szempontok szerint végezte el a rétegzett mintavételt - és
a diak milyen rétegnek megfelel6 részpopulaciét képvisel. Ennek segit-
ségével teszik a mintat reprezentativva az egész orszagra vonatkoztatva
(felsulyozassal). Itt gondolhatunk arra, hogy nemre, telepiiléstipusra,
iskola tipusara, méretére vonatkozé informacidkra, vagy a sziil6k iskolai
végzettségére (melyet elére nem tudhatunk) kell reprezentativva tenniink
a mintéat.

Ez természetesen orszagonként eltérd, hiszen vannak orszdgonként spe-
cifikus tényez6k is, melyeket figyelembe kivinnak venni az adott orszag
felmérésében résztvevs kutatdcsoportok.

Ez a felsulyozas azt jelenti, hogy bar csak 4-5000 diak irja meg Magyaror-
szagon a tesztet, mégis ugy kezeljlik a stlyozas segitségével, mintha mind
a nagyjabol 100000 didk megirta volna a tesztet. (Természetesen ilyenkor
csak a reprezentativitas van helyreallitva, a mintankban rejl§ informéacié
csak ilyen szempontb6l modosul).

Megjegyzés. A felstilyozast a késGbbiekben jol megvalasztott sulyokkal pro-
baljak ellenstlyozni. Ezért tesziink probat arra, hogy a felsilyozas helyett
a mintan beliil allitsuk helyre az aranyokat anélkiil, hogy az esetszamot a
sokszorosira novelnénk.

Az el6z6 pontban bemutatott silyozast a masodik modszerhez iigy transz-
formaljuk, hogy az aranyokat a mintan beliil allitjuk helyre, igy nem fog-
juk a minta nagysagat mesterségésen a sokszorosara ndvelni - ezaltal nem
csbkkentjitk mesterségesen a standard hibat.

Szerencsére ez a struktura a kezdeti felmérésektl kotott, igy nem okoz gondot

ugyanazon programok alkalmazasa a felmérések kiilénb6zé idSpontjaiban.

Megjegyzés. Az is vilagos, hogy az igy felvett minta nem kezelhets egyszert,

véletlen mintaként. Igy barmilyen nagy is a szamunkra rendelkezésre 4ll6 adat-
halmaz, annak rétegzett tulajdonsagait mindenképpen figyelembe kell venniink az
elemzés soran.
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3. A részpopulaciok atlagainak 6sszehasonlitisa, hagyomanyos eljaras

Vilagos, hogy a fenti kérdés megvalaszolasa nem mas, mint kiilonb6z6 csoportok
esetén az atlagok meghatarozasa, majd azok 6sszehasonlitasa.

Ezt hagyomanyos ANOVA-eljaras keretei k6zott lehet vizsgalni. Ehhez nincs
masra sziikség — hagyoményos esetben, — mint a részmintak atlagara és szérasara,
illetve azok elemszamara [12].

Hagyomanyos esetben els6 fazisban csak azt tudjuk megmondani, hogy a képzés
tipusanak van-e valamilyen hatdsa a vizsgalt valtozénk csoportonkénti varhaté érté-
kére. Minket azonban az is érdekel, hogy ha van hatas, akkor az miben nyilvanul
meg. Valgjaban — leginkdbb — erre a masodik kérdésre keressiik a valaszt.

Ebben az esetben az ANOVA-elemzés egyik utéelemzésére lesz sziikségiink —
nevezetesen, valamely paronként is alkalmazhaté Gsszehasonlitasra. Ismert tény,
hogy pl. paronkénti t-prébak alkalmazisa nem megfelel6 az elséfaja hibak kontroll-
janak elvesztése miatt.

Ezért paronkénti dsszehasonlitasra pl. a Tukey, vagy annak altaldnositisa-
ként felfoghaté, robusztus Tukey-Kramer-eljarasra van sziikségiink (ezen utobbi
a mintaelemszamok eltérd volta esetén is alkalmazhaté). Ezek minden tovabbi nél-
kil alkalmazhatoak a fenti esetekre attol fiiggéen — az elméleti széorasok inhomogén
volta esetén szabadsagfok korrekeiot végrehajtva. (2], [3]. Ezen médositott eljaras
a Games-Howell-féle robusztus eljaras.

A vizsgalt valtozdink normalitasa részcsoportonként is biztositott, igy a hagyo-
manyos eljarasok kivalasztisa sordn csak a szorasok egyezésére kell tekintettel
lenniink [12].

A valédi gond azonban az, hogy a mintavételi eljarasnak kdszonhetden az egye-
dek egyaltalin nem tekinthetSek fiiggetlennek. Gondoljunk csak arra, hogy az egy
iskoldban (egy osztalyban) tanulé didkok a hasonlo (vagy azonos) tantervvel, tana-
rokkal tanulnak, kozépiskolas korban persze eltér§ érdeklgdéssel — bar gyakran
nagyon hasonlé otthoni hattérrel.

Raadasul azonos hatasok érik ket iskolai szinten, pl. az iskola felszereltsége,
iskolai kidzérzet, a tobbi didk viselkedése, tanarokkal valé viszony stb.

Ahhoz, hogy ennek hatisat a paronkénti Gsszehasonlitasok esetén vizsgalni
tudjuk, meg kell vizsgalnunk az eljards szamitasi lépéseit — itt részint a
Tukey-Kramer, részint a szérashomogenitasra robusztus Games- -Howell-tesztet is
vizsgalni fogjuk, mert a szérasok homogenitasa nem feltétleniil biztosithatd. Rész-
letezettebb leirast lasd pl. [14].

1. Jelolések: Legyenek

ng az i-edik minta elemszama, i =1,...,k
Zij az i-edik minta j-edik eleme

T; az i-edik minta atlaga

s; | az i-edik minta korrigalt tapasztalati szorasa
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Megjegyzés. Ezen fenti jelolések a mi példankon az alabbiak szerint értel-

mezhetdek:
n; | az i-edik iskolatipusba jaré didkok létszama, i =1,...,4
i az i-edik iskolatipus j-edik diakja
T; az i-edik iskolatipus atlaga
S az i-edik iskolatipus korrigalt tapasztalati szorasa

2. Szamitsuk ki az alabbi mennyiségeket:
k
N = Zn,;,
=1

n; 1 n;
Ti=) zij = ZITi=—) Zij,
j -
j=1 =1

k

- O
G = g ﬂv = X = Nv
= T2
j=1
3. Legyen most
k
Qu=3 O
=1
: =0
Qx ZZ’)’L,' (T-L—X) .
=71

4. Legyenek tovibba
fre=k—1, fB=N —k,

rendre a Qg és QQ p mennyiségekhez tartozo szabadsagfokok.

5. Végsd lépéskeént kiszamitjuk az

= B
fx'

% 53 =

Qs
f5

mennyiségeket.
Megjegyzés. Az s% és s% mennyiségeket kiilsé és bels6 variancia néven

szokas nevezni.
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3.1. KOVETKEZMENY. Amennyiben a részcsoportok virhatoé értéke megegyezik
(és az eldzetesen feltett feltételek is teljesiilnek), gy az
2
F = Sk

2
5B

statisztika fr, fp szabadsigfoki F-eloszlast kévet.

Ezzel még csak azt hataroztuk meg, hogy van-e az iskola tipusanak valami
hatdsa a didk teljesitményének szintjére. Azt azonban, hogy mely iskolatipusok
teljesitenek esetleg jobban vagy rosszabbul, még nem tudjuk. FErre valé pl. a
Scheffé-teszt, vagy a mar emlitett Tukey-Kramer-préba, melynek feltétele a valto-
z6k normalitasan tal a részpopulaciokban mért szérasok egyezése [16], [22]. A sz6-
rasok inhomogenitasa esetén pedig a Games—Howell-teszt alkalmazandé.

A péaros 6sszehasonlitasok metodikija a kdvetkezd:

1. Legyenek T, és T, a két vizsgalt részpopulaci6 atlaga, ahol 1 < p,r < k.
2. Szamitsuk ki (a fenti jelolések hasznalataval) az alabbi statisztikat:

(Ep — fr)z

. | 1\~
=1 s% | —+ —
{ ) 5% <"1' t ”’_)

3. A normalitasi és szérashomogenitasi feltétel mellett, a részpopuléacidk var-
hato értékének egyezése esetén a fenti Fy, statisztika fx = k — 1 és
fB = N — k szabadsagfoku F eloszlast kovet.

Fpq=

Megjegyzés. [22] szerint az eljarasok egyik fontos feltétele az egyszeri, véletlen
mintavételezés. Ez azt jelenti, hogy csak akkor alkalmazhatjuk ezeket az eljara-
sokat, ha ezen szempont szerint kelléen robusztusak. Azonban, ahogy [5]-ben is
lathatjuk, az eljaras csak a szoérasok egyezésének sériilésére robusztus, a tébbi fel-
tételt nekiink kell garantalni.

A Tukey-Kramer-moédszer nem sokban kiilonbozik a fent ismeretett Scheffé-féle
eljarastol.
1. Legyen tovabbra is T, és T, a két vizsgalt részcsoport atlaga.

2. A fenti jeltlések mellett szamitsuk ki a

mennyiséget, ahol ¢, az «a szignifikancia-szintt6l és k, illetve N —k szabad-
sagfoktol fiiggs, Tukey-tablazatban megtalalhato érték, lasd pl. [13].

3. Ha barmely p és r sorszamu minta atlagara teljesiil, hogy

|§n - TTI 2 Dp,r’
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illetve ezzel ekvivalensen:
|fp - -w_rl

sy (1 1
332)
2 \np, N,

ugy azt mondhatjuk, hogy a Hp : up, = g nullhipotézis elutasithato.

2 Qa,

4. A Games-Howell-eljarast a kévetkezSképpen nyerjiik: a Tukey-Kramer-
eljarasban hasznalt D, , mennyiséget a szérashomogenitasi feltétel sérii-
lése esetén modositsuk az alabbi modon: g, helyett gf érték hasznalando,
ahol f nem mas, mint az N — k szabadsagfok modositasa az alabbi képlet
szerint, lasd pl. [3]:

2
s
a= -2,
Tp
b
e
fe (a+b)?
a? N b?
n,—1 mn.-1
Ez esetén kiszamitando:
Tpr = T o
a+b
2
Akkor tekintjik a két varhato értéket kilonbézének, ha
|Tp,r| 2 Qz{-

Megjegyzés. A szabadsigfok kiszamitasanak analégidja talalhato pl. a kétmin-
tas t-préba és annak Welch-féle robusztus valtozataban is [12].

Megjegyzés. Az SPSS programcsomag tobbfajta szérashomogenitisra nézve
robusztus paronkénti Gsszehasonlitast tartalmaz, melyek mindegyike a kiilonbség
standard hibajanak egyfajta fentihez hasonld, szabadsagfok korrekciéjan alapul
[21]. Ezek az eljarasok nem mutattak érdemi kiilonbségeket a hibabecslés konfidencia-
intervallumén.

4. Nem hagyomanyos eljaras ismertetése

A nem hagyomanyos eljaras soran olyan szimulaciés technikat alkalmaztunk,
mely egyfajta hazasitasa a jackknife és a bootstrap algoritmusnak. E két mddszer
altalaban jol ismert eljarasok, roluk bévebben lasd pl. [6, 4, 7).
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5. A jackknife eljaras

A jackknife mddszer alkalmazasanak feltétele mindGsszesen az, hogy a min-
tank fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszindségi valtozékbél alljon, illetve a kozds
eloszlasukhoz véges szérasnégyzet tartozzon. (Ez a centralis hatéreloszlas tételben
foglaltak teljesiiléséhez sziikséges).

Azt is feltételezziik, hogy a statisztikink a megfigyeléseinkben (a valészintségi
viltozéinkban) szimmetrikus, tehdt az argumentumok sorrendje nem befolyasolja
a statisztika értéket.

Tegyiik fel, hogy adott egy n elemd minta: X;,..., X, ~ F.

Megjegyzés. Olyan 8 statisztikakat vizsgalunk, melyek barmely n-nél kisebb
elemszam esetén is értelmezettek (sziikséges feltétel a kiszamithatosag érdekében).

Barmely altalanos, # paramétert becsld ) statisztika esetén a jackknife mod-

-~

szerbdl szarmazo becslés az alabbi alakot 6lti. Jelolje 8 = @ (X,,..., X,)-et.
Tekintsiik a kovetkezé n darab pszeudo-statisztikat:

By = 0 (X1, -y Xict, Xit1s- -+ Xn)-
Ekkor

~ 1 &~
By == _ 00,
i=1

a keresett statisztika becslése, mig a becslés hibajanak jackknife becslése:

5 (8) = | 72 (o =)

6. A bootstrap eljaras

A bootstrap algoritmus alapjat képezd approximacié konvergenciajadhoz elég-
séges feltétel a mintankat alkoté valdszintségi valtozok véges szorasnégyzete (k6z6s
closzlast tételezziink fel itt is az X; valtozokra nézve). Ez a feltétel a centralis
hatareloszlas tétel feltételeinek teljesiilése miatt sziikséges is.

(1) 5(3:1, ..., Zn) a statisztika értéke. (Egy adott X, = z1,..., Xn = z, realizicié
mellett).
Ekkor o(F) = y/Varr (X1, ..., Xa) a statisztika valodi hibaja.
Ezt tobbnyire nehézkes zart formaban felirni.

(2) Miutan az F eloszlast nem ismerjiik, ezért F-pal, a tapasztalati closzlasfiigg-
vénnyel becsiiljiik. Ekkor persze g = o(ﬁ) becsiili o(F)-et. (Mint azt majd
az alabbiakban latni fogjuk).
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Itt csak approximéaciérol van szé, hiszen ezt sem tudjuk zart alakban felirni.

Igy tehat egy approximacios eljarast kell végrehajtanunk, mely a kévetkezs
lépésekbdl all.

(i)
(i)

(iii)
(iv)

F meghatarozasa.

F-bol fiiggetlen mintavétel segitségével X7, ..., X% ugynevezett boot-
strap minta létrehozasa. Itt be kell tartanunk, hogy

: . 1
Vi: P(X] =z;)= -

(Minden mintaelem ugyanolyan val6sziniiséggel veheti fel a realiza-
ciéban szerepl$ kiilonboz6 értékeket).

6" =0 (X7, ..., X)) bootstrap masolathol szarmazo statisztika kisza-
mitéasa.
az (ii) és (iii) 1épések B szami ismétlése. Igy elgallitunk egy 7, ..., 6%

fiiggetlen boostrap masolatbdl szarmazé, a becslés értékére vonat-
koz6 mintat.

0 p approximécié kiszamitasa az alabbi formula segitségével:

e
& (4 0:)
\& BT

ap =

(tapasztalati széréas), ahol
n

e L O
0= (f},,) .

bh=1]

Megjegyzés. Ekkor, ha B — oo, Ugy a op kozeliti o (F)-et. B optimalis
megvalasztasardl nincsenek kiilondsebb vitak: altalaban elegendd 100 és 500 kozotti
bootstrap minta kiszamitasa.

Megjegyzés. Az eljarasckbdl szarmazod, adott szintii konfidencia-intervallumn
konnyen meghatarozhaté a pszeudoé-statisztikakbol szamitott, becsiilt paraméterek
sorbarendezésébdl és megfelel§ méretd trimmelésébsl.

Mas filozofia alapjan folytathato addig az (i1)—(v) lépések egymasutanja, amed-

dig a lépésenként kiszamitott és korrigalt 5: valamilyen, el6re meghatarozott, ming-
séget el6ird korlatnal kevesebbet valtozik 1 lépés alatt.

Fontos megjegyezni, hogy az approximéacié konvergenciajahoz elégséges feltétel

a véges szorasnégyzet (kozos eloszlast tételezziink fel itt is az X; valtozokra nézve),
mely a centralis hatareloszlas tétel feltételeinek teljesiilése miatt sziikséges.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2010)



EGY NEM HAGYOMANYOS STATISZTIKAI ELJARAS BEMUTATASA AZ OECD PISA
ADATBAZISON 167

7. Fay eljarasa és a BRR-eljaras

A jackknife eljaras szisztematikussiga mellett a bootstrap eljaras véletlensze-
riségét is szimulalé eljaras elméleti hatterérsl [4]-ban vagy [6]-ben olvashatunk
bévebben. Generélt (tehat nem egy éles felmérésben végzett) adatokon végzett
szamitasokrol, azok eredményeirdl [11]-ben tajékozodhatunk. Az eltérést az itt
leirtaktdl az adja, hogy a mi esetiinkben két helyen is véletlenités szerepel. Részint
a szimulaciés technika is magaban hordoz egyfajta véletlenitést, részint pedig a
vizsgalt egyedekhez sem egyetlen mért érték tartozik, hanem 5, egymastol fig-
getlen, azonos paraméterekkel rendelkezd, normalis eloszlasbol szarmazo véletlen
valoszintiségi valtozo.

A felmérés adatbazisaban alkalmazott és rogzitett valtozok megalkotasarol
részint [10] ad képet, részint pedig [23] ad tajékozodasi pontokat.

Vazlatosan ismertetem a plauzibilis értékek altal generalt atlagok kozotti kiilonb-
ségek standard hibajat szamitod algoritmust, [10] és [11] alapjan.

A jol ismert jackknife modszer interpretalhatéd gy is, hogy az eredeti megfi-
gyeléseket sulyozzuk: minden lépésben az egyik mintaelem silyat 0-ra modositjuk,
a tobbi mintaelem sulyat valtozatlanul hagyjuk [15].

Fay eredeti eljarasa egyik valtoztatasként azt mondja, hogy vegylink egy minta-
elemet %, mig egy bizonyos masik mintaelemet % sillyal. Igy annyi torténik, hogy
egy mintaelemet kevésbé, mig helyette egy masik mintaelemet jobban vesziink figye-
lembe az egyes pszeudo-statisztikikban [6].

Az igazi kiilénbség azonban abban rejlik, hogy bizonyos egyedek helyett csak
meghatarozott mas egyedek léphetnek be a pszeudo-statisztikikba. Ezen csopor-
tokat a mintavétel soran feltételezett Osszefiiggések hatarozzak meg (az altalunk
vizsgalt felmérésben ezek a szempontok azok, amelyek alapjan reprezentativ min-
tat keészitettek az adott orszagok).

Az alapmédszert egy olyan példan ismertetem, amikor minden csoportban 2-2
egyed szerepel. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil tehetiink ilyen egyszerisitést.
Igy a jackknife médszernek egy olyan moédositasat/altalanositasat nyerjiik, mely
aranyosan rétegzett mintavétel esetén is hasznalhaté. (Az OECD PISA felmé-
résben ezeket a rétegeket és aranyokat a mérést koordindld kutatok adjak meg
minden orszagra az adott sajatossadgokhoz alkalmazkodva a mérést szervez6 OECD
kézpontnak).

Az alabb ismertetésre keriils leirds esetén a legfontosabb szempont — mely a
hagyomanyos médszerek alkalmazasat kizarja — a mintdba keriil§ egyedek filigget-
lenségének hianya.

Legyen adott H darab stratum vagy réteg. (Pl. H = 10 iskola). Ekkor az
egy rétegbe tartozo valtozok helyére csak a nekik megfelels rétegbdl valaszthatunk
Jhelyettesitd” valtozot. (Azaz, csak az adott iskoldk didkjai helyettesithetGek egy-

massal).
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik tehat fel, hogy minden rétegbe 2-2 egyed tar-
tozik. Ekkor a sulyok w vektora: w = (w11, wi2,..., WH1, WH2) -
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7.1. Példa. Ha a fenti 10 iskola mindegyikébe jir 20 fia és 30 lany, akkor
w = (20,30,...,20,30), vagy a nekik megfelels fiti-lany létszam.

Megjegyzés. Ez még mdédosulhat, ha valamely oknél fogva nem vesziink valakit
figyelembe (pl. a tanulasi teljesitmény mérésénél a Sajitos Nevelési Igényd didkokat
kihagyjuk). A végsS sulyokat az egyes stratumokban ezek meghatirozasa utan
nyerjik [10].

Igy jeldlje a h-adik stratum i-edik esetének végsé w silyadt wyni = fai(w).

8. A replikansok silyainak meghatarozasa

A BRR-eljaras ezen annyiban maédosit, hogy ezt az eljarast tobbszor, egymas
utén végrehajtja, mind az ismétlések miatt, mind pedig a plauzibilisek miatt [15].
Az ismétléses eljaras soran a t-edik replikans (ismételt minta) sulyait jeldlje
(t) (an(D)
wyp; = fri (w®), ahol

w® = ((1 4 dy)wir, (1 — di)wiz, ..., (1 + degr)w, (1 — dem)wpa)

és itt dy, egy csupa 1-bdl és —1-bdl all6 D matrix t-edik soranak és h-adik oszlo-
panak eleme, ahol a matrix sorai és oszlopai is ortogonalisak egymaésra.

Megjegyzés. Az itt emlitésre keriils, igynevezett Hadamard-matrix meghata-
rozasara [15], vagy egy program, [23] ad b&vebb instrukciét. Az ortogonalitas biz-
tositja a mintak fliggetlenségét, a +1 szorzok pedig megadjak, hogy mely egyedek
mely egyedek helyett keriilhetnek a replikinsokba.

Fay moédositott eljarasanak [6] stlyai egy korrigalo konstans szorzéban kiilon-
boznek ettdl, nevezetesen:

w® = (1 +du (1 = k))wir, (1 — du (1 - k))wiz,
L+ de (1 = K, (1 — do (1= k))7r2)-

Itt k € [0,1). Lathato, hogy a BRR-eljaras a médositott Fay-eljaras specialis
esete k = 0 esetén.

Megjegyzés. Igy egyes egyedek nem kikeriilnek vagy bekeriilnek egy-egy repli-
kansba, hanem kisebb vagy nagyobb sillyal vesznek részt a paraméterek becslé-
sében.

Amennyiben a #(wy,x) statisztikira vagyunk kivancsiak, akkor a variancidk

becslése:
[ (wv ,:E) - H(wv,a:)r,

(UFAY)2= 1_kzg[ (wﬁ), )—9(wv,£)}2

ahol T a replikansok (ismétlések) szama.

UBRR =

NM~3
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Megjegyzés. Hagyomanyos esetben a varhato érték becslésének standard hibaja
egyszer(i véletlen mintavételezést alkalmazunk).

Az esetleges Osszefliggések kikiisz6bolésére alkalmazhaté a bootstrap és a jack-
knife eljaras, melyek soran a standard hiba lényegében a replikansokbél szamitott
paraméterek varianciajatol és a replikinsok szamatdl fiigg.

Amennyiben rétegzett mintavételnél szimulacios technikat alkalmazunk, ugy a

Ha minden egyed esetén még plauzibilis értékeket is szamitunk, ugy a réteg-
zés mellett még az egyes egyedeken mért variancia is hozzaadodik a paraméter
becslésének hibajahoz, igy a teljes populacidra vett becslés végsG hibaja harom
részbdl tevdik ossze: egyik oldalrél a rétegek egymashoz viszonyitott kiilonbsé-
geibdl, masik oldalrél a replikilansok soran szamitott paraméterek varianciajabol,
harmadrészt pedig az egyedeken lév plauzibilisek variancidjanak mértékébél.

9. A hagyomanyos eljaras alkalmazasa

A matematika teljesitmény atlaganak &sszehasonlitasa két eltéré
stilyozasra a kiillonb6zs képzési tipusok esetén

A hagyomanyos eljaras mellett szamitott értékek, kétfajta stlyozas mellett az
aldbbiak szerint alakultak:
Teljes populaciéra valé felsulyozas esetén:

Keépzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széras | Szoras hibaja

1 - Altalanos iskola 6510 391,911 0,93 74,93 NA
2 - Gimnéazium 21027 | 551,907 0,37 72,86 NA
3 - Szakkozépiskola | 41668 | 491,541 0,33 66,59 NA
4 - Szakiskola 37837 | 405,981 0,43 62,91 NA

A mintan beliil helyreallitott aranyokat alkalmazo silyozas esetén:

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Szoras | Széras hibaja

1 - Altalanos iskola 394 391,911 3,75 75,06 NA
2 - Gimnazium 1618 | 551,907 1,80 72,88 NA
3 - Szakkozépiskola | 1852 | 491,541 1,54 66, 60 NA
4 - Szakiskola 901 405,981 2,09 62,95 NA

Megjegyzés. Megéllapithato, hogy az atlagon 1évé standard hiba - természe-
tesen a teljes elemszam megvaltozasa miatt - drasztikusan megnovekedett a maso-
dik sulyozas alkalmazasakor.
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Megjegyzés. Az SPSS 15 nem tartalmaz olyan rutint, mely pl. a szoras konfi-
dencia-intervalluméat meghatarozna.

Az atlagét az ismert % képlet segitségével szamitott standard hibaval meg-
hatarozhatjuk, mig a leird statisztikik meniipontban opcionalisan a ferdeség és
csucsossag paraméterek mellett azok standard hibajat is kiszamitja.

Az is megfigyelhets, hogy a masodik silyozas esetén a szdéras néhany tizeddel
eltérd értéket vett fel (ez teljesen elfogadhato, ha figyelembe vesszitk a korrigalt
tapasztalati szoras szamitasat).

Ezek utan vizsgaljuk meg, hogy a hagyomanyos eljaras, illetve annak szoras-
homogenitast nem igényld, robusztus, paronkénti 6sszehasonlitast elvégzé szamita-
sal mit eredményeztek a kétféle sulyozas esetén. Azért a robusztus eljarast alkal-
mazzuk, mert a Levene-proba alapjan sériil a szérasok egyenlGségét igényl6 szoras-
homogenitasi feltételiink.

Elgszor ismételten a felsulyozott, majd az aranyaiban helyreallitott sulyozas
eredményeit ismertetem.

Eredmények felsilyozas esetén:

Keépzési Atlagok Kiilonbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilonbsége hibaja alja teteje
1-2 —159,996 1,00 -162,56 | —157,42
1-3 —99,63 0,98 -102,16 | —-97,1
1-4 ~14,071 1,03 16,7 | —11,44
2-3 60, 366 0,50 59,09 61,64
2-4 145,926 0,57 144,45 147,4
3-4 85,56 0,54 84.16 86,95

Eredmények aranyositott,

masodik szamu silyozas esetén:

Képzési | Atlagok | Kiilénbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 —159, 996 4,75 —-172,26 | —147,73
1-3 —-99,63 4,67 —111,69 | —87,57
1-4 —14,071 4,87 —26,62 —1,52
2-3 60, 366 2,35 54,31 66,42
2-4 145,926 2,72 138,94 152,91
3-4 85,56 2,57 78,94 92,18

Jol lathat6, hogy mindkeét esetben, 95%-os szignifikancia-szint mellett a kiilénb-
ségek mindenho! eltérnek 0-t6l, azaz a vizsgalt varhaté értékek egyenlSsége elvet-
hetd. Még a leginkabb koézel 16v6, altalanos iskola és szakiskola esetén is szignifikins
kiilénbség addédott.
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10. A nem hagyomanyos eljaras alkalmazasa

A matematika teljesitmény atlaganak Osszehasonlitasa a kiilonb6zé
képzési tipusok esetén

Ebben az esetben is a 4 kiilonb6z6 képzési tipusban vizsgaltuk meg a mate-
matika teljesitmény atlagat és szorasat. Az atlag esetén képes az SPSS hibat szami-
tani — ezt fel is tiintetjiilk — azonban egy lényeges kiilénbség rogtén lathaté lesz.
Az el6zbekkel ellentétben a teljesitmény szoérasa esetén az SPSS nem képes standard
hibat meghatarozni (vagy akar konfidencia-intervallumot). A szimulacios eljarasok
ebben (is) segitségiinkre lehetnek, hiszen a szimulaci6s technikakkal az eloszlas
barmely paraméterének standard hibaja becsiilhetd, illetve barmely paraméterre
konfidencia-intervallum illeszthetd.

Az atlagok esetén itt is paronkénti dsszehasonlitast alkalmazé ANOVA-elemzést
alkalmaztunk. Igy megallapithatjuk, hogy a kiilénbdz6 képzési tipusok esetén vals-
ban vannak-e teljesitménybeli eltérések.

A Fay-féle médositott BRR-szimulacids eljarassal szamitott értékek az alabbiak
lettek (a stlyozas készitésekor figyelembe veszik tehat azt, hogy az egy iskolaban
tanulé didkok nem tekinthetdek egymastol fiiggetlennek):

Képzési tipus Esetszam | Atlag | Atlag hibaja | Széras | Szoéras hibaja
1 - Altalanos iskola 6510 391,911 7,16 82,67 4,54

2 - Gimnazium 21027 | 551,907 5,00 77,19 1,91
3 - Szakkozépiskola | 41668 | 491,541 4,61 71,18 1,95

4 - Szakiskola 37837 | 405,981 6,41 68, 50 2,2

Megjegyzés. A csoportonkénti szérasok nem egyeznek meg azzal, amit a hagyo-
méanyos eljarasokkal, a plauzibilis értékek helyett azok atlagival szamitottunk.
Ez abbol fakad, hogy a didkonkenti atlagot (elvart teljesitményt) még tudtuk garan-
talni, azonban a plauzibilis értékek atlaganak alkalmazasaval az egy didkon lévs
bizonytalansagot megsziintettitk — igy ezt a varianciabdl is eltiintettiik.

A csoportok kézotti kiilonbségek és azok standard hibaja, illetve az ezekbdl
szamitott 95%-os konfidencia-intervallumok az alabbi tablazatban lathatéak. A ko6-
dokat az el6z6 tablazatokban mar ismertettiik.

Képzési Atlagok Kiiloénbség | Konf. iv. | Konf. iv.
tipus kiilénbsége hibaja alja teteje
1-2 —159,996 8,39 —176,44 | —143,55
1-3 —99,63 8,45 —-116,2 | 83,06
1-4 —14,071 9,58 —32,86 4,71
2-3 60, 366 6,84 46,95 73,78
2-4 145,926 8,17 129,91 161,94
3-4 85, 56 7,8 70,28 100,84
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Megfigyelhet6 a kiilonbség a hagyomanyos eljards és a nem hagyoméanyos,
szimulacids eljaras eredményei kozott.

Mig a hagyomanyos esetben, szérashomogenitast nem igénylé robusztusabb
valtozata esetén is, mindkét stilyozasra azt az eredményt kaptuk, hogy a kiilénb6z6
iskolatipusok esetén a matematika teljesitmény varhaté értéke szignifikinsan eltér,
addig a szimuléciés technika azt mutatja, hogy bar vannak szignifikins eltérések,
de kivétel mégis akad.

A 15 éves didkok koziil azok, akik szakiskolakba vagy 4ltalanos iskolakba, jar-
nak, a szimulicidés médszer alapjan nem kiilonbéztek szignifikins médon az atla-
gos teljesitményiiket tekintve. Megallapithaté, hogy a gimnazistak messze a t&bbi
iskolatipus felett teljesitettek, mig a szakkdzépiskolasok a két teljesitmény kézott
helyezkednek el, valamivel az OECD orszagok 4atlaga alatt.

11. Osszegés: a kiilonbzs eljarasok eredényeinek 6sszehasonlitasa

Az altalanos formuldban hasznalt két eljaras (az egyik az eredeti stulyozassal,
felfijt minta esetén, a masik az eredeti sulyozas meértékét megtartva, eredeti minta-
nagysagon beliil dolgozva) alul becsiili azt a hibat, amit szimulacios eljaras segit-
ségével nyeriink.

Ez olyan szempontbol mindenképpen eltéré eredményre vezet, hogy a kisebb
standard hiba kovetkeztében a kiilonbségek hamarabb valnak szignifikanssa.

A szimulacids eljaras [11] alapjan elméletileg bizonyitottan jobb becslést nyujt
szamunkra a valos standard hibat illetGen rétegzett mintavételezés esetén, hiszen
figyelembe veszi azt, hogy a mintank korantsem rendelkezik azzal a fiiggetlenséggel,
mely a megszokott, % standard hiba képletének alkalmazasahoz sziikséges.

Bar e modositott eljarasok némiképpen szamitisigényesebbek, még ekkora
mintak esetén sem okoznak érdemi szamitasidé novekedést. Az alkalmazasukbol
szarmazoé esetlegesen pontosabb informécié mindenképpen megéri a raforditott
id6t. Azonban csak valészintsiteni tudjuk azt, hogy a szimulalt eredmények megbiz-
hatébbak erre a felmérésre, mint a hagyomaéanyos eljarasok szamitasai.

Mindenképpen meg kell azonban fogalmazni legalabb egy kritikat is ezzel a
modszerrel kapcsolatban: az alkalmazasban talidlhaté BRR-technika hivatott kikii-
5z0boIni a mintaba keriild egyedek kozotti Osszefiiggéseket, melyek az egy stratumba
val6 tartozas miatt fellépnek. Nem vilagos, hogy az adatbazisban talalhatéo BRR-
technika hogyan tudja kikiiszobolni azt a problémat, hogy az egy stratumba, keriils
egyedek kozotti Osszefiiggések valtozonként eltérdek — az eljarasban azonban, vélto-
z6tdl fiiggetleniil mindig ugyanazokat replikdns variiciokat alkalmazzuk.

Egyszerisitési okokbol nem a bootstrap eljarast alkalmazzak ebben az elem-
zésben, az azonban nem latszik tisztazottnak, hogy milyen moédon lehet vissza-
nyerni ebben a moédszerben a bootstrap algoritmus empirikus eloszlast alkalmazé
er0sségét, mely stratumonként, minden valtozéra méas és mas. Kisebb elemszam
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mellett a bootstrap algoritmus alkalmazhatatlan lenne, azonban az OECD PISA
adatbazis kell§ elemszammal rendelkezik ahhoz, hogy ez a probléma ne meriiljon
fel. [1]-ben a jackknife algoritmus kiilonb6z§ variansaival dsszehasonlitjak, azonban
a jackknife algoritmus semmilyen moédon nem veszi figyelembe a vizsgalt valtozok
empirikus eloszlasat.
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(8]
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A NON-TRADITIONAL STATISTICAL METHOD IN THE OECD PISA DATABASE
CASE-STUDY

SzaBoLcs TAKAcCs

When we haven’t got a simple random sample the original simulation technics, like the
bootstrap and the jackknife method are usable only with changes . In the following article we
show a case when we compare the results of the traditional method and the result of a simulation
algorithm.

One of the jackknife’s modification [6] is used for some hypothesis in the OECD PISA survey.
The theorems of the applied method are introduced in [6], [11]. Now we would like to show these
algorithms in a large sample survey and we show the difference between the empirical results of
the traditional and the simulation method.

Because we don’t use generated database we don’t know the truth. Without this information
we would like to understand the different results of the algorithms.

We put some questions and critics to these algorithms which are relevant and we can’t find
reassuring answers in the connected bibliography of the survey.
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