317.471

Alkalmazott Matematikai Lapok 28 (2011), 1-16.

POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA

MANFAY MATE .

Markov-folyamatok vizsgalatakor kulcsfontossagu szerepet tolt be az igy-
nevezett Poincaré-egyenlétlenség, segitségével részecskerendszerek hidrodi-
namikai viselkedésével kapcsolatban vonhatunk le fontos kdvetkeztetéseket.
Korabban T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau bizonyitotta az egyenlét-
lenséget a kétallapoti egyszerd kizarasos folyamatra, ebben az esetben az
egyenlStlenségben szerepld konstans a rendszer méretének négyzetével ara-
nyos. Cikkiink a haromallapoti kizarasos modellel foglalkozik, ahol interakcié
is megengedett az allapotok kozt. Fé eredményiink a Poincaré-egyenlétlenség
bizonyitasa erre a folyamatra, melyben a konstans nagysagrendje megegyezik
a kétallapotid modellnél latottal.

1. Bevezetés

A réla elnevezett egyenlStlenséget Henri Poincaré francia matematikus a
Laplace-egyenlet Dirichlet-feladatahoz kapcsoléddan igazolta: felsd becslést adott
a Laplace-operator legnagyobb sajatértékére, ami persze negativ. Klasszikus alkal-
mazasi teriilete az elliptikus és parabolikus egyenletek elmélete, de az utébbi évtize-
dekben tagabb értelmezést nyert, diszkrét jellegii problémak targyalasakor is fontos
szerepet jatszik, tobbek kozt a valdszinliségszamitas modern elméletében, Markov-
folyamatok ergodikus viselkedésének vizsgalatanal [6]. Véges Q allapottérben ha-
lado6 folytonos idejii Markov folyamatokat vizsgalunk, altalaban © ¢ X", ahol X
véges halmaz. A folyamat generatora

Low) = Y _ r(w,0)(p(o) — pw)),

geN

ahol r{w, o) jeloli a nemnegativ ugrasi ratat w-bol o-ba. A mérték staciondrius,
ha minden ¢ fiiggvényre ) .o Lo(w)A(w) = 0. Kolcsénhato részecskerendszerek
vizsgalatakor a kérdéses folyamat generatoranak megszokott felirasi moédja a kovet-

kezG:
w)= Y Caw)(p (@) — o)),

A€A

ahol A olyan 4 : @ — Q transzformaciék gyijteménye, melyek w néhany koor-
dinatajat valtoztatjak. Ca(w) > 0 egy A-t6l, illetve w-t6l fliggd konstans, és
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2 MANFAY MATE

w? jeldli azt a konfiguraciot, melyet w-bol kapunk az A-val jeldlt transzforméacion
keresztiil. Tipikusan (wA)A = w, illetve esetiinkben A(w) = A (w?) is teljesiilni fog.
Jelolje Ex a A szerinti varhato érték operatorat: Exp = ). o @(w)Mw), Vary a A
szerint szamolt szérasnégyzet értéke. Poincaré egyenl6tlensége szerint van olyan
¢ > 0 szam, hogy ha ¢ € L?()\) és Exp = 0, akkor

Z Mw)p? (W) < —¢ Z w(w). (1)

weN weN
Az egyenl6tlenség jobb oldalén a

= 2 A@)p(w)Lpw)

Dirichlet-forma all, vagyis Exp? < c¢D(yp), tehat Varyp < ¢D(p) ha Exp #0.
A kélcsénhat6 folyamatok elméletében gyakran feltételezett A(w) = A(w?) azo-
nossag miatt A eleve stacionarius mérték, vagyis ExLp? = 0, tehat

D)= > Calw)(p (W) -ew) Aw).
wWEN,ACA
Valéban,

N = N =

D(p) =5 > (Ly® — 20Lp) A(w) =
we

ST Calw) (¢* (0*) — 9*(W) — 20() (p (w*) = p())) =

weN,A€A
= 3 Ca) (¢ (@*) — e)’ Aw).
wEN,AEA

Poincaré egyenlétlensége tulajdonképpen az L generdtor szimmetrikus részérdl
sz0l, ami S := (L 4 L*)/2, ahol L* jeldli az L adjungaltjat az L%()\) téren:

L p(w) = > Ca(w?) (¢ (w*) = o)),

A€A

hacsak A (w?) = A(w) . Az § < 0 operator legnagyobb negativ sajatértékére adott
becslés a stacionarius eloszlashoz valo konvergencia sebességérdl is informéaciot szol-
galtat. A vizsgalt problémak t6bbségénél n = +o00, de persze elsdként a tér véges
részét vizsgaljak, majd ezt terjesztik ki a végtelen rendszerre.

2. A Poincaré-egyenlétlenség egyszerii alkalmazasai

Elészér azt mutatjuk meg, hogy valészinilségi mértékek

= A= > p(w) = AW)|

weN
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 3

variacios tavolsidga becsiilhetd a Dirichlet-forma segitségével.
2.1. ALLITAS. Ha egy véges €1 dllapottert, A staciondrius eloszldsd sztochasz-
tikus folyamatra teljesiil a Poincaré-egyenlétlenség ¢ konstanssal, akkor

= AP < 4eD (VF),
ahol p valésziniiségi mérték, és f(w) := p(w)/A(w) .
Bizonyitds. A ) ,cqlf(w)— 1|M(w) tagot alakitva:

Y 1Fw) = Aw) = > IVFW) = LIVFW) + 1w

we weN
S (Vi@ - 1)2 M), |3 (V@ + 1)2 Aw).
wen wen
Mivel )
S (VI -1) Aw) =2-2 )" VFww)
weN wenN
illetve )
S (VI +1) aw) =2+2 Y V@)
wed weN
tehat
\/2 -23" \/f(w))\(w)\/;%- 2> VWA
weN weN
2
- 2\l 1- (Z \/f(w)/\(w)> =2 (Vam/f)l/z
wEeEN
amib6] Poincaré egyenlGtlenségével adodik az allitas. a

Az aktualis u és a stacionarius A mérték eltéré sére az

SN = pw H w)

weN
relativ entrépia csokkenésének sebessége ad becslést.

2.2. ALLiTAS. Egy véges Q allapotterd, A staciondrius mértékd, juo eloszlasbol
inditott Markov-folyamat t id6 utdni eloszldsa p, , ekkor

Sl + [ D (VE) < Sluol),
ahol fi(w) = pe(w)/A(w).
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4 MANFAY MATE

Bizonyitds. A Kolmogorov-egyenlet alapjan:

0:S(e|A) = 0, Zm(w log fi(w Z/M (O + L) log fi(w),

we weN

ahol 9; fi/ fs jaruléka eltiinik, mert A stacionéarius, tehat

OrS(pe|N) = Z Z (w)r(w, o) fi(w)lo f(o)

wEN cEN f(w)

Mivel

(J.)

= o) = ) ~ (V@) ~ VE@)

ft(w)lo E = 2ft(w)log () SQ \/ft Vil ft(w)

adédik, hogy

25N < = 3 3 Mwir(w,o) (VI@) - Vi@ = -2 (VF)

weENoEN
ad

A két eredményb6l kovetkezik, hogy ha teljesiil a Poincaré-egyenlGtlenség egy
adott folyamatra, akkor annak staciondrius mértéke egyértelmd. Ha ugyanis A
mellett p is stacionarius meérték volna, akkor u; = u, vagyis 8,S(u:|A) = 0, tehat
lu—Al=0.

3. Poincaré-egyenlGtlenség szimmetrikus kizarasos folyamatokra
3.1. A kétallapota modell

A legegyszertibb vizsgalt folyamat az egyszerii szimmetrikus kizarasos folya-
mat, ennek konfiguracioi n periodusi 0—1 sorozatok: w = (w1, ..., Wn ) €S Wk4n = Wk.
Ha wy = 1, akkor azt mondjuk, hogy a k helyen részecske van, wy = 0 iires poziciét
jelez. A konfiguracios tér az Q7 = {w | 3wy = p} halmaz, A az {1,...,n} halmaz
kételemti részhalmazaibol all, és

Caw) =Ch{w) = =

3 (wi + wr — 2wwy) ,

ha b = (k,1), tovabba w® azt a konfiguraciét jeloli, amit w-bol kapunk, ha b = (k, )
élen 16v6 wy, és w; koordinatékat feleseréljiik, vagyis (w® D), = w; és (w*D); = wg.
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 5

Koénnyen lathat6, hogy a folyamat stacionarius mértéke: Aw) = ﬂ';—?”l
T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau [1] erre a folyamatra bizonyitotta a Poincaré-
egyenl6tlenséget. Cikkiik egyik eredménye a szimmetrizalt, illetve tavoli ugrasokat
megengedd folyamatra vonatkozik:

3.1. TETEL. [1] Minden ¢ : Q0 — R fiiggvény esetén, melyre Exp = 0, teljesiil
a Poincaré-egyenlGtlenség:

S AR g S0 (0(F) — olw)) Aw),

weay weNn beB
ahol B = {(k,1)]1 < k,l < n} a cserék halmaza.

A késGbbiekben utalni fogunk arra, hogy az altalunk vizsgalt probléma megol-
dasakor mennyire voltak alkalmazhatéak a Funaki-féle cikkben latott modszerek.

3.2. A haromallapota modell

A kévetkezSkben vizsgalt modell fizikai indittatasa. A modellt Téth Balint és
Valké Benedek vezette be [5], majd Fritz Jézsef és Téth Balint, illetve Fritz Jozsef
és Nagy Katalin vizsgélja 2004-ben, valamint 2006-ban megjelent cikkiikben [4], [2].
A konfiguraciok 3 fajta elemet, részecskét tartalmaznak: —1,0, 1, és mindegyikbél
adott, a folyamat soran allando6 szamu szerepel, igy a konfigurécios tér:

U ={w| D we=p—m, ) wi=p+m}

Gondolhatunk itt pozitiv, negativ részecskékre és iires helyekre. A részecskéink
tovabbra is egy dimenziéban mozognak, egy periodikus szakaszon, igy a konfigu-
raciokat egy mn-hosszii vektorral reprezentaljuk: w = (w1, ...,wWn) €S Wrin = Wk,
Tovabba egy er6tér hatasara a pozitiv toltést részecskék jobbra, a negativ tolté-
siiek balra mozognak 1-1 rataval, és egy —1-es és +1-es részecske helycseréje 2-es
rataval tdrténik. Ez bonyolultabb T. Funaki, K. Uchiyama és H.T. Yau &ltal vizs-
galt kétallapotii modellnél, viszont a cikkiikben [1] latott médszerek koziil néhanyat
mi is alkalmazni fogunk.

A stacionarius A valésziniségi mérték most is az egyenletes eloszls az QU
altéren: AMw) = P'—:’L#, ahol z = n — m — p jeloli a nulldk szdmat. Vagyis A egy
megmaradasi feltételekkel vett egyenletes eloszlas a konfiguraciés téren. Legyen ¢
a konfiguracios tér elemein hat6 fiiggveny: ¢ : QF . — R, feltehetd, hogy Exp = 0.

A folyamat generatora a kovetkezdképpen hat:

n
Low) = 3 5 (@F + @l +on = winr) (0 (WD) = pw)
k=0

Koénnyen ellendrizhets, hogy A stacionarius mérték.

Térjiink 4t a Poincaré-egyenlétlenség vizsgalatara. Az (L + L*)/2 generatorral
rendelkez6 folyamatot vizsgaljuk, — < ¢, Ly >= — < ¢, L*¢p > és igy

1 .
—<<p,L<p>=—§<<,o,(L+L*)Lp>.
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6 MANFAY MATE

Vagyis ezaltal a Dirichlet-forma értéke nem valtozik, viszont egy reverzibilis fo-
lyamatot vizsgalhatunk, ami kényelmesebbé teszi a targyalast. L* képlete alapjan:

(£45) -

n

_Z (WE + Wiy + we — Wiey1) +
k=1

»h'—‘

+ (why) + WE 4 wiki1 — wi)) (cp (w(k""+1)) - <p(w)> =

= 3" 1 (k) (o (54) - ple).

k=1
Tehat 1 .
D)= 3 3 k) (o (w4) — o))’

we

A kivetkezd tétel a cikk {6 eredménye. Itt jegyezziik meg, hogy a kévetkezékben
meég tavoli cseréket is megengediink (gondolhatunk erre ugy is, hogy a folyamat egy
n pontu teljes grafon zajlik), majd ezt az eredményt felhasznalva vizsgaljuk a val6di
folyamatot. Ezt az utat kovették a Funaki-féle cikkben is.

3.2. TETEL. Minden ¢ : 2 ,,, — R fiiggvény esetén, melyre Exp = 0, teljesiil
a Poincaré-egyenl6tlenség:

S AWF@ e Y (p(e!) - o)’ Aw)

wen wenr  bEB

p.m pom>

ahol B = {(k,1)|1 < k,l < n} a cserék halmaza.

4. A Poincaré-egyenlGtlenség bizonyitasa a haromallapota kizarasos
folyamatra

Ebben a fejezetben a 3.2. tételt bizonyitjuk.
4.1. A Poincaré-egyenlétlenség bal oldalanak atalakita sa

A [1] cikk mint&jara, mivel IE,\cp =0:

ST Aw)ew Z > Ma)AB)(e(a) - ¢(B))?,

weng ., OEQ,, w BEQD

tovabba az
a=wouwo.. =5
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 7

uton haladva a-bol 8 konfiguracioba a kdvetkez6 atalakitast hajthatjuk végre:

(p(a) — w(B))* k‘j w' ) (lczl W) (wl))2>+

=0 l

+2 Z (e ") =@ (W) (¢ (W) — ¢ (B) := Na,g + Ko
r=0

E szerint a felbontas szerint fogjuk becsiilni a tagokat, a kétszeres szorzokrol
belatjuk, hogy az 0sszes konfiguraciéra 6sszegezve negativot adnak, mig a négyzetes
tagok alkotta Gsszeget pedig feliilrél fogjuk becsiilni.

A harom allapotot a kénnyebb kezelhetéség kedvéért értelemszerden a +,0, —
szimbélumokkal jeloljiik.

A bizonyitas szerkezete hasonlit a 0,1 részecskékbdl 4ll6 konfigurdcios térnél
latottra [1]. Viszont vegyiik észre, hogy most az, hogy két konfiguraci6 hany helyen
kiilonbozik, nem hatarozza meg a két konfiguracié kozt vezetd ut hosszat:

a = (_a_70v0a+a+)7
IB = (+a+v_1_10,0)1
Y= (+)07+7_50’_)-

Konnyen lathato, hogy mind 8, mind 4 is 6 helyen kiilénbozik a-tél, viszont
o — B it 4 hossza és @ — <y ut 3 hosszq, igy a tagok 0sszeszamolédsa nem igérkezik
egyszeriinek. Az olyan 3 elemii részkonfiguraciokat, melyek rendezéséhez legalabb
2 csere sziikséges, ciklusnak fogjuk nevezni.

Vegyiik észre, hogy a permutacioktol eltekintve két fajta ciklus van:

|+7 07 _I - IOa ) +|7

illetve
]+7O’ _| - |_’ +a0|'

Az elsg ciklust negativ ciklusnak, a masodikat pozitiv ciklusnak nevezziik a to-
vabbiakban. Az elnevezés abbdl ered, hogy a 0 elem helyére —, vagy + allapotnak
kell keriilnie.

4.2. Az utak szerkezete:

El6szor vizsgaljuk meg adott o és § konfiguracié par kozti kiilonbségek szerke-
zetét, azt, hogy milyen cserékkel lehet egyikbdl a masikba eljutni:

Nx’y = {k| Qp =X, ﬂk = y},

és legyenek ezek elemszamai:
N,y = | Na gyl
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8 MANFAY MATE

Most vezessiink be néhany transzformaciét, melyek a konfiguraciékon hatnak.
T(I’,C ) legyen az a transzforméacio, ami w konfiguracié k. és I. koordinatajin 1évé alla-
potot feleseréli. Vagyis (T} ;) (w)), = wi & (T(”,\:,l)(w))l = wg, és a tdbbi koordinata,
nem valtozik.

T(’,C Lm) mar harom elemet valtoztat, és akkor értelmes, ha k,I,m allapotok -
kozill egy-egy +,0, — allapot, és a transzformacié a 0 allapotbdl +, a + allapotbol
— és a — allapotbdl 0-4t csinal az adott k,!,m koordinata harmason, a tobbi
koordinatat nem véltoztatja. Példaul: T(E;’3 5)( ——0+)=0-0—++.

T(Clc_,l,m) is olyan konfiguraciékon értelmezett, ahol k, [, m allapotok koziil egy-
egy +,0,— allapot, és a transzformaéci6é a 0 allapotbol —, a — Allapotb6l + és a
+ allapotbél 0-at csindl az adott k,l, m koordinata harmason, a tobbi koordinatat
nem véltoztatja. Peéldaul T3 (0 +— —0+) =00 + — — +.

Vegyiik észre, hogy T”+ és T° transzformaciok a ciklusokat hivatottak ren-
dezni, és mindkett§ felirhaté két megfelels T? transzformacioé szorzataként. A kovet-
kezSkben utakat fogunk a konfiguracié parok kozt definidlni. Adott « és 8 kon-
figuracié par esetén o konfiguracién hajtsuk végre T° T°+,T¢ transzformaciok
egy sorozatat, hogy f konfiguraciét kapjuk. Méghozza tegyiik ezt gy, hogy min-
den egyes koordinatéan legfeljebb egyszer hajtunk végre transzformiciot. Egy ut
legyen azon konfiguraciok egymasutanja, amiket egy ilyen transzformacié sorozat
soran kapunk. S, p legyen adott «, 3 parra az igy megengedett utak halmaza.
A konnyebb érthetdség kedvéért hozunk egy példat a transzformaciok sorozatara:

b - b
(T(1,2) ° T(3 4,6) ° T(co 7,10) © T(s,u)) (+04+00 - +0+ ——) =
= (04 —+ —00 - ++0),
és az ehhez tartozd at:

=(+04+00—+0+ =) > (+0+00 -+ -+ —0) —
- (+04+0--0—-4+40)=>(+0—+-00—++0) >
-0+ —-+-00—++0)=

Vegyiik észre, hogy mivel a transzformaciék egymastél diszjunkt koordinatakat
valtoztatnak meg, a transzformaciok feleserélhetGek.

4.3. A kétszeres szorzatok

Kezdjiik a kétszeres szorzatok negativitasaval. Adott o, konfiguracié par kozt
készitsiik el az Osszes S, g-beli utat, ekkor a

> > Z (@) =@ (W) (o (W) = w(8)) (2)

(a,/i)sES,.,q| aﬂ' r=0

Osszeg negativitasat fogjuk igazolni, ahol |s| az s ut hosszat jeloli.
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POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 9

Fixaljunk egy
(¢ @) = (@) (¢ (W) — w(8)) (3)

tagot, és az w™! = Tw-et ad6é T transzformAaciot és w”-t is és magat r-t is, vagyis
azt, hogy hényadik helyen hajtjuk végre a T transzformaciot. Az attekinthetdség
kedvéért w” = w jeldlést hasznaljuk. Négyesével fogjuk csoportositani a tagokat.
HaT = T(”,c, ) valamely k,! parra, akkor a Funaki-féle [1] cikkben latottak tovabbra
is érvényesek:

Ugyebar van egy s-sel jelolt utunk:

a— .. osw-owto .86
Az a — 3 1t, ezt harom részre bontjuk: s; legyen o — w, és legyen sy w® — 3.
Induljunk ki 8 konfiguraciébél, és haladjunk a b o s; Gton (ahol o az utak egymas
utén fiizését jelenti), igy jussunk el y-ba:
I IR Ny LN, R N

1

Igy van egy v — w® utunk: s7! obos;' és ezen ut mentén talaljuk

(0 (%) — @(8)) (#(8) — ¢ (w*))

tagot, tovabba ha az egész iton végrehajtjuk a b cserét, akkor ugyebar v* — w utat
kapjuk és (p(8) — ¢ (B°)) (¢ (B®) — p(w)) tagot. Tehat a szumméban szerepls
tagok négyesével (mint o — B, a® = %, +* - w, v — w’) csoportosithatoak,
hiszen barmelyik tagbo6l indulva a fenti harom atalakitast elvégezve a masik harom
tagot kapjuk. Tovabba minden négyes csoportbdl minden egyes tag szorzéja a
szummaban azonos, hiszen mindegyik tagban a b csere azonos helyen torténik,
és ugyanazokat az elemeket cseréljiik fel csak esetleg forditott sorrendben. Egy
csoporton beliili tagok Osszege:

(p(w) = p(w®) (pw®) — ©(B)
+((B%) — (B)) (¢(B) — p(w®)

= (p(w) = pw")) +0(B%) — p(w)) +
+((B) — (B%)) (p(w®) — 0(B) + ©(B°) — p(w)) =
~ (@) = 9(B) + 9(8") — p(w))” < 0.

Ha T transzformacié T°* vagy T° tipust, akkor egy apr6 valtoztatasra van
sziikség: Van egy s-sel jelolt utunk:

a—.v>w—>Tw—- .. — B

Ekkor létezik egy T, transzformécid, ami a fent definialt elemi transzformaécidk
szorzata, hogy Ts, ¢ = w tovabb egy T, transzformécid, szintén elemi transzfor-
méaciok szorzata, hogy (T, o T)w = B. Persze ekkor (T, 0T 0Ty, Jo = B is teljesiil.
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10 MANFAY MATE
Igy az utunkat igy is felirhatjuk:

T, T T,
a5 w > Tw— B,

ahol a nyilak indexébe az keriil, hogy a konfiguricién milyen transzfroméaciét haj-
tunk végre. -

Most induljunk ki T'ex konfiguraciébol, és haladjunk Ty, oT‘loTSl transzforma-
ci6 sorozat altal definialt uton. Ekkor a kévetkezé konfiguracidkon halad keresztiil
az ut:

Ta L5 7w L o T2y 71,

Ha T« és T~ kbzt ezen a fenti Gton haladunk, akkor a kétszeres szorzatoknal

megjelenik a
(P(Tw) = p(w)) (¢ (W) — (T B)) (4)
tag.
Ezek utan induljunk ki (T, oT)a konfiguraciobol, és haladjunk T, o T~ 1o T,
transzformaci6 altal definialt aton. Ebben az esetben a kovetkez$ konfiguraciokat
érinti az ut: .

T, - T
(Ts, 0T)a =% g T 7718 2224 4,

Ekkor ha (T, o T)a és w kozt ezen az uton haladunk, akkor a kétszeres szor-
zatoknal a kévetkezd tag is szerepelni fog:

(@(B8) = (T7'8)) (¢ (T7'B) — () - (5)

Végiil ha T, o konfiguraciobol indulunk ki, és T, LoT 0Ty, transzforméacio altal
definialt aton haladunk, akkor a kovetkezd konfiguracidékon keresztiil halad az 1t:

T, 1, T, T
Ts,0 —5T718 5 B —25 Tw.

Vagyis ebben az esetben ha Ts,« és Tw kozt a most definialt uton haladunk,
akkor a kétszeres szorzatok kézt a kdvetkezs tag is szerepel:

(o (T7'8) — 0(B)) (9(B) — p(Tw)) . (6)

Konnyen lathato, hogy akarmelyik most definialt 4 Gt egyikéb6l indultunk volna
ki, és elvégeztiltk volna a fenti 3 manipulaciét, szintén ugyanezeket az utakat és
tagokat kaptuk volna. Tovabba nyilvan minden egyes tag szorzdja azonos. Ekkor
a (3), (4), (5}, (6) tagok Osszege:

(p(w) — (Tw)) (p(T <P(,3 ) +
+(p(T71B) - (ﬁ))(@ Tw)) +

(w(TW) w(w)) (pw) = (T718)) +

(e(B) = o(T7'B)) (P(T7'8) — p(w)) =

= (p(w) - (Tw))(( w) — (B + ( “18) — p(w))+

+(9(B) — P(T718)) (p(Tw) — 9(B) + (T ™' B) — p(w)) =
—(@(Tw) = p(B) + (T 'B) — p(w))* < 0.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 11
Igy o Ko,p < 0, amit igazolni akartunk, most mér attérhetiink az Osszeg
els6 tagjanak vizsgalatara.
Itt jegyezziik meg, hogy az [1] cikkben latott bizonyitas Snmagaban nem volt
megismételhets, 1évén, hogy vannak olyan cserék, melyek sorrendje nem felcserél-
hetd, ezt kiiszoboltiik ki T¢F és T°~ transzforméaciék bevezetésével.

4.4. A négyzetes tagok

Masodik lépés

Qzla

[s|-1

S Y W) e W)’ (7)

’ﬂl S€ES, .8 =0

bsszeg vizsgalata. Elscként T°t és T transzforméaciokat felbontjuk az Osszes
lehetséges modon két-két T transzforméacié szorzatara, ezt ugyebdr egy-egy transz-
formacional 6 féleképpen tehetjlik meg. Képletben:

3

£

o
I

(p(TFw) -

(0((Tiz 0 Ty )w) — p(Tiaw) + Tin(Tiaw) — p(w))’ <

.a
i
-

I
(=>4
-

(P(Tiz 0 Tin)w) — o(Tinw))” + (9(Tiaw) — p(w))? <

-
]
-

ol
'M‘”

(o((Tiz 0 Tin)w) — @(Ti1w))* + (0(Tiw) — o)),

i

1l
-

ahol T; > és T; o megfelelS cseréket jelolik, az talakitasok soran a Cauchy-egyenldt-
lenséget hasznaltuk. Ezzel a lépéssel tulajdonképpen azt értiik el, hogy csak sima
parcserékkel kell foglalkoznunk.

gy a (7) becslése a kévetkezd alakot olti:

Q<Y elw,b) (v (&) — p(w)’,
w,b

ahol c(w, b) csak w-tol és b-tdl fliggd allandd. Vegyiik észre, hogy
c(wr, b1) = c{wa, b),

ha b; és by azonos allapotokat cserélnek fel. Hiszen ha vesziink két tagot:

(p(w?) — p(wn))? &s (p(wl) - p(wa)) ™.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



12 MANFAY MATE

Ekkor létezik olyan 7 permutacid, mely wi konfiguriciét we-be viszi, és by csere is
by cserébe megy 4t. Igy ez a permutacié az utak kozt, melyek a két kérdéses tagot
tartalmazzak, egy bijekciét ad meg, vagyis a két tag szorzoja valoban azonos lesz
a fenti Osszegben.

Felsé becslést fogunk adni arra, hogy egy adott (p(w®) — <p(w))2 tag milyen
egylitthatoval szerepelhet (7)-ban, ehhez elég megbecsiilni, hogy hany olyan tag
van, amelyben a csere b-vel azonos allapotokat cserél. Legyen b csere olyan ami +
és 0 allapotokat cserél (ezt innentdl (+0) cserének hivjuk), mas cserékre ugyanez
az okoskodas elmondhaté.

Ehhez elséként vizsgaljuk meg azt, hogy adott « és 3 kbzt vezetd uton legfeljebb
hany (+0) csere van. Minden egyes tthoz tartozik egy koordinata particid, asze-
rint, hogy melyik elemeken hajtottunk végre T, T<t, T~ transzformaciét. Példa a
particiokra:

Q= |_70|0|+,0|+a0|_a0,+|—a+| + I + |0)—7+|+10a —ly
IB = lov —IO|0’+|O’+|+7 _70|+7—| + | + |"» +70|—a+a0|'

Ekkor akarmilyen utat is tekintiink, a (+0) cserék szama nem lehet t&bb, mint a

!+10| |_101+I |+70,—|
|0’+| ]+7_70| |"7 +’0|

tipust particiok szdma 6sszesen, hiszen az elsé esetben egy darab (+0) csere torté-
nik, a harom elemi particibknal pedig particionkent legfeljebb egy. Tehat a (40)
cserék szama nem t8bb, mint ny. ¢ + ng +, és fontos, hogy ez minden egyes o és 3
koézti ttra egy magatol az uttél fliggetlen becslés.

Tehat az olyan tagok szama, melyekben a b = (40) az

|s|—1
ANB Y == ST (p @) —e @)’ =
2 a,B ]Sa,ﬁl s€Sa.p =0

) 1
=35 A(@)A(B) QZ S0, ]

Z R(T,s,w)

SES,,,H

Osszegben, ahol
{sl-1 6 )

R(T,s,w)= | > > (p((Tiz0Ti)w) — ¢ (Tiw)) + (¢ (T 1w) — o))
=0 i=1

legfeljebb 2W, ahol:

W =>"kl{(c, B)lex és B parra k = nyo +not}| (®)
- .

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



POINCARE-EGYENLOTLENSEG KIZARASOS FOLYAMATOKRA 13

Ez a kovetkezdk miatt igaz. Minden egyes s € S, g Utra az s uthoz tartoz6

[si-1 6

S ST (0 ((Tha o Ty w) — o (Thw)) + (¢ (T w) — o))

=0 i=1

Fagban a fentiek szerint a b cserét tartalmazé tagok szama legfeljebb ny o + ng +.
Igy a tagok szama legfeljebb:

Z (”i’,o + "g,'f) = Zkl{(a,ﬁﬂa és B parra k =nio + no+}s
o, k

ahol a, 8 fels6 indexek azt jelzik, hogy az adott n mely konfiguricioé parok kozti
kilonbségeket jeloli.
A (8)-es kifejezés tovabb alakitva, most mar hozzavéve a 2 A\(a)A\(B) szorzét is:

AMa)A(BW = E(X),

ahol X valosziniiségi valtozé két egyenletes eloszlassal kivalasztott konfiguraciora az
olyan koordinatik szamat jeloli, ahol az egyik konfiguraciéban + all, a masikban
0 vagy forditva. Legyenek Xj,..., X, valosziniségi valtozdk, melyekre X; = 1,
ha az egyik konfiguraci6é az i. koordinatajan + allapot all, a masik konfiguracio
1. koordinatajan pedig 0 allapot 4ll. Legyen X; = 0 minden mas esetben. Persze
ekkor X = Xy + ...X, teljesiil. Igy a varhat6 érték linearitasa miatt:

E(X) = ;E(Xi) =nE(X;) = n(%ﬁ) - %,

Vagyis egy adott (p(w®) — <p(w))2 tag, ahol b = (+0), szorzdja legfeljebb:

2pz 2
c(w,b) £ —— = —A(w)
PPz T

hiszen feleképp tudjuk w konfiguriciot megvalasztani és pz féleképp a b
cserét.

Mig a Poincaré-egyenlGtlenség jobb oldalan ennek a tagnak a szorzéja pont
%/\(w), hiszen w és b rogzitett, igy a bizonyitandé egyenlétlenség jobb oldalan lévé
szummaban a (p(w®) — ¢(w))? tag egyszer fordul elé.

Ugyanez a gondolatmenet miikddik a (+—) és (0—) cserékre is, a harom kapott
eredményt Osszevetve adédik, hogy

n!
' plzim!

St

S AW S () - ew)’ Mw),

wEN wey . beB

amit igazolni akartunk. (J
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Az el6z6 bizonyitasban B-vel, az Osszes lehetséges cserék halmazaval dolgoz-
tunk. Viszont a modell leirasanal a folyamat motivaciojaként azt irtuk, hogy elekt-
romos erStér hatdsira a pozitiv toltésd részecskék szomszédos helyekre ugralva
jobbra haladnak, mig a negativ tdltésii részecskék balra. Igy B* jeldlje a szomszé-
dos helyeken létrejohets cserék halmazat, vagyis

B* = {(k,k+1)|[1 <k <n, wg —wis1 =1 vagy wg — w1 = 2}

Ekkor igaz a kovetkez§ Poincaré-egyenlStlenség:
4.1. TETEL. Minden ¢ : QF . — R fiiggvény esetén, melyre Ep = 0, teljesiil a
Poincaré-egyenl6tlenség:

3 awPw et S (e (W) - ew)’ Aw),

wenn wenr  beB*

P P

ahol B* a fent definialt.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa azonos a [1] cikkben latottakkal. Az el6z6
tétel eredményét fogjuk kihasznalni. Elséként (¢ (w?) — cp(w))2 tagot alakitjuk at:
jussunk el w®-bsl w-ba (vagy forditva, amelyik lehetséges) egy titon, hogy kdzben
csak B*-beli cseréket végziink, vagyis egy részecske szomszédos helyekre lépkedve
"véndorol":

b

w :———ak—)...—)on::

w

a Cauchy-Schwartz-egyenl6tlenséget alkalmazva:

(¢ (") = p(@))* = (: (p () —p (wﬁ))) 2 <
< (L) (Lt o) <
<n (3 (0 (@) - (e)’)
Vagyis _
weﬂ; "y (0 (@) — o)’ < wemZbEBn (k‘;: (¢ (@) — o (a’?))2> <
<n® QZ,,B (o (") — pw)*,

hiszen egy adott (¢ (a't!) — ¢ (Oz"))2 tag nem szerepelhet tSbbszér a fenti szum-
maban, mint n?, hiszen a "vandorl¢" részecske (legyen az 1-es vagy -1-es) kevesebb,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)
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mint n helyrél indulhatott, és kevesebb mint n helyre érkezhet. Felhasznalva el6z6
tételiink eredményét:

2 2
S @@ Y (o) - o) Aw) <
wens weQy . bEB
) 2

<m? Y (o (W) - pw) Aw)

weny: ,, be B*
adodik, ezzel a bizonyitast befejeztiik. a
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POINCARE INEQUALITY FOR INTERACTIVE PARTICLE SYSTEMS
MATE MANFAY

The Poincaré inequality is an important tool in the theory of continuous Markov processes.
It can be used to analyze the hydrodynamic behavior of the process. Previously T. Funaki,
K. Uchiyama and H.T. Yau proved the inequality for the simple symmetric exclusion process. In
this case, the constant has an order of n?, where n denotes the size of the system. In this paper
we deal with the simple symmetric exclusion process with positive and negative charges. The
main result of the paper is the proof of the Poincaré inequality for this model with a constant
that has the same order as in the previous model.
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