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KOLTSEGELOSZTASI MODELLEK

KOVACS GERGELY ES RADVANYI ANNA

A cikk alapjat egy O6ntozéses gazdalkodas teriiletérdl szarmazo koltségel-
osztasi probléma adja. Felhasznalok egy csoportja egy k6z6s csatornarendszer
segitségével latja el sajat teriiletének Ontozését. A csatornarendszer egy kozos
ponton csatlakozik a f6csatornahoz, ahonnan a csatornarendszer vizellatasat
fedezik. A rendszer mikoédéséhez és fenntartasahoz sziikséges koltségek a fel-
hasznal6kat terhelik. Egy lehetséges koltségelosztas megadja, hogy az egyes
felhasznalok kiilon-kiilon mekkora koltségeket vallalnak a rendszer teljes kolt-
ségébdl. Természetesen a felhasznaloknak egyiittesen fedezniiik kell a teljes
Osszkoltséget. Az elosztasnak pedig olyannak kell lennie, amit minden részt-
vevd valamiféleképpen ,igazsagosnak” itél meg.

Megvizsgaljuk tehat a koltségelosztas fogalmat, elvart tulajdonsagait és
modellezésének lehetGségeit, illetve értékeljiik az egyes megoldasi javasla-
tokat. A cikkben Aadland és Kolpin [1] lanc-struktirakra vonatkozé eredmé-
nyeit altalanositjuk faval reprezentalhaté csatornarendszerekre, kiegészitve
azokat tovabbi, szintén vizgazdalkodasi problémak kapcsan felmeriilt model-
lekkel [6].

1. Bevezetés

A cikk alapjat egy koltségelosztasi probléma adja. Gazdalkodok egy csoportja
egy focsatornahoz csatlakozé csatornarendszerbdl fedezi sajat foldteriiletének viz-
igényét. A csatornarendszer mikodtetése és karbantartasa koltségeket von maga
utan, ezeket a gazdalkodok k6zosen alljak. A probléma pedig az, hogy a gazdal-
kodék (tovabbiakban felhasznalok) hogyan osszak fel ,igazsagosan” egymas kozott
a csatornarendszerre vonatkozé 6sszkoltséget. A bevezetSt kdvetSen megismerke-
diink az alapmodellekkel és az ,jigazsagossag” fogalmat megragadni kivand axio-
mékkal. Az axi6émaék alapjat Aadland és Koplin |1} munkaja adja.

Modelljeink alapjai a val6s életbdl vett problémak megoldasa soran felmeriilt
megoldéasi javaslatok. Aadland és Kolpin [2] munkdjukban a Montana allambeli
allattenyészt8k altal évtizedek 6ta ténylegesen alkalmazott koltségelosztasi séma-
kat vizsgaltak. Két elosztasi rendszert irtak le, az atlag szerinti és a soros elosz-
tasi elveket. Ezen feliil bemutattdk a korlatozott atlag szerinti koltségelosztast
[1], mely az el6z6 két elosztas ,elonyeit” egyesiti. Ezen lancokra megfogalmazott
modelleket altalanositjuk fa-strukturakkal reprezentalhat6é problémak esetében, és
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megmutatjuk, hogy tovabbra is rendelkeznek a lancokra megfogalmazott elosztasok
tulajdonsagaival. A tovabbi két ltalunk vizsgalt modell alapjat szintén valés viz-
gazdélkodasi probléma kapcsan felmeriilt megoldéasi javaslatok adjak. A Tennessee
Valley Authority 1933-ban alakult tobbek koz6tt a Tennessee Volgy gazdasagi fej-
lesztésének kidolgozasara. A TVA munkassagat a kozgazdaségi, illetve jatékelméleti
szakirodalomban Straffin és Heaney [6] mutattak be el6szér, a szeparalhaté-nem
szepardlhat6 koltségekre alapozott modszerek innen eredeztethetdek. Modelleink
megfogalmazasanak alapjat Solymosi [5] munkija adja.

A formalis elemzéshez el3szor is foglaljuk 6ssze a példankban szerepls csatorna-
rendszer két legfontosabb sajatossagat! El6szor is minden felhasznal6 alapvetéen
sajat foldterilletének Ontdzése céljabol haszndl vizet, az allatallomany eltartasara
szolgalo vizmennyiség és az ebbdl eredd koltségek elhanyagolhat6 nagysagrendiiek.
Az altalanos tapasztalat pedig azt mutatja, hogy az Ontéz6csatornak kapacitasa
elegendG az sszes érintett foldteriilet 6ntozéséhez. Igy tehat a feladat nem egy
adott vizmennyiség elosztasa, sokkal inkabb a csatornak mik&dési, fenntartasi és
egyéb koltségeinek a felhasznalok kozotti elosztasa lesz.

2. Alapmodellek

Reprezentaljuk a feladatot egy faval, a fa gyokere legyen a f&csatorna (amit
0. csiicsnak fogunk tekinteni), a fa egyéb csiucsai pedig a felhasznalok. L-lel a fa
leveleinek halmazat jel6ljiik.

Legyen N = {1,2,...,n} a f6csatornidhoz csatlakozo felhasznalok véges, ren-
dezett halmaza. A felhasznalok halmazan definidlhat6 egy rendezés, ami reflexiv,
tranzitiv, de nem feltétleniil teljes, ugyanis nem minden esetben lesz barmely két
felhasznalé pozicioja dsszehasonlithat6. Tekintsiik példaul a grafon a gyokértsl ki-
indulva végrehajtott mélységi keresés elérési sorrendjét. Az igy kapott sorrendben
jeldlje ¢ a zsilipts] szamitott i-edik felhasznal6t. A csatornarendszer i-edik szakasza
(azaz a graf i-edik éle) legyen az a szakasz, amivel az i-edik felhasznalé a rendszer-
hez csatlakozik. Minden ¢ € N-re jelolje ¢; a f6csatorna i-edik szakaszara es6 éves
fenntartasi koltségét, az ezen koltségek altal meghatarozott koltségvektort pedig
c=(ci)ien € RY. A keresett eredmény a ) c; Osszesitett koltség egy ,igazsigos”
elosztasa lesz.

Megjegyzés. Specialis esetben a probléma egyetlen lanccal reprezentéilhatd,
aminek elsé csiicsa a fécsatorna, a felhasznalék pedig a lanc tovabbi, egyméas utan
kovetkez6 csicsai. Ekkor a rendezés a természetesen ad6dé sorrend szerinti lesz.

A tovabbiakban definialni fogunk kiilonb6z6 koltségelosztasi sémakat, és meg-
vizsgaljuk, milyen természetesen addédé tulajdonsigokkal rendelkeznek. Ehhez
sziikségiink van néhéany jelolés bevezetésére.

Egy i felhasznaléra megkiilonboztetjitk az 6t megeldzd és az 6t kévetd felhasz-
nalok halmazat. Jelolje I; azon cstcsok halmazat, melyek az i-t a gyokérrel 6ssze-
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kotd, egyértelmi tton helyezkednek el. Ez a halmaz lesz az i-t megeldzé felhasz-
nalok halmaza. Most tekintsiink egy olyan irdnyitast, ahol a fa éleit a gyokertdl,
mint forrastél kifelé mutato iranyitassal latjuk el, azaz a gyokérbsl csak kifelé
vezetnek élek, minden tovabbi cstics be-foka pedig egy. Az ilyen iranyitassal ella-
tott faban jelolje Ii+ az i-bdl irAnyitott tton elérhetd cstcsok halmazat. Ez pedig
az i-t kovetd felhasznalok halmaza lesz.

Vagyis I;” = {j € N|j <i}, I/ = {j € N|i < j}, ahol a j < i relaci6 fennallasa
jeldli, ha létezik j-bdl i-be iranyitott ut.

Példankban el6szor kétféle elosztasi szabalyt vizsgalunk, az (a) atlag szerinti
és (b) a soros elosztast. A koltségek mérhetdk hektaronkénti egységben, egységnyi
felhasznalt vizmennyiségben vagy felhasznalonként, mi ez utébbit fogjuk tekinteni.
(A 2.1. definici6 és a fejezetben felhasznalt axiomak alapjaul Aadland és Kolpin [1]
munkdja szolgalt.)

2.1. Definicio. Egy € : Rf - Rf leképezés egy koltségelosztasi szabaly, ha
Ve e RY -re Y& (c) = 3 ci,ahol (& (¢));en = £ (c).

(a) Az atlag szerinti koltségelosztasi szabaly szerint a csatorna fenntartasi kolt-
ségeit egyenld aranyban osztjuk szét minden felhasznalo kozott, azaz

g=> %J Vi € N-re.

JEN

(b) A soros koltségelosztasi szabaly szerint az egyes szegmensekre es6 koltsége-
ket osztjuk el egyenlé médon azok kozdtt, akik az adott szegmenst igénybe veszik,
vagyis

g@= > iy VieNre
JeIy u{i} 571+

Megjegyzés. Utobbi specidlisan a ldnc esetére igy is felirhat6:
i

- ; € N-re.
it 1) Vi € N-re

G=Z4+

A definici6 tartalméat a kovetkezs két példaval szemléltetjiik:

2.1. Példa. Tekintsiink elsz6r egy példat lanc esetén! Legyen N = {1,2,3}
és ¢ = {6,1,5}. Az atlag szerinti elv esetén az aggregalt koltségek elosztasa a
felhasznalok kozott egyenld mértéki, azaz £ (c) = (4,4,4). Masrészrd] a soros
elosztéasi szabalyt alkalmazva az elsé szegmens koltségeit mindhirom felhasznilo
k6zott kell egyenlGen felosztani, a masodik szegmenst a 2-es és 3-as szamu kozott,
mig a harmadik szegmens koltségeit egyediil a 3-as felhasznalé allja. Igy tehat a
kovetkezd elosztast kapjuk: &° (¢) = (2; 2,5; 7,5).

Most pedig lassuk, milyen eredményt kapunk az alabbi braval reprezentalhaté
esetben:
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1. abra. Fa-struktiraval reprezentalt csatornarendszer

2.2. Példa. A fenti A4bra egy olyan csatornarendszert Aabrazol, ahol
N = {1,2,3,4,5} a felhasznalok halmaza, ¢ = (6,2,5,4,5) a megfelel6 szaka-
szokhoz tartozd koltségeket leird koltségvektor. 0 jeldli a fa gyOkerét, ez repre-
zentalja a fGcsatornét, ahova a csatornarendszeriink becsatlakozik. Ebben az eset-
ben a kovetkezd megoldasok adodnak: £%(c) = (4,4; 4,4; 4,4; 4,4; 4,4), illetve
&(c) = (1,2; 3,2; 2,87; 6,87; 7,87). Az atlag szerinti elosztds esetén a teljes
Osszkoltséget — ami 22 — osztottuk fel 5 egyenlS részre. A soros esetében pedig
a ¢y szakaszhoz tartozé koltséget osztottuk 5 egyenlS részre, mert ezt mind az 5
felhasznal6 igénybe veszi. A ¢y koltséget egyediil a masodik felhasznalé allja, a cs-at
a 3-as, 4-es, 5-0s felhasznalo kozott kell egyenld ardnyban felosztani, a ¢4 egyedill a
4-es, a ¢5 pedig egyediil az 5-0s felhasznald koltségét képezi. Ezeket a részkoltsé-
geket kell Gsszeadni az egyes felhasznal6kra vonatkozo szakaszoknak megfelelSen.

A kovetkez6kben karakterizaljuk a koltségelosztasi sémakat, bevezetiink olyan
axiéméakat, melyek teljesiilése a modellezés szempontjabol jogosan elvarhaté.

Vektorok Osszehasonlitisa alatt minden esetben koordinatankénti 6sszehason-
litast fogunk érteni, tehat ¢ < ¢, ha Vi € N-re ¢; < ¢

2.1. Azioma. ¢ kéltségmonoton, ha Ve < ¢ esetén £ (c) < €(¢).

2.2. Arioma. € rang-tulajdonsagu, ha Ve € RQ_’ és Vj-revVie 17 U {7} esetén
gi{e) <& (o). :

Megjegyzés. Lanc esetén pedig Vi < j-re & (c) < & (¢).

2.8. Aridma. £ szubvenciémentes, ha Vc € Rf és VI = {iy,i2,...,ik} C N
halmaz esetén
Y &@<D ¢
ied jed

ahol az egyszeriség kedvéért J := I,/ U---UI; U, ahol J részfa.
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Megjegyzés. Lancra pedig a J halmaz mindig az I legnagyobb indexii ¢ tagjahoz
tartozé I;” U {i} halmaz lesz, azaz j € J pontosan akkor teljesiil, ha j < . Ebben
az esteben tehat elég azt irni, hogy Vie N ésc e Rf esetén

Y@< ¢

i i<i

A héarom axiéma értelmezése kézenfekvs. A koltségmonotonitas felel azért,
hogy névekvé koltségek esetén egyetlen felhasznaléra es6 koltség se csbkkenhessen.
Ez a kritérium biztositja, hogy semelyik felhasznalo se tegyen szert haszonra olyan
esetleges ligyletek altal, melyek az Gsszkoltséget névelnék.

A rang-tulajdonsag biztositja, hogy a koltségelosztasok rangsorolhatok asze-
rint, hogy az egyes felhaszn4aldk a csatorna mekkora hanyadat hasznaljak. Vagyis,
haiel i akkor a j felhasznalé definici6 szerint tobb szegmensét hasznalja a f6-
csatornanak, mint ¢, azaz a j-re es6 koltség legalabb akkora, mint az i-re esd.

A szubvenci6-mentesség pedig megakadalyozza, hogy a felhasznalék barmely
csoportjanak tobbet kelljen fizetnie, mint a csoport kollektiv kdltsége. (Megjegyez-
ziik, hogy a szubvencié-mentesség axiéméaja a felhasznaléknak csak olyan csoport-
jaira vonatkozik, amelyek részfat alkotnak.) Ha a szubvenci6 esete allna fenn, akkor
a felhasznalok néhany csoportjanak fizetnie kellene az altaluk hasznilt csatornasza-
kaszokért, és tovibbi ,tamogatast” nydjtananak a csatorna mentén hatrébb elhe-
lyezked6 felhasznaléknak. Ez pedig sértené azt a célunkat, mely szerint a kéltségek
Ligazsagos” elosztasara toreksziink. (A megfelelGen definialt kooperativ jatékban a
szubvencié-mentesség felel majd azért, hogy mag-elosztast kapjunk. [4]) Kénnyen
ellendrizhet6 tovabbé, hogy a soros koltségelosztasi elv kielégiti mindhdrom axié-
mat, mig az atlag szerinti csak az elsé kettét [1].

A tovabbiakban megemlitiink két tovabbi lehetséges elosztasti elvet és megvizs-
galjuk, mely axiomakat elégitik ki. Ezen modellek alapjat Solymosi [5] munkéja
adja. Vezessiik be tehat az alabbi fogalmakat!

Jeldlje ¢(N) a csatorna fenntartadsinak Osszkoltségét, azaz a ) ¢; értéket.

iEN
Az s; = ¢(N) —~ ¢(N \ i) koltséget a fogyaszté szepardlhato kéltségének nevezziik,
ahol ¢(N \ 1) jeloli a csatorna fenntartasi koltségét, amennyiben az i-t nem kell
kiszolgalni. (Vegyiik észre, hogy s; a leveleken mindig c;-vel egyezik meg, egyébként
0.) Olyan £&(c) koltségallokaciot keresiink, amelyik teljesiti a & (c) > s; egyenlStlen-
séget minden ¢ € N esetén. Tovabbi kérdés még, hogy mennyit fedezzenek az egyes
fogyasztok a fennmarado, Gsszesen

k(N)=¢(N) - Zsi = ¢(N) —Zci

iEN i€l

kozos koltséghdl. A fogyasztok ugyanis nem egyforma mértékben hasznaljak a
csatornat, csak kiilonbdzs részeire van szitkségiik. Igy azt sem szeretnénk, ha a
fogyasztok tobbet fizetnének annal, mintha egyediil hasznalndk a csatornat. Jeldl-
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jiik e(i)-vel az i € N fogyasztonak az igy értelmezett tn. egyedi kéltségét, vagyis

e(t) = Z cj-
Jel; u{i}
Az igazsidgossag” értelmében tehat teljesiilnie kell a £;(c) < e(i) egyenlétlenségnek,
minden i € N-re. Természetesen a fentieckben emlitett két korlatozas csak akkor
kielégithets, ha
c(N) < e(N\i) + e(3),

minden i € N-re. Ez a mi esetiinkben mindig teljesiil. Atrendezve az egyenl6tlen-
séget ez annyit jelent, hogy

c¢(N) — (N \ i) <efi), azaz s; <e(i).

Ha i nem levél, akkor s; értéke 0, e(?) pedig trivialisan mindig nemnegativ, ha pedig
latszik.

Az egyéni koltségekbSl a szepardlhatd koltségeket kivonva kapjuk a
(k(i) = e(i) — s;)ien vektort, ami a kozds rész egyéni hasznalatakor felmerils
koltségeket tartalmazza.

Ezek alapjan tekintsiik az alabbi koltségelosztasokat:

— A koz0s koltség egyenld elosztésa:

1

£79%(c) = si + —k(N) Vi€ N-re.
(V|
— A kozos koltség egyéni haszndlutbol eredd kiltségrészek ardnydban torténd
elosztasa: N
€8 (c) = si + —=——k(N) Vi€ N-re.
2 kK
JEN

2.3. Példa. Gondoljunk vissza a korabbi, fakra vonatkozé példankra (2. abra).
Ebben az esetében ez utobbi két elosztasunk a kovetkezdképpen szadmolhaté:
o N) =22, s=(0,2,0,4,5), k(N) =11, e=(6,8,11,15,16) valamint
k = (6,6,11,11,11). Ebbél adédik, hogy £°9¥(c) = (2,2; 4,2; 2,2; 6,2; 7,2)
illetve £°72(c) = (1,47; 3,47; 2,69; 6,69; 7,69).

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy ezen koltségelosztasok mely axioméakat
elégitik ki. Tekintsiik el6sz6r a kozos rész egyenld elosztasanak esetét!

2.1. LEMMA. A £°9Y koltségmonoton.

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy tetszoleges ¢ < ¢’ esetén £°9%(c) < £°9Y(¢).
Az s(c) szeparalhato koltségekbdl 4ll6 vektor ebben az esetben olyan, hogy minden
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2. dbra. Fa-struktiraval reprezentalt csatornarendszer

i € L esetén s; = c;, egyébként pedig 0. Ezért két esetet kiilonboztetiink meg, els-
szor, amikor a koéltségnovekedés nem levélen realizalodik, masodszor pedig, amikor
levél esetén né. Az elsG esetben az s vektor nem valtozik, viszont k(N ), < k(N)e,
mivel

E(N)e =c(N)=> ai,

€L

i€l icl

és ¢(N) < /(N), igy tehat kész vagyunk.
A masodik esetben azonban éppen azt kapjuk, hogy i € £ esetén s;(c) < s,(¢'),

Z = Z ci = k(N).,

iEN\L iEN\L

vagyis k(N) nem valtozik, tehat Osszességében a £°9Y értéke nem csbkken-
hetett. Amennyiben a két eset egyiittesen &ll fenn, Ggy a noévekedés az s vek-
torban és a k(N) értékben is megmutatkozik, igy az Osszegiikre is igaz, hogy nem
csokkenhet. 0

2.2. LEMMA. A £°9Y teljesiti a rang-tulajdonségot.

Bizonyitds. Azt kell ellendrizni, hogy tetszGleges i-re és j-re i € I; esetén
£7%(c) < £5%¥(c). Mivel azonban rogzitett c-re £ (c) = £,%% Vi, h € I esetén, és
j € L-re &% < €5%Y Vi € I} -re, igy az allitas teljesiilése nyilvanvalo. 0

2.3. LEMMA. A £°9Y elosztds pontosan akkor nem szubvenciémentes, ha a prob-
lémét reprezentilo faban van legaldbb 3-hosszi lanc.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



66 KOVACS GERGELY ES RADVANYI ANNA

Bizonyitds. Abban az esetben, ha a fa csupa 1-hosszt lancokbél all, a szubven-
cié6-mentesség trividlisan teljesiil, minden esetben &; = ¢;.

Ha a faban legfeljebb 2-hosszi lancok szerepelnek, szintén teljesiil a szubvencio-
mentesség. Egy konkrét 2-hossza lanc esetén ugyanis a kovetkezéket tudjuk:
c(N)=c1+ecz, 5= (0,c2), k(N) = c1. Ekkor &;(c) = 0+ %, &a(c) = c2 + 4, ami
azt jelenti, hogy &1 (c) < ¢1 és &1(e) +E&2(c) < ¢ +c2, vagyis a szubvenci6-mentesség
mindig teljesiil, ha |[N] = 2.

Egy tovabbi esetet még meg kell emliteniink: a fiban legfeljebb 2-hosszi lancok
szerepelnek, de ezek nem ,fiiggetlenek”, hanem ,elagazok”. Azaz az els6 csicsbol
kiilén-kiilén agazik el egy-egy tovabbi pont (3 cstcsra ez egy ,Y-alakot” jelent).
A fenti szamolassal analég médon meggondolhatd, hogy a szubvencié-mentesség
az ilyen ,elagazd” esetekben is teljesiil, ugyanis a ¢; koltség osztédik tovabb annyi
részre, ahany tovabbi cstcs kapcsolédik hozza. Igy tehat legfeljebb 2-hosszi lan-
cokra a szubvencié-mentesség fennall. Ha pedig egy legfeljebb 2-hosszi lancokbol
all6 faban ez lanconkeént teljesiil, akkor akirhogy valasztva csticsokat, a szubvencio-
mentesség teljesiilni fog, ugyanis csak a megfelels egyenlStlenségeket kell 6sszegezni,
amikrél kilon-kiilon tudjuk, hogy igazak, és igy az Osszegiikre is igaz lesz.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a faban szerepel legalabb 3-hosszu lanc.
Mivel a tulajdonsignak minden koéltségstruktirara fenn kell allnia, elég egyetlen
példat adnunk, amikor a tulajdonsdg nem teljesiil. Ekkor a legalabb 3-hosszu
lancra (ha tébb ilyen van, akkor egy tetsz6legesre) a kovetkezSket irhatjuk fel:
¢(N)=c1+ca+-- +cn, s =(0,0,---0,¢n), k(N) = c14c2++ - -+cn_1. Ezek alapjan
&1(c) = 0+ 2FFen=1 ami azt jelenti, hogy ¢1 minden esetben megvalaszthato
ugy, hogy mar a &;(¢) < ¢; feltétel se teljesiiljon.

Tekintsiink egy egyszerd ellenpéldat pontosan 3-hossza lancra! Ekkor specid-
lisan & = 242, tehat elég olyan c;-et valasztani, ami ennél kisebb, vagyis, amire
co > 2¢1 teljesiil. Legyen példdul a konkrét lancon ¢ = (3,9,1), ekkor ¢(N) = 13,
s = (0,0,1), k(N) = 12 és igy £€°9%(c) = (0 + 2,0+ 2,1 + 1) = (4,4,5).
Azaz az elsé felhasznalénak tébbet kell fizetnie, mint amennyi a belépésének a
koltsége, és a tobbletfizetéssel mintegy ,tamogatja” a téle hatrébb elhelyezkedd
tobbi felhasznalot. Ebbél tehat 1atszik, hogy a szubvencié-mentesség nem teljesiil,
amennyiben a faban talalhato legalabb 3-hossza lanc. 0

Vegyiik most a kozos koltség egyéni hasznalatbol ereds koltségrészek aranyaban
torténd elosztasat!

2.4. LEMMA. A £°h nem kéltségmonoton.

Bizonyitds. Egyszerd ellenpéldaval igazoljuk: vegylink egy 4-hosszi lancot,
legyen N ={1,2,3,4}, ¢=(1,1,3,1), ¢ =(1,2,3,1). A koltségndvekedés
i = 2 esetén valosul meg. Ekkor a koltség-monotonitds méar a £°h%(c) és

¢°ha(¢') elsé koordinataira sem lesz igaz. Ugyanis £5"%(c) = 5= 0,384, illetve

gsha(c) = 1% = 0,375, vagyis £€°"%(c) > £°h%(c) biztosan nem teljesiil. 0
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2.5. LEMMA. A £°" teljesiti a rang-tulajdonsagot.

Bizonyitds. Azt kell beldtni, hogy i € I; esetén &;(c) < &;(c).
Definici6 alapjan:

k(3)
2 k()

leN

k(5)
2 k()

leN

€i(c) = si+ k(N),

&) =85+ - k(N).

ha j e N\ L vagy c;, haje L. Mar csak a k(i) = e(i) — s; és k(j) = e(j) — s;
viszonyat kell tisztazni. Azt kell belatni, hogy k(7) < k(j), minden i € I ;. esetben.
Ekkor ugyanis &;(c) < €;(c).
1. 1€l ,j¢cL
Ekkors; = s; = 0ése(i) < e(j), mivele(i) = >, cqése(fj)= > o«
1€l Ui} lEI7 UG}
illetve I;- U {i} C I7 U {j}, amennyiben i € I;". Vagyis k(i) < k(j).

Minden ¢ € I -re tudjuk, hogy s; < s;, mivel i € N'\ £, igy s; = 0, s; pedig 0,

2. 1€l ,jecl
Ekkor 0 = 8; < 55 = ¢;j.
Ebben az esetben:

k(i) =e(i) —s; = Z c—-0= Z €1,

lel7 U{i} ler;u{i}
K@) =e(G)—sj= Y, a-eg=) a
ler;u{j} lel;
- i=j— lre k(i) = k(j),
- i€ I -re k(i) < k(j).
Vagyis minden esetben k(i) < k(j), amivel az allitast igazoltuk. O

2.6. LEMMA. A £°"® nem minden c € R* esetén elégiti ki a szubvenci6-mentességet.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd ellenpéldat: egy 5-hosszil lancra legyen
N = {1,2,3,4,5}, ¢ = (10,1,1,100,1). Ekkor az elosztasra a kovetkezSt kapjuk:
gehe = (4,35; 4,79; 5,23; 48,81; 49,81). A szubvencié-mentesség ¢ = 3 esetén
nem teljesiil, ugyanis & + & + &3 = 14,37 > 12 =c¢1 + ¢ +c3. a
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3. A korlatozott atlag szerinti elosztas

Egy gazdalkoddk kozott végzett felmérésben a megkérdezettek vilaszai azt
mutattak, hogy az eddigiekben leirt axiémak barmelyikének Athagasa egyfajta
sgazsagtalansiagot” eredményez [2]. Ugyanakkor azt érezhetjiik, hogy a soros elosz-
tas esetében a hatrébb elhelyezkeds falhasznaléknak olykor mar ,tual sokat” kellene
fizetniiik, ami szintén sértheti az alapvetd ,igazsagossagi” szandékunkat. Ezeket a
megéllapitasokat kell 6sszhangba hozni egy latszolag atlag szerinti koltségelosztas
létezésének tényével. Ezért definidlunk egy moédositott szabalyt, amely a lehetd
Jegkozelebb” esik az atlag szerinti elosztasi szabalyhoz, és mindharom axiémat
kielégiti. Ebben a részben Aadland és Kolpin fogalmait és eredményeit 4ltalano-
sitjuk lancrol fara [1].

3.1. Definicid. Egy korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi szabaly egy kolt-
ségmonoton, rang-tulajdonsigi, szubvencidémentes elosztési elv, ahol az eltérés a
szétosztott legmagasabb és legalacsonyabb kéltségek kozott a legkisebb, az Gsszes
lehetséges elosztasi elvet tekintve.

Nyilvanval6, hogy az atlag szerinti elosztas esetén a legmagasabb és legala-
csonyabb koltségek megegyeznek. A korlatozott atlag szerinti elosztas ezt a tényt
prébalja realizdlni, megérizve a jogosan elvart kritériumokat, azaz kielégitve az
axiémakat. A fenti definici6 azonban nem garantilja sem a létezést, sem az egy-
értelmiséget. A létezés kérdését foglalja magéba az a probléma, hogy a kiilon-
b6z6 koltségprofilok kiilonb6zé minimalizalasi eljarasokhoz vezetnek-e, a szétosz-
tott koltségek kozotti eltérésre nézve. Az egyértelmiség kérdésének felmeriilése
pedig abbol a ténybdl kovetkezik, mely szerint az emlitett minimalizicié nem ad
direkt kikotéseket a ,kozbiils6” koltségekre. Az 3.1. tétel az egyetlen korlatozott
atlag szerinti kdltségelosztasi szabaly létezését fogalmazza meg.

Ehhez vezessiik be a kiovetkezéket: Adottak H C I részfak. Legyen
2. ¢

JENH

1| - |H|

P (H,I) reprezentalja az I \ H csatorna részekhez tartozé felhasznaléonkénti kolt-
ségeket, a megfelel6 szegmensekhez tartozo felhasznalok kozott felosztva.

P(H,I) =

3.1. TETEL. Egyértelmiien létezik egy & korlitozott atlag szerinti koltségel-
osztéasi szabaly, mely rekurziven konstrudlhaté a kivetkez6 médon: legyen

w1 =min{P(0,J)|J részfa}, J1 = maz {J|P(0,J) = u1},
p2 = min{P (J1,J) |1 C J részfa}, Jo = maz {J|P (J1,J) = pa},
pj =min{P(Jj-1,J)|Jj-1 C J részfa}, Jj = maz {J|P (Jj-1,J) = u;},

éSEiT(C)=Hj Vi=1,...,n, L CJoC--CJpy =N, aho]ier\Jj_l.
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A fenti formula latszélag bonyolult, valéjaban azonban kénnyen kiszamolhato.
A py értéke egyszerien a legalacsonyabb az egy fére ess koltségek kozdtt, Ji
pedig a csatorna szegmensek legb6vebb részfaja, amin ez a legalacsonyabb kolt-
ség érvényesiil. A Ji-bél indulé csatornaszakaszokhoz tartozo legkisebb egy fére
juté koltség a pg, ez a Jo \ Jq részrendszeren realizalodik, és igy tovabb.

3.1. Példa. Ebben az esetben a minimalis egy f6re jut6 kéltség 4, a legbévebb
részfa, amin ez felvétetik, a J; = {1,2} részfa, tehat itt pu3 = 4. A fennmarado
részfdban az egy fére esé minimalis koltség 4,5, ami a Jo = {3,4} részfan vétetik
fel, vagyis po = 2t = 4 5 A fennmaradé cs kéltség pedig a Jz = {5}-ra
vonatkozik, azaz u3 = 5. Ezek alapjan £€"(c) = (4; 4; 4,5; 4,5; 5).

Most pedig tekintsiik a 3.1. tétel bizonyitasat!

Bizonyitds. Konnyen ellendrizheté a P(H,I) definiciéjabol kiindulva, hogy
a konstrukci6éval megadott £ teljesiti az alaptulajdonsigokat. Majd tegyiik fel,
hogy van egy maésik, ami legaldbb olyan j6 a célfiiggvényt tekintve, azaz &
mellett ¢ is rendelkezik az elvart tulajdonsidgokkal. Tekintsiink egy olyan fat és
¢ koltségvektort, amire a £ a £"-t6] eltérs eredményt ad, n’ értéke pedig legyen &7
konstrukcidjaban minimélis. Ha &(c) # €7 (c), akkor létezik ¢, amire &(c) > &7, az
ilyenek kozott is tekintsiik a legkorabbit (a csucsok rogzitett sorrendjében a legko-
rabbi ilyen tulajdonsagu csicsot). Ez az i € Ji \ Ji—1, azaz &7 (c) = ug. Két esetet
vizsgalunk:

1. k<n':

§" konstrukcidjamiatt 3 £7(c) = 30 ¢; = 3 &;(c), utdbbi egyenldtlenség a

j€Jx J€Tk i€l
szubvencié-mentességbdl kévetkezik. Az egyenl6tlenség fennallasabol adodik, hogy
létezik h € Ji, amire &} (c) > &n(c).

Emellett ¢/ < c legyen a kovetkezS: j € Ji esetén ¢; = ¢;, j ¢ Jr-ra
pedig &} (c') = k- Ez utébbi csdkkentés elvégezhets, mert c-ben a Ji-n kiviiliekre
a konstrukciébol kdvetkezden &7 (c) értéke uy értékénél nagyobb volt. A koltség-
monotit4s miatt, valamint a h valasztasabol és a ¢’ konstrukciojabol a kévetkezok
addédnak:

&n(c’) < &nle) < &hle) = &1(c) = .
Tehat &n(c) < &} (c), emellett ¢’ esetén a konstrukci6 csak k < n' lépésbdl 4ll, ami
ellentmond n’ minimalitasanak. (n’ = 1 esetén £ épp az atlaggal egyenld, tehat
egyértelmd.)

2. k=n':

Ekkor &;(c) > &7 (c) = pns, ugyanakkor & (c) < €7(c) (mert k = n’ miatt nincs
korabbi, ami nagyobb lenne). Vagyis £ esetén a szétosztott legkisebb és legnagyobb
kéltségek kozti eltérés nagyobb, mint £" esetén, ami ellentmond a minimalitasi
feltételnek. a

Definici6 szerint tehat a korlatozott atlag szerinti koltségelosztast a szétosztott
legnagyobb és legkisebb koltségek kozti eltérés minimalizalasaval nyertiik, meg-
tartva a koltség-monotonitast, a rang-tulajdonsagot és a szubvencié-mentességet.
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A kovetkezd tételiink szerint ugyanezt az eredményt megkaphatjuk dgy is, ha egy-
szerlien a koltségelosztas soran kapott legnagyobb értéket minimalizaljuk. Ha a
hasznossagot negativ koltségekben mérjiik, a probléma ekvivalens lesz a rawlsi
jolét maximalizalasaval (amit a tarsadalomban elfogadott legkisebb hasznossagban
mériink). A mi esetiinkben ugyanis a rawlsi jolét maximalizildsa egyenértékii az
n-edik felhasznaléra esé koltségek minimalizalasaval. Igy tehat a korlatozott atlag
szerinti koltségelosztasi szabaly felfoghaté Ggy, mint kollektiv térekvés a tarsadalmi
jolét maximalizdlasara, egyenldségi alapon.

3.2. TETEL. A korlitozott 4tlag szerinti koltségelosztasi szabaly az egyetlen
kéltségmonoton, rang-tulajdonsagi, szubvenciémentes kéltség mechanizmus, ami
maximalis ralwsi jélétet biztosit.

Bizonyitds. A bizonyitas a 3.1. tétel bizonyitasival analég moédon torténik.
A bizonyitas utols6 lépésében kapott &;(c) > £7(c) = pns Osszefiiggés egyben azt is
jelenti, hogy a rawls-i jolét a & elosztas esetén nem lehet maximalis, amivel szintén
ellentmondasra jutunk. |

A tétel Osszehasonlithato Dutta és Ray [3] cikkében megfogalmazott ,egalita-
rius” elosztassal, amely konvex jatékok esetén a mag egy specialis eleme lesz.

A korlatozott dtlag szerinti elosztasnak egy tovabbi, olyan tulajdonsagat vizs-
galjuk meg, ami koltségelosztasok esetén szintén hozzajarul ahhoz, hogy az ,jigaz-
sagossagot” arnyaltabban tudjuk kifejezni. Kimondunk tehat egy djabb axiémat,
mely azt a célt szolgalja, hogy a felhasznilok egy olyan csoportja, amely eddig
JLamogatasban” részesiilt, egy esetleges koltségnovekedés esetén szintén koteles
legyen részt vallalni az djonnan felmeriil§ koltségekbsl. Ezen axiéma és a 3.3. tétel
Aadland és Kolpin [1] lancra megfogalmazott eredményei:

3.1. Azidma. £ kielégiti a kolesonosség axidémajat, ha Vi-re
() > &nlc) < 2 cn

h<i h<i
(b ¢ > cés

(©) 2 (en—¢&n(e)) = 20 (cj —¢j)

h<i §>i
teljesiilése esetén nem igaz, hogy &n(c’) — Enlc) < &(c’) —&j(c) Yh <iésj > i
esetén.

A kdlcsondsségi axioma azt fejezi ki, hogy ha (a) az {1, ..., 1} felhasznalok élvez-
nek (akar alacsony) tamogatast, (b) a koltségek c-r6l ¢’-re nének, és (c) amennyi-
ben a plusz kéltségek kollektive magasabbak az ¢ utani szegmensen, mint amek-
kora tamogatast az {1,...,i} csoport élvez, méltanytalan lenne, ha a tdmogatott
csoport tagjai kisebb koltségnévekedésre szamithatnanak, mint az Sket tdmogato
{i +1,...,n} szegmens. Intuitive tehat, amig az {i + 1,...,n} felhasznalok kolt-
ségndvekedése nem haladja meg az {1,...,1} felhasznaloknak nyujtott tdmogatast,
a tamogatottak legalabb egy kevés tartozassal birnak a tdmogatd csoporttal
szemben. A kolcsdndsség axioméja biztositja, hogy a tamogaté csoportban leg-
alabb egy felhasznalo esetén az adott felhasznalora es6 koltségnévekmény ne haladja
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meg a tadmogatott csoportban a legmagasabb koltségnévekményii felhasznaléra esé
értéket.

3.3. TETEL. (Aadland és Kolpin, 1998) A korldtozott 4tlag szerinti kéltségel-
osztdsi szabdly lancok esetén kéltségmonoton, rang-tulajdonsagu, szubvenciémen-
tes és kielégiti a kdlcsOndsség axiomajat. [1]

4. A soros koltségelosztas tovabbi tulajdonsagai

Problémank kapcsan a soros koltségelosztasi szabély szintén kiemelkedd jelen-
toségl. Ebben a részben tehat ezen elosztas tovabbi tulajdonsagait mutatjuk be,
az axiomak és tételek alapjat Aadland és Kolpin [1] cikke adja.

4.1. Aziéma. € szemi-margindlis, haVi e N\ L-re &1+1(c) < &i(¢) + ¢it1, ahol
i+ 1 jeldli az i egy kozvetlen rakovetkezjét I, -ban.

4.2. Aziéma. & nbvekvden szubvencidmentes, ha Vi € N és ¢ < ¢’ esetén

S @) - < D (e

heI” Ui} hel]u{i}

A szemi-marginalitas azt jelenti, hogy ha & (c) az I U {i} csoportra nézve
sigazsagos” elosztas, akkor az i + 1-edik felhasznalénak semmiképpen ne kelljen
tobbet fizetnie, mint & (c) + ¢;31. A novekvd szubvenci6-mentesség a £(c)-bsl
kiindulva azért felel, hogy koltségndvekedés esetén a felhasznalok egyetlen csoportja
se fizessen tébbet, mint a kollektiv tobbletkoltség.

4.1. TETEL. A soros kéltségelosztdsi szabalyt a koltség-monotonitds, a rang-tu-
lajdonsag, a szemi-marginalitas és a névekvé szubvencié-mentesség karakterizalja.

Bizonyitds. A soros elosztas konstrukciojabél kiindulva kénnyen meggondol-
hat6, hogy a soros koltségelosztas eleget tesz a fenti tulajdonsdgoknak. Tegyiik fel,
hogy létezik egy £°-t6] kiilonbozs € elosztas, ami szintén eleget tesz a feltételeknek.
Azt fogjuk belatni, hogy ekkor £° = £. Legyen J egy részfa, és jeldlje ¢’ a kévetkezd
koltségvektort: c} = ¢;, ha j € J, kiilonben legyen 0.

1. Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy £(c®) = £°(c%), ahol 0 jeléli a csu-
pan egyetlen gyokérbdl allo fat. Két egymast kozvetleniil megelézé i < j
pontra &(c®) < &;(c°) a rangtulajdonsag miatt, illetve £ (c®) +c) > &;(c°)
a szubvencio-mentesség miatt. Tovabba cg = 0. Ezek alapjan £(c®) min-
deniitt egyenld, azaz megegyezik £°(c®)-lal.

2. A kovetkezs lépésben belatjuk, hogy ha egy J részfara £(c’) = £%(c”),
akkor a részfat egy olyan j-vel bévitve, amire J U {j} is részfa, szintén
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azt kapjuk, hogy €(c/Y}) = £5(¢/V{3}). igy indukcidval eljuthatunk a
¢V = c esethez, vagyis megkapjuk, hogy £(c) = £%(c).

Azt kell tehat belatni, hogy £(c/V{7}) = €3(¢/VU9}). A monotonitas miatt
mindeniitt &, (c’) < €,(c’V}). Most alkalmazzuk a névekvs szubvencio-
mentességet a H = N\ j\ Ij’ halmazra! Ekkor

Z (fh(CJU{j}) _ fh(CJ)) < Z (CJU{j} _ CJ)_

heH heH

Mivel azonban a H halmazon ¢/Y{7} = ¢/, ezért az egyenlétlenség jobb ol-
dala 0. A monotonitéassal &sszevetve azt kapjuk, hogy &n(c”) = &, (c/V{}),
Vh € H-ra. Ezen a halmazon viszont £* sem valtozott, vagyis

En(c?VUY) = g5 (70U,

A {jlul J+ halmazra pedig az els§ pontban leirtakat alkalmazva a rang-
tulajdonsagbdl és a szemi-marginalitasbél kdvetkezik, hogy ezen a hal-
mazon £ mindeniitt egyenls, vagyis megegyezik az atlaggal. Igy ezen a
halmazon is megegyezik £°-sel.

O

4.2. TETEL. A soros kéltségelosztasi szabdly az egyetlen koltségmonoton, rang-
tulajdonsagu és novekvien szubvenciémentes mechanizmus, ami maximalis ralwsi
Jolétet biztosit.

Bizonyitds. Konnyen meggondolhat6, hogy a soros koltségelosztas teljesiti a
tételben elvart tulajdonsigokat. Most tegyiik fel, hogy £°-en felil ez egy téle
kiilénb6zs &-re is igaz. Tekintsiik most azt a ¢ koltséget, amire 3, hogy &i(c) > &,
emellett ¢ az ilyen koltségek kozott legyen olyan, ahol a ¢; # 0 koltségek szama
minimalis. Legyen ¢ a faban olyan, amire &;(c) > 7.

A c koltséget a kovetkezSképpen csdkkentjiik: kereslink egy olyan ¢; # 0 kolt-
séget, amire j ¢ I; U {i}, vagyis j nem az ¢ el6tti lancbdl valo.

1.

Ha ilyen létezik, akkor ¢;-t lecsdkkentjiik 0-ra, és az igy kapott ¢’-t vizs-
galjuk. A 4.1. tétel 2. pontjahoz hasonléan a H = I;” U {i} lancon a kélt-
ségmonotonitas miatt &p(c’) < €n(c). A ndvekvd szubvencié-mentesség
miatt pedig a lancon nincs valtozas. Azaz &;(c') = &(e) > & (c) = & (¢),
vagyis c-ben a nem 0-ak szdma nem volt minimadlis, ami ellentmond ¢
valasztasanak.

Eszerint a minimalis nem 0-as ellenpélda egy olyan koltséghez tartozik,
ahol az I, U{i} halmazon kiviil minden ¢; = 0. A rang-tulajdonsag miatt
Vj € If-ra &(c) > &(c) > &(c) = &;(c). Utobbi egyenldség a soros kolt-
ségelosztas konstrukci6jabol kévetkezik, mivel I;"-on mindeniitt ¢; = 0.
Egy olyan faban, ahol ¢; csak i-ben és I; -ben lesz 0-t6l kiilonboz4, a leg-
nagyobb soros koltségelosztas a £ (c) lesz. A rawlsi jolét maximalizalasa
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a legnagyobb szétosztott koltség minimalizalasaval egyezik meg, igy a ¢
szétosztas ezt a tulajdonsigot nem teljesitheti, mert £5(c) < &(c).

O

A tétel szerint tehat a soros koltségelosztas egy jolét-maximalizalas végered-
ményeként kaphaté meg.

4.3. TETEL. A soros kéltségelosztasi szabdly az egyetlen koltségmonoton, rang-
tulajdonsagi, szemi-margindlis mechanizmus, ami minimalis ralwsi jolétet biztosit.

Bizonyitds. Konnyen lathat6, hogy a soros koltségelosztas kielégiti a tétel felté-
teleit. Tegyiik fel most, hogy ez ugyanigy igaz a £°-t6l kiilonb6z6 £-re is. Tekintsiik
tovabba azt a koltséget, ahol 3¢, hogy &i(c) < &F(c), emellett ¢ olyan, hogy benne
a ¢; # 0 tipustu koltséges szdma minimaélis.

A c koltséget a kovetkez6képp csbkkentjiik: keresiink egy olyan c¢; # 0 kolt-
séget, amire j ¢ I U {i}, majd ¢;-t O-ra cs6kkentjiik. Az igy kapott ¢’ koltségre
£5(c’) = &8(c) > &ic) > &i(), utébbi egyenldtlenség a koltség-monotonitds miatt
all fenn. Igy kapjuk, hogy £(c¢’) > &;(c), ami ellentmond ¢ vilasztasanak. Tehat
ilyen ¢; nem létezik, csak az I U {i}-beliekre lehetnek c; # 0 értékek.

Ekkor a rang-tulajdonsag miatt az I, U {¢} lancban a legnagyobb &; érték az
i-hez tartozik. Mivel a lancon kiviil V¢; = 0, ezért a rang-tulajdonsag és a szem-
imarginalitas miatt (a 4.1. tétel 1. része alapjan) a lancon kiviil £;(c) mindeniitt a
j-t megel6z6 utolsé lancbeli h-ra vonatkozo &x (c)-vel egyezik meg. A soros elosztas
konstrukcidja miatt c-re szintén £ (c) a legnagyobb. A ralws-i j6tél minimalizalasa
a legnagyobb szétosztott kdltség maximalizalasaval egyezik meg, igy &i(c) < €7 (c)
miatt a £ nem lehet rawlsi minimum. O

Nyilvanval6, hogy a korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi elv szemi-margi-
nalis, a soros pedig szubvenciémentes. Osszegzésiil tehat mindkét mechanizmus
kéltségmonoton, rang-tulajdonsagi, szubvenciémentes, szemi-marginélis, és amig
a korlatozott atlag szerinti koltségelosztasi elv maximalizalja a rawlsi jolétet, addig
a soros éppen hogy minimalizalja azt. Igy tehat a korlatozott atlag szerinti elosztasi
elv a f6csatorna hatsé felén, mig a soros kiltség-elosztasi elv a fScsatorna elején
elhelyezkedd felhasznaléknak kedvez.

5. Silyozott koltségelosztasok

Ebben a szakaszban a korlatozott 4tlag szerinti és a soros elosztasi elvek hekta-
ronkénti és viz-részesedés szerinti stulyozott valtozatat vizsgaljuk meg. Ezek a ver-
ziok lefrhatok a felhasznalonként targyalt eset analogonjaként. Az itt szerepls
definicidk és tételek alapjat Aadland és Kolpin [1] cikke adja.

Jelsljiink ki minden felhasznal6hoz egy w; > 0 sulyt, ezen suly megfeleltet-
hetd az 6ntdzott hektarnak, a felhasznalt vizmennyiségnek (ez tekinthetd a teljes
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vizkészlet azon hdnyadanak, mely az adott felhaszniléra esik), vagy akar egyéb
mértékeknek. Tekintsiik az alabbi definiciot!

5.1. Definicio. Az w : Rf — Rf egy w-sulyozott koltségelosztasi szabaly, ha
Ve € RY-re S wilc)w; = 3 ¢;.

t
(a) Az atlag szerinti w-stlyozott koltségelosztasi szabaly szerint

(b) A soros w-silyozott kiltségelosztasi szabaly szerint

wi= Y ﬁ

jeluid} terf ugs)

Megjegyzés. Lanc esetén pedig

C1 (&) Ci .
wi )= —— +—— 4 +—— VieN.
e STV SE A S
321 jz2 jzi

Az atlag szerinti w-silyozott esetben az Gsszkoltség egyenlGen oszlik meg min-
den egységnyi sulyon, mig a soros w-silyozott elosztas szerint a kdltséget az egyes
szegmensekre nézve osztjuk el egyenld médon (egységnyi sulyok szerint) azok kdzott
a felhasznalok kozott, akik az adott szegmenst igénybe veszik. Tekintsiik a korab-
ban mar vizsgalt példankat lancra, ahol N = {1,2,3} és ¢ = {6,1,5}. Feltehets
tovabba, hogy w = {1,2,3}. Ezek alapjan kiszamolhaté, hogy w®(c) = (2,2,2),
mig w?(c) = (1; 1,2; 2,86), a koltségek pedig ¢* = (2,4, 6) és ¢ = (1; 2,4; 11,44).

Mint azt a korabbi (felhasznaléonkénti) esetben tapasztaltuk, az dtlag szerinti
w-sulyozott elosztas nem fogja kielégiteni az Gsszes sziikséges axidméat, mégpedig
a szubvencié-mentesség sulyozott megfelelgjét. Ismét egy korlatozott atlag sze-
rinti elosztashoz folyamodunk, melynek definidlasa a korabbi esettel analég maédon
torténik, a megfelels ,salyozott” axiémak bevezetése utan.

5.1. Axidma. Az w w-sulyozott koltségelosztasi szabaly
— koltségmonoton, ha w(c) < w(c') Ve < '-re,
~ rang-tulajdonsagu, ha w;(c) < wj(c) Ve € (R)Y és Vi e I u{s},

~ szubvenciémentes, ha ¢ € RY és VI = {41,i2,...,1x} C N esetén (ahol az
egyszertiség kedvéert J := I, U---U I, UI)

ij(c)wj < Z cj-

jed jeJ
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Megjegyzés. Lanc esetén pedig j € J pontosan akkor teljestil, ha 7 < i, ekkor
tehat elég annyit irni, hogy Vi € N esetén

Z wji{c)w; < Z cj.

i<i i<i
A kovetkez$ axiomakat a kordbbi alfejezethez hasonlésan ismét csak lanc ese-
tére mondjuk ki.
5.2. Aziéma. Az w w-sulyozott koltségelosztasi szabaly

~ kielégiti a kolcsbndsségi axiémat, ha ¢ < ¢’-re

D wh(cwn <D en és

h<i h<i
Z (ch — wn(c)ws) E (c; —¢j)
h<i J>i

esetén nem igaz, hogy wn(c’) — wn(c) < wj(c’) —wj(c) V h < i és j > i-re,

- szemi-marginalis, ha w;y1(c) < wi{c) + :ﬁ’i Vi=1,...,n—1-re,

— ndvekvéen szubvenciémentes, ha V i € N-re és ¢ < ¢’ esetén

Y (wile) —wilehws < D (cf —¢))-

jsi J<t

5.2. Definicié. Egy korlatozott 4tlag szerint w-silyozott koltségelosztéasi
szabaly olyan koéltségmonoton, rang-tulajdonsagi, szubvenciémentes w-silyozott
mechanizmus, ahol az eltérés a legmagasabb és a legalacsonyabb silyozottan szét-
osztott koltségek kozott a lehetd legkisebb, az Gsszes elosztési elvet tekintve.

Korabbi eredményeink a lancokra 4tfogalmazhatdk a w-stlyozott esetre is,
adott sulyozas esetén minden egyes sily formalisan megfeleltethetd a felhaszna-
lonkénti kdltségekkel. Ezért korabbi tételeink egyszerden igy foglalhaték Gssze:

5.1. TETEL. (Aadland és Kolpin, 1998) Az 3.1, 3.3,, 3.2, 4.1, 4.2, 4.3. tételek
lancokra vonatkozéan érvényben maradnak a w-siilyozott kbltségelosztasi szabalyok
esetében is. [1]
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COST-SHARING MODELS
GERGELY KovAcs AND ANNA RADVANYI

In this paper we consider cost-sharing models for which the basis is a real-world economic
problem regarding irrigation. There is given an irrigation ditch joined to the stream by a head-
gate and a group of users who use this ditch to irrigate their own farms. The functional and
maintenance costs of the ditch are given too, and they have to be payed for by the users. One
of the main questions is how to share the costs among the users. A cost-sharing rule defines how
much each user has to pay to allocate the total cost. This allocation must be regarded "fair” by
all users.

We explore the concept of cost-sharing, consider its expected properties and modelling oppor-
tunities, and evaluate the different solutions. In this paper we generalize Aadland and Kolpin’s
(Mathematical Social Sciences, 1988) results on chains to ditch-systems represented by rooted
trees. We complete our study with other models also stemming from the Tennessee Valley Autho-
rity’s (TVA) water farming problems. TVA was formed in 1933 to develop the economic expansion
of Tennessee Valley. The results and methods based upon TVA’s separated and non-separated
cost models were first introduced by Straffin and Heaney (International Journal of Game Theory,
1981).
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