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TOMORITETT ERZEKELESNEL MINDEN EGYES KEPPONT SZAMIT!

Forditotta: Réti Zoltan

Egy is elegendé. Richard Baraniuk és Kevin Kelly a Rice University-rél épi-
tette azt az egyetlen pixeles fényképezGgépet, amivel ez a fénykép késziilt. (a) Egy
focilabda képe, amit 64x64-es felbontasban hagyomanyos digitalis fényképez6gép
vett le. (b) Ugyanaz a focilabda az egyetlen pixeles fényképez&géppel. A képet
1600 kiilénbo6z6, véletlenszertien kivéalasztott mérésbol matematikailag szarmaztat-
tak, felhasznalva a tomoritett érzékelésnek nevezett modszert. (R. G. Baraniuk,
Compressive Sensing [Lecture Notes|, Signal Processing Magazine, July 2007. c2007
IEEE. szivességébdl)

Az a kozos dolog a szemétben és a szamitogépes fajlokban, hogy mindkettd
Osszenyomottan szép. A digitalis fényképez6gépek vasarlasakor azonban észreve-
hetjiik, hogy gyartoik ezt nem értették meg.

Néhany éve a miiszaki boltok tele voltak 1, vagy 2 megapixeles gépekkel. Aztan
jottek a 3 megapixeles aramkori lapkak, majd a 10, s6t a 60 megapixelesek.

1 Eredeti cim: Compressed Sensing Makes Every Pixel Count, What’s Happening in the Mathe-
matical Science, 7. kotet. Az Alkalmazott Matematikai Lapok szerkesztOsége koszonetet mond
az Amerikai Matematikai Tarsasagnak (American Mathematical Society), amiért engedélyezte
a dolgozat magyar forditasanak egyszeri publikilasat. Az AMS minden tovabbi jogot fenntart
maganak.
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Emmanuel Candes. (sajat szivességébol)

Sajnos, ezek a nagyon sok pixeles fényképezGgépek oridsi méretii szamitogépes
adatfijlokat hoznak létre. Ezért ha az ember e-mail-en akar elkiildeni egy fény-
képet, vagy fel akarja rakni a vilaghélora, az az els6 dolog, hogy kezelhetSbb
méretre tomoriti. Altalidban szabad szemmel lehetetlen észrevenni a kiilonbséget
ezen Osszetomoritett és az eredeti fénykép kozott (lasd az 1. abrat). Igy kettds
dinamika fejlédott ki:a fényképezdgépek mérndkei egyre tobb adatot zsufolnak a
lapkakra, mik6ézben a szamitégépes programok mérnokei egyre okosabb moédokat
otolnek ki, hogy megszabaduljanak az adatoktol.

2004-ben matematikusok megtalaltik a modjat, hogy hogyan allitsak meg ezt
a fegyverkezési versenyt”. Miért vegyiink méretet 10 milliészor, amikor esetleg 10
ezer is elég ahhoz, hogy képiinket kielégitGen jellemezze? Nem lenne-e jobb, ha méar
kezdetben is csak a leglényegesebb 10 ezer adatot vennénk le? Halaval tartozunk
Emmanuel Candesnek (Caltech Egyetem), Terence Taonak (University of Califor-
nia Los Angeles-i részlege), Justin Rombergnek (Georgia Tech Egyetem) és David
Donohonak (Stanford University) azért a hathat6s matematikai technikaért, ami-
vel az adatmennyiséget ezredére csokkenthetjiik, mieldtt egyaltalan befogadnank.
Eljarasukat tomoritett érzékelésnek hivjak. Ez a kifejezés mérnokoknél mostanaban
nagyon felkapott lett, habar matematikai gyokerei évtizedesek.

Az elgondolés bizonyitékaként Richard Baraniuk és Kevin Kelly (Rice Uni-
versity) még egy egyetlen pizeles fényképezdgépet is kifejlesztettek. Azért persze
ne gondoljuk, hogy ez a gép felbukkan a Wal-Mart polcain a 10 megapixelesek
mellett, mivel utobbiaknak beépitett gazdasagossagi elényiik van. ,Azért tudjuk
olyan olcson megépiteni 6ket, mert szerencsés véletlen egybeesés van a szemiink
altal és a szilikon altal érzékelt fény hullimhosszai kézott.” - mondja Baraniuk.
,Ez tette lehet6ve, hogy a fényképezdgép-készitGk a Moore-szabaly szekerén utaz-
zanak (azaz kihasznaljdk Moore-szabélyat)”, mas széval azt, hogy nagyjabol két-
évenként megduplazzak a pixelek, azaz képpontok szamat.
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1. abra. Balra: az eredeti teszt kép. Fent: Az egyik standard tOomorité eljaras,
hogy a képet waveletek Osszegeként fejezziik ki. Fent a waveletek egyiitthatoit
abrazoltuk, a nagy egyiitthatok a képhez jelentGsen hozzajarulé waveleteket jelzik
(példaul amelyek egy élet vagy texturat azonositanak). Jobbra: Amikor a kis
egyiitthatokkal rendelkezd waveleteket kihagyjuk, és csak a tobbi waveletbdl allitjuk
a képet helyre, az eredetit6l majdnem megkiilonboztethetelen lesz. (Emmanuel
Candes szivességébol)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2011)



98 FORDITOTTA: RETI ZOLTAN

Emiatt a tomoritett érzékelés valodi piaca a lathatatlan hullimhosszoknal van.
Ezen hullamhosszoknal nem olcsé dolog érzékeldket épiteni, viszont az ilyen érzéke-
16knek sok alkalmazasi lehetGsége van. Példaul a mobiltelefonok a radiofrekvencidk
széles spektrumabol fognak kodolt jeleket. A terahertzes sugarzas® vevéit pedig
csempészaru vagy ruha alatt elrejtett fegyverek kiszurasara lehet hasznélni.

Még a kozonséges infravoros fényrél is koltséges fényképet késziteni. ,Ha kilé-
piink abbél a hatokorbdl, ahol a szilikon érzékeny, akkor a 100 dollaros fényképezs-
gép 100 ezer dollarossa valik” - mondja Baraniuk. Néhany alkalmazasnal, példaul
drhajok esetében, lehet, hogy nincs elég hely til sok érzékels szamara. Az ilye-
tén alkalmazasoknal komolyan el kell gondolkodnunk azon, hogy hogyan tegyiink
minden egyes képpontot (pixelt) értékessé.

1. A régi, hagyomanyos bolcsesség

Terence Tao. (Reed Hutchinson/UCLA szivességébdl)

A tomoritett érzékelés torténete Claude Shannonnal kezdddik, aki az infor-
maciéelmélet uttdéréje volt. Shannon 1949-ben bizonyitotta be, hogy egy id6-
lehet allitani, ha a jelbél %N masodperces szabélyos id6kozonként mintat vesziink.
De ez pont annak a tételnek a forditottja, ami jelfeldolgozok nemzedékeinek valt az
helyreallitani; egy jel barmikor ,alnéven” jelenhet meg (aliasing), vagyis mintaja
azonos lehet egy masik jelbdl vett mintaval.

2Ez az elektromagneses spektrum azon része, amit nézéponttol fiiggden vagy ultra ultramagas
radiofrekvencianak, vagy infra infravoros fénynek irhatunk le.
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A digitalis képek vilagaban egy kép a ,,jel”, és a képbdl vett ,minta” jellegze-
tesen egy képpont (pixel), ami mas széval egy kivalasztott pont mérésnyi fényerss-
sége (talan szinadatokkal is megtdzdelve). Shannon tétele, amit Shannon-Nyquist
mintavételi tételnek is neveznek, azt mondja ki, hogy egy kép felbontasa egyene-
sen aranyos a mérések szimaval. Ha meg akarjuk duplazni a felbontast, akkor jol
tessziik, ha a pixelek szamat is megduplazzuk. A digitalis fényképezdgépek eladoi
pontosan ilyennek latjak a vilagot.

Candes, Tao, Romberg és Donoho ezt a vilagot allitotta a feje tetejére. A tOmo-
ritett érzékelés vilagidban az elérhet felbontast féleg a kép informdcidtartalma
vezérli. Alacsony informéaciotartalma képet tokéletesen helyre lehet allitani kis
szadmu mérésb6l. Ha méar megfelel6 szdmt mérést végeztiink, nem segit, ha még
tobbet mériink. Ha az ilyen képek ritkdk vagy szokatlanok lennének, a dolog nem
lenne nagyon izgalmas. De valéjdban joformdn mindegyik, a valds életbdl vett
képnek alacsony az informaciétartalma (mint ahogy az 1. 4bréan lathato).

Ez a kijelentés az Gsztoneinkkel ellentétesnek tiinik, hiszen az ,jinforméacié”
matematikai jelentése a kdznyelvi jelentésnek a majdnem teljes ellentéte. Egy TV-
képerny6n lev véletlenszeri statikus zaj latvanya példa magas informéaciétartalmu
képre. A legtobb laikus valészintileg ezt a jelet informéacié nélkiilinek tekintené!
De egy matematikus szdmara ez pontosan azért magas informéciotartalmi, mert
nincs benne szabdlyszerdség. A kép leirasadhoz, vagy két ilyen kép megkiilénboz-
tetéséhez a szd szoros értelmében minden egyes pixelt meg kell nevezniink. Ezzel
szemben a valds életbdl vett képeknek alacsony az informéaciétartalma, mivel kis
szamu leir6 elemmel tovabbithatjuk a kép tartalmat. Néhany vonas elégséges, hogy
egy arc képzetét keltsiik, mig egy képzett mdvész, viszonylag csekély szami ecset-
vonassal, barmilyen arcrél felismerheté hasonmast tud késziteni.

A témoritett érzékelés Stlete az, hogy a legtdbb, valés életbd] vett képnek pont
az alacsony informaci6tartalmat hasznaljuk ki, és ezzel keriiljiik meg a Shannon-
Nyquist mintavételi tételt. Ha egyaltalan nincs informacionk a helyreéllitani kivant
jelrél vagy képrél, akkor Shannon tétele helyesen hatérolja be az elérhet6 felbontést.
De ha tudjuk, hogy a kép ritkis vagy témorithets, akkor Shannon korlatai nem
érvényesek.

Jéval azt megel6z6en, hogy a ,tomoiritett érzékelés” divatos kifejezéssé vilt
volna, voltak méar utalasok a jelenségre. Az 1970-es évek végén, foldrengésekkel
foglalkozé mérnskok kezdték felfedezni, hogy ,az ugynevezett sarkalatos korldtok
nem is sarkalatosak” - mondja Donoho. Féldrengéskutatok a rétegek kozotti foly-
tonossagi hianyokrol visszapattané foldrengéshullamokbol gyijtenek informaciét a
foldalatti sziklaképz6dményekrol. (A szikla allagaban vagy Osszetételében meglevd
barmilyen hirtelen valtozas, mint példaul egy olajtartalmu sziklaréteg eléfordulasa,
a felszinre fogja tiikrézni a rezgéshullamot.) Elméletileg a visszatiikrézott hulla-
mok nem tartalmaznak elegendd informaciét ahhoz, hogy a sziklarétegek képét

3A ,képzett miivész” mai valtozatat képtémérits algoritmusnak hivjuk. Ilyen példaul a JPEG-
2000 szabvany, amelyik az eredeti kép masolatat kevés szamii, waveletnek hivott alkotéelembdl
allitja els. (Lasd a Parlez-vous Wavelets cimii cikket a What’s happening in Mathematical Sciences
2. kétetében)
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Justin Romberg. (sajat szivességébdl)

egyértelmien felrajzoljuk. Ennek ellenére, a féldrengéskutatok képesek voltak a
t6liikk jogosan elvarhatonal jobb képeket nyerni. Az olajkutatas kevésbé vaktaban
torténik azota, hogy képesek vagyunk a fold ala ,latni”. Donoho szerint a fold-
rengéskutatok a ,ritkas tiiskenyalab (sparse spike train) feltevés™sel magyaraztak
szerencséjiiket. A feltevés az, hogy a foldalatti szikldk szerkezete elég egyszert.
A legtobb mélységben a szikla egynemii, ezért egy bejovs foldrengéshullam semmit
sem lat. Szabalytalan id6kozonként a foldrengéshullamok a szikla egyik folytonos-
sagi hianyaval taldljak magukat szembe, és ekkor éles, tiiskealaku jelet kiildenek
vissza kiildGjiiknek. Igy a jel tiiskék olyan ritkds sorozata, amelyben a tiiskék
k6zott hosszu sziinetek vannak.

Ilyen koriilmények kozott meg lehet szabadulni Shannon tételének a béklya6itol.
Konnyebb a duélis helyzetet adtgondolni, ami csak néhany, N hertzes frekvenciat
meg nem haladé, szinuszos hullam egymasra rakasabol ad6do ritkas hullamnyaldbot
jelent. Ha K darab frekvenciatiiske van egy olyan jelben, amiben a maximalis
frekvencia N, akkor Shannon tétele azt mondja, hogy egyenlé kézokben N mintat
gytjtsiink. De a ritkds tiiskenyaldb feltevés szerint 3K, s6t néha 2K minta is
elégséges. A triikkk abban all, hogy nem egyenlé id6kozonként, hanem taldlomra
vessziik a mintakat (lasd a 2. és 3. abrat). Ha K << N (és éppen ez a ,ritkas” jel
jelentése), akkor sokkal hatékonyabb a véletlenszertd mintavétel.

Mas teriileteken is, mint pl. a magneses rezonancia vizsgalat (MRI), azt talal-
tak a kutatok, hogy az adatminta ,alul-mintavételezésével” is még jo eredményeket
tudnak kapni. Tudoményos taldlkozékon mindig kételkedéssel talaltak magukat
szemben, mondja Donoho, mivel olyasmit probéltak csindlni, ami 4allitélag lehetet-
len volt. Visszanézve, egyfajta matematikai ,tanusitvany” hidnyzott, a jévahagyés
pecsétje, ami azt garantélja, hogy a véletlenszert mintavétel mikor mikodik.
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2. abra. Ritka (sparse) hullimnyalab rekontrukci6ja. (a) Egy 3-ritka (sparse)
jel frekvencia spektruma. (b) Maga a jel, két mintavételi stratégiaval: egyenle-
tes mintavétel (voros pettyek), véletlenszeri mintavétel (kék pettyek). (c) Ami-
kor a spektrumot az egyenletes mintavételbdl allitjuk vissza, stulyos "aliasing" az
eredmény, mert a mintak szama 8-szor kevesebb, mint a Shannon-Nyquist korlat.
Lehetetlen megmondani, hogy melyik frekvencia valédi és melyik az imposztor.
(d) Véletlenszeri mintavétel esetén konnyt kiszirni a hattérbél a két legnagyobb
tiiskét. (M. Lustig, D. Donoho, J. Santos and J. Pauly, Compressed Sensing MRI,
Signal Processing Magazine, March 2008. szivességébdl)

2. Az 4j bizonyitvany

Donoho egyik volt didkja, Emmanuel Candes, ugyanezzel a kételkedéssel
talalta magat szemben 2004-ben, amikor magneses rezonancia vizsgalatban egy
csapat radiologussal dolgozott egyiitt. ,,Fantomképes” probafuttatasokon, azaz ami-
kor nem egy igazi betegrdl késziilt képet futtatott, képes volt tokéletesen helyre-
allitani a képet alul-mintavételezett adatbél. ,Semmilyen kiilonbség nem volt az
eredeti és a rekonstrualt kép kozott” - mondja Candes. ,Tulajdonképpen bajba is
keriiltem, mert azt hitték, hogy simliskedtem.”

Ezen a ponton Candes sorsszerii dolgot tett: beszélt a 2006-os Fields-érem
egyik kitiintetettjével, Terry Taoval. Ugy esett, hogy mindkét matematikus gye-
reke ugyanabba az 6vodaba jart. Mikézben éppen a gyerekiiket adték le egyik nap,
Candes mesélt Taonak a ,tul jo, hogy igaz legyen” rekonstrualasokrol. ,Mar elkezd-
tem keresni a magyarazatot, és némi haladast is elértem, de egy bizonyos ponton
elakadtam” - mondta Candes.

,Terry matematikusként reagélt” - folytatja Candes. ,,Azt mondta, olyan ellen-
példat fogok taldlni, ami megmutatja, hogy amire gondolok, az nem lehet igaz”.
De furcsa dolog tértént. Egyik ellenpéldarol sem latszott, hogy mikodne, és Tao
kezdte figyelmesebben hallgatni Candes érvelését. ,Egyszer csak rdm nézett és
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3. abra. A 2. abra viszonyai kozott a harmadik frekvencia tiiskét iterativ kii-
szob eljarassal lehet visszanyerni. Ha kezdett6l tudjuk, hogy a jel 3-ritka (sparse),
akkor a jelet tokéletesen vissza lehet nyerni annak ellenére, hogy 8-szoros az alul-
mintavétel. Roviden, ritkassag és véletlenszeri mintavétel lehetéve teszi a tokéletes
(vagy majdnem tokéletes) rekonstrukciot. (M. Lustig, D. Donoho, J. Santos and
J. Pauly, Compressed SensingMRI, Signal Processing Magazine, March 2008. szi-
vességébol)

azt mondta: Lehet, hogy igazad van”. Tao legendas gyorsasagaval néhany napon
beliil atsegitette Candest az akadalyon, és ketten elkezdték felvazolni a tomoritett
érzékelés elsG igazan altalanos elméletét.

A Candes-Romberg-Tao szerkezetben egy x vektor (N valés szam sorozata)
jellemez egy jelet vagy egy képet. Err6l a vektorrél feltessziik, hogy K-ritka
(sparse), ami azt jelenti, hogy, valamilyen el6irt bazisban, legfeljebb K nullatol
kiilénb6z6 egyiitthatot tartalmaz. (K-rol feltessziik, hogy sokkal kisebb N-nél).
Példaul, ha a bazis tagjai RV standard koordinata vektorai, akkor = sz6 szerint,
majdnem csupa nullaboél all. Pontosan ez a helyzet a ritkas tiiskenyalab feltevés
esetén.

A ritkas tiiskenyalab feltevés azonban nem kovetel meg adott bazist. Példaul
a fényképek egyaltalan nem ritkdk (sparse) a standard bazisban; sok nem nulla
egyiitthatojuk van, nevezetesen a nem fekete pixelek. A JPEG tomorités bizo-
nyitotta be, hogy egy maésik bazisban viszont majdnem mindig kozelitSleg ritkak
(sparse), és ez a waveletek bazisa. Ha VU jeloli a bazisvektorok N x N-es métrixat,
akkor ebben a K-ritka (sparse) jel az lesz, amelyiket a Wz alakban lehet irni, ahol
a-nek legfeljebb K nullatél kiilonbozs egyiitthatdja van.
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Az z jelb6l vett y mintavétel x linearis fiiggvénye, y = ®z, a Candes-Romberg-
Tao~-szerkezet szerint. A mintaban levé mérések szamarol, M-r6l feltessziik, hogy
a jel méreténél kisebb, M << N. Igy ® egy M x N-es méatrix. Elemi linearis
algebrabol tudjuk, hogy végtelen sok olyan z* vektor van, amire y = ®z*. De ha
M > 2K, akkor y = ®z* egyetlen mas megoldasa sem lesz ritka (sparse). Tehat,
ha el6re tudjuk, hogy z ritka (sparse), akkor az M szamu méréshdl elvileg pontosan
rekonstruélni lehet.

Abbdl, hogy tudjuk, hogy csak egyetlen megoldas létezik, még nem kovetkezik,
hogy képesek is vagyunk megtaldlni. A probléma abban all, hogy nem tudjuk
elére, hogy x melyik K koordinitija nem nulla. A naiv megkozelités az, ha végig-
probéljuk az sszes lehetGséget, amig raleliink a jéra, de ez reményteleniil lassi
algoritmusnak bizonyul. Candes és Tao azonban egy olyan utat talalt, ami nemcsak
gyorsabban fut a szamitégépen, de megmagyarizza azt is, hogy a véletlenszerd
mintavétel miért mikddik sokkal jobban az egyenletes mintavételnél.

Ha képiink néhéany ritkasan elhelyezkeds pontbél vagy néhany éles vonalbol
all, akkor a legrosszabb modszer az, ha az egyes pixelek befogisaval vesziink mintat
(a kozonséges fényképezGgép pont igy miikodik). A legjobb modszer az, ha a képet
szélesen kiteritett zajfiiggvényekkel vetjiik &ssze. A ,20 kérdés” nevii jatékkal? tud-
juk ezt érzékeltetni. Ha 1-t6l N-ig kell egy szamot kitalalni, a legrosszabb amit
tehetiink, ha talalgatjuk az egyes szamokat (ez felel meg az egyes pixelek megmé-
résének). Atlagban ez N/2 talalgatast jelent. Ezzel szemben, ha olyan kérdéseket
tesziink fel, hogy ,a szam kisebb N/2-nél?”, azutan ,a szam kisebb N/4 -nél?” és
igy tovabb, akkor az elrejtett szamot legfeljebb logo N kérdéssel megtaldlhatjuk.
Ha N nagy szam, akkor ez hatalmas gyorsulas.

Figyeljiik meg, hogy a ,,20 kérdés” stratégia adaptiv: az el6z6 valaszok fényében
szabad valtoztatnunk kérdéseinken. Candesnek és Taonak nem adaptiv eljarast
kellett kifejlesztenie ahhoz, hogy a gyakorlatban is hasznalhat6 legyen, de tgy,
hogy kbézben ugyanazt a garantalt teljesitményt nyGjtsa, mint az el6bb leirt adaptiv
stratégia. Mas szoval, eldre ki kellett talalniuk, hogy mik lennének az z-r6l legtébb
informéaci6t nyajté kérdések. Az 4j elmélet egyik nagy meglepetése, hogy ezt meg
is lehet tenni. Megkozelitésiikben az Gtlet az ¢; minimalizalas.

Egy vektor £y normaéja egyszertien a benne levs, nullatél kiilonbsz6 bejegyzések
szama, amit kicsit feszteleniil igy lehet irni:

| (1,22, .., 20) llo= D |25 [°.

(Ebben a formuldban, megallapodas szerint, 0° = 0.) Az ¢; normat gy nyer-
jiik, hogy a 0-akat 1-esekre cseréljiik az el§z5 egyenletben:

[ (1,72, 2n) 1= |5 '

Ezen a nyelven az y = ®x* egyenlet egyetlen legkisebb ¢y normaji megoldasa
éppen z. De Tao és Candes megmutatta, hogy sok esetben ez az x az egyetlen

4A  barkochba jaték egy amerikai, televizios valtozata, en.wikipedia.org/wiki/
Twenty _Questions
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legkisebb ¢; normaju megoldas is. Ez a felismerés dontének bizonyult, mert az ¢;
minimalizélas linedris programozasi feladat, amit ismert, hatékony szédmitogépes
algoritmusokkal meg lehet oldani. (Lasd a Smooth(ed) Moves cimi c1kket a What’s
happening in Mathematical Sciences 6. kotetében)

4. abra. Az S ritka (sparse) jel véletlenszerti mérése ezt a mérést produkalo
lehetséges jelek (zold) alterét generalja. A zold altéren beliil a legkisebb 11 norméju
vektor, S”, ltaldban S-sel egyenls. (R. G. Baraniuk, Compressive Sensing [Lecture
Notes], Signal Processing Magazine, July 2007. szivességébdl)

A 4. abraillusztralja, hogy miért gyakori az, hogy az ¢1-et minimalizal6 ugyanaz,
mint az {o-t minimalizal6. A 3 dimenzibs térben az ¢; norma szerinti egységvekto-
rok egy oktaédert alkotnak. Mivel sok nulla koordinataja van, gondoljuk el, hogy a
ritka (sparse) = vektor benne fekszik egy koordinata tengelyben, ezért az oktaéder
egyik csiicsaban végzodik. Azon x* vektorok halmaza, amelyekre y = ®z* teljesiil,
egy, az x ponton atmend sik. A legtébb az x ponton dtmend sik az oktaédert csak
ebben az egyetlen = pontban metszi, masképpen szélva, = a sikon az egyetlen mini-
malis norméaval rendelkezé pont. Tehat, ha egyszertien a ® mérést véletlenszertien
tessziik meg, jo esélyilink van ra, hogy z -et egyértelmiien rekonstrualni tudjuk.

Sajnos ® véletlenszeri kivilasztdsa nem mindig miikédik. Esetleg pechesek
lesziink, és pont egy olyan z-en atmend sikot valasztunk, ami az oktaéder belse-
jébe is belemetsz. Ha ez torténik, akkor az f; minimalizal6 nem lesz ugyanaz,
mint az o minimalizal6. Az algoritmus egy hibas z* jelet fog eredményezni. De a
4. dbran lathato kép valamennyire félrevezets, mivel a képek vektorainak dimen-
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zi6ja Aaltaldban ezres vagy milliés nagysagrendd. A milli6-dimenzids térben az
oktaéder analdgjat keresztpolitépnak hivjak; és a keresztpolitép a millié-dimenzios
térben nagyon, nagyon, nagyon hegyes. Egy a csticson dtmend, de egyébként vélet-
lenszerd sik majdnem biztos, hogy a keresztpolitép belsejét elkeriili. A ,nagy dimen-
zids geometria e csoddjanak” kdszonhetSen, ahogy ezt Candes nevezi, az ¢; mini-
malizalé majdnem biztosan a korrekt jel lesz.

Osszefoglalva, a témoéritett érzékelés elmélete a kdvetkezoket mondja:

- S0k ® M x N-es matrixra az y = ®z* egyenlet egyetlen K-ritka (sparse)
megoldasat pontosan vissza lehet nyerni.”

~ N-nek K-nal sokkal nagyobbnak kell lennie, azonban M-nek, a mérések
szamanak csak egy kicsit kell K-nal nagyobbnak lennie. Pontosabban, M-nek
durvan Klog(N/K)-nak kell lennie. Figyeljiik meg, hogy ez N-t&l logaritmi-
kusan fiigg, {gy a ,,20 kérdés’-nél véghezvitt gyorsulast most is elértiik.

- A K-ritka (sparse) megoldast £; minimalizilassal talaljuk meg, amirél a ®
mérési matrixra vonatkozé bizonyos feltételek teljesiilése esetén belathato,
hogy az £y minimalizalassal ekvivalens.”

- A ® véletlen matrixok majdnem mindig kielégitik ezeket a feltételeket.

Az egész tOrténet lényegében valtozatlanul megmarad, ha a jel nem a standard
koordinata vektorok bazisara nézve, hanem egy masik bazisra, mondjuk a wavele-
tekére nézve ritka (sparse). Az egyetlen dolog, ami valtoztatasra szorul az, hogy
az y = $z* megszoritdst az y = ®Vx™ megszoritissal helyettesitjik. Ebben az
Osszefiiggésben a ® mérési matrix véletlenszeriisége kettss célt szolgil. Elészor, azt
a legegyszertibb feltételhalmazt biztositja, amikor az ¢; minimalizilas bizonyitha-
toan ekvivalens az £y minimalizalassal. Masodszor pedig, az el6bbitél fliggetleniil
biztositja, hogy a mérési vektorok halmaza (P sorai) annyira kiilonboznek a kép
bazisatél (¥ oszlopaitél), amennyire ez csak lehetséges. Ha a kép bazis tiiskékbsl
all, akkor a mérések bazisanak kiterjedt véletlenszerd zajbol kellene 4llnia. Ha a kép
bazis waveletekbdl all, akkor a mérések bazisa ,noiselet”-eknek hivhaté kiegészits
tipusu jelbdl kell allnia.

,»Cikkiink valami tényleg varatlanra mutatott rd” - mondja Candes. ,,Arra neve-
zetesen, hogy rendkiviil hat4sos érzékel§ mechanizmust ad a véletlenszeriség hasz-
nalata. Ez az els6 szamu allitds. A masodik szamu 4llitds pedig az, hogy mindez
kiallja a szigorii elemzés probajat.”

,»Ami a matematikusoknak a cikkbdl tetszett, az a mod volt, ahogy az analizist
és a val6szindségszamitast egybeolvasztotta. Terliletemen, az analizisben sokan ugy
gondoltik, hogy a valészinliségszamitas nem hasznos vagy nem mélté a figyelmiikre.
Intellektualis szinten valtoztatta meg a cikk gondolkodisukat, és arra késztette
Gket, hogy foglalkozzanak ezzel a teriilettel is.”
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Richard Baraniuk. (sajat szivességébdl)

3. Legujabb fejlemények

Tao és Candes preprintje 2004-ben jelent meg, mint ahogy Donoho hasonlo
eredményeket k6zl6 cikke is. Mire Tao és Candes cikke 2006-ban ténylegesen meg-
jelent, mar tobb, mint 100-szor idézték. Azéta mind elméleti, mind gyakorlati téren
sok elérelépés tortént.

Az eredeti cikkben megvélaszolatlanul hagyott kérdés az volt, hogy mennyire
marad j6 a tomoritett érzékelés, ha a mérés valamilyen véletlenszert hibat tartal-
maz (valodi eszk6zoknél ez elkeriilhetetlen probléma), vagy ha a ritka (sparse) jelrél
sz010 feltételezés nem teljesen igaz. Fényképezésnél példaul sz6 szerint nem igaz.
Elethiibb az a feltételezés, hogy a jel tomorithets, ami azt jelenti, hogy a jel né-
hany egyiitthatoja tartalmazza az informécié tulnyomo részét. A tébbi egyiitthato
nem teljesen nulla, de kicsi. Ilyen koriilmények kozott még az ¢ minimalizalas se
illik pontosan Gssze a jellel, igy remény sincs ra, hogy az ¢; minimalizalas teljesen
korrekt legyen.

Candes, Romberg és Tao megmutatta 2005-ben, hogy a tomoritett érzékelés jol
miikodik még zajos mérések és tomorithetd, bar nem ritka (sparse) jelek esetében
is. A helyreallitott jel hibaja nem lesz sokkal nagyobb a mérések hibajanal, és az
¢, minimalizalas nem lesz sokkal nagyobb annal a biintetésnél, amit az /p minima-
lizalas méar rank rott. Vagyis az ¢; minimalizalas hien adja vissza a legfontosabb
informéciokat, a jel legnagyobb Gsszetevsit. Az 5. abra szimulalt képhez adott zaj
esetén ad példat a tomoritett érzékelés teljesitményére.

A matematikusok olyan, a szokvanyos linearis programozasi eljarasoknél gyor-
sabb, 1j algoritmusokon dolgoznak, amelyek megoldjék az ¢; minimalizalas prob-
lémat. z legnagyobb K egyiitthat6jat nem mind egyszerre talaljak meg, hanem
iterativan: elGszor a legnagyobb nullatél kiilonbozs egylitthatét, azutdn a méasodik
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Noisy, Fully sampled N°%_‘§{L‘§$§?§£§'ed

(a) (b}

Noisy, under-sampled Noisy, under-sampled
SPARSE recon (e =0.05) SPARSE recon (e =0.1)

(d) (c) e ““‘”““"‘j

5. abra. Tomoritett érzékelés zajos adatokkal. (a) Kép hozzaadott zajjal. (b)
Az alul-mintavételezett, majd a Shannon-Nyquist megkozelitéssel helyreallitott
kép. (d) Ugyanaz a kép,véletlenszertien alul-mintavételezve, majd egy "tulsago-
san optimista" zaj modellel hellyreallitva. Habar nincsenek miileletek, a zaj egy
részét félreértette és valos modosulasként vette az eljaras. (c) Ugyanaz a kép, egy
toleransabb zaj modellel rendelkezd véletlenszerii mintabol helyreallitva. Az eljaras
elnyomta a zajt és nincsenek miileletek sem. (Michael Lustig szivességébdl)
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legnagyobbat, és igy tovabb. Az elsé ilyen algoritmus, amit ortogonalis illeszkedési
keresésnek (Orthogonal Matching Pursuit (OMP)) neveztek el, nem érte el az /;
minimalizalas altal biztositott pontossagot. De méra mar az OMP valtozatainak
szines csokra létezik, mint példaul regularizalt OMP (ROMP), vagy a szakaszon-
kénti, ,stagewise” OMP (StOMP), amik sikeresen 6tvozik az ¢; minimalizalas pon-
tossagat és az OMP gyorsasagat. Ezeknek az algoritmusoknak az az elényiik az ¢,
minimalizalas ,,nagy dimenzids csodédjaval” szemben, hogy intuitivabbak. A 3. abra
mutat erre példat.

Ekozben tobb kiilonbozé teriilet kutatoja puhatolja a tomoritett érzékelés
gyakorlati alkalmazasait. Baraniuk és Kelly 2006-ban épitett egyetlen pixeles fény-
képezdgépe egy sereg baktérium méret tiikrot hasznal, hogy a bejove fénybdsl vélet-
lenszert mintat vegyen. (Lasd a 6. dbrat.) Mindegyik tiikrot kétféle allas egyikébe
lehet donteni: vagy az egyetlen érzékels felé tiikrozi a fényt, vagy elfelé. Tehat az
érzékel6 altal kapott fény sok pixel sulyozott atlaga, amit egyetlen pixelben gytij-
tottiink ossze. Ha Klog(N/K) pillanatfelvételt készitettiink, minden alkalommal
kiilonb06z6, véletlenszeriien valasztott pixelekkel, az egypixeles fényképezégép képes
volt felismerhets képet késziteni, N pixellel 6sszemérhetd felbontasban.

Photodiode Bitstream

Reconstruction

Image

-

6. Abra. Az "egypixeles fényképezigép" sematikus diagramja. Az érzékeld egyet-
len fotédidda. A "DMD" egy mikro-tiikor racs, ami a bejovs fénycsova egy részét
visszatiikrozi az érzékels feleé. A kép masik részét (a fekete négyzeteket) elfelé té-
jon létre. Az "Egy is elég" képen 1600 véletlen mérés elegendd volt, hogy egy 4096
pixeles féenyképezdgép altal készitett képpel osszevethets képet csindljon. (Richard
Baraniuk szivességébél)

Baraniuk és Kelly csapata most a jhiperszinképes fényképezdgépen” dolgo-
zik, amely a kép minden egyes pontjaban a teljes szinképet rekonstrudlna. ,Egy
hagyoményos digitalis képnek vannak voros, kék és zold pixelei.” - mondja Bara-
niuk. ,Bz nagyszert arra, hogy olyan fényképet csinaljunk, ami becsapja az emberi
szemet, de ez nem fogja be a kiilonb6z6 anyagok altal kiadott hullimhosszok lénye-
gét. Igazabol ezernyi szinbdl 4llé spektrumot szeretnénk kapni pusztdn harom szin
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helyett. Ez lehet6vé tenné, hogy meg tudjuk kiilénbéztetni egy kocsi zold festékét
és egy bokor z6ld levelét.” Mivel a milliényi pixel mindegyike ezernyi szind lehet,
adattémorités komoly iiggyé valik.

Baraniuk volt didkjaval, Michael Wakinnal, aki most a Michigan Egyetemen
van, szintén dolgozott a targyészlelési probléman. Sok alkalmazasnal nem egy tény-
leges fénykép elkészitése a fontos, hanem az, hogy gyorsan felismerjiik, hogy mi van
benne. Példaul, egy biztonsigi rendszernek esetleg egy arcot vagy egy jarmiivet
kell azonositania. Megtanithatjuk, hogy felismerje egy Corolla és egy Porsche kozti
kiilonbséget - példalézik Baraniuk. A szamitogépben Corolla és Porsche képek van-
nak tarolva, de a fényképez6gép elStti jarmi lehet, hogy ugy van elfordulva, hogy
egyik képpel sem illik pontosan Gssze. Ebben az alkalmazasban a képvektornak
mas jellegi ritka (sparse) szerkezete van. Nem egy K-dimenziés sikon fekszik, ha-
nem az N-dimenziés térben levg gorbiilt K-dimenziés sokasdgon. (Esetiinkben X
3-mal egyenld.) Wakin megmutatta, hogy ebben a kdrnyezetben KlogN mérés még
mindig elégséges.

A tOmoritett érzékelés néhany alkalmazasa teljesen kiviil esik a képfeldolgozas
birodalman. Az egyik ilyen példa az ,analégrol digitalisra konvertalas”, ami a drot-
nélkiili, mobil kommunikicié alapvetd jellegzetessége. Példaul a CDMA mobiltele-
fon szabvany bevesz egy hangiizenetet, ami 4096 hertzig terjed§ hangfrekvenciakat
tartalmaz, és szétteriti a radiéspektrumban, ami szazezernyi hertzig terjed. A jel
ritka (sparse), mivel csak annak a 4096 hertznek a belsejébe préselt informaciot
tartalmaz. Tehat egy tomoritett érzékelést végrehajté vevonek gyorsabban kell
visszanyernie a jelet, mint egy Shannon tételén alapulé vevének.

Moore szabalya szerint a digitalis fotografiAban kétévenként duplazzuk meg
az egy aramkori lapkan 1évé jelfogék szamat. De a digitalis atalakitas vilagaban,
Baraniuk szerint ,,az egyenértékii érdemleges szam 6-8 évenként dupliazodik meg”.
Tehat ne varjunk évtizedeket hardver megoldasra, hanem oldjuk meg a problémat
a tOmoritett érzékelésen alapulé szoftverrel.

Végiil, a tomoritett érzékelésnek orvosi alkalmazasai is vannak. Ez nem meg-
lep6, hiszen egy, a mégneses rezonancia vizsgdlatban talalt probléma kdzvetleniil
ihlette elméletének léetrejottet. Az MRI késziilékek hasznéalata hagyomanyosan moz-
dulatlan struktirak képének rovid idg alatti létrehozasara korlatozodott, és a bete-
get utasitottak, hogy tartsak vissza a lélegzetiiket. De mostanaban, a képet id6ben
és térben ritka (sparse) jelként kezeld MRI késziilékek elkezdték lekiizdeni ezeket
a korlatokat, példaul egy dobogd sziv képét allitjak elg. A 7. dbra mutatja, hogy
egy ritka (sparse) rekonstrukcios algoritmus mennyire képes éles képet nydjtani a
beteg lababan 1évs artéridkrol, pedig 20-szor kevesebb adatot hasznél, mint egy
hagyomanyos angiogram.

Egy akadalyt meég le kell kiizdenie a t6moritett érzékelésnek. Ez azt jelenti,
hogy hogyan fejlesszen ki gyakorlatban hasznéalhaté ,kovetkezetlen” érzékelcket.
A toémoritett érzékelésben egyetlen mérés a bejovs tomorithets jel, és a véletlen-
szerd, zajos teszt jel skalaris szorzata. Baraniuk egypixeles fényképezSgépe ugy
hajtja végre a skalaris szorzast, hogy a fénycsova egy részét a titkrok az érzékels
felé, mas részét elfelé tovabbitjak. Ha a kdvetkezetlen méréseket lehetévé tevs
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7. abra. Egy angiogram. Feliilrgl lefelé, az angiogramot fokozatosan egyre na-
gyobb tényezdkkel fokozatosan alul-mintavételezziik. A Shannon-Nyquist minta-
vételezési stratégiat hasznélva, a kép mindsége tgy csokken, ahogy az alul-
mintavételezés ng. A tOomoritett érzékelést hasznalva, a kép még 20-szoros alul-
mintavételezés esetén is nagyon éles korvonali marad. Az itt és az 5. abraban
hasznalt megkozelités nem ¢; minimalizalas, hanem a térbeli gradiens ¢; minima-

lizalasa. (Michael Lustig szivességébdl)
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0 hardver dragabb, mint a felvaltani kivant érzékelSk sokasaga, akkor a tGmdritett
érzékelés melletti gazdasagi érvek elenyésznek valés alkalmazasokban.

Miutén annyi kérdés és annyi lehetéség van, pillanatnyilag lehetetlen megmon-
dani, hogy melyik lesz a tomdoritett érzékelés legsikeresebb alkalmazasa. Azonban
egy dolog vilagos: a mérnokok végre kilépnek a Shannon tételét jelentd dobozbol.
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