Alkalmazott Matematikai Lapok 37 (2020), 167-179.
DOI 10.37070/AML.2020.37.2.03

BEFOLYAS TERJEDES OPTIMUMAINAK HALOZATAROL

HOMOLYA VIKTOR, VINKO TAMAS

A grafokon értelmezett befolyds terjedés maximalizalds feladatat vizsgdl-
juk egy ujfajta megkozelitésben. Bevezetiink egy hegymaszo-jellegii algorit-
must, amelynek futtatasaval értelmezhetjiik a széban forgd diszkrét optima-
lizélasi feladat lokélis optimumait, valamint az azok kozotti kapcsolatokat.
Az igy ad6dé médszer néhany lehetséges alkalmazdasédra, a keresési tér érték-
készletének felderitésére adunk példat kiilonbozé véletlen grafokon végzett
futtatasi eredményekbdl.

1. Bevezetés

Legyen adott egy irdnyitott, silyozott halézat, tovabba egy terjedési modell
és egy k pozitiv egész szam. Feladatunk, hogy kivédlasszuk azt a k darab csucsot,
amelyekbodl a terjedési modellt inditva és végrehajtva a lehetd legtobb csicsot elér-
jik. Az igy kapott probléma, a befolyas terjedés maximalizdlas, gyakran hasznalt
eszk6z példaul a virusmarketingben. Gazdasagi szempontbdl egy példa lehet a ko-
vetkez6: korldtozott mennyiségeben van reklamozéasra koltségiink, maximalizalni
szeretnénk az informacié terjedést a termékiinkrol, tehat a lehetd legtébb emberhez
szeretnénk eljuttatni. A graf reprezentalja a kozosséget, melyben terjesztenénk az
informaciét. Mint szocidlis hdlézat, nem tartalmaz t6bbszoros éleket és hurkokat,
valamint minden egyed kiilonb6z6 mértékben tud hatni mésokra.

A befolyas terjedés hédlézatokon, mint diszkrét optimalizalasi feladat elGszor
Kempe és szerzdtarsai [10] cikkében jelent meg, amely Domingos és Richardson
korai munkdjan [6] alapszik. Ebben a mostanra klasszikussd vélt cikkben ad-
tdk meg a szerz6k a dolgozatunkban is hasznalt fiiggetlen kaszkad (independent
cascade, IC) valamint a linedris kiiszob (linear threshold, LT) modelleket. Tovab-
bé, ebben a cikkben javasoltdk a mohé algoritmust, amely a feladat matematikai
tulajdonsdgdbdl adéddan legaldbb 1 —1/e kozelitést ad az optimalis értékre. Meg-
mutattdk, hogy a probléma az alap terjedési modellekben (IC és LT), melyeket
figyelembe vettek, NP-nehéz.

Amennyiben a megadott modellek naiv implementacidjaval kisérleteziink, ha-
mar rajohetiink, hogy mar akar szazas nagysagrendii csiucs-szammal rendelkez6
grafra is nagyon sokdig tart lefuttatni a mohd algoritmust (vagy szinte barmilyen
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més optimalizals eljarast). Ennek egyik oka, hogy a terjedési modellek sztochasz-
tikus alaptulajdonsdgat Monte Carlo szimuldciéval tudjuk kidtlagolni (azaz empi-
rikus varhat6 érték kozelitését szamolni). Ezért hamar megjelentek, és azéta is
az ide vonatkozé kutatdsok egyik fékuszaba tartoznak azok a cikkek, amelyek a
feladat gyorsabb megolddsat tiizték ki célul. Leskovec és szerzétdrsai [12] az LT
modellre adnak egy tun. lazy-forward mohé algoritmust CELF néven. Ennek egy
tovabbgondolt véltozata a CELF++, amely az eredeti moho eljaras iteraciéinak
szadmat csokkenti nagysdgrendekkel [7]. Tovabbi gyorsitdsi mddszereket is tald-
lunk a szakirodalomban, példdul olyat, amely kozelitd eljarast javasol [11], vagy
pedig valamilyen strukturalis tulajdonsdgot, példaul kozosségek jelenlétével hozza
Osszefiiggésbe a leghatékonyabban aktivizalé csicsok kivalasztasat [14].

Az alapfeladat helyett, ahol tehat egy megoldast akkor tekintiink jobbnak, ha
minél tobb befolyas ald vont csicsot eredményez, masképpen is megfogalmazha-
tunk ide kapcsolédé optimalizalasi problémékat, vagy valtoztathatunk az alapgraf
tulajdonsagain. Ilyen lehet példdul az, amikor nem csak pozitiv, hanem negativ
silyokat is megengediink. Kiilonosen érdekes a dinamikusan valtozé grafok esete
is [1]. Ebben a dolgozatban, csak az eredeti alapfeladattal foglalkozunk.

Célunk, hogy a befolyas terjedés maximalizalas, mint kombinatorikus optimali-
zalasi feladat szerkezeti tulajdonsagait mélyebben megértsiik. Ehhez felhasznéljuk
a lokélis optimumok hélézatdnak (local optima network, LON) koncepci6jdt. A
médszerrel tulajdonképpen az eredeti halézatbdl, mint a keresési tér értelmezési
tartomanyabol, egy specialis, hegymadszé-jellegli optimalizdlé eljards felhasznala-
saval készitiink egy masik halozatot, a LON-t, amelynek segitségével a keresési tér
értékkészletének kiilonb6zo strukturalis tulajdonsigait vizsgalhatjuk.

2. Definicidk és jelblések

Ebben a szakaszban leirjuk a kés6bbiekben hasznalt legfontosabb definiciokat,
jeloléséket. A feladatban haszndlt silyozott, irdnyitott grafot G(V, E, W)-vel je-
16ljiik, ahol V' a csicsok halmaza, E az élek halmaza és W : E — [0,1] egy
sulyfiiggvény. A csticsoknak azt a k elemii részhalmazdat, amelyet a feladat szerint
meg kell keresniink, az angol nyelvii szakirodalmat kdvetve, seed halmaznak ne-
vezziik. A gréafnak azon csicsait, amelyeket a befolyas terjedési modell elér, aktiv
vagy fertézdtt csicsoknak nevezziik. A tovabbiakban el6szor bemutatjuk a cik-
kiinkben haszndlt terjedési modellt, roviden lefrjuk a mohé algoritmust [10], majd
bevezetjitkk a LON épitésre hasznalt hegymaszo-jellegli algoritmust.

2.1. Befolyas terjedési modell

Mint emlitettiik, Kempe és szerzétarsai [10] két terjedési modellt vezettek be
és vizsgaltak, amelyekbél jelen cikkben csak az egyiket hasznaljuk: a figgetlen
kaszkdd (independent cascade, IC) modellt. Ebben az iterdci6 alapi modellben a
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graf minden élének van egy paramétere p (0 < p < 1), amely az élen val terje-
dés valdszintiségét jelzi. Egy iteracidoban a frissen fert6zott csicsok megprébaljak
aktivizalni a (ki)szomszédaikat az él paramétere szerint. Amennyiben egy v csics
nem tudta fert6zni w szomszédjat elészor, akkor nem fogja tudni kés6bb sem, csak
egyszer probalkozhat. Ha egyik aktiv csics sem tud 1j cstuicsot megfertézni, akkor
az iteracio véget ér.

A teljesség kedvéért ismertetjiik az eredetileg Granovetter [8] 4ltal bevezetett
LT modellt is. A modell azt valésitja meg, hogy egy kozosségbeli egyén nagy
valésziniiséggel atvesz szokasokat vagy kovet egy trendet, ha a vele kapcsolatban
16v8k ezt mér megtették (csordaszellem jelenség). Minden cstics bemend élsulyai-
nak osszege legfeljebb 1. Tovédbbd minden csticshoz hozzdrendeliink egy 6 € [0, 1]
ktiszobértéket. Egy v € V cstcs fert6zott lesz, ha a belé mutatéd fertézott csicsok
éleinek silyosszege nagyobb, mint a cstcs 0 értéke.

Mivel az IC és az LT modellek tartalmaznak sztochasztikus paramétereket,
amely az ismeretlen hatdsokat testesiti meg, igy a kiértékeléséhez sziikséges R-szer
megismételni a szimuldciot, majd a kapott értékek atlagat venni.

Az id6beli hatékonysagért az IC modellt nem az eredetileg megfogalmazott
médon szamitottuk, hanem a Hajdu és szerzétarsai [9] dltal javasolt véltozatot
kovetve készitettiink egy implementaciét. Készitiink R darab méasolatot az eredeti
G grafrol. Az él silyait valészintiségekként alkalmazzuk. Maésolatonként minden
csticsbdl fert6zést szimuldlunk a szomszédokba. Ha a fertzés egy masolatban
nem tudott az élen atjutni, akkor az élet abban a grafban toroljitkk. Ha ki akarunk
értékelni egy seed halmazt, akkor csak grafkeresd algoritmusokat (mélységi vagy
szélességi keresot) kell inditanunk a seed halmaz minden csicsdb6l minden mésolat
grafban, majd ésszeszdmolni (multiplicitds nélkiil) hany kiilonboz6 csticsot értek el
egy gréfon beliil és venni az 4tlagét ezen értékeknek. Ez tehét a varhaté (befolyds)
értéke a seed halmaznak. Az R hatdrozza meg a pontossdgat ennek a véarhaté
értéknek. Ezen masolat grafokat megtarthatjuk a tobbi kiértékeléshez is, nem kell
tjakat generalni.

2.2. Mohé algoritmus

Mivel a befolyas terjedés maximalizalds feladata az IC terjedési modell mellett
szubmoduldris [10], ezért egy mohé algoritmus az optimélis megoldds approximé-
cigjat 1 — 1/e faktorral megadja. Ebben a kontextusban az algoritmus kezdetben
készit egy S iires halmazt, bedllitja a kK = 1-et és megoldja a problémat. A leg-
jobb értékili cstucsot, a megoldést, behelyezi az S-be. Ezutan noveli a seed halmaz
lehetséges méretet eggyel és kiértékeli az 6sszes SUwv (v € V' \ S) seed halmazt.
A legjobb értékhez tartozé v csicsot S-be helyezi. Addig ismétlédik ez, mig S
mérete el nem éri az eredeti problémaban megadott k elemszamot.
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2.3. Egy hegymaszo-jellegii algoritmus

Az imént targyalt mohé algoritmusban nem definidlhaté a lokdlis optimum
fogalma. Ezért bevezetiink egy — az eredeti feladat megoldasédra alkalmas, de jelen
cikkben nem arra hasznalt — optimalizal6 eljardst, amely jellegébdl adéddan egy
hegymaszd algoritmus.

Az eljrds elsd lépésként egy adott (véletlenszeriien vagy mas médon vélasz-
tott) S seed halmazbdl kezdi a keresést. A masodik 1épésben kiértékeli az aktudlis
seed halmazt, valaszt véletlenszeriien az S halmazbdl egy cstcsot és azt leviltja
az egyik (be)szomszédjira, amely jelenleg nem eleme S-nek. Ha az igy kapott j
S seed halmaz értéke jobb, mint az el6z0, akkor megtartjuk, azaz legyen S := S
és ismételjiik a masodik 1épést. Ha nem, akkor visszatériink a S seed halmazra és
keresiink egy 1j, megfelel§ szomszéd csuicsot, amellyel elvégezziik a kiértékelést és
lehetséges cserét ugyanigy, mint az elobb. Amennyiben a seed minden lehetséges
szomszédjaibol alkotott kombinaciét bejartuk és egyik sem rendelkezik nagyobb
befolyasértékkel, akkor a seed halmazt lokdlis optimumnak nevezziik. Ebben az
esetben a hegymdszé eljardsunk véletlenszertien véalaszt egy elemet a seed hal-
mazbdl és lecseréli egy cstcsra (nem feltétlen szomszédra) a grafbol, amely nem
szerepel benne. Ezen csere utan az elejétol ismételjiik az algoritmust.

Minden kiértékelést (seed elemeket és befolydsértéket) bejegyziink egy tébla-
zatba a hozzédtartozé lokélis optimummal (utélagosan), amelybe az algoritmus
eljutott a szomszédokra vald 1épésekkel. Amennyiben egy mar ldtott seed halmaz-
ra 1ép (ezt a tdbldzatbdl tudjuk), akkor nem szdmoljuk ki djra a befolydsértéket,
csak kikeressiik a hozza tartozo lokélis optimumot. Amennyiben nincs hozza beje-
gyezve, mert rosszabb értékkel rendelkezett és nem rajta keresztiil 1épett tovabb,
illetve amennyiben kort alkotva visszajutott, akkor csak a befolyasértéket adjuk
vissza. A befolydsérték szamitdsa determinisztikus, mivel valtozatlanul a rogzitett
R darab masolat grafon hajtédna végre. Az eljaras ilyen moédon torténd deter-
minizaldsa csokkenti a szamitasigényt. Minden latogatott seed halmazt legfeljebb
egy lokélis optimumhoz rendeliink, mely a szomszédsidgban 1évé seed halmazok
befolyéasértékétol fiigg.

Mint azt emlitettiik, tehat az egyik 6 kiilonbség a mohé eljards és az imént
definialt hegymaszo-jellegli médszer kozott, hogy az utébbival definidlhatunk lo-
kalisan optimalis megolddsokat a problémaban. Ez a lehet6ség vezet minket a
kovetkezo fejezethez, amiben targyaljuk hogyan lehet hélézatot épiteni a lokalis
optimumokbdl.

3. Lokalis Optimumok Halézata - LON
Az imént bevezetett hegymaszd-jellegli algoritmus végrehajtdsa soran kapha-

tunk olyan csics halmazokat, amelyek lokalis optimumként értelmezhetoek. Ezen
lokélis optimumokbdl készitiink egy grafot, a lokalis optimumok hélézatat (Local
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Optima Network, LON). A LON kozelitéseket vizsgdltdk folytonos [15] és kom-
binatorikus optimalizdldsi problémédkban [5]. A befolyds terjedés maximalizdlds
az utébbihoz tartozik, habar alkalmaztunk néhany véaltoztatdst és 1j definicidkat
vezettiink be. Minden, a hegymaszé altal megtalalt lokalis optimum egy cstcs a
LON-ban. Két csics kozott él helyezkedik el, ha a keres6 algoritmus egymads utan
taldlt rdjuk: egy lokélis optimumbdl kilépve (egy elemet lecserélve) eljutott a mé-
sik lokalis optimumba. Ez egyben iranyitést is ad a LON-ban. Mivel a hegymészé
képes a LON mar meglév élein tobbszor is athaladni az épités alatt, ezért a LON
sdlyozott graf.

Megéllasi feltételek. A LON graf épitése tulajdonképpen tetszéleges ideig tart-
hat. Definidlni kell megallasi feltételeket. Ha az épités elegendd hosszu ideje fut,
akkor megfigyelhetjiik, hogy egyes csticsok befoka szdmottevoen nagyobb a tob-
binél. Olyan megallédsi feltételeket prébaltunk alkalmazni, melyekkel a LON-ban
megjelennek kiemelkedo élsilyok. Ezen feltételek a kovetkezok:

azon pontok szama meghaladja a 6, értéket, melyek bemend élek szamanak
0. szorosa kisebb a csicshoz tartozo élstulyok Gsszegénél;

— a felderitett pontok szdma (amelyet ismeriink a nyilvantartdshoz alkalmazott
tablazatbdl) meghaladja az dsszes lehetséges seed kombindcidk szamdanak 60,-
szeresét;

— ha a LON csucsainak szdma az eredeti G csucsainak széménak kétszeresénél
tobb;

— a LON-ban megjelené maximaélis élsily nagyobb, mint a G éleinek szdmanak
negyede;

Kitétel ezen feltételek mellett, hogy az els6 feltételben emlitett megfelel$ csiicsok
szama tobb legyen mint 10.

H grafok. A LON-ban a befok jellemzi egy lokélis optimum vonzéaskorzetét. Mi-
vel t6bb olyan pont van, melyekre csak a sztochasztikus 1épések vezettek, de ritkan,
igy ezen val6sziniitlen, érdektelen pontokat toroljitk a LON-b6l. Késébbiekben ne-
vezzilk ezt a szirt halézatot H-nak. A sziirés sordn az élsulyokat vizsgédljuk a
kovetkez6 modon. Az 1 silyd élektdl kezdjitk. Amennyiben az adott silyd élek
egymds utdni torlésével 2-nél nagyobb méretii komponensek jelennek meg, akkor
nem hajtjuk végre ezen élek torlését és abbahagyjuk a sziirést. Ha a torlésekkel
nem vagtunk le nagyobb komponenst, akkor néveljiik a stlyértéket, amely szerint
torliink.
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4. Numerikus kisérletek

Ebben a szakaszban bemutatunk néhdny olyan jellegii elemzést, amely a fen-
tiekben leirt modszerek alapjan késziilt lokalis optimumok halézatara vonatkozik.
Célunk tehat, hogy a befolyas terjedés maximalizalds probléma keresési terének
értékkészletére adjunk jellemzést.

A kisérletek elvégezéséhez mesterségesen generdlt (szintetikus) véletlen hélza-
tokat hasznaltunk. Harom tipust vizsgdltunk:

— Watts-Strogatz (WS) hélézatokat, amelyeket kisvildg grafoknak is neveziink
[16]

— Barabdsi-Albert (BA) hél6zatokat, amelyek épitéséhez a preferenciélis kap-
csolédéds mechanizmust hasznéljuk, ahol a mar magas fokszamu cstcsok na-
gyobb eséllyel kapnak tjabb éleket [2];

— Cooper-Frieze (CF) halézatokat, amelyek a web gréfok novekedési mecha-
nizmusét hivatottak modellezni [4].

Ezekbdl a grafokbdl tobb példanyt is készitettiink, kiilonb6z6 csics- és élszammal.
Kisérletezéseink sordn azonban arra jutottunk, hogy az n = 120 csicsszamu input
grafokkal kaptunk olyan eredményeket, amelyekben a lokalis optimumok hélézata-
in az élsulyok nagyobbak voltak 1-nél. fgy végiil ezekbdl a grafokbdl valogattunk
ki olyan eredményeket, amelyek jol reprezentaljdk az egyes tipusokon kapott ered-
ményeket. Az igy kivalogatott grafok élszamai rendre 960,474, és 622 voltak a
WS, BA és CF hdélézatok esetén. Az input grafok éleihez a silyokat a (0,0, 7]
intervallumon egyenletes eloszlasi véletlenszam generatorral rendeltiik hozza.

A futtatasokat a k = 2 seed halmaz méretre végeztiink el, a megéllasi feltételek
(14sd 3. szakasz) pedig a kovetkezdk voltak: 6, = /|V(G)|, 0. = 2, és 6 = 0, 6.

4.1. H grafok vizsgalata

A 2.3. szakaszban bevezetett hegymdszd-jellegii eljaras futtatasaval kapott lo-
kalis optimumok hal6ozataibdl a 3. szakaszban ismertetett sziirési eljarassal kapjuk
meg a H grafokat. A harom kiilonb6z6 input graftipusbdl valogatott inputok-
ra kapott H grafokat az 1. dbran lathatjuk!. A H grafok csticsainak mérete az
adott csics befokaval egyenesen ardnyos, mig a szinek a hamarosan bevezeten-
do és hasznalt kozelségi kozpontisag értékeket reprezentaljak. Ezekrdl az abrakrol
egyelére annyi megéllapithatd, hogy a harom kiilonb6z6 input grafra harom kiilon-
b6z6 szirt lokdlis optimumok héalézatat kaptuk, amely azonnal sugallja a befolyés
terjedés maximalizalas feladat diverz jellegii viselkedését.

1Szeretnénk hangsilyozni, hogy itt nem az eredeti G input grafok vizualizdciéit lathatjuk.
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1. dbra. Lok4lis optimumok hélézatai, sziirt véltozatok (H grafok)

A 2. dbran az egyes H grafok behatobb elemzését lathatjuk. A vizsgalati mod-
szer lehetOvé teszi, hogy ralatast szerezziink az egyes lokalis optimumok vonzas-
korzeteirdl. Ehhez a hélézatkutatdsban hasznalt kozelségi kozpontisag (closeness
centrality) fogalmat hasznéltuk. Ennek kiszdmitdsa a

n—1

=S v w0

képlettel hatdrozhaté meg, ahol n a csicsok szdma H-ban, d(v,u) pedig a v-bol
u-ba mené irdnyitott legrévidebb 1t hossza?. Az dbrdkon pirossal a C' értékek alsé
10 percentilisébe, zdlddel pedig a fels6 10 percentilisébe es6 csticsokat szineztiik, a
tobbi csucs pedig feketével van feltiintetve. Ezt a szinezést tartottuk meg egyben
az 1. és 4. dbrékon is egyardnt.

A 2. dbran tehat a H graf csicsainak kozelségi kozpontisdgi értékei és a befo-
lyas értékiik kozotti osszefiiggést vizsgdlhatjuk. Emlékeztetoiil, a H graf csicsai az
eredeti G input graf (jelen példdkban k = 2 elemi) csicshalmazai. Ez az elemzés
lehetévé teszi, hogy egy adott input grafot megoldhatdsag szerint kategorizaljuk
konnylinek vagy nehéznek. A magas befolyasérték jelzi a legjobb taldlt megoldés-
hoz valé kozelséget. Az alacsony C érték jelenti, hogy az adott pont nehezebben
volt elérhetd a hegymdészé algoritmussal. Amennyiben a pontok tobbsége magas
befolyés értékkel és magas C értékkel rendelkezik, akkor azt a feladatot kénnytinek
nevezhetjiik.

Mindhérom input gréafra jellemz6, hogy a talalt lokdlis optimumok értékben
egymastol kevésben kiilonboznek. A kérdés csak az, hogy vajon ezek mennyire
esnek tavolra egymdéstol?

2A d kiszdmitasandl az élek silyainak reciprokét hasznéltuk, kévetve igy azt a konvenciét,
hogy magasabb C' érték jelenti azt, hogy az adott csics atlagosan kozelebb van a tobbi csicshoz.
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2. abra. Kozelségi kozpontisag értékek a H grafokban

A 2a. dbra alapjan a vizsgalt Watts-Strogatz graf szimos nagyon magas értéki
seed halmazt tartalmaz, amelyek koziil a legmagasabb befolyas értéket elér6 egy-
ben magas C' értékkel is rendelkezik, ezért annak megtalalasa viszonylag konnyt.
Ugyanakkor lathatjuk, hogy van egy masik régié is, alacsonyabb fertozés értéket
eredményezd és egyben nehezebben elérheté seed halmazokkal.

A 2Db. dbra az el6z6t6l kiillonbozik abban, hogy a kozelségi kozpontisagi értékek
nagyjabol egyenletesen oszlanak el. Ez az értékkészletben torténé egyenletes szét-
teriilésiikre utal. A legmagasabb befolyas értékkel rendelkez6 seed halmaz egyben
a legmagasabb C' értékkel is rendelkezik, igy ennek megtaldlasira a hegymészd
algoritmusnak jé esélye van.

A 2c. abra a mésik két abratdl annyiban kiilonbozik, hogy tobb, befolyds érték-
ben minimalisan kiilénb6z6, a legjobb megoldashoz kozeli seed halmaz jelenlétét
mutatja. Ezek koziil az abszolat legjobb értékii egyben a legnehezebben elérhetd
is.

4.2. Csucshalmazok egy tavolsaga: VSD

A keresés soran alkalmas seed halmazok megtaldlasa a cél. Ahhoz, hogy az
igy megtalalt halmazok kozotti Osszefliggéseket vizsgaljuk, bevezetiink egy cstcs-
halmazok tévolsdgdnak kifejezésére alkalmas mértéket, amelyet VSD-vel (Vertex
Set Distance) jelolinmk. Legyenek Vi és Vo a G graf cstcshalmazdnak k-elemi
részhalmazai. Legyen

k
VSD(Vh V2) = ng}i(; d(Vli ) VQw(i) ))’
ahol d : V(G) x V(G) — Ny, a grafon vett tdvolsdg, és Sy az elsd k természetes
szamhoz tartozé permutaciok halmaza.
Annak a formélis bizonyitasit, hogy az igy definidlt VSD valéban tavolsiag
fogalom, a fiiggelékben talalja az olvaso.
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A VSD kiszamitasat ugy végezziik, hogy egy hozzarendelési feladatként értel-
mezziik a problémat. Az egyik seed halmaz elemeit szeretnénk hozzérendelni a
masik seed halmaz elemeihez. A koltségek matrixa az eredeti G gréf sily nélkiili
valtozatabdl szamitott tavolsag részmatrix lesz, amely csak az érintett elemekhez
kapcsolddo értékekbol all. Az irdnyitottsagtol eltekinthetiink, mert minden élhez
létezik annak ellenkezé irdnyu pédrja. A megoldds értéke lesz a VSD.

a—®

; /;ﬁ\\ dl3 4 10
) 201 2 1
O 8|3 3 2

3. dbra. VSD kiszamitasa hozzarendelési feladatként

4.2.1. Példa. Egy konnyen attekintheté példat a 3. dbran lathatunk, ahol G
egy 10 csticsbdl 4ll6 gréf, a két csticshalmaz pedig S; = {2,5,8} (az dbran kék
szinnel jelolve) és Sy = {3,4,10} (az dbrdn sérga szinnel jelslve). A kapcsolédé
hozzarendelési feladatot a jobb oldali tdbldzat irja le, amibdl a VSD(Sy, S2) = 5
megoldas addodik.

Az igy bevezetett VSD tavolsag mértéket hasznélhatjuk annak a kielemzésére,
hogy a megtaldlt lokdalis optimumok koziil a legmagasabb érték{ithéz viszonyitva
a tobbiek (VSD értelemben) milyen tédvol helyezkednek el az eredeti G gréfban.
Ezeket az értékeket a legjobb megoldas befolyas értékétdl vett tavolsdggal vetjiik
Ossze.
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4. abra. V.SD értékek a G input grafokon
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A 4. dbran a harom input gréfra kapott eredményeket ldthatjuk. A korok mé-
rete az adott seed halmaz vonzdskéorzetével aranyos: a hegymadszd, mint lokélis
optimalizdlé futtatdsa soran hanyszor jutottunk egy lokalis optimumba. Az origé-
ban tehdt az adott G grafban taldlt legjobb megoldas helyezkedik el, a tavolsago-
kat ehhez a seed halmazhoz viszonyitjuk. A 4b. dbra szerint a BA hélézat (ezen
példédnyanak) értelmezési tartoménya tn. big valley szerkezetii [3], amelyben a le-
hetséges megolddsok a globdlis/legjobb megoldastdl vett tavolsigai (esetiinkben:
a VSD értékek) és az ezekhez tartozo fiiggvényértékek kozott erds a korreldcié. A
globalis optimumot ugyan korbeveszik a lokélis optimumok, ezek azonban mind
egyre rosszabb értékiiek, ahogy tavolodunk a legjobb megoldastél. Ehhez hasonlit
a 4a. abran lathatéo WS halézat is, bar abban talaltunk egy, a legjobb megoldéshoz
nagyon kozeli befolyas értékii seed halmazt is. Végiil a 4c. dbran djra igazolast
nyer a CF héalézatok a masik két tipustdl vett kiilonbozbsége, hiszen itt Gsszesen
hét darab magas értékii lokalis optimumot talaltunk, amelyek az egyébként nehe-
zen megtaldlhato (erre a piros szinezés utal) legjobb megoldéstdl, VSD értelemben,
egyre tavolabb helyezkednek el.

5. Konklizio

A szakirodalomban sok szempontbdl vizsgélt, erdsen alkalmazds orientdlt prob-
lémat, a grafokon értelmezett befolyds terjedés maximalizalds megoldasainak tu-
lajdonsagait vizsgaltuk. Megkozelitésiink tjdonsagat az adta, hogy a felhasznalt
hegymadszé-jellegii algoritmussal a keresési tér olyan leképezését vizsgaltuk, amely
lehetové teszi a feladat strukturalis tulajdonsiagainak mélyebb megértését. Ehhez
felhasznaltuk a lokalis optimumok hdlézatdnak (LON) fogalmét. Ennek segitsé-
gével harom, szerkezetileg kiillonbozé véletlen grafon, mint inputon kimutattuk,
hogy a probléma kiilonb6z6 értékkészlet strukturakhoz vezet. Az igy kapott ered-
mények lehet6séget adnak célzott keresési eljarasok definidlasara, ennek részletes
kidolgozasat jovobeli kutatasi tervként jeloljiik ki.

Fiiggelék

Megmutatjuk, hogy a 4.2. szakaszban bevezetett VSD fliggvény nemnegativ,
szimmetrikus és teljesiti a haromszog egyenlotlenséget, azaz valoban tavolsag fo-
galom.

A VSD irdnyitatlan gréafokon értelmezett legrévidebb utakon alapszik, ami
szimmetrikus. Az eredeti G graf iranyitott, de minden élnek van parja az ellenkez6
irdnyba és a sulyok figyelmen kiviil voltak hagyva (graf tavolsdg mindkét irdnyba
megegyezik). Grafbeli tavolsigok Osszege fiiggetlen a tagok sorrendjétdl, ezért
VSD szimmetrikus, azaz VSD(Vy, Vo) = VSD(Va, V1) teljesiil.

Ahogy elézbleg emlitettiik, graf tavolsdgon alapszik, amelyek értéke mindig
nemnegativ. Ezen nemnegativ szdmok Osszege is nem negativ. Legyen V;,V5 a G
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graf csucsaibdl all6, k kiilonbozé elemeket tartalmazé halmazok. A VSD(Vi, Va) =
0 akkor és csakis akkor, ha V; = V5. Ekkor minden V; beli elem 0 tavolsidgra van a
Va-beli megfelel6jétél (6nmagatdl), a lehetséges tthosszak sszegeinek minimuma
pedig 0. Ha V; és V5 egy elemben is térnek el, akkor legaldbb egy 0-nél hosszabb
utnak kell lennie az elemek ko6zott, a VSD értéke nagyobb lesz 0-nal, amivel a
nemnegativitast belattuk.

Végiil, a haromszog egyenlotlenséghez a

VSD(Vi,Va) < VSD(Vy, Vs) + VSD(Va, Vs)

egyenlétlenségnek teljesiilnie kell V(G) barmely k elemi Vi, Vs, V3 részhalmazdra.
Az indirekt bizonyitashoz tegyiik fel, hogy

VSD(V1, Vo) > VSD(V4,V3) + VSD(Va, Vs).

Mivel VSD szimmetrikus, ezért a VSD(Vy, Va) > VSD(Vy, V3)+ VSD(Va, Va) egyen-
16tlenség is teljesiil. Tudjuk, hogy VSD(Vi,V3) megegyezik a megfelelé hozzdren-
delési feladat minimalis koltségli megoldasdnak értékével. Ez igaz a Vi, Vo kozotti
VSD értékre is. Ekkor vannak utak a V; és V; elemei kozott (legaldbb a Vi elemeit
érinték). Ezen utakbdl szerkesztett egy hozzérendelési feladat optimadlis megoldé-
sanak értéke legyen D. Meghatarozott csiicsok érintésével nem csékkennek a téavol-
sagok, ezédltal D sem csokkenhet, ha a kozvetlen legrovidebb utak helyett méasokat
hasznalunk. Vagyis, ha D a legrovidebb utakbdl szerkesztett feladat megoldésa,
akkor D < VSD(Vi,V3)+ VSD(Vs, Va). Ugyanakkor D =VSD(Vi,Vs), aminek
nagyobbnak kell lennie a két el6z6 VSD érték Gsszegénél, amely ellentmondés.
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ON THE OPTIMA NETWORKS OF INFLUENCE MAXIMIZATION

VIKTOR HoMoOLYA, TAMAS VINKO

The influence maximization problem is investigated from a new perspective. A hill-climber
algorithm is introduced for the purpose of detecting local optima and their relationships in this
discrete optimization problem. The proposed method is demonstrated by exploring the target
set of the search space resulted from computational experiments on structurally different random
graphs.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



