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LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK KONZ,ISZTENCIAJANAK
KOMBINATORIKAI JELENTESEI

PLUHAR ANDRAS

Régdta ismert a linedris algebra és a kombinatorika kapcsolata. Itt a
Kronecker-Capelli tétel kombinatorikai kvetkezményeit jarjuk korbe, mely
kiadja Koénig és Harary tételeit és elvezet egyfajta dudlisaikhoz, valamint a
nyaklanc probléma &ltalanositasaihoz és specializéciéihoz.

1. Bevezetés

Nagyon sok mély kombinatorikai &llitas bizonyitasa lineéris algebrai eszk6zok-
kel torténik, sokszor nem is ismert mas médszer. A teriilet hatalmas, jelen esetben
még a felvazolasdara sem tehetiink kisérletet, az érdekl6d6 olvasénak az alabbi ki-
vél6 konyveket ajanljuk [2, 10, 11].

A teljesség igénye nélkiil megemlitjitk, mely algebrai fogalmak segitenek a jol
ismert kombinatorikai allitasokban, a részletek a fenti hivatkozasokban megtaldl-
hatdak:

— Fisher egyenlStlenség (r(AAT) < r(A), ahol r(A) az A méatrix rangja)

Pératlan varos tétel (fiiggetlen vektorok maximélis szdma egy n-dimenziés
vektortérben)

— Hoffman-Singleton tétel (f6tengely tétel)
— Graham-Pollak tétel (r(A+ B) <r(A) +r(B))

— Feszit6fdk szdma G grafban (Laplace determindns)

Shannon kapacitds (tenzorszorzat)

A gyakorlatban néha forditott irdnyban vetédik fel a kérdés, egy adott linedris
algebrai eredménynek mi lehet a kombinatorikai jelentése? igy tehdt természe-
tes lehet, van-e nem trivialis kombinatorikai kovetkezménye a Kronecker-Capelli
tételnek, ami a linedris egyenloségrendszer megoldhatésdgat karakterizalja. Valo-
szintlileg sokan vizsgaltdk mar a problémat, lathaté nyoma ennek viszont nincs;
e sorok irdja egyediil Fiiredi Zoltan publikdlatlan eredményérol értesiilt. Ennek
megértéséhez az alabbi fogalmakra lesz sziikségiink:
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1.1. Definicid. (Hipergrdf) Egy (X, E) halmazrendszer, vagy hipergraf az X
n elemil alaphalmaz és részhalmazainak egy E halmazdbdl all. Az E elemei
€ly..-5Em.

1.2. Definicio. (Szinezés) Az (X, E) hipergraf egy kett6-szinezése alatt egy
f: X — F, fiiggvényt értiink, ahol Fy a kételemii test.! Az f j6 szinezés, ha
|f(e) NFy| = 2, azaz mindkét szin eléfordul minden e € E esetén. Tovabbd f
pératlan szinezés, ha Y. .. f(x) = 1 minden e € E esetén.?

Vegyiik észre, ha (X, E) hipergraf minden e € E éle pdros méretii, akkor egy
f paratlan szinezés egyben jé szinezés is.

1.1. TETEL. (Firedi) [7] Egy (X, E) halmazrendszernek akkor és csak akkor
van pdratlan szinezése, ha nincs olyan H := {ej,...,ear+1} C E, hogy bdrmely
x € X paros sok H-beli halmaz eleme.

1.1. KOVETKEZMENY. (Kénig) Egy G grdfnak akkor és csak akkor van jé
kettG-szinezése, ha nem tartalmaz paratlan kort.

Bizonyitds. Legyen X = V(G), E = E(G) és alkalmazzuk az 1.1. Tételt
az (X, F) hipergréfra. A fentiek szerint G gréfnak pontosan akkor van jé kettd-
szinezése, ha nincs olyan pératlan élhalmaz E(G)-ben, amelyben minden pont foka
paros, azaz egy paratlan séta. Ugyanakkor egy G graf pontosan akkor tartalmaz
paratlan sétat, ha paratlan kort is. a

A kovetkez6 fejezetben bebizonyitjuk Fiiredi tételének altalanositasat és né-
hény tovabbi kévetkezményét.

2. altalanositott Fiiredi tétel és kovetkezményei

Mint emlitettiik, sziikségiink lesz a Kronecker-Capelli tételre:

2.1. TETEL. (Kronecker-Capelli) Legyen F egy tetszleges test, A egy
m X n-es matrix, mig b egy m-dimenzids vektor F felett. Az Ax = b egyenlet-
rendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha nincs olyan y € F™, amelyre yT A = 0,
de y"b = 1.

Miel6tt kimondanank és bizonyitanank az 1.1. Tétel altalanositasat, Harary
stabilitasi fogalmat vissziik 4t hipergrafokra:

1Bérmely kételemii halmazba képezhetne f, viszont az algebrai struktira nagyon hasznos az
Fao-ben.
2 Azaz minden e élben pératlan sok pont kapja az egyes szint.
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2.1. Definicid. (Stabil szinezés) Legyen (X, E,¢) egy élszinezett hipergraf,
ahol ¢ : E — Fao. Az (X, E) hipergraf stabil szinezése olyan f : X — Fy fiiggvény,
amelyre >~ . f(x) = ¢(e) minden e € E esetén.

2.2. TETEL. (4ltaldnositott Fiiredi) Egy (X, E, ¢) hipergrafnak akkor és csak
akkor van stabil szinezése, ha nincs olyan H := {e1,...,ex} C E, hogy bdrmely
x € X paros sok H-beli halmaz eleme és a H halmaz paratlan sok elemét szinezi
a ¢ egyessel.

Bizonyitds. Vegyiik fel az (X, E, ¢) hipergraf illeszkedési métrixdnak transz-
ponaltjat, azaz az A matrix sorai F, az oszlopai pedig X elemeihez tartoznak és
Acr = 1, ha x € e, killonben A., = 0. Legyen tovabba az m-dimenziés b vektor
i-edik koordindtdja, b; := ¢(e;). Ekkor az Ax = b egy megolddsa a kételemii Fy
test felett éppen az (X, E, ¢) hipergréf egy stabil szinezését adja. Ha nincs stabil
szinezés, a 2.1. Tétel szerint van olyan y € FJ*, amivel y7 A = 0, és y7b = 1. Ve-
gyiik azon e; éleket, melyekre y; = 1. Az ezek &ltal lefedett pontok péaros sokszor
vannak fedve az yT A = 0 miatt, ugyanakkor paratlan sok él szine 1 az y7b =1
miatt. O

A 2.2. Tétel Harary 1954-ben kozolt eredményének hipergrafokra vett alta-
lanositdsa. Harary tétele maga is egy &altaldnositds, mégpedig a Konig Dénestdl
szarmazo6 1.1. Tételé. A motivacidja a szociolégidbdl szarmazott, mint a grafel-
mélet sok mas problémdja. Az egyszerli G graf pontjai entitdasok, a koztiik 1évé
kapcsolatot mint élt cimkézte +, — jelekkel, amelyek baratsagos vagy ellenséges
viszonyra utaltak. Stabilitds akkor varhaté, ha két csoportra oszthaté a ponthal-
maz 1gy, hogy a csoportokon beliil csak +, koztiik pedig csak — élek vannak. A
2.2. Tételbdl az 1.1. Kovetkezmény bizonyitasahoz teljesen hasonlé médon kapjuk
Harary eredeti tételét:

2.1. KOVETKEZMENY. (Harary) [8] Egy cimkézett G grdfnak akkor és csak
akkor van stabil felosztasa, ha minden korében paros sok negativ €l van.

2.1. Megjegyzés. A fent vazolt megkozelitésnek algoritmikus jelentése is van.
Az Ax = b megoldéasaval, azaz pl. egy Gauss-eliminacié végrehajtasaval eldonthetd,
hogy egy G graf paros (vagy elGjelezett esetben stabil). Tovdbba a pozitiv vilasz
esetén kiolvashatd egy szinosztalyokra bontéasa is.

2.1. Duadlis Ké6nig és Harary tétel

Az algebrai megkozelités miatt értelmezhetjiik a 2.2. és igy az 1.1. és 2.1. Té-
telek dudlisait. Formalisan felcseréljilk az X és E szerepét és A helyett az AT
matrixot vessziik, ami éppen az (X, E) hipergraf illeszkedési métrixa.

Tegyiik fel, hogy (X, E,«) szinezett hipergrafban az « : X — Fs a pon-
tok rogzitett szinezése, és egy h stabil élszinezés olyan h : E — Fy, amelyre
> sce h(e) = a(z) minden z € X esetén. Ekkor a 2.2. Tétel dtmegy a kovetkezo-
be:
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2.1.1. TETEL. (Dudlis Fiiredi) Egy (X, F, «) hipergrafnak akkor és csak akkor
van stabil élszinezése, ha nincs olyan Y := {x1,...,x} C X, hogy bdrmely e € E
paros sok Y-beli elemet tartalmaz és az Y halmaz paratlan sok elemét szinezi az
a egyessel.

Specialisan: cimkézziik egy G graf pontjait + és — cimkével. Stabil élfelbontés
alatt olyan E(G) = F; U Es felbontést értiink, amelyre minden +-szal cimkézett
pontra paros sok, mig minden —-szal cimkézett pontra pératlan sok Fi-beli él
illeszkedik.

2.1.1. KOVETKEZMENY. (Dudlis Harary) Egy pontcimkézett G grdfnak akkor
és csak akkor van stabil élfelbontasa, ha nincs olyan komponense, amelyik paratlan
sok negativ cimkéjii pontot tartalmaz.

2.1.2. KOVETKEZMENY. (Dudlis Kénig) Egy G graf E(G) élhalmaza felbont-
haté Ey, Eo részre gy, hogy minden pontra paratlan sok Ej-beli él illeszkedjen
akkor és csak akkor, ha GG-nek nincs paratlan komponense.

3. Egyéb egyenletek

Az Ax = b egyenletrendszer megolddsainak szerkezete messzire vezet, amit
éppen csak érintiink ebben az {rasban.

Az an. nyakldnc problémdt Alon és West vizsgélta 1987-ben, 14sd [1]. Az eredeti
véaltozatban két tolvaj akar osztozkodni egy nyaklanc kovein. A ldncon n fajta ké
van, és minden fajtdbdl paros sok. Minimalisan hény helyen kell elvéagni a lancot,
ha egyenld szamut akarnak kapni minden fajta kébol? Konnyt latni, hogy az
1122...nn esetén legaldbb n vagés kell. Alon és West belatta, n vigds mindig
elég. Ok egy klasszikus topoldgiai eredményt, a Borsuk-Ulam tételt hasznaltdk.

3.1. TETEL. (Borsuk-Ulam) Tegyiik fel, hogy f egy folytonos fiiggvény, amely
az n + 1-dimenziés gomb felszinét, jele S™, az R™-be képezi. Ekkor van olyan
x € S™, melyre f(x) = —f(—x).

Pontosabban ennek egy ekvivalens formajat hasznaljak, amelyben feltétel, hogy
f(x) = = f(—x). Ekkor van olyan x € S™, melyre f(z) = 0.

Vegyiik észre, ha f egy R™"*t1-bsl R™-be képzd linedris fiiggvény, melynek méat-
rixa az n X (n + 1)-dimenziés A, akkor speciélisan azt kapjuk, hogy az Az = 0
elfajulé homogén linedris egyenletrendszernek van nem trivialis megoldasa. Ennek
a segitségével bizonyitotta a szinezési tételét Seymour [13], ill. ez a kiindulé pontja
a Beck-Fiala tételnek is [4].

Epping és tarsai a nyaklanc probléma algoritmikus megoldhatdségat, illetve
a vdgdsok minimalizdldsdt is vizsgdltak, 1d4sd [6]. Kit{ind osszefoglaldt irt errdl
Meunier és Neveu, 14sd [12].
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Néhany eredmény ezekbdl:
1. Ha n tipusi k6 van, akkor polinom id6ben talalhaté n megfelel6 vagas.
2. A minimadlis vagas megtalaldsa NP-nehéz.

3. A moh¢ algoritmus n vagassal megoldja az elosztdst, ha minden fajta kébél
pontosan két darab van, ez az tin. Festdmdhely (Paint shop) probléma.

4. A minimalis vagas megtalaldsa NP-nehéz a Festémiihely probléméaban is.

A Festémiihely problémét, illetve a 3. pont eredményét linedris egyenletrend-
szerrel is megfogalmazhatjuk, ill. megoldhatjuk. Végighaladva a lancon rendeljiik
az x; valtozdt az i-edik és i + 1-edik k6 kozott 1évo darabhoz. Az x; valtozdk 0, 1
értékeket vehetnek fel, az 1-et a lanc elvagdsanak tekintjiikk. Az elosztds j6, ha
barmely két azonos tipusu ké kozott paratlan sok vagas van, ekkor keriil a két ko
kiilonbo6z6 jatékoshoz. Jelolje A a kovetkez6 matrixot. A sorai a kovekhez tartoz-
nak, és ha j-edik tipusu kovek az s; < s; poziciéban vannak, akkor az A;; = 0, ha
i < sj vagy s; < 1, kiilénben Aj; = 1. Kénnyen lathatd, hogy Ax = 1 egy megol-
désa az [Fo test felett a Festomiihely probléma egy jé vagasat kodolja. Elegendéen
sok vagassal mindig van megoldas, igy ha egy bazismegoldast hasznalunk, n vagas
biztosan elég, azaz Ujra bizonyitottuk a kovetkezd allitast:

3.1. ALLfTAs. [6] Ha a Festémiihely problémsaban minden k6bdl (szinbél) pon-
tosan ketté van, és n fajta k6 van dsszesen, akkor n vagas elegendé.

A fenti eljards tobbféleképpen dltaldnosithato.
3.1. Intervallumok, klikkek lefogasa

Klasszikus probléma egy I = {I;}?; intervallumrendszer lefogé ponthalma-
zainak vizsgdlata, azaz olyan X C R halmazé, melyre X NI # 0 i =1,...,n
esetén. Mindig van ilyen, illetve a minimalis méretit X halmaz megtaldlasa moho
algoritmussal torténhet, lasd [5]. Mi torténik, ha erdsebb feltételiink van a fedésre,
|X N I;] paratlan minden i-re? Nevezziik ezt pdratlan fedésnek.

Ekkor persze nem mindig van megoldds, pl. I = {[0,2], [0,1], (1,2]}. A meg-
oldhatdsagot az aldbbi algebrai konstrukcioval modellezhetjiik. Rendeljiik az I
rendszerhez azt az A, n sorbdl all6 0 — 1 métrixot, melynek soraiban az 1-ek sor-
folytonosan kovetik egymast, és Aj; < Ay, ha I; C I, ugy, hogy a k-adik sorban
balrél (jobbrdl) tébb 1-es van, ha I; bal (jobb) végpontja nagyobb (kisebb) mint
I;, bal (jobb) végpontja.

3.1.1. ALLfTAs. (Fedhet8ség) Az I rendszernek akkor és csak akkor van pérat-
lan fedése, ha az Ax = 1 rendszer megoldhaté Fy testben.

Bizonyitds. Nyilvanvalé a konstrukciobdl. a
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3.1.1. KOVETKEZMENY. (Fedhetetlenség) Ha az I rendszernek nincs pératlan
fedése akkor, van olyan I* C I részrendszere, hogy |I*| pdratlan és minden x € UI*
pont paros sok I*-beli intervallumban van.

Bizonyitds. Hasznéljuk a 2.1. Tételt az I-hez rendelt A métrixszal az Az =1
megoldhatésagara az Fo testben. a

A fenti gondolatmenet atvihetd grafok klikkjeinek fedésére is. Els6 1épésben
jegyezziik meg, hogy az intervallumgrafok klikk-pont illeszkedési matrixa sorfoly-
tonos, lasd [9], tovdbba a klikkek szdma nem tobb, mint a pontoké. Maésrészt
intervallumgraf klikkjeinek bérmely rendszerében van legbaloldalibb klikk, igy
3.1.1. Kovetkezmény szerint, ha G intervallumgraf, akkor a klikkjei paratlanul
fedheték legfeljebb v(G) ponttal.

Altaldban is vizsgalhatok grafok pdros klikkfedései. A 3.1.1. Kovetkezmény
mindig hasznédlhatd, csak a klikkek szama lehet exponencidlis a pontszamban, il-
letve a szerkezetiik jéval bonyolultabb.

3.2. Fak kettévagasa

Egy masik lehet6ség a nyaklanc probléma altalanositasara, ha egy 1t helyett
egy féra flizziik fel a koveket. Ha minden kétipusbdl (vagy szinb8l mds széhaszndlat
szerint) paros sok van, akkor elegendd él elvdgdsdval pontosan kettévaghatjuk dket.
érdekes médon ez a kérdés mar joval a nyaklanc probléma elott felvetédott, lasd
Bhatt és Leiserson [3]. 6k, tobbek kozott, az aldbbi tételt mutattdk meg:

3.2.1. TETEL. (Bisector) [3] Minden bindris fakbdl 4116, két szinnel szinezett
n pontd F' erdS pontosan kettévaghaté legfeljebb 2log, n él elvagasaval.

Megmutatjuk, ha minden fajta kébdl két darab van, a 3.1. Allitassal analég
tétel all.

3.2.2. TETEL. (2-k8) Ha F egy n szinnel szinezett fa, ahol minden szin pon-
tosan kétszer fordul el6, akkor legfeljebb n €l elvagasaval kettévaghato F.

Bizonyitds. Legyen A az ut-él illeszkedési métrixa F' fanak, ahol az utak az
azonos szinli koveket kotik 6ssze, azaz egy n x (2n — 1)-es méatrixrél van sz6. Az
Az = b megoldhat6 Fy felett, hiszen kénnyen ldthatd, nincs kiilonboz6 utak olyan
nem trividlis részhalmaza, mely paros sokszor fed minden élt, igy hasznélhatjuk
a 2.1. Tételt. Masrészt ha van megoldas, akkor van bazismegoldas is, amelyben
legfeljebb n nem zérd véltozo van. O

Felvet6dik a kérdés, van-e a nyakldnc tételnek kozvetlen altaldnositdsa? (Azaz
n k& esetén cn valamely ¢ konstansra, akdr ¢ = 1-re.) Sajnos mér egyfajta k&
(szin) esetén nagyon sok vagdasra lehet sziitkség, példdul a Ko, 1 csillag k vagast
igényel. Az F fa fokszdmanak a korldtozdsa sem elég a cn korlathoz, hisz az
egyszinil bindris fandl is log, v(F') vigdsra van sziikség (Csaba Béla észrevétele).
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3.2.1. SEJTES. (dltaldnos kettévigds) Ha F egy m-szinezett fa, ahol minden

szinbdl pdros sok van, akkor F-nek van olyan kettévdgdsa, amely csak cdn log, v(F')

élt

vag el, ahol d a maximadlis fokszém, ¢ pedig egy abszolit konstans, v(F') a fa

csucsainak szama.

117
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THE COMBINATORIAL MEANING OF THE CONSISTENCY OF SYSTEMS OF LINEAR
EQUATIONS

ANDRAS PLUHAR
The connection between Linear Algebra and Combinatorics is well-known. Here we explore
the combinatorial meaning of the Kronecker-Capelli theorem, which provides the celebrated
theorems of Kénig and Harary and leads us to the duals of those as well as the generalizations
and special cases of the Necklace problem.
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