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EGY VILLAMQSSAGTANI PROBLEMA, MATROIDELMELETI
MEGOLDASSAL ES STATIKAI KOVETKEZMENNYEL

PETERFALVI FERENC ES RECSKI ANDRAS

To6bb mint fél évszazada vet6dott fel a probléma, hogyan lehet eldonte-
ni egy n-kapurdl, hogy van-e hibrid leirdsa. A problémat Iri és Tomizawa
matroidelméleti eszkozokkel még a hetvenes években megoldotta, itt ennek
egy természetes altalanositdsat vizsgdljuk. Megmutatjuk, hogy az altaldno-
sabb kérdéshez tovabbi — erésebb — matroidelméleti eszk6zok kellenek, végiil
megvizsgaljuk, hogy a rudszerkezetek és a villamos hélézatok kozotti régen
ismert analdgia ebben az esetben milyen statikai kérdéshez vezet.

1. A villamossagtani probléma

A villamos halézatok alkatrészek Osszekapcsolasaval jonnek létre. A legegy-
szerlibb alkatrész egy ellendllds (ilyennel lehet modellezni pl. egy izzdt vagy egy
vasalét); a két végpontja kozott mérhetd u fesziiltség és a rajta atfoly6 ¢ dram
kozotti kapesolatot az u = Ri egyenlet (az un. Ohm-torvény) fejezi ki, ahol az R
konstanst az alkatrész ellendlldsdanak nevezziik. Valamivel bonyolultabb, de még
joOl ismert alkatrész az idedlis transzformator; ha ennek az egyik oldali fesziiltségét
és daramat uq-gyel, illetve i1-gyel, a masik oldalit pedig us-vel, illetve is-vel jelol-
jiik, akkor a négy mennyiség kozotti kapcsolatot két egyenlet fejezi ki: us = kuy és
i1 = —kig, ahol a k konstanst a transzformétor attételének nevezziik. Ezek kozos
altaldnositasaként vezessiik be az aldbbi fogalmat:

1.1. Definicid. Linedris (idSinvaridns rezisztiv) n-kapunak neveziink egy
olyan alkatrészt, amely n péluspdron (,kapun”) keresztiil kapcsolédik a kiilvildg-
hoz és amelyet az Au + Bi = 0 egyenlet ir le, ahol A és B n x n-es valés elemi
matrixok, melyekre teljesiil az r(A|B) = n feltétel, u és i pedig n magassigi va-
16s vektorok, melyek elemeit az egyes kapuk fesziiltségeinek, ill. &ramainak fogjuk
nevezni.

fgy példéul az 1. dbra els6 1-kapuja az u — Ri = 0 egyenlettel leirt, kordbban
mar latott ellenallds, a masodik és a harmadik a ,rovidzar” és a ,,szakadas”, melyek
ugy irhatdak le, hogy u = 0 (és i tetszbleges), illetve ¢ = 0 (és u tetszéleges). Az
utols6 két (fiktiv) alkatrész az u =14 = 0 egyenletrendszerrel leirt nulldtor, illetve
az ,u is, 1 is tetsz6leges” tulajdonsdgu nordtor, ezek a fenti definicié szerint nem
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tekinthetéek 1-kapunak, mert (A|B) rangja 2, ill. 0. Az 1.1. Definicié szerinti
megaddsuk rendre (A|B) = (1| — R), (A|B) = (1]0), (A|B) = (0|]1), (A|B) =

110
0

, illetve az ,iires matrix” (hisz nincs egyenletiink).
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1. 4dbra: Ellendllds, rovidzar, szakadas, nullator és norator

Az r(A|B) = n rang-feltétel azt jelenti, hogy az M = (A|B) maétrix oszlopai
koziil kivalaszthatunk n darab linearisan fiiggetlent. Ha véletleniil az A oszlopai
mind fiiggetlenek, akkor az n-kapunak létezik az u = Ri rezisztencia-leirdsa. Ha-
sonléképpen, ha a B oszlopai fiiggetlenek, akkor 1étezik az i = Gu konduktancia-
leirds. A fenti példak koziil a rovidzarnak csak rezisztencia-leirdsa, a szakadasnak
csak konduktancia-leirasa van, mig az ellendllasnak mind a kett6, ha R # 0.

1.1. ALLiTAS. Helyezziink az n-kapu minden kapujéra aramforrast. A keletke-
zett villamos hélézat akkor és csak akkor lesz egyértelmiien megoldhaté (vagyis a
keletkezé fesziiltségek akkor és csak akkor lesznek egyértelmiien kifejezhetSek ezen
dramok linedris kombindcidjaként), ha az n-kapunak létezik rezisztencia-lefrdsa.
Hasonloképp ha minden kapura fesziiltségforrast helyeziink, akkor a konduktancia-
leirds létezése az egyértelmii megoldhatiosag sziikséges és elégséges feltétele.

1.2. Definicid. E két leirasméd kozos dltalanositasaképp tegyiik fel, hogy a ka-
puk P ={1,2,...,n} halmaza felbonthat6 két diszjunkt P = P’'U P"” részhalmazra
Ugy, hogy az A métrix P’-nek megfeleld oszlopai és a B matrix P”-nek megfeleld
oszlopai egylitt az M egy nemszingularis n x n-es részmatrixat alkossak. Legyen
u’ ésu” a P’ ill. a P” kapuk fesziiltségei altal alkotott két vektor és legyen az i’
és az i” definiciéja hasonlé. Ekkor az u’ és i” vektorok egyértelmiien eléallnak az
u” és 1’ fiiggvényeként. Az ilyen u' = Uu” + Ri/, i’ = Gu” + Vi’ eléallitdst az
n-kapu hibrid leirdsdnak nevezziik.

1.2. ALLiTAS. Akkor és csak akkor létezik a kapuk halmazénak olyan
P = P'"U P" particiéja, hogy a P"-kapukra fesziiltségforrast, a P'-kapukra dram-
forrést helyezve egyértelmiien megoldhaté hélézatot kapunk (vagyis a P-kapuk
dramai és a P'-kapuk fesziiltségei akkor és csak akkor lesznek egyértelmiien kife-
jezhetbek a tobbi mennyiség linedris kombindcidjaként), ha az n-kapunak létezik
legalabb egy hibrid leiréasa.

Ez az éllitas kiilonféle linearis algebrai megfogalmazdsokban szamos helyen
megtaldlhaté az irodalomban [3, 5, 30, 32]. Példdul a 2. dbra elsd 2-kapujdnak
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Uo Rs Ry + R3 )
Koénnyt latni, hogy ha az Ry + R3, Ry + R3, R1Rs + R1R3 + R R3 mennyisé-
gek egyike sem 0, akkor ennek a 2-kapunak létezik mind a négy hibrid leirdsa. A

masodik 2-kapu egy fesziiltségvezérelt aramforras, melynek konduktancia-leirdsa

(Zl> = (0 O) <u1> , és ennek a 2-kapunak mds hibrid leirdsa nem is létezik. A

I . . .. (5 Ri+ R R i1
létezik rezisztencia-leirdsa, nevezetesen = 3 3 .

io g 0/ \uz
harmadik 2-kapu egy nulldtor-nordtor par (amit nullor-nak is neveznek [3]), ennek
semmilyen hibrid lefrdsa nem létezik, azonban definicionk szerint ez is 2-kapu az

(AB) = Lo oo leirdssal, jollehet a nulldtor és a norédtor kiilon-kiilén

0 0] 1

nem tekinthetéek 1-kapunak. (Megjegyezziik, hogy a kapuk halmazénak barmely
rogzitett P = P’ U P” particidja esetén nyilvdn taldlhaté olyan n-kapu, melynek
épp az a hibrid leirdsa nem létezik. Lehetséges az n-kapukat ugy parametrizal-
ni, hogy kivétel nélkiil mindegyiknek legyen leirasa, de ez nem linedris algebrai
eszkozokkel torténik [29].)

_—_ —- - = _—_— - = = —_—— —- —_- —_

2. abra: Egy rezisztiv 2-kapu, egy fesziiltségvezérelt aramforras és egy
nullator-norator par

A fentiek szerint a 3. dbra elsé halozata, ahol a 2. dbran mar latott fesziilt-
ségvezérelt dramforrdas mindkét kapujara egy-egy fesziiltségforrast kapcsoltunk,
egyértelmiien megoldhaté, mert a 2-kapunak létezik konduktancia-leirasa. Ha a
fesziiltség- és aramforrasok mas variacidjat alkalmaznank, nem jutnank egyértel-
milen megoldhaté halézathoz. Azonban g # 0 esetén a 3. dbra mésodik hélézata
is egyértelmiien megoldhatd, ahol fesziiltség- vagy aramforrdsok helyett egy nor-
atort és egy nullatort kapcsoltunk a kapukra. A 3. dbra két hélézatanak kozos
altalanositasa végett bevezetiink egy 1j fogalmat.

—_—_— —_-— — —_—— —_—— —a

3. dbra: A fesziiltségvezérelt dramforras két lehetséges bedgyazdsa

1.3. Definicio. Egy n-kapu bedgyazdisinak nevezziik a kapujain értelmezett
E : P — {fesziiltségforrds, dramforrds, nulldtor, nordtor} fiiggvényt. Egy ilyen
beagyazas szabdlyos, ha ugyanannyi kapuhoz rendeliink nulldtort, mint noratort.
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Egy szabdlyos bedgyazas megengedett, ha a keletkezett hélézat egyértelmiien meg-
oldhato6. Ilyenkor a nulldtoroknak és a noratoroknak ezt a kozos szamat a meg-
engedett E bedgyazas szingularitdsi fokanak nevezziik. Az Osszes megengedett
bedgyazas szingularitasi fokainak halmazat az n-kapu spektrumdnak nevezziik.

1.1. KOVETKEZMENY. Egy n-kapunak akkor és csak akkor van hibrid leirdsa,
ha létezik 0 szingularitasi foku beagyazasa, vagyis ha 0 eleme a spektrumanak.

Az 1.2. Allitds Aaltaldnositdséhoz elészor a kapuk P halmazdnak az
1.2. Definiciéban leifrt particionalasat kell altalanositanunk.  Legyen P =
Py U PrU Py U Py a kapuk felosztasa olyan diszjunkt, nem feltétleniil nemiires
részhalmazokra, ahol Py és Ps, elemszéma azonos. Jelolje u(Y) a Py U Py -beli ka-
puk fesziiltségeibdl képzett vektort és i?) a Py U Pyr-beli kapuk dramaibél képzett
vektort. Legyen u(® és i(!) a maradék fesziiltségek, ill. dramok vektora.

1.3. ALLITAS. Az aldbbi harom &llitds ekvivalens minden n-kapura:

1. Az u® és iV vektorokat egyértelmiien meg lehet hatdrozni az u") és i(®
ismeretében.

2. Az M matrix azon oszlopai, amelyek a Py U P -beli kapuk aramainak és a
PrU P..-beli kapuk fesziiltségeinek felelnek meg, egy nemszingularis n X n-es
részmatrixot alkotnak.

3. Megengedett az a beagyazas, amely a Py-kapukhoz fesziiltségforrast, a Pr-
kapukhoz aramforrast, a Pyr-kapukhoz nullatort és a P, -kapukhoz noratort
rendel.

A 3. dbra szemlélteti, hogy a fesziiltségvezérelt dramforrds spektruma {0,1}.
Konnyen ellen6rizhetd, hogy a 2. dbra els6 2-kapujanak mindig van 0 szingularitasi
foki bedgyazdsa, 1 szingularitasi foku pedig akkor és csak akkor, ha Rz # 0. To-

10 0] 0 0O
vabbi példék az 01 0 1 0 0 maétrixszal megadott 3-kapu, valamint

000|010

1 0 0 0] 0 0O 0 O
az [5] cikkben szerepld 4-kapu, melynek métrixa 0000311000
00 0 0] 0 O0 11
0 0 1 1 0 0 0 O

Az elébbinek a spektruma {1}; két megengedett bedgyazdsa van, nevezetesen F(3)
mindenképp nulldtor, de vagy F(1) dramforrés és F(2) norédtor, vagy E(1) nordtor
és E(2) fesziiltségforrds. Az utébbinak a spektruma {1, 2}; négy megengedett
bedgyazdsa van, ugyanis (1) mindenképp norétor és F(2) mindenképp nulldtor
lesz, de a 3. és a 4. kapura vagy egy fesziiltség- és egy dramforrast kell kotniink
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(tetszbleges sorrendben), vagy egy nulldtort és egy nordtort (szintén tetszileges
sorrendben).

Nyilvan minden n-kapu spektruma a {0, 1,..., m} halmaz nemiires részhalma-
za, ahol m-mel n/2 alsé egészrészét jeloltiik. Az n-kapu sszes lehetséges bedgya-

—o\d d

a szabalyos bedgyazasok az M maximalis n X n-es részmatrixainak felelnek meg,
adédik, hogy a szumma értéke (2:)

A nullatorok és noratorok fogalmat Carlin vezette be [3] és Oono [19] vetet-
te fel, hogy mely n-kapuknak létezik legalabb egy hibrid leirdsa. Természetesen
egy adott M matrix esetén ez elvben eldontheté mind a 2" lehetséges particio
végigprébéldsdval (minden esetben egy-egy nxn-es részmatrix szingularitdsat kell
vizsgalni), de — mint ezt a kovetkezd szakaszban ldtni fogjuk — létezik polinom
idejti algoritmus is (Iri és Tomizawa, [11]). Ennek természetes dltalanositasaként

kérdezhetjiik, mi az egész spektrum meghatarozasanak a bonyolultsaga.

zésainak szama 4™, ezek koziil a szabalyosaké csak Z (n) (n —d 2n=2d Mivel

2. A matroidelméleti megoldas

Iri és Tomizawa [11] fent emlitett eredményéhez matroidelméleti eszkozok-
kel juthatunk el. Az M maétrix meghatdroz egy M matroidot az oszlopvek-
torainak S halmazén. Definidljunk ugyanezen az S halmazon egy mdsik N
matroidot is, melyben egy részhalmaz akkor és csak akkor fiiggetlen, ha az
{u1,i1},{ua, iz}, ..., {tn,in} parok mindegyikét legfeljebb egy elemben metszi.
Vegyiik észre, hogy ez épp egy particiés matroid [22].

2.1. ALLfTAS. (Iri és Tomizawa [11]) Az M &ltal meghatdrozott n-kapunak
akkor és csak akkor létezik hibrid leirasa, ha ennek a két matroidnak létezik kézos
bézisa, ez pedig polinom id§ alatt ellendrizhetd [6].

Jegyezziik meg, hogy mai szemmel ez az allitas teljesen kézenfekvd, de a het-
venes évek elején egyike volt annak a néhdny eredménynek [11, 18, 22], amelyek
felhivtak a figyelmet a matroidok miiszaki teriileteken valé alkalmazhatésdgara.

2.2. ALLiTAs. [28] Altaldnosabban a métrixdval adott n-kapu spektruma po-
linom idé alatt meghatarozhato.

A bizonyitds harom részbdl &ll. Iri és Tomizawa eredményének kézenfekvd
médositdsdval beldthatd, hogy ha a két fenti matroidnak nincs k6zos bazisa (amely
esetben a matroid-metszet algoritmus egy maximadlis méretii kozos fiiggetlen X
halmazt taldl), akkor a spektrum legkisebb értéke n—|X|. Frank Andrds egy javité
utas algoritmussal [8] tetsz6leges matroidokra bebizonyitotta, hogy ha a spektrum
egynél tobb elemet tartalmaz, akkor mindig szomszédos egészek halmaza. fgy csak
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a spektrum legnagyobb értékét kell meghatdroznunk. Ez viszont nem mdés, mint
annak a maximuma, hogy az {u1,i1}, {us,i2}, ..., {un,i,} parok koziil hanyat
tartalmazhat egy M-beli fiiggetlen halmaz. Ez a kérdés tetszéleges matroidok
korében nem vélaszolhaté meg polinom id§ alatt, 1d. [12, 16], de létezik hatékony
algoritmus [15], ha az M reprezentdlva van a valds test felett, marpedig esetiinkben
épp az M matrix adja ezt a reprezentaciot.

3. A kapcsoldédé statikai kérdés

Egy n ponttd, e éli egyszeri gréafot elképzelhetiink sikbeli ridszerkezetként,
melyben az élek merev rudaknak, a pontok géombcsukloknak felelnek meg. Intu-
iciénk alapjan érezziik, hogy pl. a 3 hosszu kornek megfelelé ridszerkezet merev
lesz, a 4 hosszi kornek megfelel6 szerkezet deformélhatd, de merevvé tehetjiik egy
atlé hozzavételével.

A pontos definicié érdekében jeldlje (x;,y;) az i-edik csuklé helykoordindtdit;
ekkor a graf i-edik és j-edik pontja kozotti élnek megfeleld rid azt jelenti, hogy az
((; — 24)% + (yi — y;)?)"/? tévolsdg allandé marad a ridszerkezet mozgésa soran.
Ezeknek az egyenleteknek a négyzetre emelésével, az id6 szerinti derivalasaval,
majd 2-vel valé osztdsaval nyerjiik az (z; — x;)(x; — 2%) + (yi — y;)(y; —yj) = 0
egyenleteket. Ezeket egyiitt egy Wz = 0 egyenletrendszerként tekinthetjiik, ahol
z elemei az x},zh, ..., 2, Y}, Y5, - - ., y), mennyiségek (a csukldk sebességkoordind-
téi) és az e x 2n méreti W matrixnak a sorai a graf éleinek felelnek meg: a graf
i-edik és j-edik pontja kozotti élnek megfeleld sor i-edik eleme x; — x5, j-edik ele-
me z; — x;, (n + i)-edik eleme y; — y;, (n + j)-edik eleme y; — y;, az Osszes tobbi
eleme 0 lesz.

Ha az egész rudszerkezet deformécié nélkiil, merev testként mozog, akkor a
csuklok sebességkoordinatai kielégitik ezt az egyenletrendszert. A sikban ezek a
mozgasok (eltoldsok, forgatdsok) a 2n-dimenzids térnek egy 3-dimenzids alterét
alkotjak. fgy (W) < 2n — 3 mindig teljesiil; akkor tekintiink merevnek egy rud-
szerkezetet, ha r(W) = 2n — 3.

Megjegyezziik, hogy a szakirodalomban (1d. pl. [10]) ezt a fogalmat infinitezi-
malis merevségnek nevezik, mas merevségi fogalmak is ismeretesek.

A kordbban emlitett rudszerkezet esetén, amelynek gréfja egy 4 hosszu kor
volt, az egyenletrendszer matrixa

W =
Ty — Tz Ta— @1 0 0 Y1— Y2 Y2 — Y1 0 0
0 To — T3 X3z — X9 0 0 Yo —Ys Yz — Y2 0
0 0 Ty — T4 T4 — T3 0 0 Y3 — Y4 Y4 — Y3
Tl — T4 0 0 Ta—T1 Y1~ Ya 0 0 Ya — Y1
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Ennek rangja legfeljebb 4 (vagyis kisebb, mint 2 - 4—3), tehdt a ridszerkezet
biztosan nem merev. A tovabbiakban tekintsiink el az olyan ,elfajulé” esetek-
t6l, amikor a 4 csukl6 koziil valamelyik 3 ,véletleniil” egy egyenesre esik (mert
akkor a csuklé-koordindtdk kozotti algebrai kapcsolat csokkentené a rangot), {gy
a matrix rangja ténylegesen 4 lesz. Vizsgédljunk meg néhany példat, hogy mely
oszlopnégyesek elhagyasaval kapunk nemszingularis matrixot.

(a) Hagyjuk el az 1., 3., 5. és 7. oszlopokat — ez annak felel meg, hogy egyér-
telmiien meghatarozhaté-e minden mas sebességkoordindta, ha megadjuk az
xh, ok, yy, ys mennyiségek értékét. Legyen ez a négy érték 0, ez fizikailag an-
nak felel meg, hogy az 1. és 3. csukldt leszurjuk, hisz sem x, sem y irdnyban
nem mozdulhatnak el. Ilyenkor a maradék két csuklé sem mozdulhat el.

(b) Nem kapnénk viszont nemszinguldris matrixot, ha az 1., 2., 5. és 6. oszlopokat
hagynank el, hisz a fentiekhez hasonléan ez annak felelne meg, hogy az 1.
és 2. (tehat két szomszédos) csukldt szirunk le, ilyenkor viszont a mésik két
csukl6é még elmozdulhat.

(¢) Nemszinguldris métrixhoz jutndnk az 1., 2., 5. és 7. oszlopok elhagydsédval.
Ez fizikailag az 1. csuklo leszurasan kiviil azt jelenti, hogy a 2. csukl6 z-
irdnyud és a 3. csukld y-irdnyd mozgasat akadalyoztuk meg — szemléletesen a
2. csuklé csak egy fiiggbleges, a 3. pedig csak egy vizszintes sinen mozoghat.

(d) Nemszinguldris matrixhoz jutndnk az 1., 2., 3. és 8. oszlopok elhagydsdval is
— ez fizikailag az 1., 2. és 3. csuklé fiiggbleges, a 4. csukld vizszintes sinre
helyezésének felel meg.

(e) Nem kapnank viszont nemszinguldris métrixot, ha az 1., 2., 3. és 4. oszlopokat
hagynank el — ez fizikailag annak felel meg, hogy akkor mindegyik csuklé
fliggbleges sinen mozoghatna.

A 4. dbra 6t rajza szemlélteti a fenti lehet&ségeket. Altaldban is megallapithat-
juk, hogy pontosan akkor jutunk nemszingularis matrixhoz, ha a rudszerkezetet
rogzitettiik, vagyis az 0sszes csukld mozgasat megakadalyoztuk.

&
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Ha a fenti W matrix egy villamos halézat valamelyik 4-kapujdnak a lefré mat-
rixa lenne, akkor minek felelne meg ez az 6t eset?

Az (a) és (b) esetekben 2-2 kapunak (az 1. és 3., ill. az 1. és 2. szdmuaknak)
mind a fesziiltségét, mind az dramat eléirnank és azt kérdeznénk, hogy ezek egy-
értelmiien meghatarozzék-e a maradék két kapu fesziiltségét és dramat — vagyis
azt kérdeznénk, hogy egyértelmiien megoldhaté-e az a villamos halézat, melynek
az 1. és 3., ill. az 1. és 2.szamu kapujaira nullatort, a maradék két kapura pedig
noratort kotiink.

A (c) eset annak felel meg, hogy az 1. kapura nulldtort, a 2.-ra fesziiltségforrast,
a 3.-ra aramforrast, végiil a 4. kapura nordtort kotiink.

A (d) és (e) eseteknek megfelelé hélézatokban viszont nem alkalmaztunk
nulldtor-nordtor part, hanem csak fesziiltségforrdsokat (és a (d) esetben aram-
forrast is).

Ez a formélis analdgia a villamos hal6zatok és a sikbeli ridszerkezetek kozott
(ahol tehdt a nulldtorok felelnek meg a csuklok lesztirdsanak, a fesziiltség- és dram-
forrasok a csukldk sinre helyezésének, a nordtorok pedig annak, hogy a csukléval
,hem csindlunk semmit”; vagyis a helyzetét csak a szomszédos csuklokhoz csatla-
koz6 rudak hatdrozzdk meg), mér mintegy 35 éve ismert, 1d. [23-26].

Ennek megfeleléen definidlhatjuk a rddszerkezet spektrumdt is: egy k szdm
akkor és csak akkor tartozzék bele ebbe a szamhalmazba, ha van a ridszerkezetnek
olyan minimalis rogzitése, ahol pontosan k csuklot sziartunk le. A minimalis jelz6
arra utal, hogy a sinre helyezett csukldk ¢t szaméra teljesiilnie kell, hogy t + 2k =
2n—r(W).

(Hangsulyozzuk ki, hogy itt a (graf altal meghatdrozott) ridszerkezet spektru-
mardl van szd — ne tévessziik Ossze a graf spektruméval, ami teljesen mas grafel-
méleti fogalom [2].)

Hogyan hatarozhaté meg egy rudszerkezet spektruma? A 3. szakaszban la-
tottak alapjan ez barmely numerikusan adott matrix esetén polinom idében le-
hetséges: az intervallum legkisebb értékét a matroid particiés algoritmussal, a
legnagyobb értékét a joval nehezebb linearis matroid parositési algoritmussal ha-
tarozzuk meg és Frank Andras idézett tétele minden matroidra érvényes, nem csak
az n-kapuk matrixa altal reprezentdltakra. Tekintettel azonban arra, hogy itt a
matrix nagyon szabdlyos szerkezetii, elképzelhetd, hogy a feladat egyszeriibb lesz.

Ahogy a kordbbi példdban (a 4 hosszi kornél) feltettiik, hogy semelyik hdrom
csuklé nem esik egy egyenesre, a tovabbiakban altalanossdgban feltessziik, hogy
a rudszerkezet a grafot a ,lehetd legszabalytalanabb mddon” valésitotta meg, a
csuklék ,dltalanos” helyzetliek, vagyis koordinataik kozott semmilyen , véletlen”
algebrai kapcsolat nincs. A merevség irodalmaban ezt a graf generikus megvalo-
sitdsdnak nevezik, ez elérhetd példaul, ha a koordinatdk algebrailag fiiggetlenek a
raciondlis test felett. Erre a feltevésre azért van sziikség, mert ezdltal a merevség
tényleg a graf tulajdonsiga lesz (nem pedig az adott graf valamely konkrét meg-
valésitasanak a tulajdonsiga, amely a graf kombinatorikai tulajdonsigain kiviil a
rudak hosszdtdl is fiiggne).
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Feltehetjiik, hogy a rudszerkezet grafja Gsszefiiggd, hisz kiillonben komponen-
senként vizsgdlnank a kérdést. Az is viladgos, hogy merev ridszerkezetek spektruma
mindig a {0, 1} halmaz lesz, ugyanis alapveten kétféle minimadlis rogzitése lehet
egy sikbeli merev rudszerkezetnek: vagy leszirunk egy csuklot és sinre tesziink egy
masikat, vagy harom csuklét tesziink sinre ugy, hogy a sinek kozott vizszintes is,
fiiggbleges is legyen.

Koénnyen belathaté, hogy a spektrum minimuma minden Osszefiiggé graf esetén
0 vagy 1, éspedig 1 a fakra és 0 a kort tartalmazd gréafokra. Az alapotlet az, hogy
egy kor rogzitéséhez nincs sziitkség leszurdsra — gondoljunk a 4. dbra (d) rajzdra —,
a fakat viszont nem lehet csak sinekkel rogziteni: a fent latott ¢t + 2k = 2n —r(W)
egyenlet nem teljesiilhet k£ = 0 esetén, mert a matrixnak csak n — 1 sora van.

Igy az egyetlen nyitott kérdés a spektrum maximumanak a minél egyszeribb
(az dltaldnos eset matroidos appardtusdt nem alkalmazd) meghatdrozdsa maradt.
Ez egy nehezebb feladat, azonban, ahogy [21] észrevette, mar megoldottdk [31],
természetesen nem hasznélva a spektrum itt bevezetett terminolégiajat. A megol-
d4s elsd 1épése Fekete [7] eredménye, aki ridszerkezetek olyan rogzitéseit vizsgalta,
ahol kizarodlag a csuklok leszurasat engedjiik meg, sinre helyezésre nincs lehetdség.
A rogzitéshez szitkséges leszirdsok minimélis szaméanak meghatdrozdsat visszave-
zette egy (nem feltétleniil paros) segédgrafban maximadlis élszamu pérosités kere-
sésére. (A visszavezetés médja és helyességének egyszerii bizonyitdsa megtalalhaté
[9]-ben is.)

Ennek az eredménynek az ismeretében azonnal adddik a kérdés, hogy az igy
kapott minimalis leszirds megfeleltetheté-e a spektrum egy maximalis elemének?
Mivel minden minimélis rogzitésre teljesiil a ¢ + 2k = 2n — (W) egyenldség,
vagyis a t + 2k mennyiség egy rogzitett érték, ezért k akkor maximalis, amikor
t + k, vagyis a valamilyen moédon rogzitett csuklok egyiittes szama minimalis. Ha
egy minimalis rogzitésben a sinre helyezett csuklokat is teljesen leszurjuk, akkor a
rudszerkezet tovabbra is rogzitett marad, ezért ¢ + k£ nem lehet kisebb, mint egy
minimélis lesziras elemszama. fgy csak az a kérdés, hogy ha adott egy minimalis
leszurés, akkor ebbdl mindig megkaphatunk-e egy minimalis rogzitést ugy, hogy
néhany, a lesztirasban szerepld csukld rogzitését leszuras helyett sinre cseréljiik.
Az igenl6 vélasz Streinu és Theran [31] eredményébdl kovetkezik.

Ahhoz, hogy a kérdést pusztan kombinatorikai apparatussal vizsgalhassuk, el6-
szOr azt érdemes észrevenni, hogy nem fontos megkiilonboztetniink egymastdl a
vizszintes, illetve fliggbleges sinre helyezett csuklokat. Ehelyett beszélhetiink egy-
szerlien a sinre helyezett csuklok halmazardl, amelynek minden csukléjat egy tet-
szOleges irdanyu sinre helyezziik Ugy, hogy az irdnyok egyiittesen generikusak le-
gyenek. Az vilagos, hogy ha adott egy vizszintes és fligglleges sinre helyezéseket
tartalmazo rogzités, akkor az ebben szerepld csuklok generikus sinre helyezése is
rogzit. A forditott irdny, hogy a generikusan sinre helyezett csuklékhoz hogyan tu-
dunk hozzarendelni csak vizszintes és fiiggéleges sineket gy, hogy a rudszerkezet
rogzitett maradjon, nem trividlis, egy lehetséges megolddst mutat [31].
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Miel6tt ratérnénk Streinu és Theran f6 eredményére, érdemes bemutatnunk egy
arra vonatkozé klasszikus tételt, hogy, rogzitésekrol egyelore nem beszélve, hogyan
irhatjuk le kombinatorikai eszkozokkel egy ridszerkezet merevségét.

3.1. Definicié. Egy G = (V, E) gréfot ritka grdfnak neveziink, ha minden
X C V,|X]| > 2 ponthalmazra i(X) < 2|X| — 3 teljesiil, ahol i(X) az X é&ltal
indukalt élek halmaza.

3.1. ALLiTAS. (LAMAN-TETEL). [13] Egy graf egy generikus megval6sitdsahoz
tartozo W merevségi matrix sorai akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a graf ritka.

Streinu és Theran egy ezzel analdg tételt bizonyitott ritka grafok minimalis
rogzitéseirdl:

3.2. Definicid. Legyen G = (V,E + L) egy olyan graf, amely hurokéleket is
tartalmazhat, és ahol F jeloli a graf ,valédi”, L a hurokéleinek halmazdt. Azt
mondjuk, hogy G hurok-ritka, ha (V, E) ritka és még az is teljesiil, hogy minden
X CV ponthalmazra ig(X) < 2|X]|.

3.2. ALLITAs. [31] Legyen adott egy G = (V, E) ritka graf és ennek egy leszii-
rdsokbdl és sinre helyezésekbdl &ll6 rogzitése. Legyen a G’ grdf a G kibdvitése
hurokélekkel tuigy, hogy minden olyan csucshoz, amely egy leszirt csuklonak felel
meg, hozzavesziink két hurokélet, és minden olyan csicshoz hozzavesziink egy hu-
rokélet, amely sinre helyezett csuklonak felel meg. Ekkor G régzitése akkor és csak
akkor minimalis, ha G’ hurok-ritka.

A minimalis rogzitésekkel kapcsolatos algoritmusok alapja pedig a kovetkezd
eredmény:

3.3. ALLITAs. [14] Egy régzitett V' csicshalmazon megadhaté dsszes hurok-
ritka graf élhalmazal egy matroid fiiggetlen halmazait alkotjak.

3.1. Megjegyzés. Az gy kapott matroid bézisait pontosan azok a hurok-ritka
grafok alkotjdk, amelyeknél az ipy (X)) < 2| X| egyenlStlenség V-re egyenléséggel
teljesiil, vagyis az élszam a csticsszam kétszerese. A hurok-ritkasdghoz megkovetelt
masik, ig(X) < 2|X| — 3 egyenl8tlenség V-n val egyenl8séggel teljesiilése nem
sziikséges ahhoz, hogy egy graf bazis legyen.

Miel6tt a fenti allitasokat alkalmaznank, még azt kell megjegyezniink, hogy a
rogzitések vizsgalatdanal mindig feltehetjiik, hogy a rogzitendé rudszerkezetet leird
graf ritka. Egy rogzités ugyanis pontosan akkor rogzit egy gréfot, mint amikor
annak egy maximdlis fiiggetlen részgrafjat, maximalis fiiggetlen részgraf keresésé-
re pedig ismertek hatékony algoritmusok (pl. [1]). Ezzel pedig vélaszt is kaptunk
arra, hogy egy minimadlis leszirdsbol kaphaté-e azonos szamu csukld rogzitését
tartalmazo6 minimalis rogzités: ha egy ritka graf minden, egy minimalis leszurasa-
ban szerepld cstucsahoz hozzavesziink két hurokélt, akkor egy olyan grafot kapunk,

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



EGY VILLAMOSSAGTANI PROBLEMA, MATROIDELMELETI MEGOLDASSAL... 297

amely az adott csicshalmazon a hurok-ritkasdgi matroid szerint maximalis ran-
gu, igy a matroid-tulajdonsag miatt az eredeti ritka graf élhalmaza ezen hurokélek
egy részének hozzdadéasival bazissa bovitheto, ami pedig egy minimélis rogzitésnek
felel meg.

A Fekete altal adott algoritmus tehat elegendd arra, hogy meghatérozzuk a
spektrum maximalis elemét, ha azonban egy konkrét minimdlis rogzitést is meg
szeretnénk kapni, akkor nem elég tudnunk, hogy a minim4lis lesztirashoz tartozd,
hurokélekkel kibovitett graf tartalmazza a hurok-ritkasagi matroid egy béazisat,
hanem meg is kell hatdroznunk egy ilyen bazist. Erre Lee, Streinu és Theran
[14] algoritmusa haszndlhaté. Végiil, ha generikus sinre helyezések helyett egy
kizarélag fiiggoleges és vizszintes sineket tartalmazé rogzitést akarunk kapni, egy
[31]-ben leirt algoritmus haszndlhaté. Ennek az utolsé két 1épésnek az elvégzésére
egy alternativ eljarast ad [21].

Mivel mar Fekete algoritmusa is feltételezi, hogy a graf, amelyben minimalis
leszurést kerestink, ritka, egy minimalis rogzitést megtalalo algoritmus a kdvetkezd
harom 1épésbol all:

1. Megkeressiik a kiinduldsi graf egy maximaélis fiiggetlen élhalmazat.

2. A kapott ritka grafhoz elkészitiink egy segédgréafot, és ebben maximélis pa-
rositast keresiink.

3. Az el6z6 1épésben megkapott minimadlis leszuras dltal meghatarozott hurok-
élek felhaszndalasaval a hurok-ritkasdgi matroid egy bazisava bovitjiik a ritka
grafot.

Az 1. 1épés futésideje az ismert legjobb algoritmusokkal O(n?), ahol n a kiindulasi
graf csicsszéma. A 2. 1épésbeli segédgrafnak O(n) csicsa és O(n) éle van, igy a
Micali-Vazirani-algoritmussal [17] a 1épés futdsideje O(n!?). A 3. 1épés futdsideje
ismét O(n?), igy azt kaptuk, hogy a spektrum maximadlis eleme meghatdrozhaté
O(n?) futésidében.
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A PROBLEM IN ELECTRIC NETWORK THEORY, ITS SOLUTION VIA MATROID
THEORY AND A COROLLARY IN STATICS

FERENC PETERFALVI AND ANDRAS RECSKI

Oono asked more than 50 years ago, how one can determine if an n-port has a hybrid
description. Iri and Tomizawa solved this problem in the early seventies, using tools of matroid
theory. Here we study a natural generalization of this question. We show that stronger
matroidal tools are required for the more general problem. Using the well-known analogy
between frameworks and electric networks we also present the corresponding problem in statics.
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