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FOLYTONOS ALTALANOSITOTT JATEKOK

BALOG IMRE ES PINTER MIKLOS

Cikkiinkben véges sztochasztikus jatékokkal foglalkozunk. Az alapfogal-
mak bevezetése és egy rovid matematikai attekintés utan a véges sztochasz-
tikus jatékok egyensilyanak létezését vizsgaljuk.

Célunk, hogy egy 1j fogalom — a folytonos &altaldnositott jaték — segit-
ségével egy, a kordbbiaktdl eltéré bizonyitast adjunk a véges dltalanositott
diszkontalt sztochasztikus jatékok egyensilyanak 1étezésére. Bizonyitasunk-
ban megmutatjuk, hogy minden emlitett sztochasztikus jaték tn. folytonos
altaldnositott jaték. A folytonos altaldnositott jatékokrdl pedig megmutat-
juk, hogy van egyensulyuk.

Tovéabba, az egyik klasszikus sztochasztikus jaték, a Big Match példédjan
keresztiil szemléltetjiik, hogy amennyiben a jatékosok kifizetései az altalano-
sftott diszkontdlas helyett a hosszu tava atlagos kifizetéssel adottak, akkor
a véges sztochasztikus jaték mar nem feltétleniil tartozik a folytonos &alta-
lanositott jatékok osztalyaba, sét a Big Match esetében jol ismerten, nincs
egyensulya sem.

1. Bevezetés

A sztochasztikus jaték [25] egy olyan matematikai modell, ami tobb szerepld
tobb id6szakon keresztiili viselkedését irja le dinamikusan valtozé dontési kérnye-
zetben. Shapley [25] roviden tgy {rta le a sztochasztikus jatékot, mint ami pozi-
ciérél pozicidra halad elére egy olyan dtmenetszabély szerint, amelyet (az adott
pozicié és) a jatékosok cselekedetei kontrolldlnak. Shapley [25] nyelvezetében tehét
a pozicié nem maés, mint az az dllapot, amelyben a jatékosok dontenek. A szto-
chasztikus jaték dinamikus jellege pedig vonzé tulajdonsiagnak bizonyult a késéb-
biekben a kiilonféle alkalmazdsi lehetOségek tekintetében, példdul: fegyverkezési
verseny [37], adézas [24] vagy haldszati hédborik [15].

Egy sztochasztikus jatékra tekinthetiink tehat gy, mint ami kiterjeszti a von
Neumann [35] dltal bevezetett jatékok osztalyat, hiszen a sztochasztikus jaték tobb
idészakon ivel at. Emellett altaldnositja a Blackwell [3] dltal els6ként vizsgdlt
Markov-déntési problémédkat (MDP), hiszen t6bb jatékos szerepel benne.

A fenti két altalanositds miatt gy tlinik, hogy a sztochasztikus jaték egy
osszetett fogalom. Ezt tamasztja ald az is, hogy a sztochasztikus jatékokban a
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jatékosoknak két, akar egymadssal szemben all6 célja van. Elészor is természe-
tesen minden jatékos dontését befolyasolja, hogy az adott allapotban mi lesz az
aktudlis kifizetése. Masodszor az adott allapot és az abban meghozott dontései a
jatékosoknak befolyasolni fogjak a jovébeli kifizetéseket. Emiatt a jatékosoknak a
dontéshozatalkor mindkét kovetkezmény szempontjabdl kell mérlegelni a lehetdsé-
geket. Habar ez a kett&sség megjelenik az MDP-nél is, a sztochasztikus jatékoknal
nem feltétleniil egyetlen szereplo viselkedését vizsgaljuk, ami bonyolultabba teszi
az elemzést.

Shapley [25] olyan sztochasztikus jatékokat elemzett, amelyekben az elnyelé-
seknek pozitiv a valészinlisége, azaz a sztochasztikus jaték egy adott allapot elérése
utén abban az allapotban marad Srokre.!

A sztochasztikus jatékok elemzése soran fontos szerepet jatszik a jatéktorténet,
amely az allapotok és a hozza tartozd akcidprofilok rendezett egyiittese aszerint,
hogy a sztochasztikus jatékban mi is ment végbe az adott jatékkorig. A jaték-
torténetek segitségével a jatékosok stratégidjat is definidlni tudjuk, mégpedig a
stratégia irja el6 a jatékos szamaéra a kovetendd akcidt annak tiikrében, hogy mi a
jatéktorténet.

A zérus 0Osszegi jatékoknal specialis fogalom a jaték értéke. Egy valds szam
egy zérus Osszegll véges sztochasztikus jaték értéke, ha

— a sorjatékosnak létezik olyan stratégidja, amely minden esetben biztositja
szamara, hogy a sztochasztikus jaték soran létrejovo varhatoé teljes jutalma
nem siillyed az érték ala,

— valamint az oszlopjatékosnak 1étezik olyan stratégiaja, amely minden esetben
biztositja szdmara, hogy a sztochasztikus jaték sordn 1étrejove varhaté teljes
jutalma nem siillyed az érték ellentettje ala.

Shapley [25] megmutatta, hogy egy zérus dsszegli sztochasztikus jatéknak léte-
zik értéke, ha a jatékosok diszkontdlast haszndlnak (véges diszkontdlt sztochaszti-
kus jaték). Emellett Shapley [25] azt is beldtta, hogy a jaték értékét karakterizalni
is lehet Ggy mint egy nemlinedris operator fixpontja.

A véges nemdiszkontélt zérus Gsszegii sztochasztikus jatékosztalyra Mertens és
Neyman [19, 20] eredménye a kovetkezé: minden € > 0 esetén létezik e-optimalis
stratégia.

Shapley [25] mésik eredménye — a sztochasztikus jatékokat meghatdroz6 para-
méterek idofiiggetlenségét kihasznalva —, hogy az dltala vizsgalt esetben a jatéko-
soknak létezik olyan optimalis stratégiaja, amely stacionarius, azaz csak az adott
allapottol fiigg.

1Vizsgalata sordn fontos feltételeket alkalmazott, amelyeket a cikkben is alkalmazni fogunk:
az allapotok, a jatékosok és az akciék halmazok végessége. Ezenkiviil a jaték zérus Osszegii
volt, azaz olyan kétszemélyes sztochasztikus jaték, amelyben az els§ jatékos nyeresége a masodik
jatékos vesztesége.
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A tobbszemélyes diszkontdlt sztochasztikus jatékok esetében a staciondrius
Nash-egyensily létezését litta be véges sok éllapot mellett Fink [6], Takahashi
[31], illetve végtelen sok dllapot és néhdny megszoritds mellett Maitra and Partha-
sarathy [18]. Azonban a szakirodalomban taldlhatunk arra példat, hogy altaldnos
keretek kozott a stacionarius Nash-egyenstily 1étezése egyaltalan nem biztositott,
s6t még staciondrius e-Nash—egyensily sincs elég kicsi e értékre [16, 17]. A teljesség
igénye nélkiil megemlitjiik, hogy a diszkontalt sztochasztikus jatékok staciondrius
egyensilyanak 1étezésérél dtfogdbb képet ad Solan [28] és Levy [16].

A sztochasztikus jatékok vizsgalatanak egy masik lehetséges irdnya az igyneve-
zett egyenletes megoldas mddszerének hasznalata, amelyet olyan végtelen hosszi
sztochasztikus jatékokra alkalmazhatunk, ahol minden korben kapnak a jatéko-
sok kifizetést. Fz az eljaras egy végtelen hosszu jatékra hossza tavu interakcidk
modellezési lehetéségeként tekint, ahol szinte semmilyen értéke sincs az idének (a
diszkontfaktor kozel van 1-hez) és/vagy a jaték kell6 mértékben hosszi — és ezek
koziil egyik sem ismert teljes mértékben. Ekkor az a cél, hogy az eredményként
el6alls, bizonyos optimalitasi tulajdonsagokkal rendelkezé megolddsok ne legye-
nek érzékenyek a jaték idobeli lefolyasanak hosszara vagy éppen a diszkontfaktor
valtozédsara.

Egy zérus 6sszegli sztochasztikus jatéknak v az egyenletes értéke, ha

— a T-hosszusagu jatékban &atlagolds utjan létrejovo vp érték konvergdl a v
értékhez, midon T tart a végtelenhez,

— és minden € > 0 esetén minden jatékosnak van olyan stratégidja, ami az
Osszes T-hosszisdgu jatékban e-optimdlis, amennyiben 7' elég nagy.

Bewley és Kohlberg [2] bebizonyitotta, hogy minden véges zérus dsszegii szto-
chasztikus jatékban a vp értékek konvergalnak abban az esetben, ha T noévekszik.
Mertens és Neyman [19, 20] eredménye az, hogy minden véges zérus 6sszegii szto-
chasztikus jatéknak van egyenletes értéke.

A nemzérus Osszegl jatékok szakirodalma természeténél fogva sokkal szerte-
4gazobb, és ez a teriilet az utolsé harom évtizedben intenziven kutatott. A jaték
jellegének eme apré médositasa szamos ponton utolérhetd, mint példaul egy egyen-
suly egyenletes e-egyenstily, ha egyetlenegy jatékos sem tud az egyensilytol eltérve
€ mennyiségnél tobbet profitalni — feltéve, hogy a jaték megfeleléen hosszi, vagy
a diszkontfaktor kozel van 1-hez, és emellett a kifizetési vektor majdnem fiigget-
len a jaték hosszatél. A témakorben néhény eredmény sziiletett az egyenletes
e-egyensily létezésére: kétszemélyes jaték esetén Vieille [33, 34]; hdromszemélyes
jaték esetén Solan [27], ahol az dllapot legfeljebb egyszer véltozik; illetve mds
sztochasztikus jétékokra Solan és Vieille [29], Flesch és mdsok [8] és Simon [26]
cikkei.

A cikkiinkben vizsgalt sztochasztikus jaték diszkrét idében zajlik véges sok
allapottal, jatékossal és akcidéval. Amint mar kordbban emlitettiik, egy sztochasz-
tikus jatékban a jatékosoknak két — egymastél nem feltétleniil fiiggetlen — célja
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van. Az egyik az, hogy a sztochasztikus jatékban keletkezd hosszu tavi kifizetésii-
ket valamilyen szokdsos értékelés alapjan (példdul jelenérték szamitds) noveljék. A
masik cél pedig az, hogy az adott idészakban a kifizetésiik legyen minél magasabb.
Ez a kettOsség teszi a sztochasztikus jatékok elemzését érdekessé és nehézzé.

Munkdnk célja, hogy a Fink [6], Maitra és Parthasarathy [18] Takahashi [31],
eredményekhez hasonlé médon, azaz fixponttételt hasznalva, bizonyitsuk, hogy
minden véges diszkontdlt sztochasztikus jatéknak (azaz, ahol diszkontdlt kifizetés
van) van Nash-egyenstlya.

Megkozelitésiink egy 1j fogalom, az in. folytonos altalanositott jaték, hasz-
ndlatdra tdmaszkodik. Egy (folytonos) &ltaldnositott jatékban a jatékosok nem
kozvetlentil kontrollaljak a jaték kimeneteleit, hanem egy fiiggvényen keresztiil.

Megmutatjuk, hogy minden folytonos &ltaldnositott jatéknak van Nash-
egyensulya, majd megmutatjuk, hogy minden véges altalanositott diszkontdlt szto-
chasztikus jaték folytonos altalanositott jaték, azaz van Nash-egyensilya.

A folytonos kifizetéssel rendelkezd jatékok irodalma széleskortl, ezért a teljesség
igénye nélkiil emlitiink meg néhdny relevans eredményt. A relevancia alatt azt
értjiik, hogy a cikkekben (Fudenberg és Levine [9], Harris [13], Harris, Reni és
Robson [14]) szintén a jatékmeneteken értelmezett értékfiiggvényekkel dolgoznak,
mint ahogyan azt mi is tessziik (14sd a 3.3. Definiciéban szerepld A-diszkontalt
vagy a hosszu tavu dtlagos kifizetéseket).

Fudenberg és Levine [9] egy olyan diszkrét idejii jatékot vizsgélt véges sok ja-
tékossal, ahol minden idOszakban a jatékosok véges sok akciéval rendelkeznek. A
cikk alapotlete az, hogy az eredeti jatékot vagjuk szét az idGszakok szerint tobb
(levagott) jatékra az aldbbi elv szerint: az elsd jaték csak az els§ idészakot, a
masodik jaték az elsé két idGszakot, ..., a t-edik jaték az elsé t idOszakot oOleli
fel és igy tovabb. Amennyiben az eredeti jatékban a kifizetés egyenletesen folyto-
nos, akkor a (T idészakig) levagott jatékok részjaték tokéletes e -egyensilyainak
halmaza konvergdl az eredeti jaték részjaték tokéletes egyensilyainak halmazahoz,
ha T — oo és €7 — 0. Specidlisan a cikk egy ,pusztdn” topolégiai megfontold-
sokon alapu bizonyitast ad ismételt jatékok egyensilyanak létezésre A-diszkontalt
kifizetés mellett — a szokdsos Banach—féle fixponttételen alapulé bizonyitdsokhoz
képest (példdul [25] vagy [6]). Megjegyezziik, hogy a [9] cikkben taldlhatunk né-
hény eredményt arra az esetre is, amikor az akciéterek végességét nem irjuk el6.
Azonban az alkalmazott médszer és annak minden eredménye nem altalanosithaté
az akciGterek végességének elhagydsaval [12].

Harris [13] egy hasonlé diszkrét idejli jatékot vizsgdlt szintén véges sok ja-
tékossal. Amennyiben feltessziik, hogy 1) a lehetséges torténetek halmaza zart
részhalmaza az Osszes kimenetel halmazanak, 2) minden jatékos kifizetése — mint
a kifizetéssorozatok fiiggvénye — folytonos, 3) az akciterek minden id8szakban
kompakt Hausdorff-terek minden jétékosra, valamint 4) a ¢ — 1 id8szakot felsleld
torténeteket és a t idészakban lehetséges kimeneteleket 6sszekapcsol6 halmazértéki
leképezés alulrdl félig folytonos és 5) a jatékban a jatékosok tokéletesen informal-
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tak, akkor létezik tokéletes egyensilya a jatéknak. Az emlitett tétel bizonyitasa
szamos ponton a halmazértékii leképezésekre vonatkozo klasszikus eredményekre
éplil, magyardzatul szolgalva a felsorolt feltevések sziikségességére. Ahogy Harris
[13] megemliti, tételének kovetkezménye Fudenberg és Levine [9] 6 eredménye.

Megemlitjitk még a [14] cikket, amelyben szintén egy diszkrét idejii véges sok ja-
tékossal rendelkez6 modell keriil bemutatasra kompakt akcidterekkel. A cikk egyik
eredménye egy olyan majdnem tokéletesen informalt jaték megadédsa, amelyben
nem létezik részjaték tokéletes egyensiily.? A cikk mésik eredménye a kovetkezd:
mindig 1étezik részjaték tokéletes egyensily egy folytonos jatékban, ha a jatékosok
minden egyes kor végén kelléen gazdag publikus szignalt figyelhetnek meg.

Megkozelitésiink betekintést nytjt a véges sztochasztikus jatékok egyenstilya-
nak létezési probléméjaba. A Big Match jatékot vizsgalva pontosan lathatd, hogy
melyik nem trividlis ponton ,cstszik” meg a fixpontos megkozelités. Koztudott,
hogy ez a ,cstszas” végzetes, a Big Match jatéknak nincs Nash-egyensilya.

Cikkiink felépitése a kovetkezb. A 2. fejezetben felidézziik a sziikséges mate-
matikai fogalmakat, ismereteket. Ezutdn a 3. fejezetben a sztochasztikus jatékok
bevezetésére keriil sor, majd az &altalanositott diszkontalt és a hosszi tavia at-
lagos kifizeto fiiggvények keriilnek bevezetésre. A 4. fejezetben a sztochasztikus
jatékoktol némelyest elrugaszkodva, a folytonos altalanositott jatékok esetén, az
egyensuly létezésének klasszikus, fixponttételen alapulé bizonyitasat targyaljuk.
Ezt az eredményt felhasznélva az 5. fejezetben megmutatjuk, hogy a véges altala-
nositott diszkontalt sztochasztikus jatékoknak van Nash-egyensilya, mivel ezek a
jatékok a folytonos altalanositott jatékok egy alosztalyat képzik. A 6. fejezetben
bemutatjuk, hogy az egyik legfontosabb sztochasztikus jaték a Big Match esetében
a diszkontéalds helyett hosszi tavu atlagos kifizetéfiiggvény mellett a megkozelité-
stink mar nem alkalmazhatd, mivel az igy kapott sztochasztikus jaték mar nem lesz
folytonos édltalanositott jaték. Végezetiil, a 7. fejezetben réviden Gsszefoglaljuk az
eredményeinket.

2. Matematikai el6készités

A kovetkezOkben attekintjiik azokat a f6bb matematikai fogalmakat, amiket a
cikkben hasznalunk.

Adott X vektortér, és Y C X', ahol Y az X’ egy altere és X’ az X-en értel-
mezett (valés értékii) linedris funkciondlok halmaza.

Az (X,Y) dudlis pdr, ha tetsz6leges z, 2’ € X, x # 2'-hoz 1étezik y € Y, hogy
y(x) # y(a'); és tetszbleges y,y’ € Y,y # y'-hoz létezik x € X, hogy z(y) # z(y').

Adott (X,Y") dudlis pér, ekkor 7, a leggyengébb topoldgia, amire minden y € YV’

2A majdnem tokéletesen informéltsig azt jelenti, hogy az adott idészakban a jitékosok szi-
multan dontenek az Gsszes kordbban meghozott dontést ismerve.
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folytonos, azaz, 7, a leggyengébb topoldgia, amire Y C C(X, 7). Tovabba, 7=
a leggyengébb topoldgia, amire minden x € X folytonos, azaz, 7,+ a leggyengébb
topolégia, amire X C C(Y, 7).

Legyen X egy nemiires halmaz és M C P(X) egy o-algebra. Jelslje cha(X, M)
az M o-algebran értelmezett korlatos mértékek osztalyat. Tovabba, jelolje
A(X, M) az M oc-algebrén értelmezett valészintiségi mértékek osztalyat.

Adott (X, 7) topologikus tér. Jelolje B(X,T) a Borel-féle o-algebrdt az (X, )
topologikus téren, azaz B(X,7) a legsziikebb o-algebra, ami tartalmazza az X
Osszes T-nyilt részhalmazat.

Legyen (X, 7) egy Hausdorff-tér (mésnéven Th-tér). Ekkor pn € A(X,7)

— belsd reguldris, ha minden A € B(X, 1) esetén

u(A) = sup {,u(F): F C A és F zart halmaz};

— feszes, ha minden A € B(X, 7) esetén

1(A) =sup {u(K): K C A és K kompakt halmaz}.

Az f: (X, 7) = (Y,7') halmazértékii leképezés felilrdl félig folytonos, ha tet-
szbleges x € X pontra és V' € 7/ nyilt halmazra, amelyre f(z) C V, létezik U € 7
nyi{lt halmaz, amelyre x € U és minden 2’ € U-ra f(2') C V.

3. Sztochasztikus jatékok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a véges sztochasztikus jaték fogalmaét, azaz azt
a sztochasztikus jatékot, ahol a jatékosok, az allapotok és az akcidk halmaza véges.
Fontos hangstilyoznunk, hogy a tovabbiakban, ha elhagyjuk a véges jelzot, akkor
is mindig feltessziik e tulajdonsag meglétét a vizsgalt sztochasztikus jatékkal kap-
csolatban. A kovetkezSkben t6bbszor, kiilon emlités nélkiil tdmaszkodunk Solan
[28] cikkére.

3.1. Definicié. Egy sztochasztikus jaték egy olyan I' = (I, S, (Az(s))fels7 q,7)
lista, ahol

I={1,2,...,n} a jatékosok véges halmaza;

S az allapotok nemiires, véges halmaza;

Al(s) az i € I jatékos s € S éllapotbeli akcidinak nemiires, véges halma-
za. Tovébbé jelolje A(s) = [],c; A'(s) az s € S éllapotbeli akci6profilok
halmazat; legyen A® = U,egA¥(s) és A = UgesA(s), i € T;

q: SA — A(S) az dtmenetszabély, ahol SA = {(s,a) € S x A: a € A(s)};
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— r?: SA = R az i jatékos kifizetésfiiggvénye, i € I.

A sztochasztikus jatékok osztalyozasa torténhet a jaték idébeli lefolyédsa szerint,
amely alapjan lehet folytonos vagy diszkrét idejl sztochasztikus jaték. Ezek koziil
mi csak az utébbival fogunk foglalkozni, ehhez vezessiik be a T = {1,2,3,...}
indexhalmazt.

Egy sztochasztikus jatékot az eddigiekkel 6sszhangban tigy képzelhetiink el,
hogy az az id6ben jatszddik le és a szomszédos id6szakokat az atmenetszabdly koti
ossze.

A jaték lefolydsa: Egy sztochasztikus jaték (3.1. Definicié) egy s1 € S kezdeti
allapotbdl indul, majd minden ¢t € T idOszakban az aldbbi események, az alabbi
sorrendben kovetik egymast:

L1. A jatékosok megtudjak az aktudlis s; € S allapotot.

L2. Minden i € I jatékos egyszerre és egymastdl fliggetleniil kivalasztja az aktu-
alis allapot ismeretében az a} € A*(s;) akcigjat.

L3. Az {gy létrejott a; = (al);er akcidprofilt a jatékosok megismerik, és an-
nak alapjan minden ¢ € I jatékos megkapja az adott ¢ idészakra vonatkozd
r'(st, at) kifizetését.

L4. A kovetkezd s;41 € S éllapotot a g(- | s¢, a;) dtmenetszabdly hatdrozza meg.
A sztochasztikus jaték tovabblép a ¢t + 1 idGszakba, és visszatériink az L1.
1épéshez.

Egy sztochasztikus jaték lejatszdsa természetesen sokféle médon alakulhat,
ezért jeloljikk a ¢t € T idészakig tart (vagy roviden t-hosszisdgi) jatéktorténetek
(history) halmazat az aldbbi médon:

(SA)~1 xS, hat>1,
S, hat=1.

H, =

Egy ht = (51,01, S2,a2, ..., 8t—1,a:—1, S¢) € Hy jatéktorténet tehat az addig 1ét-
rejovo allapotok és a jatszott akcidprofilok rendezett alakban valo felirdsa, tigyelve
arra, hogy a t idGszakra vonatkozdlag csak a bekovetkezett dllapotot tiintetjiik fel.

Egy sztochasztikus jaték egy lehetséges lejatszasat jatékmenetnek (play) nevez-
ziitk, amelyet egy végtelen hosszu jatéktorténetként képzelhetiink el. Vezessiik be
az Osszes jatéktorténet (H) és az Osszes jatékmenet (Ho) halmazait az aldbbiak
szerint:

H= U H, é Hy,=(SA"
teT
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Az s € S allapotban az i € I jatékos kevert akcicja egy valdszinliségi eloszlas
az A'(s) akcidhalmaz felett; igy az i jatékos kevert akcidinak halmaza az s € S
dllapotban A(A'(s)). Tetszbleges h € H jatéktorténetre legyen s(h) € S az az
allapot, ahol a sztochasztikus jaték van a h jatéktorténet esetén.

3.2. Definicio. Az i € I jatékos o': H — A(A?) stratégidja egy olyan leképe-
zés, amely minden h € H jétéktorténethez hozzdrendeli A(A%(s(h))) egy elemét.
Az i jatékos stratégidinak halmazat jelolje ¢ és legyen X = [Lic: i

A o' stratégia tiszta stratégia, ha Imnden h € H Jatektortenet esetén
supp | ()] = 1.

A o' stratégia staciondrius, ha az pusztdn az aktudlis allapottdl fiigg, azaz
tetszéleges h, K € H jatéktorténetekre, amelyekre s(h) = s(h’), teljesiil, hogy
o' (h) = o' ().

A o' stratégia Markov-stratégia, ha csak az aktudlis allapottdl és az idészaktél
fiigg, azaz tetszOleges h,h' € H jatéktorténetekre, amelyekre |h| = |h'| és s(h) =
s(h'), teljesiil: ot(h) = a*(h').

A 3.2. Definiciéban bevezetett stratégiafogalmak esetében lathatjuk, hogy min-
den staciondrius stratégia egyben Markov-stratégia is.

Tekintsiik a jatékmenetek halmazit (H). Egy he = (81,a1,...,8;) € Hy
jatéktorténethez tartozé C(hy) C Haoo cilinderhalmaz azon jatékmenetek halmaza,
amelyek létrejohetnek a hy jatéktorténet esetén, azaz

C(ilt) = {hoo = (51,a1,82,a2,...) € Hy: 51 =251,a1 :dl,...,st=§t}.

Legyen H a (C(h))nen halmazok altal generdlt o-algebra, azaz (Hoo, H) mér-
hetd tér. Ekkor tetszbleges o = (o) stratégiaprofil és s; € S kezdeti allapot a
Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel [1, 15.26. Tétel] miatt egyértelmiien meghataroz
egy P, » valésziniiségi mértéket a (Hoo, H) mérhetd téren. Konkrétan, tetszéleges
he = (81,04, ...,8;) € Hy, jatéktorténetre

Psl’d(c(ﬁt)) = X{s1=51} (H (HU . ht > (S-,—+1|§-,—,d-,—)) .

=1 \iel

Ennek alapjan jelélje Ey, » a Py, , valészinfiségi mértékhez tartozé varhaté
érték operatort.

A sztochasztikus jatékok esetében &altaldban a 3.3. Definiciéban bevezetésre
keriil$ két kifizetésfiiggvény-tipust szoktunk hasznalni — vagy azoknak valamilyen
hasonl6 alakjat. Amikor egy jatékos a A-diszkontalt kifizetést hasznalja, akkor a
kiilonb6z6 idoszakokban keletkezé kifizetések egyiittes kiértékelésekor figyelembe
veszi a kifizetések idoértékét is. Ezzel szemben a hosszu tava atlagos kifizetés
ugyanakkora sullyal veszi figyelembe a kiilonb6z6 idészakokat és igy a nevével
Osszhangban az atlagos értékét adja vissza a kifizetéseknek.
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8.3. Definicié. Egy T = (I, 5,(A%(s))'S%, q,r) sztochasztikus jatékban az
s1 € S kezdeti allapothoz és a o € X stratégiaprofilhoz tartozé A-diszkontélt kifi-
zetés az i jatékos szamdra a A € (0, 1] diszkontfaktor mellett

His1:0) = Eap [AZ “rilsna)| =3 [ B dPe ()
ahol di (hoo) = Y poy (1 — N) 7 1ri(sy, ap) minden hoo = (s1,a1,82,02,...) € Hy
jatékmenetre.

Tovabba, a I' sztochasztikus jatékban az s; € S kezdeti allapothoz és a 0 € X
stratégiaprofilhoz tartozé hossza tava atlagos kifizetés

) 1 &
Ys(s150) = Eg, o |limsup —Z (sj,a;)] - (2)

Mint mar korabban emlitettiik, a 3.3. Definiciéban bevezetett kifizetésfiiggvé-
nyeknek szamos alakja létezik, mint ahogy ezt a 3.1. Megjegyzésben is lathatjuk.

3.1. Megjegyzés. A 3.3. Definiciéban szereplé A-diszkontalt kifizetésre az i € T
jatékos tekintetében teljesiil az

Es, .0 {)\ Z(l — N (s, a } )\Z N By, o [ (51, ar)]
t=1 t=1

Osszefiiggés [28, 2.4. fejezet].

Emellett a sorosszeg elétti A szorzdtag a normalizdlas céljat szolgalja: az a
jatékos, aki minden egyes jatékkorben 1 egységet kap, értékelje a jatékmenet disz-
kontalt jelenértékét egységnyinek.

A 3.3. Definicioban bevezetett A-diszkontdlt kifizetést dltaldnosithatjuk ugy,
hogy a diszkontfaktor rogzitésétdl eltekintiink. Erdekességképpen megemlitjiik,
hogy mér Shapley [25] is utal erre a lehetdségre [25, 1099. oldal 2-es pontja].

3.4. Definicio. Egy A: T x S — [0, 1] fiiggvény diszkontfiiggvény, ha tetszéle-
ges hoo = (81,01, S2, a2, ...) € Hy jatékmenet esetén

t

Z A(m, spm) < 0.

t=1m=1

AT ={(,5, (Ai(s))i%{g,q, r) sztochasztikus jatékban az s; € S kezdeti élla-
pothoz és a o € X stratégiaprofilhoz tartozé altalanositott diszkontalt kifizetés az
1 jatékos szdméra a A diszkontfiiggvény és A € (0, 1] diszkontfaktor mellett
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ahol diy (heo) = > 1oy (H L A(m, $0)) 7 (8¢, ay), minden hog = (s1,a1,52,0a2,...)
€ H jatékmenetre.
Lathatjuk, hogy amennyiben a 3.4. Definiciéban a diszkontfiiggvényeket

1 hat=1,
1—X egyébként,

A(t, St) =

mddon vélasztjuk meg A € (0, 1] mellett, akkor adott heo € Hoo jatékmenet esetén
az altalanositott diszkontalt kifizetés és a A-diszkontalt kifizetés megegyezik.

3.1. LEMMA. A d = > 7, (an:l A(m,-))r® fiiggvény a Hs halmazon a
szorzattopoldgidra nézve folytonos.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOlegesen rogzitett, és legyen K > 0 olyan kons-
tans, amelyre minden n iddszakban teljesiil |r(s,,an)| < K tetszéleges s, € S és
an € A(sy) mellett.

Mivel 320° T1F,—; A(m, 5,,) < 00, ezért 1étezik olyan t* id8szak, hogy

[e’e] t
A( ,7,)<i.
2, LA <5

Legyen h® = (s¥,a$,...,s%,a%,...)éshB = (s0 a? ... s d? .. ) két olyan
jatékmenet (h%,h2 € H.), amelyek az elsé t* idészakban egybeesnek: h$ =

(s§,af, ..., a8 4,88 = (sf,a?, e ,afﬁl,sf) = h?, ahol tehat he, h? € H,. Ekkor

Mg

di(h%) — di(h) ]

1<ﬁ/\msm> (s, 0 _Z(mHAmsm> (s¢,ar)

1 —

( t M) ) (#(62.a) = o) )|

I

m=1

t

Mz I]e

~~ N 3

IA

Mmoo )| (r6.a) = 60 )| <

t=t*+1

azaz a di fiiggvény folytonos. 0
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Mivel korabban belattuk, hogy a A-diszkontélt kifizetés specialis esete az altala-
nositott diszkontdlt kifizetésnek, ezért a 3.1. Lemma eredménye igaz A-diszkontalt
kifizetésre is.

3.1. KOVETKEZMENY. A di = > N~ fiiggvény a Ho, halmazon a szorzat-
t=1
topolégiara nézve folytonos.

3.5. Definicid. Adott egy T’ = (I, S, (Ai(s))ieels,q,r) sztochasztikus jaték, az
s1 € S kezdeti allapot, a A diszkontfiiggvény és a A € (0,1] diszkontfaktor. A
0. = (0l);en € X stratégiaprofil Nash-egyensilya a I' altaldnositott diszkontalt
sztochasztikus jatéknak az s; allapotban, a A diszkontfiiggvény és a A\ diszkont-
faktor mellett, ha minden i € N jitékos minden o! € Y stratégidja esetén

Ya(s1304) 2 Vi (15 (0, 07)).
Egy 0. stratégiaprofil dltaldnosan diszkontdlt (Nash-)egyensuly, ha minden kez-
deti dllapotban altaldnosan diszkontélt egyensiily.

Egy sztochasztikus jatékot kétszemélyesnek hivunk, ha csak két jatékos sze-
repel benne (|I| = 2). Egy kétszemélyes sztochasztikus jatékot zérus Osszegl-
nek neveziink, ha minden s € S 4llapotra, a' € Al(s) és a? € A2(s) akcidra
ri(s, (at,a?)) + r%(s, (a',a?)) = 0.

A zérus Osszegli sztochasztikus jatékok esetében bevezethetjiik a jaték érté-
két a kifizetésfiiggvények segitségével. Az egyszerliség kedvéért a 3.6. Defini-
ciéban jeloljiikk a A-diszkontalt kifizetést az egyes jatékos ,szemszogébol”, azaz
(s;0t,02) = vi(s;0t,0%) = —73(s;0t,0%); és tegyiink ugyanigy a hosszi té-
v dtlagos kifizetés esetében is: vi5(s;0',02) = vl (s;0t,0%) = =42 (s; 0!, 02).

Legyen adott egy véges zérus Osszegl sztochasztikus jaték sy € S kezdeti al-
lapottal. Ekkor a (4)-beli y,(s1)-re vonatkozd sszefiiggést Shapley [25], mig a
~is(s1) vonatkozd dsszefiiggést Mertens és Neyman [19, 20] 14tta be:

sup inf ya(si;0',0%) =oa(s1) = inf sup y(sii0t,0?),

slext 02€x? 02€32 j1exm1 (4)
sup 2inf ys(s1;0,0%) = vs(s1) = inf  sup vy(si;0t,0?).
slext 02ex? 02€¥? j1ex1

3.6. Definicio. Adott egy véges zérus Osszegli sztochasztikus jaték s; € S kez-
deti dllapottal. Ekkor a (4)-beli vy(s1)-t a sztochasztikus jaték A-diszkontdlt érté-
kének, mig vi5(s1)-t a hosszi tédvi &tlagos értékének nevezziik.

4. Folytonos altalanositott jatékok

Most térjiink at az egyetlen iddszakkal és &llapottal rendelkezé jatékokhoz,
ezen beliil is a 4.1. Definiciéban bevezetésre keriil6 folytonos altalanositott jatékok

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)



50 BALOG IMRE, PINTER MIKLOS

osztalydhoz. Erre a lépésre azért lesz sziikségiink, mert egy sztochasztikus jaték
egyensulyat a megszokott fixponttételen alapulé megkozelitéssel akarjuk vizsgalni.

4.1. Definicio. BEgy T = (I, P, (A;)icr, F, (fi)ier) listat folytonos dltaldnositott
jatéknak neveziink, ha

1. I a jatékosok nemiires, véges halmaza;
2. P nemiires topologikus vektortér, a kimenetelek halmaza;

3. A; az i jatékos nemiires akcidhalmaza, A = []..; A; az akciéprofilok halmaza;

il
4. F': A — P olyan fliggvény, ami

— affin,
— F(A) kompakt és konvex,

— F(4; x {a_;}) kompakt és konvex, minden ¢ € I jatékosraésa_; € A_;
csonka akcioprofilra,

5. fi: P — R az ¢ € I jatékos kifizetofiiggvénye, ami

— folytonos,

— konkdv az F(A; x {a_;}) halmaz felett minden ¢ € I jatékosra és a_; €
A_; csonka akcidprofilra.

A kovetkezékben a folytonos altalanositott jatékok egy részosztalyat vezetjiik
be.

4.2. Definicid. Legyen I'g = (I, (As)icr, (fi)icr) egy jaték, ahol
— I a jatékosok nemiires, véges halmaza;

— A, az i jatékos nemiires akciéhalmaza, A = [[..; 4; az akciéprofilok halmaza,

iel
— fi: A — R az i € I jatékos kifizetofiiggvénye.

Ha az elébbi Ty = (I,(Aicr, (fi)icr) jdtékhoz létezik a Tp =
(I, (Ai)ier, (fi)ier) jaték, ahol

— A; = A(4;) minden i € I jatékosra,
— filiay o) = [y fid(p X - X o)
akkor ezt a I'p jatékot a I'p jaték kevert boévitésének hivjuk.
A kevert b6vités azonban nem mindig 1étezik, ahogy ezt az altaldnositott Wald-

jaték [36] esetében lathatjuk.
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4.1. Példa. (Altalinositott Wald-jiték) Az altalanositott Wald-jéték egy olyan
(I, (Ai)ier, (fi)ier) jéték, ahol

-I= {172}7

— A; = ([0,1],74), azaz a [0, 1] intervallum a diszkrét topolégidval minden i € T
jatékosra,

— a jatékosok kifizetésfiiggvénye pedig

1 haa; > asg,
filar,a2) = —fo(ar, az) = b=

0 haay < as.

Az altalanositott Wald-jatéknak nincs kevert kiterjesztése. Vegyiik észre, hogy
f1 pontosan a G = {(z,y) € [0,1] x [0,1]: © > y} halmaz felett 1, kiilénben 0.
Ebbdl kifolyodlag az fi fiiggvény a G halmaz indikatorfiiggvénye: f1 = xq-

Ugyanakkor G nincs benne a cilinderhalmazok generalta o-algebrédban ([0, 1] x
[0, 1] felett), azaz f; nem integrélhats. Magyardn szdlva f1 nem definiélt, azaz az
altalanositott Wald-jatéknak nincs kevert kiterjesztése.

A 4.1. Allitdsban elégséges feltételt adunk a kevert bovités 1étezésére.

4.1. ALLiTAS. Legyen 'y = (I,(A)ier, (fi)ier) a 4.2. Definiciéban szerepld
jaték, ahol A; kompakt metrizalhaté tér és f; a szorzattopoldgidra nézve folytonos
fiiggvény minden i € I-re. Ekkor a I'p jatéknak van kevert bévitése.

Tovabba a kevert bévités egy folytonos altalanositott jaték.

Bizonyitds. A; feltevésiink szerint metrizalhaté minden ¢ € I jatékos ese-
tén, ezért p; € A(A;) belsd reguldris valdszintiségi mérték [1, 12.5. tétel]. Mivel
ezenfeliil A; kompakt halmaz is, emiatt minden zart részhalmaza is kompakt, igy
i € A(A;) valdszintiségi mérték feszes.

Feltevésiink szerint tetszOleges i € I jatékos f; kifizetésfiiggvénye folytonos
a szorzattopoldgiaban, ezért ezen kifizetésfiiggvények integralhatok tetszéleges, a
szorzattopoldogia Borel-halmazain értelmezett valoszintiségi mérték szerint. Tovab-
ba tetszbleges p; € A(4;), i € I, esetén u = X;erp; egy valdszinliségi mérték a
cilinderhalmazok &ltal generdlt o-algebran. Kénnyen lathato, hogy p feszes.

Mivel A kompakt metrizalhaté tér, ezért A(A), az A Borel-halmazain értelme-
zett valészintiségi mértékek halmaza, tetszéleges eleme feszes. Ezért p egyértelmi-
en kiterjesztheté az A Borel-halmazain értelmezett valdsziniségi mértékké. Tehat
a tovdbbiakban p alatt a A(A) egy elemét értjiik.

Tehat a 4.2. Definiciéban bevezetett fi varhato kifizetésfiiggvény minden i €
jatékosra 1étezik, azaz a I'p jaték kevert bévitése (I, (A(A:)ier), (fi)ier) 1étezik.
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Tekintsiik a (C(A),cba(A)) dudlis part. Mivel A kompakt metrizdlhaté, igy
A(A) is kompakt metrizdlhaté lesz a gyenge* topolégidban [1, 15.11. Tétel]?. To-
vabbd [[,c; A(A;) gyenge* zart részhalmaza A(A)-nak, tehdt gyenge* kompakt.

Kénnyen lathaté tovdbbd, hogy a [[;c; A(A;) halmaz konvex. Tovabba fel-
tevésiink szerint tetszbleges i € I jatékos esetén f; € C(A), igy az f; (vérhatd)
kifizetésfiiggvény folytonos és linedris, tehat konkav is.

Tehat [[,c; A(A;) gyenge* kompakt, f; linedris folytonos fiiggvény, i € 1.

Legyen P = [[;c; A(A;) és F' =id. Vildgos, hogy F teljesiti a 4.1. Definiciéban
megkivantakat.

Ekkor a kevert kiterjesztés egy folytonos altalanositott jaték. a

A kovetkez8kben a Nash-egyenstily [22, 23] fogalmét definidljuk folytonos &l-
talanositott jatékokra.

4.8. Definicio. Adott T' = (I, P, (A;)icr, F, (fi)icr) folytonos dltaldnositott ja-

ték. Ekkor a* € A a I' jaték Nash-egyensilya, ha tetszéleges i € I jatékosra és
tetszOleges a,; € A, stratégiara

fio F(a®) > fio F(as,a”,).

Konnyen lathaté, hogy amennyiben P = A, azaz F' = id, akkor visszakapjuk a
normél jatékok esetén jol ismert Nash-egyensily [23] fogalmat.

4.1. Folytonos altalanositott jatékok egyensilya
Tekintsiik elészor az alkalmazott fixponttételt [11, 171-172. oldal].
4.1. TETEL. Legyen ®: K = K egy olyan halmazértékii leképezés, ahol

K C X egy nemiires, konvex, kompakt részhalmaza egy X Hausdorff topologi-
kus vektortérnek, amire

- P(z) #0,Vx € K,
- ®(x) konvex, Vo € K,
— @ feliilrél félig folytonos.

Ekkor a ® leképezésnek létezik fixpontja, azaz van olyan x € K, hogy x € ®(x).

3A A(A) halmazon a gyenge* topoldgia szubtilisat a

{ueA(A):‘/Afduf/Afdu’

halmazok alkotjék, ahol f € C(A), /' € A(A) és e > 0.

<<}
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A 4.2. Tételben kimondjuk a Nash-egyensily létezését a folytonos &altalano-
sitott jatékokra, amely a 4.1. Tétel alkalmazasa. Megjegyezziik tovabba, hogy
a 4.2. Tétel Glicksberg [11] eredményének éltaldnositdsa [11, 172-174. oldall.

4.2. TETEL. Tetszdleges (I, P, (A;)icr, F, (fi)icr) folytonos altaldnositott ji-
téknak van Nash-egyensiilya.

Bizonyitds. Legyen n jatékosunk, azaz I = {1,...,n}, és i tetszOleges ja-
tékos. Definidljuk a kovetkezd leképezést (legjobbvélasz leképezés): tetszdleges
p = F(a) € F(A)-ra

Bi(p) = argmax fi(p').
p'€F(A;x{a_;})

Vegyiik észre, hogy mivel F'(A4; x {a—;}) kompakt halmaz és az f; kifizetésfiigg-
vény folytonos, ezért B;(p) # .

Tovabba az f; kifizetésfiiggvény konkdv az F(A; x {a—;}) halmazon — amely
feltevésiink szerint konvex halmaz —, ezért B;(p) konvex halmaz.

Végezetiil mivel F(A) kompakt halmaz, F(A; x {a_;}) kompakt halmaz min-
dena_; € A_;-re, és az f; kifizetésfiiggvény folytonos, ezért a Berge-féle Maximum
tétel [1, 17.31 Berge Maximum Theorem, 570. oldal] miatt B; legjobbvélasz leké-
pezés feliilrol félig folytonos.

Legyen B: P = P a kovetkezo

B(p)=F (H (F‘l(Bi(p)))i> ,
iel

minden p € F(A)-ra

Vilagos, hogy tetszoleges a € [Tie;(F~Y(Bi(p)))i-re F(a) € B(p), minden p €
F(A)-ra. Tehdt B(p) # () minden p € F(A)-r

Mivel F affin, ezért [],c,(F~'(B;(p))); konvex halmaz. Tehat B(p) =
F([T,c;(F~*(Bi(p))):) konvex halmaz minden p € F(A)-ra.

Végezetiil, mivel a B; leképezések feliilrdl félig folytonosak minden ¢ € I-re,
ezért B is feliilrol folytonos.

Alkalmazzuk a 4.1. Tételt, azaz a B leképezésnek van fixpontja. Legyen s* €
F(A) a B leképezés egy fixpontja.

Ekkor tetszéleges a* € A, amelyre s* = F(a*), a folytonos altaldnositott jaték
Nash-egyenstilya. a

4.1. KOVETKEZMENY. Legyen I' = (I, P, (4;);
tonos altaldnositott jaték, amelyben a € A és a
egyensilyok és F(a) = F(a). Ekkor tetszbleges [
Ba + (1 — B)a is Nash-egyenstily.

er, F,(fi)ier) egy olyan foly-
€ A stratégiaprofilok Nash-
S

[0,1] esetén fenndll, hogy
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A 4.1. Kovetkezmény nem meglep0, hiszen ha egy jatékban két kiillonbozo stra-
tégiaprofil ugyanazt a lejatszast generdlja, akkor azok csak a meg nem valdsult
torténetekben kiilonboznek, azaz a konvex kombinécigjuk is ugyanazt a lejatszéast
generalja.

5. Sztochasztikus jatékok diszkontalassal

Ebben a részben az a célunk, hogy egy fixponttételen alapulé bizonyitast ad-
junk az altalanositott diszkontalt sztochasztikus jatékok Nash-egyensilyanak léte-
zésére. Megmutatjuk, hogy minden &ltalanositott diszkontélt sztochasztikus jaték
folytonos altaldnositott jaték.

Mivel egy sztochasztikus jatékban véges szamu jatékosunk van, ezért
a 4.1. Definiciéban szerepl6 megkotés teljesiil a jatékosok halmazara. A tobbi
megkotést a kovetkezo segédtételekben targyaljuk.

Tekintsiik a (Heo, B(H)) part, ahol — emlékeztetSiil — B(Hy) a jatékmenetek
halmazdn 1évé Borel-féle o-algebra (ami megegyezik H-val). Ekkor tetszdleges
s1 € S kezdeti allapot és o € ¥ stratégiaprofil mellett (s1,0) € A(Hoo, B(Hoo))
adédik (Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel).

Adott egy T' = (I, S, (A%(s))'S%, ¢, r) sztochasztikus jaték, az s; € S kezdeti
allapot, a A diszkontfiiggvény és a A € (0, 1] diszkontfaktor. Tovabba legyen

— P=A(Hw,B(Hs)) a kimenetelek halmaza,
- A =34 iel;

— F: ¥ — P az a leképezés, hogy egy o € ¥ stratégiaprofil esetén F(o) €
A(Hs, B(Hx)) a Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel dltal adott valészintiségi
mérték (az adott s; kezdeti allapot mellett);

— fi =i, (1d. (3) egyenlet).
Tekintsiik a kovetkezd lemmakat:
5.1. LEMMA. Az F leképezés affin.

Bizonyitds. A Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel kozvetlen kovetkezménye. O

5.2. LEMMA. F(X) gyenge* kompakt halmaz.

Bizonyitds. Mivel a jatékmenetek H,, halmaza kompakt metrizalhato tér, ezért
A(Hy,B(Hy)) gyenge* kompakt (metrizalhatd) halmaz [1, 15.11. Tétel], ahol a
duélis par a kovetkez: (C(Heoo ), chba(Hoo, B(Hwo)))-

Azt kell megmutatni, hogy minden rogzitett s; kezdeti allapot mellett a stra-
tégiaprofilok F'(X) = {(s1,0): 0 € £} C A(Hwo, B(Hw)) halmaza gyenge* zart
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halmaz (hiszen gyenge* kompakt halmaz gyenge* zért részhalmaza gyenge* kom-
pakt).
Vezessiik be minden ¢ € T idészakra az alabbi két halmazt:

- St = {(s1,0)|p,: 0 € ¥és Hy C H} azon A(Hy,B(H¢)) elemek halmaza
(Id. F definicidja), amelyek az s; kezdeti dllapottal és a jatéktorténetek Hy
halmazaval ,kompatibilisek”,

~ Uy ={v € A(Hwo,B(Hw)): v|(H, B(H,)) € St} azon valésziniiségi mértékek
halmaza, amelyeket a jatéktorténetek H; halmazara megszoritva egy-egy Si-
beli stratégiaprofil generdlja.

Léthatjuk, hogy minden ¢ € T esetén U; C A(Hyo, B(Hx)).

Vegyiik észre, hogy minden ¢t € T id6szakra az U, gyenge* zart részhalmaza
A(Hy,B(Hy)) gyenge* kompakt halmaznak a végesség (véges dimenzid) miatt.
Emellett minden ¢t € T id6szakra Uy C Uy teljesiil.

Tovabbd F(X) = Mierl:, tehdt tetszbleges s; kezdeti dllapot esetén F'(X)
{(s1,0): 0 € B} gyenge* zért halmaz, tehét dllitdsunkat beldttuk.

o

5.3. LEMMA. F(X) konvex.

Bizonyitds. Vildgos, hogy ¥ konvex halmaz. Mivel F affin (1d. 5.1. Lemma),
ezért F(X) konvex. O

5.4. LEMMA. Tetszbleges o € X stratégiaprofilra és i € I jatékosra F (X! x
{07%}) konvex és kompakt.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ¥ x {07} konvex halmaz minden i € I-re és 0~* €
Y ~%re. Mivel F affin (1d. 5.1. Lemma), ezért F(X'x {o~"}) konvex minden i € I-re
és o7t € U lre.

F(X'x {o~"}) kompaktsigénak bizonyitésa az 5.2. Lemma bizonyitdsival ana-
16g médon megy. a

A folytonos altalanositott jaték definicidjaban a kifizetésfiiggvényrél feltettiik,
hogy folytonos és a jatékos sajat akcidja tekintetében affin is. Ezt a tulajdonsdgat
latjuk be a diszkontalt kifizetésnek a kovetkezé Lemmaéban.

5.5. LEMMA. Minden s; € S kezdeti dllapot, o € ¥ stratégiaprofil, A € (0, 1]
diszkontfaktor és A diszkontfiiggvény mellett a v (s1): ¥ — R A-diszkontlt kifi-
zetés affin fliggvény.

Bizonyitds. A A-diszkontélt kifizetés definiciéjdnak (1d. (3) képlet) kozvetlen
kovetkezménye. a

Az el6z6 Lemmak miatt adddik a kovetkezd allitds:

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)



56 BALOG IMRE, PINTER MIKLOS

5.1. ALLITAS. Minden dltaldnositott diszkontdlt sztochasztikus jaték folytonos
altalanositott jaték.

A 3.5. és a 4.3. Definicidk, valamint az 5.1. Allitds miatt adédik, hogy

5.1. KOVETKEZMENY. Adott egy (1,5, (A'(s)):Ek, q,r) sztochasztikus jaték,
s1 € S kezdeti dllapot, A diszkontfiiggvény és A € (0,1] diszkontfaktor. Ekkor
(I, P, (Ay)icr, F, (fi)icr) egy folytonos dltaldnositott jaték.

Vegyiik észre, hogy el6fordulhat az aldbbi eset: o,0’ € ¥ egy &ltaldnositott
diszkontdlt sztochasztikus jaték két eltérd stratégiaprofilja (azaz o # o), de
F(o) = F(d').

Végiil a fenti eredmények alapjan kimondhatjuk, hogy az altaldnositott disz-
kontalt kifizetéssel rendelkez6 sztochasztikus jatékok a folytonos altaldnositott ja-
tékok osztalyaban talalhatok, igy létezik Nash-egyensilyuk.

5.1. TETEL. Minden 4&ltaldanositott diszkontdlt sztochasztikus jatéknak van
Nash-egyenstilya.

6. A Big Match

A Big Match egy kétszemélyes zérus 6sszegli sztochasztikus jaték [10], ami a
t = 1 idészakban a jatékosok szamadra ismert s; € S dllapotbdl indul. A jatékosok
egyszerre és egymastol fiiggetleniil hozzak meg dontéseiket, ami altal az aktudlis
allapot és a megjatszott akcidprofil egyértelmiilen meghatarozza a t = 2 id6szakbeli
allapotot. A t = 2 idészakban a jatékosok a dontésiiket megint az aktudlis allapot
ismeretében hozzak meg egyszerre és egymastol fiiggetleniil, igy kialakitva a t = 3
idoszakbeli allapotot, és igy tovabb.

Ezek alapjan tehdt a Big Match sztochasztikus jatékra teljesiil a 3. részben
leirt, a sztochasztikus jatékokat jellemzo dltaldnos lefolyasi séma.

Bal (L) Jobb (R)

Fel (1) . ; Bal (L) Jobb (R)
e
Le (B 0°2 Le (B 1%
Le (B) [ 0" = e [ 0= ] e (B)
(b) s2 allapot (c) sz dllapot

(a) s1 allapot

1. tdblazat. Big Match jaték allapotai és a hozzdjuk tartozé kifizetések a
sorjatékos szemszogébdl.

Vegyiik észre, hogy az sy és s3 allapotok specidlis allapotok, amibe ha a jaték
menete elér, azt mar nem hagyja el. Az ilyen allapotokat elnyel6 allapotnak nevez-
zitk. Mivel a Big Match sztochasztikus jatéknak csak az s; allapota nem elnyeld,
emiatt a Big Match egy zérus 6sszegii, elnyel6 sztochasztikus jaték.
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A Big Match jatékban a sorjatékos adott idészakbeli kifizetése 1, amennyi-
ben a (Fel, Bal) vagy (Le, Jobb) akciprofilok valamelyike jon létre az aktudlis
allapotban, egyébként pedig 0 (14sd az 1. tabldzatot).

A hagyomanyokat érizve a jatékosok kifizetésfiiggvénye a Big Match sztochasz-
tikus jatékban a hosszu tédvi dtlagos kifizetés. A Big Match jatékot Gillette [10]
vezette be és Blackwell és Ferguson [4] mutatta meg, hogy létezik hosszi tdvi
atlagos értéke a jatéknak.

6.1. TETEL. (Blackwell és Ferguson [4], 1. Tétel) A Big Match sztochasztikus
jatéknak a hosszu tavu atlagos értéke %

Ugyanakkor a Big Match jaték olyan sztochasztikus jaték, amely nem tartozik a
folytonos dltaldanositott jatékok osztalyaba — ugyanis a hosszu tavu atlagos kifizetés
nem folytonos fiiggvény még a stacionarius stratégidk esetében sem.

Ennek igazoldsara tegyiik fel, a sorjatékos = staciondrius stratégidja ellen az
oszlopjatékos végig az (1,0) stratégidt jatssza. Jeloljiik ezt a staciondrius stratégidt
y-nal. Ekkor a sorjatékos hosszu tavu atlagos kifizetése

1, haz=(1,0),

f}/lls(xay) =
07 haxe{(l_pap):0<p§1}a

ami nem folytonos fiiggvény.

A Big Match sztochasztikus jaték esetén ismert, hogy az oszlopjatékosnak van
optimalis stratégidja az s; kezdeti allapotban, pontosabban van stacionarius opti-
malis stratégidja; mégpedig az oszlopjatékos mindig az (%, %) kevert akcidt jatssza.
Ezzel szemben ismert, hogy a sorjatékosnak nincs ilyen stratégidja.

6.1. LEMMA. (Thuijsman [32], 3. Lemma) A sorjdtékosnak nincs optimalis
stratégiaja az s kezdeti allapot mellett.

7. Osszefoglalas

Cikkiinkben a véges sztochasztikus jatékok elméletét mutattuk be réviden. A
f6 célunk az volt, hogy egy 1j alternativ bizonyitast adjunk a véges altalanosi-
tott diszkontalt sztochasztikus jatékok egyensilyanak létezésére. Ennek érdeké-
ben el6szor bevezettiik a folytonos altaldnositott jatékok osztalyat, amely jatékok
egyensulyanak 1étezését a Glicksberg-féle fixponttétel biztositja. Ezutan belattuk,
hogy a véges éltalanositott diszkontalt sztochasztikus jatékok az elébb emlitett
jatékosztalyhoz tartoznak, igy létezik egyensulyuk.

A cikk végén a Big Match sztochasztikus jaték példajan keresztiil érzékeltettiik,
hogy nem minden sztochasztikus jaték folytonos dltalanositott jaték.
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CONTINUOUS GENERALIZED GAMES

IMRE BALOG, MIKLOS PINTER

In this article, we focus on finite stochastic games. After introducing the basic concepts and
giving a brief mathematical overview, we examine the existence of equilibrium for finite stochastic
games.

Our goal is to use a new concept — continuous generalized game — to provide a different proof
for the existence of equilibrium for finite generalized discounted stochastic games. We prove
that all finite generalized discounted stochastic games are so-called continuous generalized game.
After that, we show that every continuous generalized game has an equilibrium.

Furthermore, through the example of one of the most well-known classical stochastic games,
the Big Match, we illustrate that if the players’ payoffs are given by the long-run average reward
instead of the generalized discounted reward, then the finite stochastic game no longer necessarily
belongs to the class of continuous generalized games, and even in the case of Big Match, it has
no equilibrium either.
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