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ANONIM ES SEMLEGES TARSADALMI VALASZTASI
FUGGVENYEK!

BEDNAY DEZSO -~ OLLAR MARIANN
Budapesti Corvinus Egyetem, Kozgazdasdigtudomdnyi Kar

Dolgozatunkban azt a tételt bizonyitjuk, amely szerint (a szerepldk részérél
szigoru linedris rendezéseket feltételezve) anonim és semleges tarsadalmi va-
lasztési fliggvény pontosan akkor létezik, ha M # Y «a;n;, ahol M az al-
ternativak szama, N a szavazok szama, m; N nem 1 osztdja és a; € IN.
Ezt felhaszndlva belatjuk, hogy tarsadalmi sorrendi fiiggvény pontosan akkor
adhato, ha M kisebb, mint N legkisebb primosztdja. Bemutatjuk a tétel
néhany érdekes kovetkezményét és megmutatjuk, hogy létezés esetén Borda-
és Condorcet-konzisztens fiiggvény is adhatd. Végiil Gsszevetjik a tarsadalmi
sorrendi fliggvényekkel szembeni elvarasainkat az Arrow-tétel feltételrendsze-
rével.

1 Bevezetés

A tarsadalmi vélasztasok elméletében kézponti szerepet téltenek be az olyan
tételek, amelyek bizonyos feltételnek megfeleld tarsadalmi valasztasi fliggvé-
nyek exisztencidjaval kapcsolatosak. A most bizonyitandé tételben két felté-
telt vesziink figyelembe. Az egyik az anonimitds, ami egyfajta egyenlé bé-
nasmodot kovetel meg a szereploket tekintve. Szeretnénk, ha egy tarsadalmi
véalasztdsi fliggvény minden szavazdét egyenléen kezelne. A masik pedig a sem-
legesség, ami hasonlét jelent az alternativakra nézve. El szeretnénk kertilni
egy olyan kivéalasztasi szabdalyt, amelyben bizonyos alternativék kitiintetettek
a végeredmény szempontjabdl. Az dllitast egy feladatként megtaldltuk Mou-
linndl (Moulin, 1988), ahol vazlatosan a bizonyitdsrdl is sz6 esik. A most
kovetkezo részletes bizonyitasban igyeksziink kiemelni a lényegi elemeket.
Majd a tétel egyszeri, de érdekes kovetkezményeit mutatjuk be, tobbek
kozott, hogy mikor létezik tarsadalmi sorrendi fliggvény, és hogy létezés
esetén Borda-konzisztens és Condorcet-konzisztens fiiggvényeket is adhatunk.
Végil a tarsadalmi sorrendi fiiggvényekre vonatkozé allitas feltételeit ha-
sonlitjuk Ossze az Arrow-tétel feltételeivel.

2 A tétel és bizonyitasa

Eloszor tisztazzuk pontosan a fogalmakat, feltételeket és elvarasokat. N sze-
repl6 mindegyike M szamu alternativa halmazan képes egy egyértelmii rang-
sort felallitani. Jelolje az alternativdk halmazdt A, A = {a1,aq2,...,apm}. A

IBeérkezett: 2008. majus 7. E-mail: omariann@gmail.com.



68 Bednay Dezs6 — Ollar Mariann

lehetséges rangsorok halmaza legyen S, az i-edik szerepld sorrendje: p; . Az
egész tarsadalom profiljainak halmaza pedig legyen

P = {(p17p2>-- -apN) : (p17p27-' 'apN) € SN}

Egy profilt ezentil egy természetes elemi P matrixszal reprezentdlunk, ahol
az oszlopokban a szereplék altal felallitott sorrend taldlhaté. Az i-edik osz-

lopban all6 szamok tehat az i-edik szereplé alternativasorrendjét jelentik,
azy Qg4 .- 20 14

csak most példédul P= | @4 @17 - | helyett P= | 4 17 o | ot

frunk. Olyan fliggvényeket szeretnénk vizsgalni, amelyek az egyéni sorrende-
ket egy tarsadalmi véalasztassd vagy sorrenddé transzformaljak.

2.1. Definicié. Tdrsadalmi vilasztdsi fiiggvénynek neveziink egy f : P — A
fligguényt.
2.1. Definicié. Tdrsadalmi-sorrend fligguénynek neveziink eqy F : P — S
figguényt.

Mindkett6tol elvarjuk, hogy adott N és M esetén minden lehetséges profil
az értelmezési tartomanyukba essen. Ha a kett6t Osszefoglaléan szeretnénk
emliteni, akkor majd tarsadalmi fiiggvényként hivatkozunk rajuk.

A két vizsgalati szempontunk a bevezetében is emlitett szavazok kozotti
anonimitds és az alternativdk kozotti semlegesség. Anonimitds alatt olyasmit
értiink, hogy a szavazas kimenetele nem filigg attdl, hogy pontosan kikhez
is tartoznak a beérkezett szavazatok (a leadott sorrendek). Tehat olyan
eljarasokat keresiink, amelyek a szavazatokat egyenrangian kezelik; ha az
emberek sorrendjei egymas kozott felcserélédnek, az a szavazas kimenetelén
nem valtoztat. Ezzel a tulajdonsidggal példaul a képviselovalasztas esetén al-
kalmazott egyszerii tobbségi szavazas rendelkezik, hiszen mindegy, hogy kik
szavaztak K jeloltre, csak az szamit, hogy Gsszesen hanyan. Ugyanakkor a
futball Eurépa-bajnoksig helyszinét eldont6 bizottsagban holtverseny esetén
az elnok szavazata dont, 6 semmiképpen sem tekintheté a tébbiekkel egyen-
rangunak ilyen esetekben.

Az alternativdk kozotti semlegességgel az alternativik egyenrangusigat
szeretnénk megfogni. Egy szavazdsi vagy kivalasztasi eljaras sordn nem sze-
retnénk, ha eléfordulhatna az az esetet, hogy miutan minden szavazo értékelé-
sében pontosan megcserél6dott a K és L alternativa helye (més nem tortént),
a kialakult sorrend mégsem valtozik. A képvisel§valasztds a legtobb esetben
ezt a kritériumot is teljesiti, hiszen mindegy, hogy melyik jel6lt pontosan ki-
csoda; az nyer, aki a legtobb szavazatot kapja. Viszont a miikorcsolyaversenyek
kvalifikacids rendszere nem teljesiti a semlegességet, hiszen a versenyzok be-
jutéasa teljesitménytikon kiviil az orszagok korabban szerzett kvotaitol is fugg.

Nézziik hogyan definialjuk pontosan ezeket a fogalmakat.

2.3. Definicié. Egy f tarsadalmi vdlasztdsi figguényt anonimnak nevezink,
ha minden a szerepldk halmazdn, azaz az {1,2,..., N} halmazon vett = per-
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mutdcio esetén

f (p17p27 s 7pN) = f (pﬂ'(l)apﬂ'(Q)) s 7p7'r(N)) .

Hasonléan egy F tdrsadalmi-sorrends fligguény anonim, ha

F (p1>p2> s apN) =F (pﬂ'(l)apﬂ'(Q)) s apﬂ'(N)) .

2.4. Definicié. Egy f tdrsadalmi vdlasztdsi fliggvényt az alternativikra
nézve semlegesnek neveziink, ha f (p1,pe,...,pn) = a; esetén, a p; sorren-
deken vett o permutdcio elvégzése utdan

fo(p1),0(p2),...,0(PN)) = ao(i).-

Hasonléan egy F' tdrsadalmi-sorrend fiigguény az alternativikra nézve sem-
leges, ha F (p1,pa,...,pN) = S esetén, a p; sorrendeken vett o permutdcid
elvégzése utdn

F(o(p1),0(p2), - 0(pn)) = o(s).

Ha matrix formaban adott profilokban gondolkozunk, akkor az anonimi-
tds nem jelent mast mint, hogy néhany oszlop felcserélése nem véltoztatja
meg az eredményt. A semlegességet pedig képzelhetjiik dgy, hogy ha K
és L helyezései mindenki szerint hirtelen felcserélodnek, és semmi mas nem
torténik, akkor az eredményben betoltott szerepeik is cserélddjenek ki. Vagy
mas megkozelitésben gy is, hogy K és L csak nevet cseréltek.

Felvezetésként a {6 tétel el6tt két egyszeriien belathatd allitast bizonyitunk.
Ezeket csak a konnyebb érthetoség kedvéért mutatjuk meg, és azért hogy
szokjuk a bizonyitds menetét.

2.5. Allitas. M = N(# 1) esetén nem létezik anonim és semleges tdrsadalmi
vdlasztdsi fligguény.

Bizonyitas. Az allitds bizonyitdsdhoz induljunk ki a kévetkez6 profilbdl:

1 2 3 ... M
2 3 4 ... 1
3 4 5 ... 2
P =
M-1 M 1 ... M—2
M1 2 ... M1 |

Tegyiik fel, hogy létezik f valasztasi fiiggvény, mely teljesiti a két feltételt,
és f(P) = a;. A P oszlopain végezziik el a 0 = (1,2,..., M) permuticiot.
Ekkor a kévetkezd profilt kapjuk:

2 3 4 1
3 4 5 2
4 5 6 3
o(P) = (o(p1),...,0(p)) = |
M 1 2 M-—-1
1 2 3 M ]
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Ekkor f semlegessége miatt f(o(P)) = a,(;, viszont latszik, hogy az oszlopok
eggyel el vannak csisztatva, igy az anonimitds miatt f(o(P)) = f(P) = a;,
ami csak M = 1 esetben fordulhat el6. a
2.6. Allitds. Ha M és N nem relativ primek, akkor nem létezik anonim és
semleges tarsadalmi vdlasztdsi figguény.

Bizonyitas. Mivel M és N nem relativ primek, igy létezik d, 1-nél na-
gyobb ko6z0s osztdjuk. A tetszOlegesen vélasztott d segitségével vegyiink egy
lehetséges P profilt, amely a kovetkez6 d x d -s blokkokbdl all el6:

1 23 ... d
2 3 4 ... 1
3 45 ... 2
D=
d—1 d 1 ... d-2
| d 12 ... d-1 |

Vegyiik azt a P, természetesen M x N -es profilt, amely a kévetkezSképpen
épiil fel:

D D D
D+[d D+l .. D+
pP— D + [2d] D + [2d] D + [2d] )
D4[m-1)d] D+[m-1)d ... D+][m—1)d]

ahol m nem mds, mint M/d. Tegyik most is fel, hogy létezik olyan f
vélasztési fiiggvény, amely teljesiti az anonimitést, semleges és f(P) = a;. A
P oszlopain végezzik el a0 = (1,2,...,d)(d+1,d+2,...,2d)...(m—1)d+
1,(m=1)d+2,...,md) permutéciét. Itt is latszik, hogy a o elvégzésekor az
oszlopok felcserélédnek (mindegyikbdl az utana kovetkezd adédik, a blokkbeli
utolsékbdl pedig az elsdk). Igy az anonimit4s miatt tovabbra is f(o(P)) = a;.
Viszont a semlegesség miatt f(o(P)) = a,(;), ami csak d = 1 esetben fordulna
el6, ez viszont ellentmond d vélasztasanak. O

Reménykedhetnénk hogy minden més esetben (tehét amikor M és N re-
lativ primek) mér taldlunk anonim és semleges f-et, de a kovetkezé egyszerii
példa ramutat egy maésik problémara. Vegyiik 6 szavazé és 5 alternativa
esetén a kovetkezd profilt:

1 2 3 1 2 3
2312 31
P=(3 1 2 3 1 2
4 5 4 5 4 5
5 4 5 4 5 4

Lathatd, hogy az anonimitdsi és semlegességi elvarasoknak semelyik alter-
nativa hozzarendelésével sem tudunk eleget tenni, holott a 6 és az 5 relativ
primek. Az itt megjelené probléma vezet a kovetkezd tételhez.
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2.7. Tétel. Anonim és semleges tdrsadalmi vdlasztdsi fiigguény pontosan
akkor létezik, ha M # > a;n;, ahol n; N 1-nél nagyobb osztdja és a; € IN.

Bizonyitas. El6szor nézzik azt az irdnyt, amikor azt kell megmutatnunk,
hogy ha M eléall ilyen alakban, akkor nem létezik ilyen f fiiggvény. A bi-
zonyitas az el6zéekhez nagyon hasonlé. Megint indirekt tegyiik fel, hogy
létezik f, és f(P) = a;, ahol a megfelel6 P ellenpélda profil megalkotdsahoz
eloszor definidljuk a kévetkezo n; X n; -s matrixokat:

1 2 ... n;
2 3 ... 1

N,=1| . . _ (i=1,2,...,k).
n; 1 ni—l

Ezekbol pedig épitsiik fel P-t:

N1 + [277/1]

N1 + [(04-1 — l)nl]
Ny + [a1nq]
Ns + [ng] + [a1n4]
NQ =+ [27’7/2] =+ [alnl]

No+ [(ag — 1)712] + [a1ni]

N+ [ aini]
N+ [ng] + [Zikz_lla’in’i]
Ny + [2ng] + 22520 ainidl

| N+ o — Dngl + 25 agn]

i N N o]
Ny + [n4] N1+ [n4]

N+ [(ar — 1)”;] + [Zi:ll an;]

N1 + [2711]

Ni + [(a1 — D)y
Ny + [a1n4]
Na + [ng] + [a1n4]
NQ =+ [27’7/2] =+ [alnl]

No+ [(ag — 1)712] + [a1n4]

N+ [ aini]
Ny + [n] + [Zikz_lla’in’i]
Ny + [2ng] + D252 cini

Persze ezek az n; x n; -s blokkok nem pontosan egymds ala keriilnek, vi-
szont mindegyiket jobbra tudjuk mésolni annyiszor, hogy az oszlopok szama
végil N-et adjon. Végezzik el a szokdsos 0 = (1,2,...,n1)(n1 + 1,n1 +
2,...2n1), .., ((cr—=Dnyi+ 1, (aa —D)na +2,...,aqng) o .ee e (g — D)my, +
Zi:ll a;ni+1, (ak—l)nk—l—z,i.:ll ani+2, ... 72'?:1 a;n;) permuticiét. Ekkor
megint az torténik, hogy minden oszlopbdl az utana kovetkezo oszlop lesz, a
blokkbeli utolsékbdl pedig az elsok. fgy az anonimitas miatt Ujra teljesiilnie
kell, hogy f(o(P)) = a;, a semlegesség miatt pedig f(o(P)) = aq(;), ami
ellentmondas, hiszen o permutacié nem tartalmaz egyelemii ciklust.
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Ezutan nézziik azt az irdnyt, amikor az alternativak szama nem all el
az emberek szamanak 1-nél nagyobb osztdinak természetes szamokkal vett
linedris kombindciéjaként, vagyis M # > a;n;. Az ilyen esetekben konkrét
példat mutatunk a megfelel6 f konstrudlasara. El6szor minden alternativahoz
rendeljiink hozzd egy M elemii vektort, melynek elsé koordindtaja jelentse
azt, hogy hany ember tette ezt a bizonyos alternativat az els6 helyre, a
masodik koordindta azt, hogy hanyan tették a masodik helyre, és igy tovabb,
az utolsd, M-edik koordinata legyen az a szam, ahanyan az utolsé helyre
tették. Ezt a vektort nevezziik ezentil helyezésvektornak.

Az igy kapott M darab vektor kozott biztosan van 2 kiilonb6z6, hiszen,
ha mind egyforma lenne, akkor az elsé helyen allé koordindtakat Gsszeadva
meg kellene kapnunk az emberek szamat, N-et, ez pedig azt is jelentené, hogy
N oszthaté volt M-mel, ami ellentmond a feltételeknek, (kivéve, ha M =1,
de ebben az esetben mér készen is lennénk). Rendezziik ezeket a vektorokat
valahogyan sorba. Példdul most a lexikografikus rendezés szerint. A feltétel
miatt az sem lehetséges, hogy minden egyforma vektorokbol 4116 csoportban a
vektorok szama el6dllna N 1-nél nagyobb osztdinak természetes linedris kom-
bindcigjaként (hiszen ekkor az helyezésvektorok széma, M ilyen el6éllitdsok
Osszege lenne). Most vegytik az els§ olyan csoportot, amelynek szdma nem
all el6 ilyen lineédris kombindcidként. Az ehhez a csoporthoz tartozd alter-
nativakat tartsuk meg, a tobbit felejtsiik el. fgy biztosan csokkentettiik az
alternativék szdmét (hiszen nem miden helyezésvektor volt egyforma), és
szintén egy olyan esethez jutottunk, ahol az alternativak szama nem all el
az emberek 1-nél nagyobb osztdinak kombindcidjaként. Az eredeti sorren-
deket alapul véve most is készitsiik el minden bennmaradt alternativahoz
a megfelel§ helyezésvektorokat. Az eljardst tovabb folytatva véges 1épésben
jutunk egy olyan esethez, amikor mar csak egyetlen alternativa marad benn.
Legyen ez az alternativa a fiiggvény értéke.

Ez az f anonim, hiszen két ember szavazatainak kicserélése nem valtoz-
tatja meg azt, hogy hanyan szavaztak az i-edik alternativéra, igy a helyezés-
vektorok sem valtoznak meg.

Réadasul f semleges is, hiszen ha két alternativa helyezései rendre felcse-
rélédnek, akkor a két alternativahoz tartozd helyezésvektorok is kicseréléd-
nek, mas pedig nem torténik. Tehdat a két vektor atveszi egymas szerepét.
Példaul ha eddig a fiiggvényérték az egyik alternativa volt, most az els6 1é-
pésben kiadott vektorcsoport ugyanaz marad, csak a masik alternativa helye-
zésvektora szerepel itt az elsé alternativa vektora helyén. Pontosan ugyanez
torténik a kovetkezo lépésekben is. fgy a végén a masik alternativa lesz a
fliggvényérték. a

3 Kovetkezmények

Ebben a részben bemutatunk néhany elsé halldsra furcsanak tiin6 kovetkez-
ményt, amelyek a tétel ismeretében mégis konnyen lathatok.

3.1. Kovetkezmény. Ha az emberek szdma oszthato 6-tal, akkor nem
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tudunk anonim és semleges f-et adni, kivéve azt az esetet, amikor M = 1
(ez viszont nem tul érdekes).

Ebben az esetben a fenti tétel azt mondja, hogy semmilyen olyan alter-
nativaszam esetén nincs anonim és semleges f, ahol M el6all 3 és 2 természetes
linedris kombinaciéjaként. Viszont minden 1-nél nagyobb természetes szam
ilyen. Erdekes lehet még megjegyezni, hogy ha N olyan, hogy semmilyen
M # 1-re sem tudnak donteni, akkor N oszthat6 6-tal (hiszen ekkor sem 2-re
sem 3-ra nem tudnak donteni, ami azt jelenti, hogy N oszthatd 2-vel és 3-mal
is).

3.2. Kévetkezmény. Ha az emberek szdma primhatviny (N = p*, ahol
p prim), akkor pontosan azokban az esetben tudunk anonim és semleges f-et
eldallitani, amikor N és M relativ primek.

A tétel szerint M # > a;p’ esetben adhatunk anonim és semleges f-et,
raadasul ekkor M nem oszthaté p-vel, vagyis M és N relativ primek.

3.3. Kovetkezmény. Ha az emberek szdma nem primhatviny és N < M,
akkor nincs anonim és semleges f tdrsadalmi vdlasztdsi fliggvény. (M -re jobb
becslés is adhatd. Ha N két legkisebb primosztdja py és pa (p1 < p2) akkor
(p1 — D)p2 < M-re mar nincs f.)

Mivel N nem primhatvany, igy van 2 kiilonbzé primosztdja p; és pa. A

07p172p17 RN (pQ - l)pl

szamok mindegyike kiilonb6z6 maradékot ad po-vel osztva, hisz p; és po re-
lativ primek. Teh&t barmely (po — 1)p;-nél nagyobb szadm kirakhaté ps és
p1 természetes linearis kombindcidjaként. Vélaszthatjuk pi-et és pao-t N két
legkisebb primosztéjanak, és mar készen is vagyunk.

A térsadalmi-sorrend fiiggvényekre vonatkozé allitdst egy révid meggon-
dolassal kapjuk a tarsadalmi valasztési fliggvényekre vonatkozé tételbdl.

3.4. Allités. Anonim és semleges F' tdrsadalmi sorrendi fiigguény pontosan
akkor létezik, ha az alternativik szama kisebb, mint az emberek szamanak
legkisebb mem 1 osztdja.

Bizonyitas. El6szor nézziik azt az iranyt, amikor legalabb annyi alternativa
van, mint N legkisebb nem 1 osztéja. Ez a legkisebb oszt6 legyen d. Tegytik
fel indirekt, hogy F' létezik, és F(P) = s € S. Nézziink egy ellenpélda P
profilt a kévetkez6 modon.

1 2 3 d
2 3 4 1

3 45 2

D= :
d—1 d 1 d—2
4 12 d—1 |
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Epitsiik ebbél fel P-t méghozz4 gy, hogy annyiszor frjuk egymés mellé D-t,
hogy meglegyen az N oszlop. A d+1,d+2, ..., M alternativakat pedig leirjuk
minden oszlopba ebben a sorrendben a D matrixok alad. Ha ezen P profilon
elvégezziik a o = (1,2, ...,d) permutédciét, akkor megint minden oszlopbdl az
utdna kovetkezd lesz, igy az anonimitds miatt F(o(P)) = s. A semlegesség
miatt viszont F'(o(P)) = o(s), ami ellentmondés, mert d # 1.

A maésik irdny esetén az alternativdk szdma kisebb, mint az emberek
szaméanak legkisebb nem 1 osztdja, azaz M < d. A tarsadalmi sorrend
megallapitdsdhoz hasznaljuk a kdvetkezo eljarast. Azt mar lattuk, hogy ilyen
esetben térsadalmi vélasztési fliggvény (f) konstrudlhatd. Nézzik meg, hogy
mit ad egy f(P). Ezt az alternativat frjuk elsd helyre, és toroljik a sorren-
dekbdl. Most a megmaradt (M — 1) x N-es profilra alkalmazzunk egy f-et.
Ezt megtehetjik, hiszen M < d miatt M — 1 < d, és igy M — 1 sem all el6 N
osztdinak természetes linedris kombinaciéjaként. Amelyik alternativit az 1j
f adja, azt irjuk a méasodik helyre. fgy tovabb haladva épitsiik fel s vektort.
Az igy kapott F' tarsadalmi sorrendi fiiggvény lathatéan anonim és semleges
a valasztasi fliggvények tulajdonsagai miatt. |

3.5. Megjegyzés. Ha az alternativik vagy a szavazdk szima végtelen (és
eqyik sem 1), akkor nem létezik sem f tdrsadalmi vdlasztdsi, sem pedig F
tarsadalmi sorrendsi fiiggvény.

Nézzik azt az esetet, amikor az alternativak szama végtelen. Ha az em-
berek szama N, akkor vegyilink egy olyan P profilt, amiben a kévetkezd
N x N-es matrixok kovetkeznek sorra:

14+iN 24iN ... N +iN
24N 34+iN ... 1+:N
P = : : } :
N+iN 14iN ... N—-1+iN
P pedig ezekbdl felépitve:

F
Py
P = Py

Ebbol mar latszik, hogy barmit is rendelne egy ilyen profilhoz egy vélasztasi
vagy sorrendi fliggvény, ellentmondésra jutnank.

Ugyanigy jarunk, ha az emberek szama végtelen, és azt a profilt vizsgaljuk,
amelyben a kévetkez6 M x M-es matrixok ismétlodnek,

1 2 ... M

2 3 ... 1
b= .

M 1 M—-1

és P=[p,p,...]
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Ha az alternativak és a szavazdk szama is végtelen, akkor a fels6 két esetet
Osszekombindlva kapjuk az ellentmondéasra vezetd profilt.

3.6. Megjegyzés. Ha létezik tdrsadalmi vdlasztdsi fiigguény, akkor megad-
haté Borda-konzisztens f és Condorcet-konzisztens f is. Ha létezik tarsadalmi
sorrendi fugguény, akkor megadhato Borda-konzisztens F és Condorcet-kon-
zisztens F' is.

A 2.7. Tétel bizonyitasa soran csak arra volt sziikségilink, hogy valahogyan
rendezni tudjuk a helyezésvektorokat, a rendezés mddja érdektelen volt. Ha
egy masfajta rendezést valasztunk, elérhetjik, hogy Borda-gyo6ztes létezése
esetén, ez az alternativa legyen f tarsadalmi valasztdsi fliggvény eredmé-
nye. Borda-szamlalasnak nevezik azt az eljarast, amely soran minden al-
ternativahoz hozzarendelnek egy pontszamot, ami dgy keletkezik, hogy a
profilbeli minden i-edik helyezés utan M — ¢ pont jar. A Borda-gydztes al-
ternativa pedig az az alternativa lesz, amelynek mindenkinél tobb pontja
van (Kelly, 1988). A helyezésvektorok segitségével konnyen megkaphatjuk az
egyes alternativdak Borda-pontjait. Csak a helyezésvektort kell Gsszeszoroz-
nunk az [M —1,...,1,0] oszlopvektorral. Rendezziik a Borda-pontok alapjin
a helyezésvektorokat, ha pedig egy Borda-ponthoz tobbféle helyezésvektor is
tartozik, akkor rendezziik ezeket mondjuk lexikografikusan. Innentél csinaljuk
ugyanazt, mint a 2.7. Tétel bizonyitasaban. Ha P szerint van Borda-gyoztes,
akkor az igy kapott f P-hez azt rendeli. Ha pedig létezik tarsadalmi sorrendi
figgvény, akkor F' szokdasos f-bol vald konstrukciéjaval megadhatunk olyat
is, amely Borda-sorrend létezése esetén ezt a sorrendet adja.

Amikor 1étezik anonim és semleges valasztdsi fiiggvény, akkor adhatunk
olyat is, amely Condorcet-gyo6ztes 1étezése esetén ezt rendeli a profilhoz. Egy
alternativa Condorcet-gy6ztes, ha az egyéni sorrendek alapjan minden paros
tObbségi szavazasbdl minden mas alternativaval szemben gyo6ztesen keril ki
(Gehrlein — Lepelley, 1998). Ezek alapjdn, ha egy P profil szerint a; alter-
nativa Condorcet-gy6ztes, akkor a P-hez tartozd ¥ permutaciécsoport min-
den elemének a; fixpontja. Ez azért van, mert ha ez az alternativa szere-
pelne egy P-t 6nmagaba vive permutacio 1 ciklusaban, az azt is jelentené,
hogy a permutacié elvégzése esetén egy masik alternativa keriilne a helyébe,
vagyis eredetileg is 2 Condorcet-gy6ztes lett volna, ami nem fordulhat eld.
Tehat Condorcet-gyoztest tartalmazé profilokhoz nyugodtan rendelheti f a
gyOztest, mig a tobbi profilhoz rendelje példaul a lexikografikus rendezés sze-
rinti modszerbol adédé alternativat. F-et készitsiik ez alapjan az f-bol.

4 Osszevetés az Arrow-tétellel

Ha tarsadalmi vélasztasi fiiggvényekrol beszéliink, az Arrow-féle lehetetlensé-
gi tétel megkeriilhetetlen. Erdemes a két tétel feltételrendszerét dsszehasonli-
tani. Az Arrow-tételnek hatalmas irodalma van, rendkiviil sok kiilénb6z6 ki-
mondasa ismert. Szamunkra legszimpatikusabb a kévetkezd megfogalmazas
volt, ahol a tarsadalmi joléti fiiggvény ugyanigy sorrendprofilokhoz rendel
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egy sorrendet, mint a mi F' tarsadalmi sorrendi fiiggvénytink. Definidljunk
el6szor néhany fogalmat:

(U) Univerzalitds: F tarsadalmi sorrendi fliggvényt univerzalisnak nevezziik,
ha adott N és A alternativahalmaz esetén értelmezési tartomanya az
osszes A’ C A alaphalmazu profilok halmaza.

(P) Pareto-feltétel: Azt mondjuk, hogy F teljesiti a Pareto-feltételt, ha
azokhoz a profilokhoz, amelyekben a szereplok mind azonos sorrendet
allitanak fel, ezt a sorrendet rendeli.

(I) Irrelevdns alternativdktol vald fiiggetlenség: Azt mondjuk, hogy F tel-
jesiti az irrelevans alternativaktol valo fliggetlenséget, ha barmely P
profil és A’ C A alternativahalmaz esetén F(P|A") = F(P)|A'.

(D) Diktdtormentesség: Azt mondjuk, hogy i € N diktator F-re nézve, ha
VP esetén F(P) = p;. Ha nincs ilyen ¢, akkor azt mondjuk, hogy F
diktatormentes.

Az Arrow-tétel azt mondja, hogy ha A legaldbb 3 elemii, N pedig nemiires,
véges halmaz, akkor olyan F' fiiggvény, amely a fenti 4 tulajdonsidg minde-
gyikével rendelkezik, nem létezik (Cassels, 1981).

Latszolag a mi két feltételiinknek semmi koze sincs az Arrow-tételbeli
feltételekhez, de ha egy kicsit jobban végiggondoljuk, a mi technikai jellegli
feltételeink nem is esnek olyan tdvol az Arrow-féle, egyfajta igazsigossigot
megkoveteld feltételektdl. Konnyen latszik, hogy anonimitasi feltételiink is
kizarja diktator 1étét. Az anonimitast a diktdtormentesség egy szélséséges
erOsitésének tekinthetjiik, ami nem csak azt mondja, hogy ne legyen 1 kitiin-
tetett szerepld, hanem azt is, hogy minden szerepl6 szavazata ugyanannyit
érjen. Az univerzalitast egy anonim és semleges tdrsadalmi sorrendi fiiggvény
teljesiti, hiszen azt kaptuk, hogy ha M szamu alternativa és rogzitett N
szerepl6 esetén adhatunk sorrendet, akkor ennél kevesebb alternativaszam
esetén is adhatunk. Az irrelevéns alternativaktdl vald fliggetlenséget nem
teljesitik a kapott tarsadalmi sorrendi fiiggvényeink. A semlegességfogalom
egy teljesen mas oldalrdl ragadja meg ugyanezt problémat, hiszen azt mondja,
hogy a fontos alternativak kicserélodésétol igenis fiiggjon az eredmény.

A Pareto-feltételt szintén nem koveteltilk meg a kiinduldsnal, de vegyiik
észre, hogy minden olyan esetben, amikor 1étezik anonim és semleges sorrendi
fiiggvény, akkor taldlunk olyat is, amelyik teljesiti a Pareto-feltételt. (A
2.7. Tétel bizonyitasaban hasznalt lexikografikus rendezéssel kapott f-ekbdl
készitett F' pont ilyen fiiggvény. Ennek a belatdsahoz elég arra gondolnunk,
hogy a mindenki altal k-dik helyre sorolt alternativa helyezésvektora tgy fog
kinézni, hogy benne a k-dik elem N lesz, az Gsszes tobbi pedig 0).
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ANONYMOUS AND NEUTRAL SOCIAL CHOICE FUNCTIONS

In this paper, we prove that there exists an anonymous and neutral social choice
function if and only if M # > a;n;, where M denotes the number of the alterna-
tives, N the number of the agents, n; a divisor of N and «; € IN. Furhermore,
we prove that a social ranking function exists if and only if M is less, than the
least prime divisor of N. As corollary, we show, that in case of existence, there
might be found Borda- or Condorcet-consistent function. Finally, we compare our
assumptions to those used along Arrow’s impossibility theorem.
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