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ANONIM ¶ES SEMLEGES T¶ARSADALMI V¶ALASZT¶ASI
FÄUGGV¶ENYEK1

BEDNAY DEZS}O { OLL¶AR MARIANN
Budapesti Corvinus Egyetem, KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Kar

Dolgozatunkban azt a t¶etelt bizony¶³tjuk, amely szerint (a szerepl}ok r¶esz¶er}ol
szigor¶u line¶aris rendez¶eseket felt¶etelezve) anonim ¶es semleges t¶arsadalmi v¶a-
laszt¶asi fÄuggv¶eny pontosan akkor l¶etezik, ha M 6= P

®ini, ahol M az al-
ternat¶³v¶ak sz¶ama, N a szavaz¶ok sz¶ama, ni N nem 1 oszt¶oja ¶es ®i 2 IN .
Ezt felhaszn¶alva bel¶atjuk, hogy t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny pontosan akkor
adhat¶o, ha M kisebb, mint N legkisebb pr¶³moszt¶oja. Bemutatjuk a t¶etel
n¶eh¶any ¶erdekes kÄovetkezm¶eny¶et ¶es megmutatjuk, hogy l¶etez¶es eset¶en Borda-
¶es Condorcet-konzisztens fÄuggv¶eny is adhat¶o. V¶egÄul ÄosszevetjÄuk a t¶arsadalmi
sorrendi fÄuggv¶enyekkel szembeni elv¶ar¶asainkat az Arrow-t¶etel felt¶etelrendsze-
r¶evel.

1 Bevezet¶es

A t¶arsadalmi v¶alaszt¶asok elm¶elet¶eben kÄozponti szerepet tÄoltenek be az olyan
t¶etelek, amelyek bizonyos felt¶etelnek megfelel}o t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶e-
nyek exisztenci¶aj¶aval kapcsolatosak. A most bizony¶³tand¶o t¶etelben k¶et felt¶e-
telt veszÄunk ¯gyelembe. Az egyik az anonimit¶as, ami egyfajta egyenl}o b¶a-
n¶asm¶odot kÄovetel meg a szerepl}oket tekintve. Szeretn¶enk, ha egy t¶arsadalmi
v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny minden szavaz¶ot egyenl}oen kezelne. A m¶asik pedig a sem-
legess¶eg, ami hasonl¶ot jelent az alternat¶³v¶akra n¶ezve. El szeretn¶enk kerÄulni
egy olyan kiv¶alaszt¶asi szab¶alyt, amelyben bizonyos alternat¶³v¶ak kitÄuntetettek
a v¶egeredm¶eny szempontj¶ab¶ol. Az ¶all¶³t¶ast egy feladatk¶ent megtal¶altuk Mou-
linn¶al (Moulin, 1988), ahol v¶azlatosan a bizony¶³t¶asr¶ol is sz¶o esik. A most
kÄovetkez}o r¶eszletes bizony¶³t¶asban igyekszÄunk kiemelni a l¶enyegi elemeket.
Majd a t¶etel egyszer}u, de ¶erdekes kÄovetkezm¶enyeit mutatjuk be, tÄobbek
kÄozÄott, hogy mikor l¶etezik t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny, ¶es hogy l¶etez¶es
eset¶en Borda-konzisztens ¶es Condorcet-konzisztens fÄuggv¶enyeket is adhatunk.
V¶egÄul a t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o ¶all¶³t¶as felt¶eteleit ha-
sonl¶³tjuk Äossze az Arrow-t¶etel felt¶eteleivel.

2 A t¶etel ¶es bizony¶³t¶asa

El}oszÄor tiszt¶azzuk pontosan a fogalmakat, felt¶eteleket ¶es elv¶ar¶asokat. N sze-
repl}o mindegyike M sz¶am¶u alternat¶³va halmaz¶an k¶epes egy egy¶ertelm}u rang-
sort fel¶all¶³tani. JelÄolje az alternat¶³v¶ak halmaz¶at A, A = fa1; a2; . . . ; aMg. A

1Be¶erkezett: 2008. m¶ajus 7. E-mail: omariann@gmail.com.
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lehets¶eges rangsorok halmaza legyen S, az i-edik szerepl}o sorrendje: pi . Az
eg¶esz t¶arsadalom pro¯ljainak halmaza pedig legyen

P = f(p1; p2; . . . ; pN ) : (p1; p2; . . . ; pN ) 2 SNg:

Egy pro¯lt ezent¶ul egy term¶eszetes elem}u P m¶atrixszal reprezent¶alunk, ahol
az oszlopokban a szerepl}ok ¶altal fel¶all¶³tott sorrend tal¶alhat¶o. Az i-edik osz-
lopban ¶all¶o sz¶amok teh¶at az i-edik szerepl}o alternat¶³vasorrendj¶et jelentik,

csak most p¶eld¶aul P =

2
64

a20 a14 . . .
a4 a17 . . .
...

...
. . .

3
75 helyett P =

2
64

20 14 . . .
4 17 . . .
...

...
. . .

3
75 -ot

¶³runk. Olyan fÄuggv¶enyeket szeretn¶enk vizsg¶alni, amelyek az egy¶eni sorrende-
ket egy t¶arsadalmi v¶alaszt¶ass¶a vagy sorrendd¶e transzform¶alj¶ak.

2.1. De¯n¶³ci¶o. T¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enynek nevezÄunk egy f : P ! A
fÄuggv¶enyt.

2.1. De¯n¶³ci¶o. T¶arsadalmi-sorrend fÄuggv¶enynek nevezÄunk egy F : P ! S
fÄuggv¶enyt.

Mindkett}ot}ol elv¶arjuk, hogy adott N ¶es M eset¶en minden lehets¶eges pro¯l
az ¶ertelmez¶esi tartom¶anyukba essen. Ha a kett}ot Äosszefoglal¶oan szeretn¶enk
eml¶³teni, akkor majd t¶arsadalmi fÄuggv¶enyk¶ent hivatkozunk r¶ajuk.

A k¶et vizsg¶alati szempontunk a bevezet}oben is eml¶³tett szavaz¶ok kÄozÄotti
anonimit¶as ¶es az alternat¶³v¶ak kÄozÄotti semlegess¶eg. Anonimit¶as alatt olyasmit
¶ertÄunk, hogy a szavaz¶as kimenetele nem fÄugg att¶ol, hogy pontosan kikhez
is tartoznak a be¶erkezett szavazatok (a leadott sorrendek). Teh¶at olyan
elj¶ar¶asokat keresÄunk, amelyek a szavazatokat egyenrang¶uan kezelik; ha az
emberek sorrendjei egym¶as kÄozÄott felcser¶el}odnek, az a szavaz¶as kimenetel¶en
nem v¶altoztat. Ezzel a tulajdons¶aggal p¶eld¶aul a k¶epvisel}ov¶alaszt¶as eset¶en al-
kalmazott egyszer}u tÄobbs¶egi szavaz¶as rendelkezik, hiszen mindegy, hogy kik
szavaztak K jelÄoltre, csak az sz¶am¶³t, hogy Äosszesen h¶anyan. Ugyanakkor a
futball Eur¶opa-bajnoks¶ag helysz¶³n¶et eldÄont}o bizotts¶agban holtverseny eset¶en
az elnÄok szavazata dÄont, }o semmik¶eppen sem tekinthet}o a tÄobbiekkel egyen-
rang¶unak ilyen esetekben.

Az alternat¶³v¶ak kÄozÄotti semlegess¶eggel az alternat¶³v¶ak egyenrang¶us¶ag¶at
szeretn¶enk megfogni. Egy szavaz¶asi vagy kiv¶alaszt¶asi elj¶ar¶as sor¶an nem sze-
retn¶enk, ha el}ofordulhatna az az esetet, hogy miut¶an minden szavaz¶o ¶ert¶ekel¶e-
s¶eben pontosan megcser¶el}odÄott a K ¶es L alternat¶³va helye (m¶as nem tÄort¶ent),
a kialakult sorrend m¶egsem v¶altozik. A k¶epvisel}ov¶alaszt¶as a legtÄobb esetben
ezt a krit¶eriumot is teljes¶³ti, hiszen mindegy, hogy melyik jelÄolt pontosan ki-
csoda; az nyer, aki a legtÄobb szavazatot kapja. Viszont a m}ukorcsolyaversenyek
kvali¯k¶aci¶os rendszere nem teljes¶³ti a semlegess¶eget, hiszen a versenyz}ok be-
jut¶asa teljes¶³tm¶enyÄukÄon k¶³vÄul az orsz¶agok kor¶abban szerzett kv¶ot¶ait¶ol is fÄugg.

N¶ezzÄuk hogyan de¯ni¶aljuk pontosan ezeket a fogalmakat.

2.3. De¯n¶³ci¶o. Egy f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyt anonimnak nevezÄunk,
ha minden a szerepl}ok halmaz¶an, azaz az f1; 2; :::;Ng halmazon vett ¼ per-
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mut¶aci¶o eset¶en

f (p1; p2; . . . ; pN ) = f
¡
p¼(1); p¼(2); . . . ; p¼(N)

¢
:

Hasonl¶oan egy F t¶arsadalmi-sorrendi fÄuggv¶eny anonim, ha

F (p1; p2; . . . ; pN ) = F
¡
p¼(1); p¼(2); . . . ; p¼(N)

¢
:

2.4. De¯n¶³ci¶o. Egy f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyt az alternat¶³v¶akra
n¶ezve semlegesnek nevezÄunk, ha f (p1; p2; . . . ; pN ) = ai eset¶en, a pi sorren-
deken vett ¾ permut¶aci¶o elv¶egz¶ese ut¶an

f (¾(p1); ¾(p2); . . . ; ¾(pN )) = a¾(i):

Hasonl¶oan egy F t¶arsadalmi-sorrend fÄuggv¶eny az alternat¶³v¶akra n¶ezve sem-
leges, ha F (p1; p2; . . . ; pN ) = s eset¶en, a pi sorrendeken vett ¾ permut¶aci¶o
elv¶egz¶ese ut¶an

F (¾(p1); ¾(p2); . . . ; ¾(pN)) = ¾(s):

Ha m¶atrix form¶aban adott pro¯lokban gondolkozunk, akkor az anonimi-
t¶as nem jelent m¶ast mint, hogy n¶eh¶any oszlop felcser¶el¶ese nem v¶altoztatja
meg az eredm¶enyt. A semlegess¶eget pedig k¶epzelhetjÄuk ¶ugy, hogy ha K
¶es L helyez¶esei mindenki szerint hirtelen felcser¶el}odnek, ¶es semmi m¶as nem
tÄort¶enik, akkor az eredm¶enyben betÄoltÄott szerepeik is cser¶el}odjenek ki. Vagy
m¶as megkÄozel¶³t¶esben ¶ugy is, hogy K ¶es L csak nevet cser¶eltek.

Felvezet¶esk¶ent a f}o t¶etel el}ott k¶et egyszer}uen bel¶athat¶o ¶all¶³t¶ast bizony¶³tunk.
Ezeket csak a kÄonnyebb ¶erthet}os¶eg kedv¶e¶ert mutatjuk meg, ¶es az¶ert hogy
szokjuk a bizony¶³t¶as menet¶et.

2.5. ¶All¶³t¶as. M = N( 6= 1) eset¶en nem l¶etezik anonim ¶es semleges t¶arsadalmi
v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny.

Bizony¶³t¶as. Az ¶all¶³t¶as bizony¶³t¶as¶ahoz induljunk ki a kÄovetkez}o pro¯lb¶ol:

P =

2
66666664

1 2 3 . . . M
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
...

...
...

. . .
...

M ¡ 1 M 1 . . . M ¡ 2
M 1 2 . . . M ¡ 1

3
77777775

TegyÄuk fel, hogy l¶etezik f v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, mely teljes¶³ti a k¶et felt¶etelt,
¶es f(P ) = ai. A P oszlopain v¶egezzÄuk el a ¾ = (1; 2; . . . ;M) permut¶aci¶ot.
Ekkor a kÄovetkez}o pro¯lt kapjuk:

¾(P ) = (¾(p1); . . . ; ¾(pN )) =

2
66666664

2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
4 5 6 . . . 3
...

...
...

. . .
...

M 1 2 . . . M ¡ 1
1 2 3 . . . M

3
77777775
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Ekkor f semlegess¶ege miatt f(¾(P )) = a¾(i), viszont l¶atszik, hogy az oszlopok
eggyel el vannak cs¶usztatva, ¶³gy az anonimit¶as miatt f(¾(P )) = f(P ) = ai,
ami csak M = 1 esetben fordulhat el}o. 2

2.6. ¶All¶³t¶as. Ha M ¶es N nem relat¶³v pr¶³mek, akkor nem l¶etezik anonim ¶es
semleges t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny.

Bizony¶³t¶as. Mivel M ¶es N nem relat¶³v pr¶³mek, ¶³gy l¶etezik d, 1-n¶el na-
gyobb kÄozÄos oszt¶ojuk. A tetsz}olegesen v¶alasztott d seg¶³ts¶eg¶evel vegyÄunk egy
lehets¶eges P pro¯lt, amely a kÄovetkez}o d £ d -s blokkokb¶ol ¶all el}o:

D =

2
66666664

1 2 3 . . . d
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
...

...
...

. . .
...

d ¡ 1 d 1 . . . d ¡ 2
d 1 2 . . . d ¡ 1

3
77777775

:

VegyÄuk azt a P , term¶eszetesen M £ N -es pro¯lt, amely a kÄovetkez}ok¶eppen
¶epÄul fel:

P =

2
666664

D D . . . D
D + [d] D + [d] . . . D + [d]
D + [2d] D + [2d] . . . D + [2d]

...
...

. . .
...

D + [(m ¡ 1)d] D + [(m ¡ 1)d] . . . D + [(m ¡ 1)d]

3
777775

;

ahol m nem m¶as, mint M=d. TegyÄuk most is fel, hogy l¶etezik olyan f
v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, amely teljes¶³ti az anonimit¶ast, semleges ¶es f(P ) = ai. A
P oszlopain v¶egezzÄuk el a ¾ = (1; 2; . . . ; d)(d+1; d+2; . . . ; 2d) . . . ((m¡1)d+
1; (m ¡ 1)d + 2; . . . ; md) permut¶aci¶ot. Itt is l¶atszik, hogy a ¾ elv¶egz¶esekor az
oszlopok felcser¶el}odnek (mindegyikb}ol az ut¶ana kÄovetkez}o ad¶odik, a blokkbeli
utols¶okb¶ol pedig az els}ok). ¶Igy az anonimit¶as miatt tov¶abbra is f(¾(P )) = ai.
Viszont a semlegess¶eg miatt f(¾(P )) = a¾(i), ami csak d = 1 esetben fordulna
el}o, ez viszont ellentmond d v¶alaszt¶as¶anak. 2

Rem¶enykedhetn¶enk hogy minden m¶as esetben (teh¶at amikor M ¶es N re-
lat¶³v pr¶³mek) m¶ar tal¶alunk anonim ¶es semleges f -et, de a kÄovetkez}o egyszer}u
p¶elda r¶amutat egy m¶asik probl¶em¶ara. VegyÄuk 6 szavaz¶o ¶es 5 alternat¶³va
eset¶en a kÄovetkez}o pro¯lt:

P =

2
66664

1 2 3 1 2 3
2 3 1 2 3 1
3 1 2 3 1 2
4 5 4 5 4 5
5 4 5 4 5 4

3
77775

L¶athat¶o, hogy az anonimit¶asi ¶es semlegess¶egi elv¶ar¶asoknak semelyik alter-
nat¶³va hozz¶arendel¶es¶evel sem tudunk eleget tenni, holott a 6 ¶es az 5 relat¶³v
pr¶³mek. Az itt megjelen}o probl¶ema vezet a kÄovetkez}o t¶etelhez.
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2.7. T¶etel. Anonim ¶es semleges t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny pontosan
akkor l¶etezik, ha M 6= P

®ini, ahol ni N 1-n¶el nagyobb oszt¶oja ¶es ®i 2 IN.

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor n¶ezzÄuk azt az ir¶anyt, amikor azt kell megmutatnunk,
hogy ha M el}o¶all ilyen alakban, akkor nem l¶etezik ilyen f fÄuggv¶eny. A bi-
zony¶³t¶as az el}oz}oekhez nagyon hasonl¶o. Megint indirekt tegyÄuk fel, hogy
l¶etezik f , ¶es f(P ) = ai, ahol a megfelel}o P ellenp¶elda pro¯l megalkot¶as¶ahoz
el}oszÄor de¯ni¶aljuk a kÄovetkez}o ni £ ni -s m¶atrixokat:

Ni =

2
6664

1 2 . . . ni

2 3 . . . 1
...

...
. . .

...
ni 1 . . . ni ¡ 1

3
7775 (i = 1; 2; . . . ; k) :

Ezekb}ol pedig ¶ep¶³tsÄuk fel P -t:

2
66666666666666666666666666666666666664

N1 N1 . . .
N1 + [n1] N1 + [n1] . . .
N1 + [2n1] N1 + [2n1] . . .

...
... . . .

N1 + [(®1 ¡ 1)n1] N1 + [(®1 ¡ 1)n1] . . .
N2 + [®1n1] N2 + [®1n1] . . .

N2 + [n2] + [®1n1] N2 + [n2] + [®1n1] . . .
N2 + [2n2] + [®1n1] N2 + [2n2] + [®1n1] . . .

...
... . . .

N2 + [(®2 ¡ 1)n2] + [®1n1] N2 + [(®2 ¡ 1)n2] + [®1n1] . . .
...

... . . .
...

... . . .
...

... . . .

Nk + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .

Nk + [nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .

Nk + [2nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [2nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .
...

... . . .

Nk + [(®k ¡ 1)nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] Nk + [(®k ¡ 1)nk] + [
Pk¡1

i=1 ®ini] . . .

3
77777777777777777777777777777777777775

Persze ezek az ni £ ni -s blokkok nem pontosan egym¶as al¶a kerÄulnek, vi-
szont mindegyiket jobbra tudjuk m¶asolni annyiszor, hogy az oszlopok sz¶ama
v¶egÄul N -et adjon. V¶egezzÄuk el a szok¶asos ¾ = (1; 2; . . . ; n1)(n1 + 1; n1 +
2; . . . ; 2n1); . . . ; ((®1 ¡1)n1 +1; (®1 ¡ 1)n1 +2; . . . ; ®1n1) . . . . . . ((®k ¡ 1)nk +Pk¡1

i=1 ®ini+1; (®k¡1)nk+
Pk¡1

i=1 ®ini+2; . . . ;
Pk

i=1 ®ini) permut¶aci¶ot. Ekkor
megint az tÄort¶enik, hogy minden oszlopb¶ol az ut¶ana kÄovetkez}o oszlop lesz, a
blokkbeli utols¶okb¶ol pedig az els}ok. ¶Igy az anonimit¶as miatt ¶ujra teljesÄulnie
kell, hogy f(¾(P )) = ai, a semlegess¶eg miatt pedig f(¾(P )) = a¾(i), ami
ellentmond¶as, hiszen ¾ permut¶aci¶o nem tartalmaz egyelem}u ciklust.
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Ezut¶an n¶ezzÄuk azt az ir¶anyt, amikor az alternat¶³v¶ak sz¶ama nem ¶all el}o
az emberek sz¶am¶anak 1-n¶el nagyobb oszt¶oinak term¶eszetes sz¶amokkal vett
line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent, vagyis M 6= P

®ini. Az ilyen esetekben konkr¶et
p¶eld¶at mutatunk a megfelel}o f konstru¶al¶as¶ara. El}oszÄor minden alternat¶³v¶ahoz
rendeljÄunk hozz¶a egy M elem}u vektort, melynek els}o koordin¶at¶aja jelentse
azt, hogy h¶any ember tette ezt a bizonyos alternat¶³v¶at az els}o helyre, a
m¶asodik koordin¶ata azt, hogy h¶anyan tett¶ek a m¶asodik helyre, ¶es ¶³gy tov¶abb,
az utols¶o, M -edik koordin¶ata legyen az a sz¶am, ah¶anyan az utols¶o helyre
tett¶ek. Ezt a vektort nevezzÄuk ezent¶ul helyez¶esvektornak.

Az ¶³gy kapott M darab vektor kÄozÄott biztosan van 2 kÄulÄonbÄoz}o, hiszen,
ha mind egyforma lenne, akkor az els}o helyen ¶all¶o koordin¶at¶akat Äosszeadva
meg kellene kapnunk az emberek sz¶am¶at, N-et, ez pedig azt is jelenten¶e, hogy
N oszthat¶o volt M -mel, ami ellentmond a felt¶eteleknek, (kiv¶eve, ha M = 1,
de ebben az esetben m¶ar k¶eszen is lenn¶enk). RendezzÄuk ezeket a vektorokat
valahogyan sorba. P¶eld¶aul most a lexikogra¯kus rendez¶es szerint. A felt¶etel
miatt az sem lehets¶eges, hogy minden egyforma vektorokb¶ol ¶all¶o csoportban a
vektorok sz¶ama el}o¶allna N 1-n¶el nagyobb oszt¶oinak term¶eszetes line¶aris kom-
bin¶aci¶ojak¶ent (hiszen ekkor az helyez¶esvektorok sz¶ama, M ilyen el}o¶all¶³t¶asok
Äosszege lenne). Most vegyÄuk az els}o olyan csoportot, amelynek sz¶ama nem
¶all el}o ilyen line¶aris kombin¶aci¶ok¶ent. Az ehhez a csoporthoz tartoz¶o alter-
nat¶³v¶akat tartsuk meg, a tÄobbit felejtsÄuk el. ¶Igy biztosan csÄokkentettÄuk az
alternat¶³v¶ak sz¶am¶at (hiszen nem miden helyez¶esvektor volt egyforma), ¶es
szint¶en egy olyan esethez jutottunk, ahol az alternat¶³v¶ak sz¶ama nem ¶all el}o
az emberek 1-n¶el nagyobb oszt¶oinak kombin¶aci¶ojak¶ent. Az eredeti sorren-
deket alapul v¶eve most is k¶esz¶³tsÄuk el minden bennmaradt alternat¶³v¶ahoz
a megfelel}o helyez¶esvektorokat. Az elj¶ar¶ast tov¶abb folytatva v¶eges l¶ep¶esben
jutunk egy olyan esethez, amikor m¶ar csak egyetlen alternat¶³va marad benn.
Legyen ez az alternat¶³va a fÄuggv¶eny ¶ert¶eke.

Ez az f anonim, hiszen k¶et ember szavazatainak kicser¶el¶ese nem v¶altoz-
tatja meg azt, hogy h¶anyan szavaztak az i-edik alternat¶³v¶ara, ¶³gy a helyez¶es-
vektorok sem v¶altoznak meg.

R¶aad¶asul f semleges is, hiszen ha k¶et alternat¶³va helyez¶esei rendre felcse-
r¶el}odnek, akkor a k¶et alternat¶³v¶ahoz tartoz¶o helyez¶esvektorok is kicser¶el}od-
nek, m¶as pedig nem tÄort¶enik. Teh¶at a k¶et vektor ¶atveszi egym¶as szerep¶et.
P¶eld¶aul ha eddig a fÄuggv¶eny¶ert¶ek az egyik alternat¶³va volt, most az els}o l¶e-
p¶esben kiadott vektorcsoport ugyanaz marad, csak a m¶asik alternat¶³va helye-
z¶esvektora szerepel itt az els}o alternat¶³va vektora hely¶en. Pontosan ugyanez
tÄort¶enik a kÄovetkez}o l¶ep¶esekben is. ¶Igy a v¶eg¶en a m¶asik alternat¶³va lesz a
fÄuggv¶eny¶ert¶ek. 2

3 KÄovetkezm¶enyek

Ebben a r¶eszben bemutatunk n¶eh¶any els}o hall¶asra furcs¶anak t}un}o kÄovetkez-
m¶enyt, amelyek a t¶etel ismeret¶eben m¶egis kÄonnyen l¶athat¶ok.

3.1. KÄovetkezm¶eny. Ha az emberek sz¶ama oszthat¶o 6-tal, akkor nem
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tudunk anonim ¶es semleges f-et adni, kiv¶eve azt az esetet, amikor M = 1
(ez viszont nem t¶ul ¶erdekes).

Ebben az esetben a fenti t¶etel azt mondja, hogy semmilyen olyan alter-
nat¶³vasz¶am eset¶en nincs anonim ¶es semleges f, ahol M el}o¶all 3 ¶es 2 term¶eszetes
line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent. Viszont minden 1-n¶el nagyobb term¶eszetes sz¶am
ilyen. ¶Erdekes lehet m¶eg megjegyezni, hogy ha N olyan, hogy semmilyen
M 6= 1-re sem tudnak dÄonteni, akkor N oszthat¶o 6-tal (hiszen ekkor sem 2-re
sem 3-ra nem tudnak dÄonteni, ami azt jelenti, hogy N oszthat¶o 2-vel ¶es 3-mal
is).

3.2. KÄovetkezm¶eny. Ha az emberek sz¶ama pr¶³mhatv¶any (N = pk, ahol
p pr¶³m), akkor pontosan azokban az esetben tudunk anonim ¶es semleges f-et
el}o¶all¶³tani, amikor N ¶es M relat¶³v pr¶³mek.

A t¶etel szerint M 6= P
®ipi esetben adhatunk anonim ¶es semleges f -et,

r¶aad¶asul ekkor M nem oszthat¶o p-vel, vagyis M ¶es N relat¶³v pr¶³mek.

3.3. KÄovetkezm¶eny. Ha az emberek sz¶ama nem pr¶³mhatv¶any ¶es N · M ,
akkor nincs anonim ¶es semleges f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny. (M-re jobb
becsl¶es is adhat¶o. Ha N k¶et legkisebb pr¶³moszt¶oja p1 ¶es p2 (p1 < p2) akkor
(p1 ¡ 1)p2 · M-re m¶ar nincs f .)

Mivel N nem pr¶³mhatv¶any, ¶³gy van 2 kÄulÄonbÄoz}o pr¶³moszt¶oja p1 ¶es p2. A

0; p1; 2p1; . . . ; (p2 ¡ 1)p1

sz¶amok mindegyike kÄulÄonbÄoz}o marad¶ekot ad p2-vel osztva, hisz p1 ¶es p2 re-
lat¶³v pr¶³mek. Teh¶at b¶armely (p2 ¡ 1)p1-n¶el nagyobb sz¶am kirakhat¶o p2 ¶es
p1 term¶eszetes line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent. V¶alaszthatjuk p1-et ¶es p2-t N k¶et
legkisebb pr¶³moszt¶oj¶anak, ¶es m¶ar k¶eszen is vagyunk.

A t¶arsadalmi-sorrend fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o ¶all¶³t¶ast egy rÄovid meggon-
dol¶assal kapjuk a t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyekre vonatkoz¶o t¶etelb}ol.

3.4. ¶All¶³t¶as. Anonim ¶es semleges F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny pontosan
akkor l¶etezik, ha az alternat¶³v¶ak sz¶ama kisebb, mint az emberek sz¶am¶anak
legkisebb nem 1 oszt¶oja.

Bizony¶³t¶as. El}oszÄor n¶ezzÄuk azt az ir¶anyt, amikor legal¶abb annyi alternat¶³va
van, mint N legkisebb nem 1 oszt¶oja. Ez a legkisebb oszt¶o legyen d. TegyÄuk
fel indirekt, hogy F l¶etezik, ¶es F (P ) = s 2 S. N¶ezzÄunk egy ellenp¶elda P
pro¯lt a kÄovetkez}o m¶odon.

D =

2
66666664

1 2 3 . . . d
2 3 4 . . . 1
3 4 5 . . . 2
...

...
...

. . .
...

d ¡ 1 d 1 . . . d ¡ 2
d 1 2 . . . d ¡ 1

3
77777775
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¶Ep¶³tsÄuk ebb}ol fel P -t m¶eghozz¶a ¶ugy, hogy annyiszor ¶³rjuk egym¶as mell¶e D-t,
hogy meglegyen az N oszlop. A d+1; d+2; . . . ; M alternat¶³v¶akat pedig le¶³rjuk
minden oszlopba ebben a sorrendben a D m¶atrixok al¶a. Ha ezen P pro¯lon
elv¶egezzÄuk a ¾ = (1; 2; . . . ; d) permut¶aci¶ot, akkor megint minden oszlopb¶ol az
ut¶ana kÄovetkez}o lesz, ¶³gy az anonimit¶as miatt F (¾(P )) = s. A semlegess¶eg
miatt viszont F (¾(P )) = ¾(s), ami ellentmond¶as, mert d 6= 1.

A m¶asik ir¶any eset¶en az alternat¶³v¶ak sz¶ama kisebb, mint az emberek
sz¶am¶anak legkisebb nem 1 oszt¶oja, azaz M < d. A t¶arsadalmi sorrend
meg¶allap¶³t¶as¶ahoz haszn¶aljuk a kÄovetkez}o elj¶ar¶ast. Azt m¶ar l¶attuk, hogy ilyen
esetben t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny (f) konstru¶alhat¶o. N¶ezzÄuk meg, hogy
mit ad egy f(P ). Ezt az alternat¶³v¶at ¶³rjuk els}o helyre, ¶es tÄorÄoljÄuk a sorren-
dekb}ol. Most a megmaradt (M ¡ 1) £ N -es pro¯lra alkalmazzunk egy f -et.
Ezt megtehetjÄuk, hiszen M < d miatt M ¡ 1 < d, ¶es ¶³gy M ¡ 1 sem ¶all el}o N
oszt¶oinak term¶eszetes line¶aris kombin¶aci¶ojak¶ent. Amelyik alternat¶³v¶at az ¶uj
f adja, azt ¶³rjuk a m¶asodik helyre. ¶Igy tov¶abb haladva ¶ep¶³tsÄuk fel s vektort.
Az ¶³gy kapott F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny l¶athat¶oan anonim ¶es semleges
a v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyek tulajdons¶agai miatt. 2

3.5. Megjegyz¶es. Ha az alternat¶³v¶ak vagy a szavaz¶ok sz¶ama v¶egtelen (¶es
egyik sem 1), akkor nem l¶etezik sem f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi, sem pedig F
t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny.

N¶ezzÄuk azt az esetet, amikor az alternat¶³v¶ak sz¶ama v¶egtelen. Ha az em-
berek sz¶ama N , akkor vegyÄunk egy olyan P pro¯lt, amiben a kÄovetkez}o
N £ N -es m¶atrixok kÄovetkeznek sorra:

Pi =

2
6664

1 + iN 2 + iN . . . N + iN
2 + iN 3 + iN . . . 1 + iN

...
...

. . .
...

N + iN 1 + iN . . . N ¡ 1 + iN

3
7775

P pedig ezekb}ol fel¶ep¶³tve:

P =

2
6664

P0

P1

P2

...

3
7775

Ebb}ol m¶ar l¶atszik, hogy b¶armit is rendelne egy ilyen pro¯lhoz egy v¶alaszt¶asi
vagy sorrendi fÄuggv¶eny, ellentmond¶asra jutn¶ank.

Ugyan¶³gy j¶arunk, ha az emberek sz¶ama v¶egtelen, ¶es azt a pro¯lt vizsg¶aljuk,
amelyben a kÄovetkez}o M £ M-es m¶atrixok ism¶etl}odnek,

p =

2
6664

1 2 . . . M
2 3 . . . 1
...

...
. . .

...
M 1 . . . M ¡ 1

3
7775

¶es P = [p; p; . . .].
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Ha az alternat¶³v¶ak ¶es a szavaz¶ok sz¶ama is v¶egtelen, akkor a fels}o k¶et esetet
Äosszekombin¶alva kapjuk az ellentmond¶asra vezet}o pro¯lt.

3.6. Megjegyz¶es. Ha l¶etezik t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, akkor megad-
hat¶o Borda-konzisztens f ¶es Condorcet-konzisztens f is. Ha l¶etezik t¶arsadalmi
sorrendi fÄuggv¶eny, akkor megadhat¶o Borda-konzisztens F ¶es Condorcet-kon-
zisztens F is.

A 2.7. T¶etel bizony¶³t¶asa sor¶an csak arra volt szÄuks¶egÄunk, hogy valahogyan
rendezni tudjuk a helyez¶esvektorokat, a rendez¶es m¶odja ¶erdektelen volt. Ha
egy m¶asfajta rendez¶est v¶alasztunk, el¶erhetjÄuk, hogy Borda-gy}oztes l¶etez¶ese
eset¶en, ez az alternat¶³va legyen f t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny eredm¶e-
nye. Borda-sz¶aml¶al¶asnak nevezik azt az elj¶ar¶ast, amely sor¶an minden al-
ternat¶³v¶ahoz hozz¶arendelnek egy pontsz¶amot, ami ¶ugy keletkezik, hogy a
pro¯lbeli minden i-edik helyez¶es ut¶an M ¡ i pont j¶ar. A Borda-gy}oztes al-
ternat¶³va pedig az az alternat¶³va lesz, amelynek mindenkin¶el tÄobb pontja
van (Kelly, 1988). A helyez¶esvektorok seg¶³ts¶eg¶evel kÄonnyen megkaphatjuk az
egyes alternat¶³v¶ak Borda-pontjait. Csak a helyez¶esvektort kell Äosszeszoroz-
nunk az [M ¡ 1; . . . ; 1; 0] oszlopvektorral. RendezzÄuk a Borda-pontok alapj¶an
a helyez¶esvektorokat, ha pedig egy Borda-ponthoz tÄobbf¶ele helyez¶esvektor is
tartozik, akkor rendezzÄuk ezeket mondjuk lexikogra¯kusan. Innent}ol csin¶aljuk
ugyanazt, mint a 2.7. T¶etel bizony¶³t¶as¶aban. Ha P szerint van Borda-gy}oztes,
akkor az ¶³gy kapott f P -hez azt rendeli. Ha pedig l¶etezik t¶arsadalmi sorrendi
fÄuggv¶eny, akkor F szok¶asos f -b}ol val¶o konstrukci¶oj¶aval megadhatunk olyat
is, amely Borda-sorrend l¶etez¶ese eset¶en ezt a sorrendet adja.

Amikor l¶etezik anonim ¶es semleges v¶alaszt¶asi fÄuggv¶eny, akkor adhatunk
olyat is, amely Condorcet-gy}oztes l¶etez¶ese eset¶en ezt rendeli a pro¯lhoz. Egy
alternat¶³va Condorcet-gy}oztes, ha az egy¶eni sorrendek alapj¶an minden p¶aros
tÄobbs¶egi szavaz¶asb¶ol minden m¶as alternat¶³v¶aval szemben gy}oztesen kerÄul ki
(Gehrlein { Lepelley, 1998). Ezek alapj¶an, ha egy P pro¯l szerint ai alter-
nat¶³va Condorcet-gy}oztes, akkor a P -hez tartoz¶o § permut¶aci¶ocsoport min-
den elem¶enek ai ¯xpontja. Ez az¶ert van, mert ha ez az alternat¶³va szere-
pelne egy P -t Äonmag¶aba viv}o permut¶aci¶o 1 ciklus¶aban, az azt is jelenten¶e,
hogy a permut¶aci¶o elv¶egz¶ese eset¶en egy m¶asik alternat¶³va kerÄulne a hely¶ebe,
vagyis eredetileg is 2 Condorcet-gy}oztes lett volna, ami nem fordulhat el}o.
Teh¶at Condorcet-gy}oztest tartalmaz¶o pro¯lokhoz nyugodtan rendelheti f a
gy}oztest, m¶³g a tÄobbi pro¯lhoz rendelje p¶eld¶aul a lexikogra¯kus rendez¶es sze-
rinti m¶odszerb}ol ad¶od¶o alternat¶³v¶at. F -et k¶esz¶³tsÄuk ez alapj¶an az f -b}ol.

4 ÄOsszevet¶es az Arrow-t¶etellel

Ha t¶arsadalmi v¶alaszt¶asi fÄuggv¶enyekr}ol besz¶elÄunk, az Arrow-f¶ele lehetetlens¶e-
gi t¶etel megkerÄulhetetlen. ¶Erdemes a k¶et t¶etel felt¶etelrendszer¶et Äosszehasonl¶³-
tani. Az Arrow-t¶etelnek hatalmas irodalma van, rendk¶³vÄul sok kÄulÄonbÄoz}o ki-
mond¶asa ismert. Sz¶amunkra legszimpatikusabb a kÄovetkez}o megfogalmaz¶as
volt, ahol a t¶arsadalmi j¶ol¶eti fÄuggv¶eny ugyan¶ugy sorrendpro¯lokhoz rendel
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egy sorrendet, mint a mi F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyÄunk. De¯ni¶aljunk
el}oszÄor n¶eh¶any fogalmat:

(U) Univerzalit¶as: F t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyt univerz¶alisnak nevezzÄuk,
ha adott N ¶es A alternat¶³vahalmaz eset¶en ¶ertelmez¶esi tartom¶anya az
Äosszes A0 µ A alaphalmaz¶u pro¯lok halmaza.

(P) Pareto-felt¶etel: Azt mondjuk, hogy F teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt, ha
azokhoz a pro¯lokhoz, amelyekben a szerepl}ok mind azonos sorrendet
¶all¶³tanak fel, ezt a sorrendet rendeli.

(I) Irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eg: Azt mondjuk, hogy F tel-
jes¶³ti az irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eget, ha b¶armely P
pro¯l ¶es A0 µ A alternat¶³vahalmaz eset¶en F (P jA0) = F (P )jA0.

(D) Dikt¶atormentess¶eg: Azt mondjuk, hogy i 2 N dikt¶ator F -re n¶ezve, ha
8P eset¶en F (P ) = pi. Ha nincs ilyen i, akkor azt mondjuk, hogy F
dikt¶atormentes.

Az Arrow-t¶etel azt mondja, hogy ha A legal¶abb 3 elem}u, N pedig nemÄures,
v¶eges halmaz, akkor olyan F fÄuggv¶eny, amely a fenti 4 tulajdons¶ag minde-
gyik¶evel rendelkezik, nem l¶etezik (Cassels, 1981).

L¶atsz¶olag a mi k¶et felt¶etelÄunknek semmi kÄoze sincs az Arrow-t¶etelbeli
felt¶etelekhez, de ha egy kicsit jobban v¶egiggondoljuk, a mi technikai jelleg}u
felt¶eteleink nem is esnek olyan t¶avol az Arrow-f¶ele, egyfajta igazs¶agoss¶agot
megkÄovetel}o felt¶etelekt}ol. KÄonnyen l¶atszik, hogy anonimit¶asi felt¶etelÄunk is
kiz¶arja dikt¶ator l¶et¶et. Az anonimit¶ast a dikt¶atormentess¶eg egy sz¶els}os¶eges
er}os¶³t¶es¶enek tekinthetjÄuk, ami nem csak azt mondja, hogy ne legyen 1 kitÄun-
tetett szerepl}o, hanem azt is, hogy minden szerepl}o szavazata ugyanannyit
¶erjen. Az univerzalit¶ast egy anonim ¶es semleges t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶eny
teljes¶³ti, hiszen azt kaptuk, hogy ha M sz¶am¶u alternat¶³va ¶es rÄogz¶³tett N
szerepl}o eset¶en adhatunk sorrendet, akkor enn¶el kevesebb alternat¶³vasz¶am
eset¶en is adhatunk. Az irrelev¶ans alternat¶³v¶akt¶ol val¶o fÄuggetlens¶eget nem
teljes¶³tik a kapott t¶arsadalmi sorrendi fÄuggv¶enyeink. A semlegess¶egfogalom
egy teljesen m¶as oldalr¶ol ragadja meg ugyanezt probl¶em¶at, hiszen azt mondja,
hogy a fontos alternat¶³v¶ak kicser¶el}od¶es¶et}ol igenis fÄuggjÄon az eredm¶eny.

A Pareto-felt¶etelt szint¶en nem kÄoveteltÄuk meg a kiindul¶asn¶al, de vegyÄuk
¶eszre, hogy minden olyan esetben, amikor l¶etezik anonim ¶es semleges sorrendi
fÄuggv¶eny, akkor tal¶alunk olyat is, amelyik teljes¶³ti a Pareto-felt¶etelt. (A
2.7. T¶etel bizony¶³t¶as¶aban haszn¶alt lexikogra¯kus rendez¶essel kapott f -ekb}ol
k¶esz¶³tett F pont ilyen fÄuggv¶eny. Ennek a bel¶at¶as¶ahoz el¶eg arra gondolnunk,
hogy a mindenki ¶altal k-dik helyre sorolt alternat¶³va helyez¶esvektora ¶ugy fog
kin¶ezni, hogy benne a k-dik elem N lesz, az Äosszes tÄobbi pedig 0).
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ANONYMOUS AND NEUTRAL SOCIAL CHOICE FUNCTIONS

In this paper, we prove that there exists an anonymous and neutral social choice
function if and only if M 6=

P
®ini, where M denotes the number of the alterna-

tives, N the number of the agents, ni a divisor of N and ®i 2 IN. Furhermore,
we prove that a social ranking function exists if and only if M is less, than the
least prime divisor of N. As corollary, we show, that in case of existence, there
might be found Borda- or Condorcet-consistent function. Finally, we compare our
assumptions to those used along Arrow's impossibility theorem.
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