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1. Grafok: kapcsolatok és struktirak
nyomaban

Az utébbi évtizedekben egyre fokoz6d6 érdeklédés 6vezi a modern tarsada-
lom Osszetett kapcsol6désat, behalézottsdgat. Ez a kapcsol6déds szamos forméban
jelenik meg: az internet és a vildghalé rohamos fejlédésében, a globalis kommu-
nikaci6 egyszertisodésében, valamint abban a képességben, hogy a hirek és in-
formaciok — akarcsak a jarvanyok és pénziigyi vilsagok — meglep6en gyorsan és
nagy intenzitassal képesek elterjedni a vildgban. Ezek a jelenségek hélézatokat,
0sztonzb eréket és emberek csoportjainak egytittes viselkedését foglaljak maguk-
ban; alapjuk az 6sszekotd kapcesolatok rendszere és az a tény, hogy minden egyes
dontésiink ,belathatatlan” hatassal lehet masok életére is. Ezzel a gondolattal indit
David Easley és Jon Kleinberg Networks, Crowds, and Markets: Reasoning About
a Highly Connected World cimti, 2010-ben megjelent kényve, és prébal belatéast
nytjtani abba, amit az imént belathatatlannak neveztiink (Easley—Kleinberg 2010).

Bar ez a bevezetés nem emliti kozvetleniil a gréf szot, mégis a grafelmélet
lényegére iranyitja a figyelmet, hiszen ez a tudomanyég a grafok — azaz pontok
és az ezeket 6sszekot6 élek altal alkotott struktardk — vizsgalataval foglalkozik.
Réadasul a megfogalmazott gondolatok ma is érvényesek, kiemelve a grafelmélet
megujult jelentéségét a modern tdrsadalomban, és rdémutatva arra, miként kertilt
az elmult évtizedekben a tudomanyos és technologiai érdeklédés kozéppontjaba.

A jelen konyv is ebbdl a gyakorlatorientélt perspektivdbol kozeliti meg a
grafelmélet témakorét: a fogalmak széraz ismertetése helyett valés jelenségek
kontextusaban targyalja azokat, kozvetlen kapcsolatot teremtve a mindennapi élet
és a gyakorlati alkalmazéasok kozott. Ez a megkozelités el6térbe helyezi a grafok
algoritmikajat, vagyis a grafelmélet gyakorlati megvaldsitasat, olyan médszerek-
kel és eljarasokkal, amelyek hatékonyan segitik valés problémék megoldasat gra-
fok alkalmazéasaval. Noha a konyv tobb fejezetében is merit Easley és Kleinberg
(2010) alapmiivébdl, az ott targyalt témakat nemcsak tovédbbi nézépontokkal, j
megfigyelésekkel és alkalmazasokkal gazdagitja, hanem felépitésében is eltér attol:
mas logika mentén szervezi az anyagot, és szdmos olyan kapcsolédo teriiletet is
targyal, amelyek az eredeti mtiben nem kaptak hangstlyt.

Ez a bevezet6 fejezet lefekteti a grafelmélet alapvets fogalmait, és atfogo
képet ad a grafelmélet és a tarsadalmi hal6zatok kozotti kapcsolatrél. A masodik
fejezet az éleket helyezi a kozéppontba mint a grafok kulcselemeit, és bemutatja
a gyenge és erds kapcsolatok jelentségét. A harmadik fejezet a pozitiv és negativ
kapcsolatok vildgéba kalauzol, kiilonos tekintettel a klikk fogalmaéra. A negyedik
fejezetben a figyelem a pontokra és azok tulajdonségaira irdnyul. Az 6todik fejezet
kifejezetten az artikulaciés pontok szerepét vizsgalja. A hatodik fejezet specifikus
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fastruktarédkat targyal, mint példaul a minimalis feszit6fdk és a minimalis utak
fai. A hetedik fejezet sajatos grafokat elemez, ezek bioinformatikai alkalmazasaira
helyezve a hangsulyt. A nyolcadik fejezet a klasszikus folyamproblémakat jarja
koriil, el6készitve a késébb targyalt dramlési jelenségek — informacio- és viselke-
désterjedés — hal6zatokban valé értelmezését. Ezt koveti egy valasztovonal-fejezet,
amely Guardiola Barcelonajanak jatékat vizsgélja hal6zattudomanyi szempontbdl.

A tizedik fejezet a jatékelmélet alapjaiba vezeti be az olvas6t, bemutatva, ho-
gyan értelmezhetdk stratégiai dontések halézatok kontextusaban. A tizenegyedik
fejezet ezeket az elméleti fogalmakat tilteti 4t a gyakorlatba, kiilonos tekintettel a
gazdasagi héldézatokra, példdul parosité piacokra és az eréforras-allokacié kérdé-
seire. A tizenkettedik fejezet az informéaciés hal6zatok stirtijébe repit, kozéppontba
allitva a web strukturalis sajatossagait a keresés, kapcsolddas és fontossag fogal-
maival. Végiil a tizenharmadik fejezet a viselkedés- és informaciéterjedés hélozati
mechanizmusait targyalja, feltarva, hogyan alakulhat ki kollektiv viselkedés vagy
terjedhetnek el otletek a kapcsolatok stirti szovedékében.

1.1. A grafelmélet reneszansza

A grafelmélet torténete Leonhard Euler konigsbergi hidprobléméjahoz vezet-
het6 vissza, amely megalapozta a modern halézatelméletet és a grafok elemzését.
A 18. szazadban sziiletett elmélet az6ta meghatarozé eszkozzé valt a matematikan
tal szdmos tudomanyteriileten. Mig eredetileg elméleti kérdéseket vizsgalt, napja-
inkban a grafelmélet a komplex kapcsolati rendszerek — mint a tarsadalmi halézatok,
a biolégiai folyamatok és az dkoszisztémak — megértésének alapvetd eszkoze lett.

A kozosségimédia-platformok — mint a Facebook, az X (korabban Twitter)
vagy az Instagram — grafmodelleket alkalmaznak a felhasznal6k kapcsolati héléi-
nak elemzésére, és ezek alapjan jelenitenek meg személyre szabott ajanlasokat és
tartalmakat. Ezekben a hal6zatokban a csomépontok felhasznaldkat, az élek pedig
a koztiik 1évé6 kapcesolatokat reprezentaljak (példaként lasd az 1.1. abra bemutatta
egyuttmiikodési grafot). A grafelmélet segitségével olyan fontos kérdésekre adha-
tunk vélaszt, mint a befolyésos felhasznalék azonositasa vagy a kiilonb6z6 halézati
jelenségek (példaul a dezinformacio) terjedésének elemzése. A grafelmélet igy
lehetéséget ad a globalis kommunikaciés mintazatok megértésére és formalésara.

Az orvostudoményban szintén fontos szerepet jatszik a grafelmélet (szemlél-
tetésiil lasd az 1.2. 4brat). A biol6giai hal6zatok elemzése, példaul a génhalézatok
vagy a fehérjekapcsolatok vizsgalata lehet6séget nyujt a betegségek molekuléris
hatterének jobb megértésére. A biologiai rendszerek bonyolult kapcsolati haléi
ugyanis gyakran skélafiiggetlen szerkezetet mutatnak, ami arra utal, hogy bizo-
nyos csomépontok (gének vagy fehérjék) kiemelt szerepet jatszanak. Ezek a kriti-
kus csomépontok megfelels célpontok lehetnek a gyégyszerfejlesztésben, mivel
befolyasoldsuk akar az egész rendszer miikodését megvaltoztathatja.
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1.1. abra. A Sapientia EMTE Matematika-Informatika Tanszék oktatéinak
egytittmiikodési grafja egy adott iddpillanatban. A csticsok szine a nemet,
a szimpla és dupla keret a szakteriiletet (matematika/informatika) jeloli.
Az élek vastagsdga ardnyos a kézdos publikacick szamaval.
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1.2. abra. A Saccharomyces cerevisiae (sorélesztd) fehérje interakciés hdlézata
(STRING Consortium 2025)
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A halézatkutatas masik fontos teriilete a kozlekedési rendszerek optimali-
zalasa. A varosi tomegkozlekedési hélézatok vagy a nemzetkozi 1égi kozlekedési
kapcsolatok grafok segitségével abrazolhatok, ahol a csom6pontok a varosokat vagy
allomasokat, az élek pedig az ezeket 6sszekot6 ttvonalakat jelolik. A grafelmélet
eszkozeivel elemezhetjitk az Gtvonalak hatékonysagat, az esetleges hal6zati hi-
bak (példaul egy jarat kimaradasa) hatasat, valamint optimalizalhatjuk a forgalmi
mintazatokat a hatékonysag és megbizhat6sag novelése érdekében.
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1.3. abra. Miivészeti intézményekhez kapcsolodé milliardos csaladok hélézata.
A csomopontok egyéneket és intézményeket jelolnek. A rézsaszin élek
adomdanyokat, a kék élek kuratériumi tagsdagot, mig a piros élek csaladi
kapcsolatot (milliardosok és hozzatartozoik kézott) reprezentalnak
(Barabdsi-Shekhtman 2023; Barabasi Lab 2025)

Barabasi Albert Laszl6 héalézati elmélete, amely bemutatja a skélafiiggetlen
hélézatok struktarajat, kiillonosen érdekes szinfoltot jelent a grafelmélet modern
alkalmazasai kozott (szemléltetésiil lasd az 1.3. abrat). Barabasi és kutatotarsai
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kimutattak, hogy szdmos valés hal6zat, beleértve az internetet és a sejtbioldgiai
rendszereket is, bizonyos csomépontok koré szervezddik, amelyek jelentés sze-
repet jatszanak a hélézat stabilitasaban és ellenallé képességében. Ez a felismerés
alapvetd fontossagt a nagy rendszerek biztonsagos és hatékony miikodéséhez.

Kijelenthetd, hogy a grafelmélet reneszanszat éli, mivel egyre tobb tudo-
manyteriilet taldlja meg a maga sajatos alkalmazasi lehetéségeit benne. Legyen
sz0 a kozosségi halozatok vizsgalatarol, a betegségek megértésérdl, a kozlekedési
rendszerek optimalizaldsar6l vagy a globalis kommunikéacié modellezésérdl, a
grafelmélet biztos alapot nyajt a komplex rendszerek atfogo elemzéséhez. Euler
oroksége igy nemcsak fennmaradt, hanem napjainkra kritikus fontossaga eszkozzé
valt a tudomany és a technologia tertiletén.

1.2. Hogyan guglizunk?
Grafalgoritmika a Big Data vilagaban

A digitélis korszak adatrobbanasa 4j kihivasok elé allitja az adatfeldolgozés
modszereit: nemcsak az adatok mennyisége novekszik dramai mértékben, hanem
az azok kozotti kapcsolatok is egyre 6sszetettebbé valnak. Ebben a kornyezetben
valnak kiilonosen jelentdssé a grafelmélet algoritmikus vonatkozésai, amelyek
hatékony eszkoztarat kindlnak a mogottes szerkezetek és mintazatok feltarasdhoz.
Legyen sz6 kozosségimédia-hal6zatokrol, tigyfélkapcsolati rendszerekrél vagy a
weboldalakat 6sszekot6 hiperhivatkozasok vildgéarol, a grafok és az ezeket elemz6
algoritmusok segitenek struktarat és 6sszefiiggéseket taldlni az adatok sokasaga-
ban. A grafalgoritmika tehat kulcsszerepet jatszik a Big Data jelenség megértésében,
rendszerezésében és gyakorlati hasznositasaban.

Péld4ul a Google a grafelmélet egyik legismertebb gyakorlati alkalmazasa-
val, a PageRank algoritmussal hozott Gjat a vilagba, amikor 1998-ban elinditotta
keresémotorjat. A PageRank algoritmus arra épiil, hogy a weboldalakat grafként
értelmezi, ahol a csomépontok a weboldalak, az élek pedig a linkek, amelyek a
weboldalakat 6sszekotik. Az algoritmus célja, hogy meghatérozza a weboldalak
relevancidjat azaltal, hogy figyelembe veszi, hany mésik oldal hivatkozik rajuk,
és hogy ezek a hivatkozasok mennyire ,,értékesek”. Minél tobb magas rangt oldal
hivatkozik egy adott oldalra, annél magasabb PageRank-pontszamot kap az oldal,
és annal valdszintibb, hogy a Google taldlatai kozott el6kel6bb helyen jelenik meg.

A Google nevéhez kapcsol6dé egyik érdekes jelenség az angol nyelvben ki-
alakult 4j ige, a ,,to google” (vagyis ,,guglizni”). Ez a kifejezés arra utal, hogy valaki
informaciot keres az interneten, elsésorban a Google keresémotorjdnak haszna-
lataval. Az, hogy a ,,Google” marka neve koznyelvi igévé valt, egyértelmiien mu-
tatja, milyen mélyrehato6 hatast gyakorolt a véallalat és technol6giaja a mindenna-
pi életiinkre. Az emberek szdmara a Google altal biztositott informaciékeresési
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lehet6ségek olyan kozponti szerepet kaptak, hogy maga az informéciészerzés
aktusa is egyet jelentett a Google hasznalataval.

A grafelmélet és a Google altal bevezetett PageRank algoritmus tehat nemcsak
a technoldgiai fejlédésre, hanem a nyelvre és a kultaréra is nagy hatassal volt. Az,
hogy a kapcsolatokon alapulé modellek segitenek a relevans informaciék gyors
megtalalasaban, tovdbba hogy egy keresémotor ilyen globélis szint(i hatést tu-
dott gyakorolni, jol mutatja, milyen nagy szerepe van a grafelméletnek a Big Data
korszakaban. A Google PageRank algoritmusa révén vildgossa vélt, hogy a nagy
adathalmazok kozotti kapcsolatok elemzése Gj perspektivat nyithat a rendszerek
és héalézatok megértésében, és alapvetéen formalhatja a digitélis kor informécio-
kezelési modszereit.

1.2.1. Gréafalgoritmus a futballpalyan

A BBC algoritmusokrél sz616 dokumentumfilmje (BBC 2015) latvanyos médon
mutatja be a PageRank algoritmus miikodését azzal, hogy egy focimeccs jatékosait
elemzi aszerint, milyen gyakran és milyen irdnyba passzoljak egymasnak a labdat
(1.4. abra). A film készit6i egy olyan szitudciét valasztottak, amely konnyen meg-
érthetd a néz6k szamara: ahogy a weboldalak kozott linkek htizédnak, tgy a
focipalyan is kapcsolatok alakulnak ki a jatékosok kozott a passzok révén. Azok
a jatékosok, akik gyakran kapjak a labdat mas, jelentds szerept jatékosoktél, ma-
gasabb ,,PageRank-pontszdmmal” rendelkeznek, mivel a rendszerben kézponti
szerepet toltenek be.

1.4. abra. A Page Rank-algoritmus a focipalyan (BBC 2015)

Ez a megkozelités nemcsak a PageRank alapdtletét teszi szemléletessé, hanem
azt is megmutatja, hogyan alkalmazhat6 az algoritmus a gyakorlatban olyan terii-
leteken, amelyek els6 ranézésre tavolinak tiinhetnek a webes keresés vildgatol. Az
algoritmus képes értékelni a csapatban betoltott szerepeket, igy megmutatja, hogy a
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leginkabb kozponti poziciéban 1évé jatékosok — akiket a legtobb relevéans passz ér —
mekkora hatast gyakorolnak a jaték dinamikéjara. A BBC ezen innovativ szemlél-
tetése ramutat, hogy a PageRank nemcsak a weboldalak rangsorolasaban hasznos,
hanem mas komplex halézatok kézponti elemeinek azonositaséra is alkalmazhat6.

1.3. Grafelméleti alapfogalmak

A kovetkez6kben roviden bemutatjuk a grafelmélet alapvets fogalmait, ame-
lyek a késébbi elemzések megértéséhez elengedhetetlenek.

A graf (iranyitatlan grdf, nem iranyitott graf) egy matematikai struktara, ame-
lyet egy pontokbdl és az ezeket 6sszekotd élekbdl allo halézatként abrazolha-
tunk. Formélisan egy gréaf (G) két halmazbdl 4ll: a pontok halmazabdl (V, az angol
svertex” sz6 nyoman) és az élek halmazabdl (E, ,edge”), amely az éleket a pont-
parokon keresztiil hatarozza meg. Egy él tehat két pont kozotti kapcsolatot vagy
osszekottetést jelképez. A tovabbiakban a pontok szamat n-nel, az élek szamat
pedig m-mel fogjuk jelolni.

— Pont (csomoépont, cstcs): a graf egy alapvetd eleme, amely egy konkrét
objektumot jelképez. Ahogy fennebb maér lathattuk, a pontok lehetnek pél-
daul varosok egy térképen vagy emberek egy kozosségi halézatban. Egy
kozosségi halézatban egy pont egy felhasznalot jelképez, aki kapcsolatban
all mas felhasznalokkal.

— EI: a pontokat 6sszekotd vonal, amely a kozottiik 1év6 kapesolatot vagy vi-
szonyt mutatja meg. Egy kozosségi hadlézatban egy él a baratsagot jelentheti
két felhasznalé kozott.

— Iranyitatlan graf (1.5. abra): az élek nem rendelkeznek irannyal, tehat a
kapcsolat mindkét iranyban egyenértéki. Példaul egy kozlekedési halozat,
ahol az utak kétiranytak, vagyis barmely két varos kozott szabadon lehet
kozlekedni oda-vissza. A szocialis hdlokban a barati kapcsolatokat altaldban
irdnyitatlan graf modellezi, mivel a baratsag jellemzéen kolcsonos kapcsolat:
ha valaki a masik barétja, akkor ez forditva is igaz.

— Iranyitott graf (1.6. abra): az éleknek iranyuk van, ami azt jelenti, hogy egy
pontbdl csak meghatérozott irdnyba lehet eljutni egy mésik pontba. Egy
irdnyitott graf jol abrdzolhatja egy weboldal linkrendszerét, ahol az egyik
oldalrdl at lehet navigalni egy masikra. A szerelmi kapcsolatok modellezé-
sére is elényosebb lehet az irdnyitott graf, mert a val6sagban a romantikus
kapcsolatok gyakran nem teljesen kolcsonosek vagy egyenértéktiek. Az
irdnyitott graf lehet6séget ad a kapcsolatok aszimmetridjanak kifejezésére
(egyoldalt érzelem, kiillonboz6 érzelmi intenzitas, kiillonb6zé kapcsolati
statusz, kezdeményezés irdnya stb.). A tovabbiakban, ha csak grdfot irunk,
akkor az mindig nem irdnyitott grafot jelent.
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1.5. abra. Egy n=7 ponti és m=11 élti iranyitatlan graf: G(VE); V = {1, 2, 3, 4,
5! 6’ 7}; E = {{1’ 2}) {11 3}} {11 4}’ {2! 3}’ {2! 5}’ {35 4}’ {3) 6}1 {4} 5}1 {4’ 7}!
{5, 6}, {6, 7}}
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1.6. abra. Iranyitott graf: G(VE); V=1{1,2,3,4,5, 6, 7}; E ={(1, 2), (1, 3), (2, 1),
(3. 1), (3, 5), (3. 4), (5, 3), (5, 6), (5, 7). (5, 4). (6, 5), (7, 6). (7, 1)}

- Egyszerti grdf: olyan graf, amelyben nincs toébb él ugyanazon két pont ko-
z0tt, és nincsenek hurokélek, vagyis egy pontbél 6nmagéba mutato élek.
Egy osztaly tanul6i kozotti baratsagi halézat egyszeri graf lehet, ahol
minden tanul6 legfeljebb egy éllel (baratsaggal) kapcsolodik egy masik
tanuléhoz.
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— Multigrdf: olyan graf, amely tartalmazhat t6bb élt ugyanazon pontok ko-
zOtt (parhuzamos élek) vagy hurokél(eke)t (kezdépontjuk és végpontjuk
ugyanaz). Példaul egy varos kozlekedési halézata, ahol tobb buszatvonal
is vezethet két dllomas kozott.

— Stilyozott graf (1.7. abra): az élekhez hozza van rendelve egy salyérték, ami
egy adott kapcsolat intenzitédsat vagy koltségét jelképezi. Egy térképen egy-
egy ut hosszat, koltségét vagy idGigényét mutathatja az élhez rendelt sily.

2 _—
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1.7. abra. Sulyozott, iranyitalan graf

— Teljes graf (1.8. dbra): olyan egyszerd graf, amelyben minden egyes cstics
Osszekottetésben van az 0sszes tobbi cstccesal. Ha egy iranyitatlan teljes
grafnak n csticsa van, akkor az éleinek szdma: n(n-1)/2. A teljes grafokat
altaldban K -nel jel6lik, ahol n a csticsok szdma.
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1.8. abra. A K, grdf (6tponti teljes graf)
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— A pdros grdf olyan egyszert graf, amelyben a csticsok halmaza két diszjunkt
részhalmazra oszthaté gy, hogy minden él egyik végpontja az egyik, a ma-
sik végpontja pedig a mésik részhalmazba tartozik. A teljes paros gréafokat
Kp -val szokas jel6lni, ahol p és q a két halmaz elemszama (1.9. dbra). Példa
paros grafra a munkahelyi projektcsapatok rendszere, ahol két elkiiloniilt
csoport van: az alkalmazottak és a projektek. Az élek azok kozott a mun-
kavallal6k és projektek kozott jonnek létre, amelyekben az alkalmazottak
részt vesznek.

1 3

1.9. abra. A K, , grdf (teljes paros grdf)

— Komplementer grdf (1.10. abra): egy adott graf (G) kiegészit6 grafja, amelyet
agy kapunk meg, hogy a graf csticsainak halmaza ugyanaz marad, de azok
az élek, amelyek G-ben vannak, kimaradnak, mig azok, amelyek G-ben
nincsenek, bekeriilnek.

1.10. abra. Komplementer grdfok K -re nézve. A folytonos vonalak képezte grdfra
nézve, a szaggatott vonalak grdfja jelenti a komplementer grafot
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— Részgrdf: a G gréaf részgréfja olyan graf, melynek cstics- és élhalmazai
részhalmazai G-éinek.

— Feszil6 és feszitett részgraf: feszitd részgrafot tigy kapunk, hogy csak éleket
torliink a grafbél (a pontok halmaza ugyanaz marad). Feszitett részgrdf az,
amelyet pontok és a rajuk illeszkedé élek torlésével nyeriink (kizarélag olyan
éleket torliink, amelyek a torolt pontokra illeszkednek). A feszitett részgraf
tehat az adott csticshalmazra ,feszitett” kapcsolatokat foglalja magaban, az
élek teljes halmaza alapjan.

— Két graf akkor izomorf, ha létezik koztilk egy egyértelmii megfeleltetés a
cstcsok kozott, amely meg6rzi az éleket. Kovetkezmény: Az izomorf grafok
szerkezete azonos, bar vizuélisan killonbozének ttinhetnek.

— A klikk olyan részgréfot jelent, amelyben minden cstics 6ssze van kotve min-
den mas csticcsal, azaz teljes részgrafnak tekinthet6 (1.11. abra). A klikkek
jelent6ségét killonosen kiemeli a fogalomnak a szocialis halok tertiletére valé
levetitése, mivel egy olyan szocidlis csoportot reprezentél, amelyben az 6ssze-
tartozas, a lojalitas és gyakran az exkluzivitas jellemz6 a tagok kozott. Ezek a
csoportok a tagjaik szamaéra erds kohéziét biztositanak, mik6zben a kiviilallok
szamdra rendszerint nehezen megkozelithetk vagy elérhet6k maradnak.
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1.11. dbra. Az {1,2,3,4,5} pontok a koztiik futd élekkel egytitt klikket alkotnak

— Fokszdm: egy pontbdl kiindulé élek szdma. Iranyitott graf esetében kiillonb-
séget tesziink a bejové és a kimend élek szdma kozott. A K -ben minden
pont fokszama n-1. Ha egy pont fokszama 0, akkor izoldlt pontnak nevezziik.

— A forrés és a nyel6 fogalma az iranyitott grafok esetében jatszik fontos szere-
pet. Egy grafban forrdsnak neveziink egy olyan csomépontot, amelybdl csak
kimené élek indulnak (nincs bejové éle). Nyeld az a csomépont, amelybe
csak bejové élek vezetnek (nincsenek kimend élei). A szuperforrds egy olyan
csomoépont, amelybdl élek indulnak a graf minden egyéb csomépontja felé.
Szupernyelének neveziink egy olyan csomo6pontot, amelybe minden egyéb
csomoépontbdl élek vezetnek.
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- Ut, vonal, séta: iitnak neveziink egy olyan él-, illetve pontsorozatot, amely
mentén nem ismétlédnek pontok. Ha a kezd6pont egybeesik a végponttal,
akkor korrdl beszéliink. A vonal sajatossaga, hogy élek nem ismétlédnek
rajta. Zart vonalrél beszéltiink akkor, ha a kezdépont megegyezik a végpont-
tal. A séta a pontok és élek egy olyan sorozata, ahol megengedett, hogy egy
pontot vagy élt tobbszor is bejarjunk. Példa korkapcsolatra egy szocialis
héléban: a feleségem unokatestvérének egykori iskolatarsa a testvérem
munkatarsa.

— Egy grafban a legrévidebb 1t két cstics kozott azon ttvonal, amelynek teljes
hossza minimalis. Az Gt hosszét az élstulyok 6sszege adja, silyozatlan graf
esetén pedig az élek szama. A legrovidebb 1t hossza felfoghaté a két cstics
kozotti tavolsdgként. Ha a két cstics azonos, a tdvolsaguk 0. Ha nincs koztiik
Osszekottetés, a tavolsaguk végtelennek tekintendd.

— Zart Euler-vonal: olyan vonal, amely minden élen pontosan egyszer halad
at, és a kiindulasi ponthoz visszatér. Példaul egy postés, aki minden utcaban
pontosan egyszer kézbesit, majd visszatér a kiindulasi pontra, zart Euler-
vonalat jar be. Ha egy grafban van zéart Euler-vonal, akkor Euler-grafnak
nevezziik. A K, Euler-grafnak szamit.

— Hamilton-koér: olyan kor, amely minden pontot pontosan egyszer érint,
majd a kezd6épontban ér véget. Példaul egy turista, aki minden nevezetes-
séget egyszer latogat meg, majd visszatér a szallasdra, Hamilton-kort jar
be. Ha egy grafban van Hamilton-kor, akkor Hamilton-grafnak nevezzik.
A K, Hamilton-grafnak is szamit.

— Osszefiiggdség: egy iranyitatlan graf dsszefiiggd, ha barmely két pont kozott
létezik ut. Egy irdanyitott graf akkor erdsen dsszefiiggd, ha barmely két pont
kozott mindkét irdnyban létezik at. A gréaf kiilonéllé 6sszefiiggd részeit,
amelyek kozott nincs él, dsszefiiggd komponenseknek nevezziik.

— A hid (elvagé él) olyan él egy grafban, amelynek eltavolitasa a graf 6ssze-
fuggdségét megvaltoztatja. Egy hid eltavolitasa utan a graf Gj osszefiiggd
komponensekre esik szét. Az artikuldacios pont (elvagé pont) olyan cstics
egy grafban, amelynek eltavolitédsa (a hozza kapcsol6dé élekkel egytitt) az
eredeti grafot tobb, egymastdl elkiilontilé osszefliggé komponensre bontja.
A hidak és az artikulaciés pontok kritikus szerepet jatszanak a graf 6ssze-
fuggéségében, mivel nélkiiliik a graf ,szétesik”.

— Fa: 6sszefliggd graf, amely nem tartalmaz koroket. A faban barmely két pont
kozott pontosan egy 1t vezet. Ha csak az a feltétel teljesiil, hogy nem tar-
talmaz koroket, akkor erddrdl beszélink. A fa 1-fokszamu éleit leveleknek
is szokas nevezni.

— Feszitd fa: olyan részgraf, amely a graf minden csticsét tartalmazza és fa. Ez
a grafkapcsolatok minimalis halmaza, amely meg6rzi az 6sszefiigg6séget.
— Egy gyokeres fa egy kijelolt csticcsal rendelkezik (a gyokérrel), amelybél

minden mas cstcs elérhet6 egy irdnyitott itvonalon. A gyokeres fa szintjei
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a gyokértdl szamitott tdvolsagot jelolik; a fa magassaga pedig a leghosszabb

ut a gyokeértdl egy levélhez.
Természetesen a grafok algoritmikai elemzése feltételezi azok abrazolasat a szé-
mitégép memoridjaban. Az A fliggelék 1. pontja ehhez nyjt részletes ismertetést.

1.4. A grafok néhany alapveté tulajdonsaga

Alébb felsoroljuk a grafok és fak néhany alapveté tulajdonsagat, amelyek

segitenek megérteni struktarajukat és felhasznélasi lehetéségeiket:

—T,: egy graf minden csticsa fokszamainak 6sszegével kétszer kapjuk meg a
graf éleinek szdméat. Kovetkezmény: egy grafban a paratlan fokszami csa-
csok szama mindig péros.

- T,: egy Osszefiiggd, iranyitatlan graf pontosan akkor rendelkezik zart Euler-
vonallal, ha minden csticsanak fokszama paros. Kovetkezmény: ha egy graf-
nak két paratlan fokszamu cstcsa van, akkor talalhaté benne Euler-vonal,
amely nem zart, hanem a két paratlan fokszdm cstcs kozott halad.

- T,: minden n csticsti faban pontosan n—1 él van. Minden n pontd k kom-
ponenst erdd éleinek szama n—k.

—T,: egy fa, amelyben legalabb egy él van, legalabb két levéllel rendelkezik.

- T, (Cayley-tétel): a kiiléonb6z6 n ponta fak szama n"~>.

Matematikai szempontbdl az 6sszes fenti tulajdonség tételként értelmezhetd.

Itt azonban a tulajdonség kifejezést hasznaljuk, mivel ez a kényv a grafelméleti
fogalmak gyakorlati alkalmazhatéségéara helyezi a hangsulyt, és a grafok algorit-
mikus kezelésére fokuszal, igy inkdbb egy informatikai szemléletet képvisel. Ezt
jol illusztrélja a kovetkezé példa is, amely egy tétel bizonyitdsat tgymond algo-
ritmikus megkozelitéssel mutatja be, és kiemeli annak gyakorlati jelentdségét.

1.4.1. Prufer-kod

A Cayley-tétel bizonyitasa szorosan 0sszefiigg a Priifer-kéd fogalmaval. Ennek
a kédolasi és dekodolasi eljarasnak a bemutatasaval bevezetjiik a grafok algoritmi-
kajanak fogalmat is. A Cayley-tétel megadja, hanyféleképpen kapcsolhaté 6ssze
n személy egy minimélis 6sszefiiggd struktarava, vagyis fava. A Priifer-k6d pedig
fontos eszkozt jelent a kiilonféle grafstruktirak kezelése terén.

A Priifer-k6d egy olyan mddszer, amely lehet6vé teszi, hogy egy n csticsu fat
egy egyedi sorozattal kédoljunk. A Priifer-k6d segit egyszeriien és hatékonyan
reprezentdlni a fak szerkezetét, és minden egyedi Priifer-kéd egyedi fat jelol. Egy
n csucsu fa Pritfer-kédja pontosan n—2 hosszisagi. Az eljaras sordn a leveleket
iterativan eltavolitjuk, és ezzel egyedi kédot hozunk létre. Egy adott Priifer-k6dbél
egyértelmtien rekonstrudlhaté az eredeti fa.



34 m 1. Grafok: kapcsolatok és struktirak nyomaban

\/‘ \ e

" e N

(a) (b)

(e) (g

1.12. abra. Adott 6-pontu fa Priifer-kédjanak generdldsa 4 lépésben: (a)
a kédolando fa; (b) toréljitk az 1-es levelet, leirjuk a 4-est; (c) toroljiik az 2-es
levelet, leirjuk a 4-est; (d) toréljiik a 3-as levelet, leifrjuk a 4-est; (e) toréljitk a 4-es
levelet, leirjuk az 5-0st; (g) a maradék, 2-csomdpontii fa. A kapott kéd: 4,4,4,5.
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Priifer-k6d generélédsa egy fara.

— Kezdetben a kéd iires.

— Valasszuk ki a legkisebb cimkéjti levelet a fabol.

— Adjuk hozz4 a kédhoz azt a csticsot, amelyhez ez a levél kapcsolodik.

— Tavolitsuk el a levelet a fabol.

— Ismételjitk meg a folyamatot, amig csak két cstics marad a fan. Az igy kapott
sorozat a fa Prifer-kddja. (Ha az utolsé élt, azaz levelet is eltavolitanank,
akkor e rdadés lépésben minden n cstcsu fa esetén ugyanazt az n értéket
adnédnk hozza a kéd végéhez, ami nyilvdnval6an nem hordozna relevéns

—A A A
0000
0000
£3 €3 €3 €3
A &AL

1.13. abra. Az dsszes 2-, 3- és 4-pontt fa (Cayley-formula, 2025)

Mivel n*~2 darab n—2 hosszu kéd 1étezik, ezért az n pontt killonboz6 fék sza-
ma ugyanennyi. Az 1.12. dbra a kodolés folyamatat mutatja be egy 5-ponta fara.
Hogy a kapott szamsorozat egy tényleges kéd, abbdl is latszik, hogy egyértelmtien
dekddolhaté. A visszafejtés alapotlete, hogy elemrdl elemre haladva a kédban,
meghatarozzuk, hogy melyik csomépontot vagtuk le az aktualis elemr6l: a legki-
sebb cimkéjtit azok koziil, amelyek nem lettek mér levagva, és amelyekr6l nem
kellett kés6bb levagjunk csomépontot vagy csomoépontokat. Minden igy kapott
csomopontpar a fa egy-egy élét adja meg. Az utolsé él magatol értet6déen adodik.
Ha eléallitjuk az 6sszes n—2 hosszisaga kédot, amelyekben az 1, 2, ..., n sza-
mok szerepelhetnek minden poziciéban, és ezeket dekédoljuk a Prifer-k6doknak
megfeleléen, akkor megkapjuk az 6sszes lehetséges n-ponti fat. Az 1.13. ébra a
2-, 3- és 4-ponta kiillonboz6 fakat mutatja be. Tovabbi implementécids részletek
végett lasd a B fiiggelék 1. pontjat.
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1.5. Euler grafja nem bizonyult eulerinek

A grafelméleti fogalmak bemutatasakor két fontos tipushoz kapcsoltunk ne-
vet: az Euler- és Hamilton-grafokhoz. Ez jol szemlélteti, hogyan nytlnak vissza e
tudomanyteriilet gyokerei a régmiltba, és hogyan taldlkozik itt a malt, a jelen és a
jové. E grafok példaul évszazadok 6ta ismert matematikai kihivasokat képviselnek,
ugyanakkor alapvet6 szerepet jatszanak a modern alkalmazasokban is. A 7. fejezet
ezek mentén vezeti be az olvasét a genetikai kutatasok vildgédba, bemutatva, hogy
a grafelmélet hogyan segiti az innovéciét olyan élvonalbeli teriileteken, mint a
biolégia és az orvostudomany.

Egyel6re egy kis torténelmi kostoloul vizsgaljuk meg a konigsbergi hidprob-
lémaként elhirestlt problémat, amelyet Leonhard Euler a 18. szdzadban vizsgalt
meg, és amely a grafelmélet alapjait fektette le. Konigsberg (ma Kalinyingrad,
Oroszorszéag) varosaban hét hid kototte 6ssze a Pregel foly6 két partjat és két szi-
getét. A lakosokat az a kérdés foglalkoztatta, hogy vajon lehet-e egy olyan sétat
tenni a vérosban, amely sordn minden hidon pontosan egyszer haladnak at, és
visszatérnek kiindulasi pontjukhoz.

1.14. abra. A konigsbergi hidak problémdjanak grafos megkozelitése (Konigsbergi
hidak problémdja, 2025)

Euler a varost és a hidakat graffal modellezte, ahol a csomépontok a véaros-
részeket (a két szigetet és a két partot) jelképezik (1.14. abra). Az élek a hidakat
reprezentéljak, amelyek 6sszekottetést biztositanak a varosrészek kozott. Az igy
kapott graf tulajdonsagainak vizsgalata soran Euler felfedezte, hogy a probléma
megoldésa az élek és a csticsok fokszdmainak elemzését igényli. Euler bebizonyi-
totta, hogy a sz6ban forg6 sétara csak akkor van lehet6ség, ha a graf osszefiiggd,
és minden cstics paros fokszamu (1.4 szakasz, T, tétel).

A konigsbergi graf esetében azonban négy cstcs volt, és mindegyik csticshoz
pératlan szdm él kapcsolodott. Ez azt jelentette, hogy nem létezik olyan ttvonal,
amely minden hidon pontosan egyszer halad &t, és ugyanabba a pontba tér vissza,
ahonnan indult. Mai, grafelméleti nyelvezettel tgy is fogalmazhatnank, hogy az
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Euler altal vizsgalt konigsbergi graf nem tartalmaz zart Euler-vonalat, azaz nem
bizonyult eulerinek.

Ezzel szemben a 7. fejezetben targyalt genomszekvenalasi grafok jellem-
z6en olyan szerkezettiek, hogy teljesiil benniik az Euler-vonal 1étezésének fel-
tétele. Amint latni fogjuk, az Euler-vonal algoritmusa kulcsfontossagi szerepet
jatszik a genom feltérképezésében, mivel hatékonyan képes rekonstruélni a DNS-
szekvenciat az atfedé szakaszokbél. Ez a megkozelités gyorsabb és kezelhet6bb,
mint a Hamilton-at alapt médszerek, és jelentésen noveli a szekvenélas hatékony-
ségéat — ami alapvetd fontossagti a modern biolégiai kutatdsokban.

1.6. Hamilton és az utazé iigynok probléma

A Hamilton-gréf fogalma a 19. szdzadbdl szarmazik, és William Rowan
Hamilton {r matematikus nevéhez kotédik. Hamilton a grafelmélet egyik kulcs-
probléméjaval foglalkozott, amely az tigynevezett Hamilton-kor megtalélésa: olyan
zart at keresése a grafban, amely minden csticsot pontosan egyszer érint, és visz-
szatér a kiindulasi ponthoz.

Hamilton egy ,Icosian” nevii tarsasjatékot alkotott, amely egy huszaros moz-
gast (mint a sakktabla huszarlépése) szimulélt egy dodekaéderen, és amelynek célja
az volt, hogy a jatékos egy zart titvonalat talaljon, amely minden csticsot pontosan
egyszer érint (1.15. dbra). Ez a jaték bemutatta a Hamilton-kor alapgondolatat, és
megalapozta a Hamilton-graf fogalmat.

1.15. abra. A Hamilton alkotta ,,Icosian” jaték (Icosian-game 2025)

A Hamilton-kor fogalma kozvetve az utazo6 tigynok probléma révén valt hi-
ressé. Az utazé tigynok probléma egy optimalizalasi probléma, amelyben egy
keresked6nek minden varost egyszer meg kell latogatnia, és vissza kell térnie a
kiindulasi véarosba, mikézben az it teljes hosszat minimalizalni kell (1.16. abra).
Az utaz6 ugynok probléma tehat nemcsak a Hamilton-kor kovetelményét tartal-
mazza, hanem a legrovidebb ilyen kor keresését is.
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1.16. abra. Az Amerikai Egyesiilt Allamok Gsszefiiggd teriiletén taldlhaté dsszes,
legalabb 500 fés (1998-as adat) varoson dthaladé legrévidebb utazoiigyndk-
utvonal, dsszesen 13 509 telepiiléssel (Browne 2013)

Ez a probléma rendkiviil fontos szerepet jatszik a szdmitastechnikéban és az
optimalizél4dsban, mivel gyorsan megoldhatatlanna valik nagyobb cstcsszamok
esetén — nem véletlentil tartjak az egyik legismertebb és legtanulmanyozottabb
NP-teljes problémanak (lasd lentebb). Az utazé tigynok problémaval kapcsolatos
kutatasok sok fontos eredményt és algoritmust inspiraltak a grafelméletben, a
szamitégépes tudomanyban és a mesterséges intelligenciaban.

1.6.1. Gréafok és algoritmusok bonyolultséga:
a Hamilton-kor mint NP-ttikalauz

Amikor komplex rendszerekrél beszéliink, gyakran jutnak esziinkbe bonyolult
halézatok. Am nemcsak a halézatok lehetnek komplexek, hanem az is, ahogyan
feldolgozzuk Gket — vagyis az 6ket kezeld algoritmusok bonyolultséga is kulcs-
kérdés. A Hamilton-kor probléma kivéalé példa erre a kettésségre: egyszerre szol
egy graf szerkezeti tulajdonsagarél és annak kiszdmithat6sagarol. A kérdés, hogy
létezik-e olyan kor, amely minden csticsot pontosan egyszer érint, elsére artatlan-
nak tinik, mégis az egyik legismertebb NP-teljes problémava valt. Ezen keresztiil
bevezetést nyerhetiink a P, NP, NP-teljes és NP-nehéz fogalmak vildgédba — vagyis
abba, hogy nemcsak az szamit, hogy mit kérdeziink egy hal6zatrél, hanem az is,
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hogy milyen aron tudjuk meg a vélaszt (Garey-Johnson 1979). E négy fogalom
segit megérteni, hogy egy probléma megolddsa mennyire ,.kénny” vagy ,nehéz”
algoritmikusan — és mit is jelent ez valéjaban.

A P osztdlyba azok a problémak tartoznak, amelyekre 1éteznek hatékony, azaz
polinomialis idében miikodé algoritmusok. Ezek a problémak jol , kezelhet6k”,
gyorsan megoldhatok.

Az NP osztdly (azaz: nemdeterminisztikus polinomiélis id6) olyan eldontési
problémakat foglal magaban, amelyekre — ha valaki megad egy jelolt megoldast —
azt gyorsan, polinomidlis id§ alatt ellendrizni tudjuk. Ha példaul valaki bemutat
egy utat, amely minden cstcsot egyszer érint, konnyen leellenérizhetd, hogy
val6ban Hamilton-kor-e.

Az NP-teljes problémak olyan elddntési problémak, amelyek egyrészt az NP
osztalyba tartoznak (vagyis a megoldasaik polinomiélis idében ellenérizhetdk),
masrészt pedig barmely méas NP-probléma polinomialis idében redukélhaté ra-
juk. Ez azt jelenti, hogy ezek a problémék a legnehezebbek az NP osztélyon beliil:
ha egy NP-teljes problémat hatékonyan meg tudunk oldani, akkor az 6sszes NP-
probléma is hatékonyan megoldhat6. Mas széval, ha létezne hatékony algoritmus
egy NP-teljes problémara, akkor az NP osztaly azonos lenne a P osztéllyal, azaz
minden NP-beli probléma polinom idében megoldhat6 lenne.

Az NP-nehéz problémaék olyan problémék, amelyekre minden NP-probléma
polinomialis id6ben redukalhatd, tehat legalabb olyan nehezek, mint az NP osz-
taly barmely problémaja. Ugyanakkor az NP-nehéz problémaknak nem kell az
NP-ben lenniitk — nem feltétel, hogy eldontési problémak legyenek, vagy hogy a
megoldasaik polinomialis idében ellendérizheték legyenek.

A Hamilton-kor probléméanak hdrom alapvet6 véltozata kiillonboztetheté meg
szamitasi nehézség szerint. Az ellendrzési valtozat esetén adott egy graf és egy
kor, és azt kell eldonteni, hogy a megadott kor Hamilton-kor-e; ez a probléma po-
linomialis id6ben megoldhaté, tehat a P osztalyba tartozik. Az eldontési valtozat
arra a kérdésre keresi a vélaszt, hogy létezik-e Hamilton-kor az adott grafban;
ez a probléma NP-teljes, mivel egy lehetséges megoldas gyorsan ellendrizhetd,
de a hatékony megoldhat6sdga nem ismert. A keresési vdltozat célja egy konkrét
Hamilton-kor megtalalasa; ez NP-nehéz, mert legalabb olyan nehéz, mint az NP-
teljes dontési véltozat, és nem feltétlentl tartozik az NP osztalyba, mivel nem
eldontési probléma.

Az algoritmusbonyolultsag talan legmélyebb kérdése, hogy vajon az NP osztély-
ba tartoz6 problémak megoldhaték-e, eldontheték-e hatékonyan — méasként fogal-
mazva: P = NP igaz-e. A Millennium Prize Problems részeként a Clay Mathematics
Institute 2000-ben 1 milli6 dollaros dijat ajanlott fel a P- és NP-kérdés megoldasaért.
A Hamilton-kor probléma szorosan kapcsolddik ehhez: ha valaki talalna egy ha-
tékony, polinomiédlis idej{i algoritmust a Hamilton-kor 1étezésének problémajara,
azzal azt is bizonyitand, hogy P = NP. Ennek kovetkeztében a Hamilton-kor prob-
léma megoldésa nemcsak a grafelméletben, hanem az egész szamitastudoméanyban
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oOriasi attorést jelentene — és a Millennium-probléméak egyikének megoldésaval a
felfedez6je 1 milli6 dollaros dijat nyerne.

E fogalmak tehat nem csupan elméleti jelentéséggel birnak, hanem azt is
meghatarozzak, hogy egy val6s hal6zati probléma esetén milyen mddszerekben
érdemes gondolkodnunk: gyors algoritmusban, kozelit6 eljarasban vagy akér he-
urisztikdban. A Hamilton-kor igy valéban atikalauzzéd vélik — nemcsak a grafok
vildgadban, hanem a szdmitaselmélet rejtett 6svényein is. Tovabbi részletek és egy
kifejez6 dbra végett lasd a (Katai 2008) tankonyv A fiiggelékét.

1.7. Nagy valés grafok

A grafelmélet 20-21. szédzadi alkalmazasa a nagy és 6sszetett hal6zatok elem-
zésének sziikségességét hozta magaval, hiszen napjainkban, ahogy mar utaltunk
is r4, szamos rendszert — a tdrsadalmi hal6zatoktdl a bioldgiai hal6zatokon at az
internet szerkezetéig — rengeteg 6sszekapcsol6dod elem alkot. Az alabbiakban két
meglepé6 tulajdonsagat mutatjuk be a nagy valés grafoknak: a nagy 6sszefiiggd
komponens jelenséget és a kisvilag-tulajdonsagot. A nagy 0sszefiiggé komponens
arra utal, hogy a hél6zat nagy része egyetlen, szorosan kapcsolédo egységet alkot,
mig a kisvildg-tulajdonsag azt jelenti, hogy a hal6zat barmely két pontja kozott
viszonylag kis szam1 lépés van. Ezek a jellemzdk alapvet6ek a komplex halézatok
struktarajanak és miikodésének megértésében, és fontos kovetkezményekkel jarnak
a gyakorlati alkalmazasokra nézve.

1.7.1. Nagy osszefiiggé komponens jelensége

Egy nagy 6sszefiiggé komponens olyan hatalmas, 6sszekapcsolt részhédlézat,
amely az 0sszes cstcs jelentds részét magaban foglalja, gyakran egyméstol tavol
esd, latszolag kiillonall6 csoportokat vagy régidkat 6sszekotve. Példaul egy hipo-
tetikus globélis baratsaghalézatban, bar nem mindenki kapcsolodik kozvetleniil
egyméshoz, a legtobb ember egyetlen nagy komponens része, amely killonb6zé
kultarakat és hatteri embereket kapcsol 6ssze, lefedve ezzel a vilag népességének
jelentds részét.

A nagy 0sszefiiggé komponensekkel rendelkezé hélézatok egyik jellemzéije,
hogy szinte mindig csak egy ilyen komponensiik van, hiszen egyetlen kapcsolat két
nagy csoport kozott elegendé ahhoz, hogy egyesitse ezeket. Ha viszont tobb nagy
komponens tudna egymastol fiiggetleniil kialakulni és hosszu ideig elkiiloniilten
fennmaradni, az esetleges késébbi 6sszekapcsol6dédsuk silyos mellékhatasokkal
jarhat — hiszen ilyenkor hirtelen taldlkoznak olyan rendszerek, amelyek addig
teljesen eltéré fejlédési palyat jartak be, és nem volt idejiik fokozatosan alkalmaz-
kodni egymashoz. Térténelmi példa erre a Kolumbusz el6tti Amerika és az eurédzsi-
ai civilizaciok esete, amelyek sokaig kiilonall6 nagy komponensekként 1éteztek.
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Ezeknek az egyesiilése az eurdpai felfedezések soran dradmai, gyakran katasztrofalis
kovetkezményekkel jart — példaul a betegségek gyors és pusztité terjedése révén.
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1.17. dbra. Romantikus kapcsolatok hdlézata egy amerikai kézépiskoldban
(Bearman—Moody—Stovel 2004)

A nagy 6sszefiiggé komponensek kisebb léptékben is jelentdsek. Egy ameri-
kai kozépiskoldban végzett kutatasban (Bearman—-Moody—Stovel 2004), amely egy
18 hdénapos idgszak alatti romantikus kapcsolatokat vizsgalta, egyetlen nagy kom-
ponens alakult ki, amely szdmos tanul6t kézvetetten 6sszekapcsolt (1.17. abra).
Ennek a struktaranak komoly hatésa lehet a betegségek terjedésére, mivel olyan
diakok is részesei lehetnek egy kiterjedt atviteli lancnak, akiknek csak kevés koz-
vetlen kapcsolatuk volt. A nagy 6sszefiiggé komponensek tehét olyan lathatatlan,
am jelentds tarsadalmi struktarakat alkotnak, amelyek egyéni kapcsolatokbél
épiilnek fel, és valos kovetkezményekkel jarnak hal6zati szinten mind nagyobb,
mind kisebb 1éptékben.

1.7.2. Kisvilag-tulajdonség

A kisvildg-jelenség arra utal, hogy nagy tarsadalmi hal6zatokban meglep6en
rovid ttvonalak kotik 6ssze az embereket, lehet6vé téve, hogy mindossze néhény
kozvetitén keresztil szinte béarki elérhessen bérkit. Ezt a gondolatot a ,,hat 1épés
tavolsag” kifejezés tette hiressé, amely John Guare (1990) azonos cimi szinda-
rabjabol szarmazik. A darab egyik szerepléje szerint ,ezen a bolygéon mindenkit
csak hat masik ember valaszt el egymastdl” — ez a kifejezés ma mar a tarsadalmi
kapcsolatok vildgmeéretli 6sszefonddasanak szimbélumava valt. Megjegyzend6
viszont, hogy ezt a jelenséget Karinthy Frigyes mar legaldbb 61 évvel hamarabb
leirta a Lancszemek cimii novelldjaban (Karinthy 1929).
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A jelenséget el6szor Stanley Milgram és munkatérsai vizsgaltak kisérleti aton
az 1960-as években (Milgram 1967; Travers—Milgram 1969). Mivel nem alltak
rendelkezésére modern héalézati adatok, Milgram egy olyan tanulmanyt készitett,
amelyben véletlenszertien kivalasztott résztvevéket kért meg arra, hogy egy bos-
toni cimzettnek juttassanak el leveleket tigy, hogy azokat kozvetlen ismerdsoknek
adjak tovabb. Meglep6 mddon a sikeresen kézbesitett levelek dtlagos lanchossza
hat volt, igy valt népszer(ivé a ,hat 1épés” elmélete. Bar a kutatasnak voltak kor-
latai, alapvetd felismerést hozott: a tarsadalmi hal6zatok valéban ,kis vilagok”.
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®Tc awpear i.n Topdcs in Graph Theory v HAE}'%IL?I\SH,&\ Hew ¥ork Academv of Sciensas (19791,
1.18. abra. Ronald Graham kézzel rajzolt adbrdja a matematikai egyiittmiikédési
graf egy részletérdl, Erdds Pal koré szerkesztve (Graham 1979)

Azo6ta szamos kiterjedtebb adatfelhasznalasa kutatés igazolta a jelenséget.
Péld4ul a néhai Microsoft Instant Messenger felhasznéléi kozott végzett egyik
tanulmany — amely 240 milli6 embert vizsgalt — kimutatta, hogy a felhasznéal6k
kozotti atlagos tavolsag koriilbeliil 6.6 (Leskovec—Horvitz 2008). Hasonl6 ered-
ményeket kaptak az akadémiai egyiittmitik6dési hal6zatokban is, ahol, példaul,
a matematikusok révid lancokon keresztiil kapcsolédnak a hires Erdés Palhoz,
kialakitva az Ggynevezett ErdGs-szdmot — ezzel megmutatva, hogy a legtobb tudoést
csak néhany lépés vélasztja el egymastol (1.18. dbra) (Graham 1979; Grossman-—
Ion 1995). Mivel Kéasa Zoltannak, a Sapientia EMTE informatikaprofesszoranak
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Erdés-szama 3, a jelen konyv szerzdje e tekintetben 4 1épésre van Erdds Péltél
(1.1. abra).

Bar a kisvilag-jelenséget a modern halézati vizsgalatok mara alaposan do-
kumentaltak, Marvel és munkatérsai (2013) amellett érvelnek, hogy ez a tulaj-
donsag nem volt mindig jellemzé az emberi tarsadalmakra. Ervelésiik szerint a
kisvildg-hatas egy viszonylag tjkori fejlemény, amely csupan az elmalt néhany
szaz év soran alakult ki. Az emberi térténelem tilnyomo részében a tarsadalmi
hélézatok sokkal ,nagyobbak” voltak — azaz az egyének tobbségét hosszu, akar
tobbtucatnyi kapcsolaton &tivel6 lancok vélasztottak el egymastél, ha egyalta-
lan kapcsolédtak. Mindezt, kozvetett modon, a jarvanyok terjedési mintézatai is
alatamasztjak, mivel ezek a betegségek az emberek kozotti kontaktushal6zatokon
keresztil terjednek. Példaul a 14. szdzadi eurdpai pestisjarvany (a fekete halal)
hullamszertien soport végig a kontinensen, ami arra utal, hogy a tavolsagon at-
iveld kapcsolatok rendkiviil ritkdk voltak. Jarvanytani modellek alapjan ilyen
terjedés csak akkor johet létre, ha a tavol él6k kozotti kapesolatok exponencialisan
ritkak, ez pedig hossza lancokat eredményez. Mindez arra utal, hogy a kisvilag-
hatds nem univerzalis és 6rok érvényti, hanem torténetileg és technoldgiailag is
kialakulé tulajdonsag.

Visszatérve a jelenhez, jol lathatd, hogy a kisvilag-strukttra felismerése és
tanulmanyozéasa kiemelten fontos: hiszen ez a halézati jelleg jelentésen felgyorsitja
az informaciok, betegségek és lehetdségek terjedését, és ravilagit a rovid ttvonalak
meghatarozo szerepére — mind az egyéni kapcsolathalékban, mind a tarsadalmi
rendszerek egészében.

1.8. Osszegzés és kitekintés

A grafelmélet napjainkra a modern tudomany és technolégia egyik meghaté-
rozo6 eszkoztarava valt, killonosen az adatelemzés és a hal6zattudomany tertiletén.
E fejezet rovid betekintést nytjtott abba, hogyan segithet a grafelmélet a komplex
rendszerek szerkezetének megértésében és modellezésében. A grafok elemzése
azonban nem csupan elméleti jelentéségti: a Big Data korszakéban a grafelméleti
megkozelitések kulcsszerepet jatszanak az adatok kozotti kapcsolatok feltdraséban,
vizualizéldsaban és értelmezésében.

A kovetkezd fejezetekben mélyebbre meriiliink a grafelmélet gyakorlati alkal-
mazasaiba, bemutatva, hogyan jarulhatnak hozza e fogalmak és algoritmusok a
valos jelenségek elemzéséhez és a problémék hatékony megoldasdhoz. A grafelmé-
let dinamikusan fejl6d6 tudomanyterilet, amely Gjabb és Gjabb lehet6ségeket téar
fel — 4j kapukat nyitva a kutatés, az adatvezérelt dontéshozatal és a technolégiai
innovéacié el6tt. Mindez azt mutatja, hogy a hal6zatok rejtett 6sszefiiggéseinek
feltérképezése nem csupén tudoményos kihivas, hanem egy olyan folyamatosan
fejl6d6 gondolkodasi keret, amely inspirélja és 6sztonzi a jové megoldasait.



2. Fékuszban az élek:
a tarsadalmi kapcsolatok szerkezete
és szerepe a halézatokban

2.1. A Granovetter-kisérlet

Mark Granovetter szociologus egyik hires kisérlete és elmélete a ,,gyenge ko-
tések ereje” (The Strength of Weak Ties) néven valt ismertté, és alapvet6 valtozast
hozott a szociélis hal6zatokrol valé gondolkodédsban (Granovetter 1973, 1974).

Granovetter az 1970-es években kutatta, hogyan terjed az informéaci6 a tarsa-
dalomban, kiillénosen az 4llaskeresés teriiletén. Az volt az alapfelvetése, hogy az
emberek leginkébb a kozvetlen, szoros kapcsolataikon keresztiil szereznek infor-
maciot, példaul a baratok vagy a csalad altal. Ezzel szemben azonban azt talalta,
hogy a gyengébb kapcsolatok, azaz az ismer6sok, munkatarsak vagy akér tavoli
rokonok sokkal hatékonyabb informaci6forrasok lehetnek. Ramutatott, hogy a
szoros kapcsolatok gyakran ugyanazokkal az informaciokkal rendelkeznek, mint
mi magunk. Ezzel szemben a gyenge kapcsolatok més csoportokhoz kotnek, és
ezért Gjabb, masfajta informacidkat tudnak kozvetiteni.

Granovetter f6 megallapitasa az volt, hogy a gyenge kapcsolatok hid szerepet
toltenek be a tarsadalomban. Ezek a kapcsolatok hidat képeznek kiilénboz6 szo-
cidlis csoportok kozott, és lehet6vé teszik az informacié dramlasat a tarsadalmi
hélézatok széles korében. A gyenge kotések nem olyan erdsek érzelmi szempont-
bél, de sokkal hatékonyabbak lehetnek 1j informécidk megszerzésében, mert az
emberek eltér6 tarsadalmi kornyezetekbdél jonnek.

Granovetter kisérlete nagy hatéssal volt a szociolégiai kutatasokra, és az el-
mélete azota szamos mas teriiletre is kiterjedt. Az 6tlet, hogy a gyenge kapcsolatok
jelentds szerepet jatszanak az informéciéaramlasban, tovabbra is fontos szempont
a hélézatkutatdsban, kiilonos tekintettel a hdlézatok dinamikéjanak vizsgalatéra.

2.2. Halézatok dinamikaja

A halézatok dinamikéja a halézatok kialakuldsanak és fejlédésének szabaly-
szerliségeit vizsgalja. A szocialis haldzatok olyan kapcsolatokbdél allnak, amelyeket
emberek, csoportok, szervezetek alkotnak, és ezeket a kapcsolodasokat vizsgéljuk,
amikor megproébaljuk feltarni, hogyan dramlik az informacid, hogyan alakulnak
ki 4j kapcsolatok, és milyen struktirak jonnek létre.

A halézatok dinamikéjaval kapcsolatos néhény fontos kérdés az alabbiak.
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— Hogyan alakulnak ki a héal6zatok? Kezdetben kis csoportok formal6dnak,
majd ezek a csoportok kapcsolédhatnak més csoportokhoz, igy egyre bo-
nyolultabb halézati struktirak jonnek létre. Ez a novekedés lehet véletlen-
szerli vagy szisztematikus, amikor bizonyos csomépontok (emberek vagy
szervezetek) kiemelked6 szerephez jutnak.

— Milyen szabalyszertiségek vezetik a kapcsolatok kialakulasat? Példaul az
emberek hajlamosak kapcsolatba keriilni azokkal, akikkel kozos tulajdon-
sagaik vannak (homofilia, lasd a 4. fejezetet), akik kozeli fizikai vagy tarsa-
dalmi helyzetben vannak, illetve akikkel k6z6s ismerésokkel rendelkeznek.

— Milyen szerepe van a hél6zatoknak az informécio terjedésében? A hal6zatok
szerkezetén keresztiil lehet megérteni az informécié vagy mas eréforrasok
(pl. timogatas, bizalom) terjedését. Szoros kapcsolatok gyors és mélyrehaté
informaciocserét tesznek lehetévé, mig gyenge kapcsolatok Gj informéciokat
hozhatnak be mas csoportokbdl.

—Hogyan véltoznak a halézatok az id6 muldsaval? Az emberek és szerve-
zetek kapcsolatai nem statikusak: Gj kapcsolatok jonnek 1étre, mig masok
megsziinnek. A valtozas dinamikaja kiilonféle tényez6ktol fiigg, példaul a
kapcsolodok kozos érdekeitdl, a tarsadalmi normaktél vagy akér technol6-
giai véltozasoktol (mint a kozosségi média megjelenése).

2.3. Tranzitivitas / Triadikus bezarodas

A halézatok dinamikajaban a triadikus bezarédas (triadic closure) egy alapvet6
mechanizmus. A tranzitivitds vagy triadikus bezdrédds az a jelenség, amely akkor
kovetkezik be, amikor egy haromszogszert kapcsolat alakul ki a héal6zatban: ha
X személy ismeri Y-t és X ismeri Z-t, akkor novekszik az esély arra, hogy Y és Z is
kapcsolatba keriilnek egymassal. Ez az egyszerti, de mélyrehat6 mechanizmus alap-
vetd szerepet jatszik a szocialis halézatok novekedésében és stabilizalasdban. Mig a
gyenge kotések 4j informaciot hozhatnak be tdvolabbi csoportokbdl, addig a triadikus
bezardédas segiti a szocialis hal6zatok belsé kohézidjat. A halézat novekedésével és a
kapcsolatok szorosabbé valasaval egyre tobb ilyen haromszogszer strukttra alakul
ki, ami elGsegiti a csoport stabilitdsat és az informéaciok gyors terjedését.

Legalabb harom tényez6 jarul hozz4 a triadikus bezarodas jelenségéhez (azon
talmenden, hogy ha van egy kozos ismerdsiink, akkor ez mar 6nmagéban is meg-
teremti a talalkozas és a kapcsolatfelvétel lehet8ségét):

— Szocialis nyomas: Ha két ember kozos ismerdssel/baréttal rendelkezik, egy
id6 utan erésodhet a nyomas, hogy kapcsolatba l1épjenek egymaéssal. Ez egy-
fajta szocialis egyenstlyt teremt, hiszen mindkét fél szamara kényelmesebb,
ha k6zos baratjuk révén ,,egymasra talalnak”. A harmadik fejezet foglalkozik
a ,barataim ellenségek” jelenséggel és mas rokon szituacidkkal is.
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- Bizalom: A triadikus bezarédas segithet a bizalom kialakitasdban. Ha két
ember kozos ismeréson keresztiil ismeri egymast, nagyobb a valdszintisé-
ge, hogy megbiznak egymasban, hiszen az ismerds k6zos kapcsolata révén
sellenérizhetik” egymast.

— Kolcsonos érdekek: Gyakran a triadikus bezar6désnak az is az oka, hogy az
emberek hajlamosak kozos érdeklédési korok alapjan kapcsolatba l1épni,
ktilénosen, ha kozos ismerdseik hasonlé dolgokkal foglalkoznak.

A triadikus bezérodas fontos tarsadalmi jelenség, amely tobb szempontbdl is
jelentds hatassal van a halézatok miikodésére. ElGsegiti a kozosségek kialakulésat,
mivel az egymassal haromszogszertien 6sszekapcsol6édé emberek szorosabb, eré-
sebb csoportokat alkothatnak, amelyeket tobb kapcsolat is 6sszetart. Ez a jelenség
emellett gyorsitja az informaci6 terjedését is, hiszen ha a hél6zat tagjai kozvetleniil
is ismerik egymadst, az informécié atja révidebbé valik, és hatékonyabban jut el
egyik pontbol a masikba. Tovabbé a triadikus bezarédas a kapcsolatok stabilita-
st is noveli, mivel a haromszogek csokkentik annak esélyét, hogy a kapcsolatok
gyorsan megszakadjanak, igy erésebb és tart6sabb halézatok jonnek létre.

Kijelenthet6 tehét, hogy 0sszességében a hédl6zatok dinamikaja és a triadikus
bezarodés egymasra épiild jelenségek, amelyek segitenek megérteni, hogyan forma-
l6dnak és fejlédnek a szocialis halézatok, valamint hogyan alakulnak ki erés és gyen-
ge kapcsolatok (14sd lentebb), amelyek formaljak a modern tarsadalom szerkezetét.

2.4. Csomosodasi egyiitthato

A csomdsoddsi egyiitthaté (angolul clustering coefficient) a hél6zatelmélet
egyik fontos mérdszama, amely azt mutatja meg, hogy egy adott hal6zatban vagy
csomoépont kornyezetében mennyire vannak a kapcsolatok ,,csomésodva” — vagyis
mennyire hajlamosak a csomépont szomszédjai egymassal is kapcsolatba keriilni.
Ez a mér6szam a szociélis hal6zatokban jél hasznalhat6 arra, hogy leirjuk, milyen
mértékben zarulnak haromszog alaku struktarak (mint a triadikus bezarédas), és
mennyire ,,strd” a hidlézat egy adott részén beliil.

A csomésodasi egytitthatot két szinten szokas meghatarozni: globélisan (az
egész halézatra vonatkozdan), illetve lokélisan (egy-egy csomopont szintjén). A glo-
balis csomésodasi egytitthato azt fejezi ki, hogy a hélézatban el6fordul6 tripletek
—azaz haromcstcsu struktardk, amelyek legalabb két élt tartalmaznak — mekkora
hényada alkot tényleges hdromszoget. Mivel minden haromszog harom kiillonb6z6
tripletet foglal magaban (mindegyik cstcsra nézve egyet), a haromszogek szamat
héromszorosan kell figyelembe venni a mutaté kiszdmitasakor.

A lokalis csom6sodési egytitthat6 egy adott csomdépontra nézve azt jelzi, hogy
az adott csomépont szomszédjai mennyire kapcsolédnak egymashoz. Tegyiik fel,
hogy van egy X csomépontunk, és ennek k szomszédja van. A lokélis csomdsodasi
egytitthat6 azt mutatja meg, hogy a lehetséges k(k—1)/2 kapcsolatbdl (k csomdpont
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koziil ennyi kiilonb6z6 par vélaszthatd) ténylegesen hany kapcsolat 1étezik a cso-
moépont szomszédjai kozott. Mivel gy definidljuk, hogy a tényleges kapcsolatok
szamat osztjuk a lehetséges kapcsolatok szamaval, a lokalis csomoésodasi egytitt-
hat6 azt is kifejezi, hogy mekkora a val6szintisége annak, hogy X két szomszédja
egymassal is kapcsolatban 4ll, tehat baratai egymasnak is. Ez az érték 0 és 1 kozott
mozog: a 0 azt jelenti, hogy a szomszédok kozott nincs kapcsolat, mig az 1 azt
jelzi, hogy az 6sszes szomszéd egyméssal is 6sszekottetésben all (1asd a 2.1. abrét).

A csomosodasi egyiitthat6 segitségével megérthetjiik, mennyire ,,szorosan
kapcsol6dik” egy hal6zat. Ha egy halézatban magas a globélis csomésodasi egytitt-
hat6, akkor az azt jelenti, hogy sok haromszog alaka kapcsolat taldlhat6 benne,
azaz az emberek kozotti kapcsolatok nagyon szorosak, és sok ,barat baratja is ba-
rat” kapcsolat létezik. Ez jellemz6 lehet példaul kozosségekre, barati tarsasagokra
vagy kollégak szoros munkacsoportjaira.

Ezzel szemben egy alacsony csomdsodasi egyiitthat6ja hal6zatban a kapcsola-
tok inkabb szétszértak, és az emberek kevesebb kézos kapcsolattal rendelkeznek.
Az ilyen hal6zatokban kevesebb haromszog alakt kapcsolat van, és inkabb gyen-
ge kotések uralkodnak, amelyek Granovetter elmélete szerint az 1j informéaciok
bearamlasat segithetik.

2.1. abra. A két graf ugyanazt a hdlézatot mutatja be két kiilonbozd
iddpillanatban. A jobb oldali abran tj kapcsolatok jelentek meg, a vastagitott
élek triadikus bezardédas nyoman, a szaggatott pedig valamilyen mds okbdl.
A bal oldali allapotban az E pont csomdsoddsi egytitthatéja 1/6, mert négy
bardtja (B,D,G,F) kozétt 6 kapcsolat létezhetne (B-D,B-G,B-ED-G,D-EG-F),
de ezek kéziil csak 1 jott létre, a G-F A jobb oldali dllapotban az E pont
csomdsoddasi egytitthatéja 3/6-ra ndtt.

A csomésodasi egyutthaté szorosan kapcsolddik a triadikus bezérédéshoz,
mivel mindkettd azt vizsgédlja, hogy mennyire hajlamosak a kapcsolatok harom-
szogszertien lezarodni. Egy magas csomdsodasi egyiitthat6ja hal6zatban nagyobb
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a triadikus bezarédés valészintisége, ami azt jelenti, hogy az emberek jobban
osszekapcsolodnak egymassal, és erGsebb kozosségi szerkezetek alakulnak ki.

2.5. Hid, lokalis hid, majdnem lokalis hid

A szocialis halézatok vizsgélata soran a hid, lokalis hid és majdnem lokélis
hid fogalmak arra vonatkoznak, hogy egy-egy kapcsolat hogyan koti 6ssze a halé-
kapcsolatok funkciéjat segitenek megérteni, kiilénosen az informacié dramlasa,
a kozvetités és a befolyas szempontjabol.

A hid (bridge) egy olyan él (kapcsolat) a hdl6zatban, amely két olyan csom6-
pontot (személyt) kot 6ssze, amelyek kiilonb6z6 csoportokhoz vagy kozosségek-
hez tartoznak, és a hidon kiviil nincs alternativ Gt. Ez azt jelenti, hogy ha a hid
megszlinne, az érintett két csoport kozott nem lenne kapcsolat. A hid tehét egy
egyediilallo és potolhatatlan kapcsolat, amely egyesiti a kiillonb6z6 hélézati ré-
szeket. (Az A fiiggelék 4. pontja algoritmikai részleteket k6zol arrél, hogy miként
azonosithatok be hatékonyan egy gréaf hidjai.)

Mivel a valds halozatokban ritkak az ,,abszolat hidak”, bevezették a lokalis hid
fogalmat. A lokdlis hid (local bridge) egy olyan kapcsolat két csomoépont kozott,
amelynek torlésével legaldbb kett6 vagy tobb él tavolségra keriilnének egymastél
az érintett cscomépontok. Egy ilyen kapcsolat hidnyaban ugyan lenne alternativ tt,
de az hosszabb lenne, és ez lassitana az informéaci6 terjedését vagy bonyolultabba
tenné a hélézat miikodését.

Ide kapcsolédik a fesztavolsdg mint mérészam. A fesztdvolsdg (span) fogal-
ma a szocialis hal6zatokban egy él fontossagat méri abbdl a szempontbdl, hogy
mennyire lenne hosszabb a hélézatban 1év6 legrovidebb 1t két csomépont kozott,
ha az adott élt eltavolitanank. A hidak fesztavolsédga végtelen, a lokélis hidaké
pedig nagyobb, mint 2. Altalaban a kis fesztavolsag azt jelzi, hogy a kapcsolat nem
az informécié dramlésan. Nagy fesztavolsag esetén viszont kijelenthetd, hogy a
kapcsolat fontos kozvetit6 szerepet tolt be, mivel mas utak 1ényegesen hosszabbak
vagy nehezen elérhetdk.

A lokalis hid és a triadikus bezar6das ,ellentétes fogalmak” a szocialis ha-
l6zatok szerkezetében abban az értelemben, hogy eltéré dinamikakat titkroznek
a kapcsolatok létrejotte és fenntartdsa szempontjabél. A lokalis hid a kiilonéllé
csoportokat 6sszekot6 ,ritka kapcesolat”, és azt feltételezi, hogy nincs kézos szom-
széd a két érintett csomépont kozott. Ezzel szemben a triadikus bezarédas kozos
szomszédokra épit, és azt feltételezi, hogy két csomopont hajlamos kapcsolatba
lépni, ha van egy kozos ismerdsiik. Ez a lokalis hidak kialakulasa ellen hat, hiszen
egy lokélis hid létezése éppen arra utal, hogy nincs triadikus bezéar6das.
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(b)

(c)
2.2. abra. Az (a) abran az E-D él hid, a (b)-n viszont lokdlis hid, amelynek
fesztavolsdga 4. A (c) dbran az E-I é] majdnem lokalis hidnak szamit, hiszen

szomszédsdg-dtfedési foka 1/6 (a végpontjainak egyiitt 6 szomszédjuk van, de
ezek koziil csupdn 1 kézds, a G pont).

Mivel sok valés héalézatban a lokalis hidak is kevesek, ezért a kutaték defi-
niédltak egy tovabbi, rokon fogalmat, a majdnem lokélis hid fogalméat. A majdnem

lokdlis hid (almost local bridge) olyan kapcsolat, amely két csoport vagy személy
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kozott huzédik, és bar nem teljesen hid vagy lokélis hid, mégis kulcsfontossaga
az informaci6 aramlasaban és a kapcsolati stirtiség csokkentésében. A majdnem
lokalis hid 1étezéséhez az kell, hogy az adott kapcsolat megsziinése esetén a két
csoport kozott még elérhetd legyen masik ut, de az lényegesen hosszabb vagy
kevésbé hatékony lenne.

E fogalomhoz kapcsolédéan is létezik egy mérészam, a ,,szomszédsagatfedési
fok”. Az él szomszédsdg-atfedési foka (neighborhood overlap) egy szocialis halé-
zatban azt méri, hogy két, egy adott él altal 6sszekotott csomépont kozos ismerd-
seinek ardnya mennyire nagy a két csomépont 6sszes szomszédjahoz képest. Ezzel
a mutatéval azt lehet megvizsgalni, hogy a két csomépont milyen mértékben osz-
tozik a kapcsolataikon, vagyis mennyire szoros és koherens a kapcsolati hal6juk.

Az él szomszédséag-atfedési foka a kovetkezéképpen szdmithat6 ki két cso-
mopont, mondjuk A és B esetén, amelyeket egy él (A,B) dsszekot: IN(A)NN(B)| /
IN(A)UN(B)|—2, ahol N(A) az A szomszédjainak halmaza, N(B) a B szomszédjainak
halmaza, IN(A)NN(B)| a kozos szomszédok szama és IN(A)UN(B)|—2 az A és B 6sszes
szomszédja, kivéve magukat. Az osztalyozo értéke 0 lesz, ha nincs k6zos szom-
széd, azaz A és B kapcsolata gyenge vagy kevésbé integralt a kozos hal6zatukba.
Az érték 1 lesz, ha az 6sszes szomszédjuk kozos, ami azt jelenti, hogy A és B na-
gyon szorosan integralt ugyanazon kozosségbe vagy csoportba. A hidak és lokalis
hidak szomszédsagatfedési foka nyilvan 0, a majdnem lokélis hidaké pedig kicsi.

Osszefoglalasként: a hid egy olyan kapcsolat, amely nélkiil a hdlézat két része
szétvalna, potolhatatlan kozvetitd szereppel bir; a lokalis hid ugyan nem szétva-
laszt6, de az adott két pont kozott az egyetlen ,,gyors kapcsolat”; a majdnem lokalis
hid egy adott csoport két részét koti 6ssze, és bar nem egyediilallé vagy nélkiiloz-
hetetlen, megsztinése hosszabb, kevésbé hatékony kapcsolatokat eredményezne.
Mindhédrom fogalom kulcsszerepet jatszik a halézat elemzésében, kiilondsen az
informécid, a befolyés és a kapcsolati dinamika szempontjab6l. Ahogy késébb
latni fogjuk, az ilyen hidak az innovaci6, a tudas és az eréforrasok terjedésében
is kritikusak lehetnek, mivel az eltéré csoportok kozotti kapcsolatokat biztositjak.

2.6. Erés triadikus bezarodas

Az eddigi elemzésiink soran, bar hasznaltuk a ,barat” és ,ismerés” fogalma-
kat, a grafelmélet szempontjabél mégis silyozatlan, irdnyitatlan grafokkal foglal-
koztunk. Vagyis két pont kozott vagy volt kapcsolat, vagy nem. Most azonban,
0sszhangban Granovetter kutatasaival, silyozzuk a graf éleit, azaz a hélézati
kapcsolatokat gyenge vagy erds kotések szerint kiillonboztetjilkk meg.

— Erds kapcsolatok: ezek altaldban barati vagy szoros csaladi viszonyok, ahol

a kapcsolatok gyakoriak, intenzivek és érzelmileg fontosak. Az ilyen kap-
csolatok mély kotédést és tobb interakciét takarnak.
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— Gyenge kapcsolatok: az ismer6sokhoz flizé6dé kotelékek, amelyek ritkabb
interakciokon alapulnak, és kevésbé intenzivek. Ahogy mar utaltunk ra,
béar érzelmileg tavolibbak, a gyenge kapcsolatok mégis rendkiviil fontosak
a kiillonboz6 tarsadalmi csoportok kozotti 6sszekotésben.

Ebben az ¢sszefiiggésben bevezetjiik az erds triadikus bezdrédds (strong tria-
dic closure) fogalmat, amely a triadikus bezarédas egyik sajétos formaja. Az erés
triadikus bezar6das elve kimondja, hogy ha valakinek van két erés kapcsolata
(példaul két baratja), akkor nagy valészintiséggel ezek a baratok is legalabb isme-
r6sok lesznek egymassal (2.3. dbra). Ennek oka, hogy az erds kotések gyakrabban
eredményeznek kozos ismerdsoket, mivel az érintett felek gyakrabban talalkoznak,
tobb interakcié zajlik kozottiik, és nagyobb az érzelmi kozelség.
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2.3. abra. Példahdalézat, amelyben érvényesiil az erds triadikus bezarddas elve.
Minden olyan pontra, amelyhez két bardti kapcsolat (s — az angol strong
alapjan) tartozik, igaz, hogy a két barat egymassal legaldbb ismeretségben dall
(w — az angol weak alapjan).

Egy fontos kovetkezmény: ha elfogadjuk az erds triadikus bezarédas elvét,
akkor az a személy, akinek van legalédbb két erés kotése (példaul az E pont a 2.3. ab-
ran), gyenge kapcsolatokon keresztiil kapcsolédhat olyan tarsadalmi csoportokhoz
vagy személyekhez, amelyek j informéciéforrasokat jelenthetnek szaméra. Més
szoval, az ilyen egyének hidjai gyenge kotések (az E-D él a 2.3. dbran), amelyek
az eltér6 csoportok kozotti informaciéaramlést segitik eld.
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2.7. Gyenge/erds kotések fogalmanak altalanositasa

A korabbi megkdozelitésiink éles hatarvonalat htizott a halézatban a kapcso-
latok erdssége tekintetében: minden él vagy erds, vagy gyenge kapcsolatként volt
definidlva. Ahogyan azonban a valds, nagy léptékt adatok elemzéséhez bevezettiik
a ,majdnem lokélis hid” fogalmat, sziikséges lehet ugyanezt az atmenetességet
alkalmazni az élek eréssége esetében is, fokozatosabb megkozelitést kinédlva.

Példaként emlitheté Onnela és munkatarsai (2007) 4tfogé tanulménya, amely
egy mobilszolgaltaté altal fenntartott , ki kivel beszél” hal6zatot vizsgélt, lefedve
egy orszagos populacié mintegy 20%-at. A hal6zatban a csomdépontok mobilte-
lefon-hasznalékat képviseltek, és két csomoépont kozott akkor jott létre él, ha a
18 hetes megfigyelési id6szak alatt mindkét irdnyban telefonhivast bonyolitottak
le. Az él er6sségét numerikus értékként hataroztak meg, ami a két végpont kozott
hivéssal eltoltott 6sszes percet jeloli. Hasznos lehet tovabba az éleket kapcsolatuk
erdssége szerint sorba rendezni, igy egy adott él esetében meghatarozhatjuk, hogy
hényadik percentilisbe esik az erésség szerinti rangsorban.

A vizsgalat jelentésége abban rejlik, hogy a mobiltelefonokat ebben a popu-
laciéban jellemzéen személyes kommunikaciora hasznaltdk, nem tizleti célokra,
és a kozponti cimjegyzék hianya miatt a telefonszamokat tobbnyire mar egymast
ismeré emberek cserélték ki. Igy a héalézat realis mintavételeként értelmezheté
az adott orszag tarsadalmi hal6zatanak beszélgetéseire vonatkozdan. Tovabba, az
adatok olyan éltalanos szerkezeti jellemzdket mutattak, amelyek a nagy tarsadalmi
hélézatokra jellemzGéek, beleértve az 6rids komponenst is — egy 6sszefiiggd hals-
zati részt, amely a hal6zat legtobb egyedét (ebben az esetben 84%-at) tartalmazza.

A kutaték azt is vizsgaltédk, hogyan viselkedik a hal6zat, ha az éleket eltavolit-
jak. El6szor a legerdsebb kotések torlésével kezdték, és haladtak a gyengébbek felé.
Ez alatt az érias komponens fokozatosan zsugorodott, ahogy a csomépontok kozotti
kapcsolatok megsztintek. Ezutan ugyanezt a folyamatot a leggyengébb kotések el-
tavolitasaval kezdték, és ekkor azt tapasztaltdk, hogy az 6rias komponens sokkal
gyorsabban zsugorodott, és a maradvényai hirtelen estek szét, amikor egy kritikus
mennyiségl gyenge kapcsolatot eltavolitottak. Ez a megfigyelés alatamasztja, hogy
a gyenge kotések adjék az alapvetd szerkezeti kapcsolatot, amelyek 6sszetartjak
a kiilonboz6 kozosségeket, és megérzik az 6rias komponens globalis szerkezetét.

Az elemzés tovabba igazolta azt is, hogy minél kisebb silya van egy élnek,
annal kisebb a szomszédsagi atfedése, azaz a ,,majdnem lokélis hidak” tavoli is-
merdsok kozotti kapcsolatokat képviselnek.

2.8. Kohézios toke és hidépité téke

A tarsadalmi téke két alapvet6 tipusa, a kohézids vagy dsszetarté téke
(bonding capital) és a hidépité vagy kapcsolatteremtd téke (bridging capital),
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meghatarozé szerepet jatszik a halézatban elfoglalt pozici6ink és kapcsolati
struktardink értékében.

A kohézids téke a mély, erds kapcsolatokra épiil, amelyek szoros kotédést
biztositanak egy kozosségen vagy csoporton belil. Ezek az erés kapcsolatok gyak-
ran kozeli baratokhoz vagy csaladtagokhoz kotédnek, és a gyakori interakciok,
valamint az érzelmi kozelség jellemzik 6ket. A kohézids téke erdsiti a csoport
osszefon6désat, mivel ezek a kapcsolatok nagyobb bizalmat és kolcsonos tdmo-
gatast eredményeznek.

Ezeket az erds kapcsolatokat dltaldban magas bedgyazottsdgi fok jellemzi.
A beédgyazottsag egy él kozos szomszédjainak szamabdl ad6dik (megegyezik a
szomszédségatfedési fok szamlal6javal): minél tobb kozos ismerdsiik van az él
két végpontjanak, annal nagyobb a bedgyazottsagi foka. Magas bedgyazottsagi
foka élek erésen bedgyazott kapcsolatokra utalnak, amelyek szilard alapot biz-
tositanak a bizalomra és a biztonsagos egytuittmtikodésre. Az ilyen kapcsolatok
er6sitik a csoport normadit és szabélyait, hozzajarulva a megbizhatésaghoz és az
egytttmiikodéshez.

2.4. abra. A K pont a piros kapcsolatai révén jelentds kohézios tékével
rendelkezik, mig a P pont — a szaggatott vonalakkal jel6lt hidjai révén — jelentds
hidépitd tékével

A hidépité téke ezzel szemben gyenge kapcsolatokon alapul, amelyek kiillon-
boz6 kozosségeket kotnek ossze. Ezek a kapcsolatok kevésbé intenzivek, viszont
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rendkivil fontosak, mivel kiillonallé csoportokat kapcsolnak 6ssze, és Gj informéci-
okat, lehet6ségeket kindlnak. A hidépit6 téke révén lehetdség nyilik 4j 6tletekhez,
kiilonboz6 tarsadalmi csoportok nézépontjaihoz és forrasaihoz valé hozzaférésre,
amelyek az egyén szdmara innovacios elényoket biztositanak.

Ahogy a neve is utal ra, a hidak kiilonosen fontosak a hidépité téke szempont-
jabol, mivel két kiilonbozd kozosséget kapcsolnak 6ssze tigy, hogy az él két vég-
pontjdnak nincsenek kozds szomszédjai. Az ilyen élek bedgyazottsagi foka nulla,
hiszen nincs atfedés a végpontok kapcsolati héléi kozott. Az ilyen helyzetekben
a végpontok strukturélis lyukat toltenek be, és az egyén, aki hid szerepet jatszik,
elényos helyzetbe keriil, mert 6 szabédlyozza az informacié dramlasat a csoportok
kozott. Ezaltal hozzaférése van tobb informaciéforrashoz, ami fokozott kreativitast
és kontrollt biztosit szamara a kapcsolati hal6zataban.

A halé6zati poziciék szempontjadb6l mindkét téketipus fontosnak szamit: a ko-
héziés t6ke erdsiti a csoport egybefonddasét, noveli a bizalmat és a stabilitést a
szoros kapcsolatok révén; a hidépit6 téke pedig szélesebb latokort és 4j lehetdsé-
geket nyujt, mivel killonb6z6 csoportokat kapcsol 6ssze, és igy 1j informaciofor-
rasokhoz nytjt hozzéaférést.

Az egyénnek hasznos mindkét téketipusra épitenie: a kohéziés téke tdmo-
gatast és biztonsdgot nytjt a kozvetlen kapcsolatokon keresztiil, mig a hidépité
téke révén az egyén hozzaférhet 4j informécidkhoz és lehetéségekhez, amelyeket
a kiilonallo kozosségek kozotti hidak biztositanak. Az optimaélis pozici6 elérése
érdekében fontos, hogy az egyén tudatosan megévja hid szerepét a tilzott triadi-
kus bezarédéasoktol, amelyek csokkentenék a kapcsolati héldja altali hozzaférés
elényeit.

2.9. Grafok particionalasa

Egy graf particionalasa alatt azt értjiik, hogy a graf csticshalmazat felosztjuk
nem atfed6 részhalmazokra (particiékra) bizonyos célok vagy feltételek szerint.
A grafok particionalasa és a gyengén 6sszekotott gocok azonositasa fontos prob-
léma a hal6zatelemzésben, hiszen gyakran az a cél, hogy egy komplex hal6zatot
kisebb, jol elkiilonithetd részekre bontsunk. Ilyen feladat példaul a kozosségek
keresése szocidlis hal6kban vagy biolégiai hal6zatok moduljainak azonositasa
stb. Az ilyen struktirak feltarasara gyakran nem elegendé csupén a hidak vagy
lokélis hidak eltavolitasa, mivel ezek egyrészt ritkak a nagy, valés hal6zatokban,
masrészt a grafok szerkezete gyakran Gsszetettebb, és ezek az egyszeri beavatko-
zasok nem feltétlentil fedik fel a mélyebb alstrukturakat (2.5. abra). Arnyaltabb
moédszerekre van sziikség, amelyek jobban figyelembe veszik a hal6zaton beliili
kapcsolatok fontosségat.
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2.5. abra. Egy halézat akkor is mutathat szorosan dsszetartozo régiokat,
ha nincsenek benne hidak vagy lokdlis hidak, amelyek mentén szét lehetne
valasztani.

2.9.1. Elkozpontisag és forgalom

Az élkozpontiisdg (edge betweenness) olyan mérdszam, amely azt fejezi ki,
hogy egy adott él mennyire fontos a halézat killonbo6zé részei kozotti kapcsolatok
fenntartasdban. Ennek kiszdmitasdhoz a forgalom (fluxus, traffic) fogalméra épi-
tank, amelyet a hal6zat két pontja kozott a kovetkezéképpen definidalunk:

— két pont kozotti forgalom alapértelmezés szerint 1 egység, és az élszamban

legrovidebb utakon ,,aramlik”;

— ha a két pont kozott tobb legrovidebb tt 1étezik (mondjuk k darab), akkor a

forgalom egyenletesen oszlik el a legrévidebb utak kozott, igy minden tton
1/k forgalom halad at.

Az élkozpontisag egy adott él esetén az 0sszes legrovidebb 1t forgalmanak
Osszegét jelenti, amely athalad ezen az élen (2.6.a. 4bra). Vagyis ha sok legrovi-
debb 1t halad at egy élen, akkor annak az élnek nagy az élkozpontusagi értéke.
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25=5%5 G H K

(b)
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(c)
2.6. abra. (a) Az {A,B,C,D,E} és {G,H,L],K} 5-elemiti ponthalmazok

55 pontparja kozétti legrovidebb utak mindegyike dthalad az E-G élen, ezért
ennek élkozpontisagi értéke 25. Az E-F élen az {A,B,C,D,E} halmaz elemei és az
F pont kozotti legrovidebb utak haladnak dt, ezért ennek élkézpontiisagi értéke
5%1=5. Hasonlo a helyzet az F-G él esetében is. (b) Az itt lahaté 30-as értékekhez

gy is eljuthatunk, hogy figvelembe vessziik, hogy az E-F él eltdvolitdsa
nyomdan, az eredetileg ezen dthaladé forgalom dtiranyitodik az E-F-G szakaszra.
(c) A Girvan—Newman-féle particiondldasi algoritmus (lasd lentebb) alkalmazasa
eredményezte komponensek (két 1épés utdn).

2.9.2. Girvan—-Newman-moédszer

A Girvan—Newman-moédszer (Girvan—-Newman 2002; Newman-Girvan 2004)
népszert algoritmus a grafok kozosségeinek azonositasara, amely az élkozpon-
tasagot hasznalja a gyengén 6sszekotott részek azonositdsara. Az eljaras 1ényege,
hogy fokozatosan eltavolitjuk a hilézatbol a legnagyobb élkozpontisagu éleket,
mivel ezek az élek valészintileg fontosak a kiillonboz6 kozosségek kozotti kapeso-
latokban. Ahogy ezeket az éleket eltavolitjuk, a graf fokozatosan felbomlik kisebb,
stirtin 6sszekotott részekre, amelyek potencialisan j6l azonosithat6 kozosségek.

Az algoritmus lépései a kovetkezdk (2.6. abra).

— Szamitsuk ki az 6sszes él élkozpontisagi fokat! Ez az elsé 1épés az egész

grafra vonatkozik és a graf szélességi bejarasan (BFS) alapszik.
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— Tévolitsuk el a legmagasabb élkézpontisagu élt/éleket! Az az él keriil elta-
volitasra, amelyen a legtobb legrovidebb 1t halad at, hiszen ez valészintileg
két kiillon kozosséget kot dssze.

— Frissitsitk az élkozpontasagi fokokat! Az él/élek eltavolitasa utdn djra kell
szamitani ezeket az értékeket, mivel a graf szerkezete megvéltozott.

— Ismételjuk a folyamatot! A 1épések folyamatos ismétlésével a graf fokozatosan
szétesik, és egyre tobb kozosség jelenik meg.

Az algoritmus megallitasa altaldban akkor torténik, amikor a hal6zat elég
sok komponensre esett szét (amelyek belsé szerkezete siirtin 6sszekotott), vagy
amikor mar minden élt toroltiink. Tovabbi implementacids részletek végett lasd
a B figgelék 2. pontjat.

2.7. abra. Bardtkapcsolati hdlé egy egyetemi karateklub 34 tagja kozott.
Az oktato (1) és az elndk (34) kozott kialakult konfliktus nyomdn a klub
kettészakadt a fehér és sétét pontok dbrazolta csoportokra (Zachary 1977).

A Girvan—-Newman-algoritmus alkalmazasa a 2.7. abrén lathat6 Zachary ka-
rateklub-hal6zatan kivéalé példat nyujt arra, hogyan tarhaték fel a kozosségi struk-
tardk pusztan a hal6zati kapcsolatok elemzésével (Zachary 1977). Annak ellenére,
hogy az ellentétes csoportok kozott jelentés atfedés és stiri kapcsolati héalé allt
fenn, az algoritmus képes volt felismerni azt a rejtett torésvonalat, amely mentén
a klub végiil kettészakadt — mindossze egyetlen személy, a 9-es csomépont eseté-
ben tért el a valos eseményektdl. Ez az eltérés azonban jol magyarazhato: a 9-es
csomoépontot képviseld klubtag a szakadas idején mindossze harom hétre volt
attol, hogy befejezze egy négyéves folyamat eredményeként a fekete 6v megszer-
zését, amit kizarélag az oktatéval (1-es csomépont) tudott elérni. Ez a személyes
motivacié feltilirta a haldzati kapcsolataibél kovetkez6 ,logikus” hovatartozasat,
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amely inkédbb az elnok (34-es csomépont) oldaldra sorolta volna. Az eset nem-
csak az algoritmus pontossédgét és gyakorlati hasznossagat emeli ki, hanem azt is
hangstlyozza, hogy a hdl6zatelemzés soran a strukturédlis mintézatok értelmezését
érdemes kiegésziteni a kontextualis, emberi tényezék figyelembevételével.

A Girvan—-Newman-modszer killondsen hasznos nem tal nagy grafok esetén.
Azaltal, hogy az élkozpontisagot vizsgaljuk, az algoritmus képes felismerni azokat
az éleket, amelyek a killonboz6 kozosségek kozotti gyenge kapcsolatokra utalnak,
és ezek eltavolitasaval széttoredezni a hal6zatot.

2.10. Osszegzés

A téarsadalmi halézatok és kapcsolatok vizsgalata vildgosan mutatja, hogy
a kiilonbo6z6 kotédések — legyenek azok gyenge vagy erés kapcsolatok, hid vagy
lokélis hid jellegtiek — meghatérozé szerepet jatszanak a k6zosségek kialakulasa-
ban és miikodésében. A hélézatok dinamikéja és a triadikus bezarédas folyamatai
hozzajarulnak a kozosségek belsé kohézibéjanak megerdsitéséhez, mig a hidak és
gyenge kotések biztositjdk a kapcsolddast a kiillonéllé kozosségek kozott, lehetévé
téve az informaci6aramlést és a hal6zat egészének integraltsagat. A fejezetben tér-
gyalt médszerek, mint péld4dul a Girvan—-Newman-algoritmus, segitenek mélyeb-
ben megérteni és azonositani ezeket a struktirakat, lehetséget adva a halézatok
optimalizéldsara és a kozosségek szerkezetének hatékonyabb feltarasara.
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A gréfelméleti modellekben a kapcsolatok jellemzésére gyakran hasznalnak
killonb6z6 osztalyozasokat. Az el6z6 fejezetben a hal6zatokat gyenge és erés
kotések alapjan elemeztiik, ahol az erés kotések a szoros, személyes kapcsola-
tokra (baratok) utaltak, mig a gyenge kotések az alkalmi, ismerdsi kapcsolatokat
jellemezték. Ezt a megkozelitést kiterjesztve a kapcsolatok mindségét is beve-
zethetjiik, azaz hogy a kotések harmonikusak vagy konfliktusosak, baratsdgosak
vagy ellenségesek.

Az eldjeles (signed graphs) vagy plusz-minusz grdfok fogalma ezt a kiterjesz-
tést valdsitja meg, mivel az élek elGjele (+ vagy —) nemcsak a kapcsolat meglétét,
hanem annak jellegét is kifejezi:

— pozitiv kapcsolat (+): harmoéniét, egytittmiikodést, barétsagot vagy tdmo-

gatast fejez ki,

- negativ kapcsolat (—): konfliktust, ellenségeskedést vagy versengést jelent.

E fejezet a strukturdlis egyensuly (structural balance) fogalmét jarja korbe
teljes és nem teljes grafok esetében. A strukturalis egyenstly egy grafelméleti
fogalom, amely elGjeles grafok stabilitasat és kiegyenstlyozottsagat vizsgalja.
A fogalom alapjat a szocialpszichologiabdl szarmazo6 Heider-féle egyenstlyelmé-
let adja (Heider 1946), amely azt mondja ki, hogy a kapcsolatok egy hal6zaton
beliil stabilak vagy kiegyenstlyozottak, ha az érintett szereplék (csticsok) kozotti
viszonyok konzisztens mintazatot kovetnek.

L
3.1. 4bra. AK, K, K, K, és K_ teljes grafok

A fejezet hangsilyosan épit a teljes graf és klikk fogalmakra (1asd az 1. fejeze-
tet). Emlékezziink, hogy a teljes graf egy olyan gréf (altalaban iranyitatlan), amely-
ben minden cstics 0ssze van kotve minden més csticcsal egy él révén (3.1. abra).
Az n-csucsi teljes grafot K -nel jelsliink, és n(n—1)/2 éle van. A legkisebb nem
trividlis teljes graf a haromszog graf (K,). Mivel az el6jeles grafok esetében min-
den él vagy +, vagy — cimkét kap, ezért, értelemszertien, 2"~V kiillonb6z6 plusz-
minusz graf létezik. Tovabba, egy klikk egy olyan részgraf, amely teljes graf. Ez azt
jelenti, hogy a klikkben szereplé cstcsok kozott minden lehetséges él megtalalhato.
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Ugy is fogalmazhatunk, hogy a graf csticsainak olyan halmaza, melyek feszitett
részgrafja teljes. Egy klikket maximélisnak neveziink, ha nem lehet tovabbi
cstcsot hozzaadni anélkiil, hogy elvesztené a teljes graf tulajdonsagat. Egy graf
klikkszaménak (w) tekintjiik a legnagyobb klikk méretét, azaz a legnagyobb klikk
csomoOpontjainak szamat.

3.1. Haromszogek egyensilya

A Heider-féle egyenstulyelmélet a tarsas kapcsolatok legegyszertibb strukta-
rait, a haromszogeket (triddokat) vizsgalja. Egy haromszog akkor tekinthetd ki-
egyensulyozottnak, ha a kapcsolatok 6sszessége logikailag és érzelmileg koherens.
Matematikai megfogalmazasban ez azt jelenti, hogy az élek el6jeleinek szorzata
pozitiv. Amennyiben az élek szorzata negativ, a haromszog kiegyensulyozatlan,
ami feszliltséget teremt és instabil allapotot eredményez.

Kiegyensiilyozott haromszogek

Kétféle konfiguracio tekinthet6 kiegyensilyozottnak (3.2. abra).

— Mindharom kapcsolat pozitiv (+++): ebben az esetben a harom szerepld
barati viszonyban all egymassal. Ez a hdromszog a harménia és az egytitt-
miikodés modellje.

— Két kapcsolat negativ, egy pedig pozitiv (+——): itt ,,az ellenségem ellensé-
ge a baratom” logika érvényesiil. A két szerepl6 kozotti ellenséges viszony
egy harmadik személyhez f(iz6d6 pozitiv kapcsolat révén stabilizalédik.

Kiegyensiilyozatlan haromszogek
A kiegyenstlyozatlansag kétféle modon jelentkezhet (3.2. dbra).

AN ANYANY,
VAR VARV

3.2. abra. Hdaromszdgek egyenstilya. Az elsé és mdasodik kiegyensilyozott,
a harmadik és negyedik kiegyensilyozatlan.

— Két pozitiv és egy negativ kapcsolat (—++): ez a konfiguracié fesziiltséget
okoz, hiszen felveti a kérdést: ,Hogy lehet az, hogy a barataim ellenségek
egymassal?” Az érzelmi diszharménia kikiiszobolése érdekében a kapcsolati
rendszer valtozasra kényszeriil.
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— Mindharom kapcsolat negativ (———): itt teljes a harmoénia hidnya, hiszen
»az ellenségem ellensége sem a baratom”. Az ilyen haromszogek szélsGséges
fesziiltséget hordoznak, és hosszt tavon instabilak, mert az érintett felek
természetes médon torekednek a kapcsolatok Gjrarendezésére.

A haromszogek egyenstlya a kapcsolati stabilitds és harmonia alapvetd fel-
tétele. A kiegyensiilyozott hdromszogek stabil és természetes formék a térsas
kapcsolatok halézataban, mig a kiegyenstiilyozatlan haromszogek fesziiltséget
szlilnek és dinamikus valtozasokat inditanak el. Az emberi kapcsolatok egyik
alapvet6 mozgatérugéja a bels§ diszharménia megsziintetése, vagyis a fesziiltség
minimalizalasa és az egyensily helyreéllitasa.

3.2. Teljes grafok egyensilya

Egy teljes el6jeles graf egyenstlyanak vizsgalatakor az alapvetd kovetelmény,
hogy a graf minden haromszoge kiegyenstlyozott legyen. Ez azt jelenti, hogy bar-
mely haromszogben az élek eldjeleinek szorzata pozitiv, azaz nincs olyan triad,
amely érzelmi vagy logikai ellentmondést hordozna.

Tétel: Barmely kiegyensiilyozott teljes graf esetén az aldbbi két allapot egyike
val6sul meg.

1. Mindenki baréat: a graf minden cstcsa kozott pozitiv kapcsolat 4ll fenn. Azaz

mindenki barati viszonyban van mindenkivel. Ez a teljes harmdnia allapota.

2. Két barat-klikk ellenséges viszonnyal: a graf két diszjunkt csoportra (klikkre)

oszthaté, ahol (i) a csoporton beliili kapcsolatok pozitivak (a klikk tagjai
mind barati viszonyban allnak egymaéssal), és (ii) a klikkek kozotti kapcso-
latok negativak (a két csoport tagjai kolcsonosen ellenségesek egymassal).

A tétel els6 pontja nyilvanvalé: ha minden él pozitiv, akkor minden harom-
szog kiegyenstulyozott. A masodik pont belatasdhoz vegyiik észre, hogy ha harom
cstics ugyanazon csoportban van, akkor mindharom él pozitiv (+++), mig ha a
hérom cstcs két csoport kozott oszlik meg, két cstics ugyanabban a csoportban van
(pozitiv él), a harmadik pedig a masik csoportban (két negativ él), ami ugyancsak
kiegyenstlyozott (+ — —) haromszoget eredményez. Igy a két barat-klikk ellenséges
viszonnyal konfiguraciéban minden haromszog vagy (++ +), vagy (+——), tehat
a graf kiegyensulyozott. Forditva, ha a grafban kiegyensilyozatlan haromszog
(++— vagy ———) talalhatd, akkor kénnyen belathaté, hogy sem a ,mindenki
barat”, sem a ,.két barat-klikk” allapot nem teljesiilhet.

A tétel meglepé kovetkezménye, hogy egy lokalis feltétel — nevezetesen az,
hogy minden haromszog kiegyenstlyozott — egy globalis, szigortan rendezett
strukttrat eredményez: a graf vagy teljes harméniat mutat, ahol mindenki barati
viszonyban all mindenkivel, vagy két csoportra oszlik, ahol a csoporton beliili
kapcsolatok baratiak, a csoportok kozotti viszonyok pedig ellenségesek. Masként
fogalmazva, a haromszogek lokélis egyensulya elégséges ahhoz, hogy a teljes graf
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globélisan két j6l definiélt, stabil 4llapot egyikébe rendezédjon. Ez kivédléan szem-
lélteti, hogyan vezethetnek az egyének kozotti egyszert kapcsolati mintazatok a
tarsas rendszerek magasabb szintd, strukturalt és stabil allapotaihoz.

3.3. A strukturalis egyensily dinamikaja

A strukturalis egyenstly elméletének dinamikai aspektusait vizsgalo6 kutata-
sok azt modellezik, hogyan alakulhatnak a baratsdgok és ellenségeskedések egy
teljes grafban, azaz hogyan valtozhat az élek el6jelének cimkézése az id6 muldsa-
val, mikézben a tarsas haldzat a strukturalis egyenstly elérésére torekszik. Példaul
kiindulhatunk egy véletlenszerti cimkézésbél (minden élhez véletlenszertien
rendeliink + vagy — jelet), ezutédn pedig ismételten keresiink egy kiegyensilyo-
zatlan haromszoget, és megvaltoztatjak egyik élének elGjelét, hogy a haromszog
egyensulyba keriiljon. Ez a modell azt tiikrézi, hogy az emberek folyamatosan
Gjraértékelik egymads irdnti szimpéatidjukat és ellenszenviiket a strukturélis egyen-
saly elérése érdekében.

3.3.1. Strukturélis egyensily a nemzetkozi kapcsolatokban

Antal, Krapivsky és Redner (2006) példaként emlitik az elsé vilaghdborut
megel6z6 szovetségi rendszerek alakulasat, amelyek jol illusztraljak a struktura-
lis egyensily elméletét. Az 1872-1907 kozotti idészakban az eurépai hatalmak
(Nagy-Britannia, Franciaorszag, Oroszorszdg, Olaszorszdg, Németorszag és az
Osztrak—Magyar Monarchia) kozott kialakul6 barati és ellenséges kapcsolatok
hélézata fokozatosan kiegyenstlyozott allapotba rendezdott, mikozben két egy-
maéssal szemben allé szovetségi blokk forméalédott: a Kézponti Hatalmak szo-
vetsége (Németorszdg, Osztrak—Magyar Monarchia, kés6bb Olaszorszag) és az
Antant (Franciaorszdg, Nagy-Britannia és Oroszorszag). A 3.3. dbra a szovetségek
dinamikajat mutatja be.
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(d) (e) ]

3.3. abra. Az eurdpai hatalmak kézti szovetségek alakuldsa az I. vilaghdborut
megelézden: Nagy-Britannia (GB), Franciaorszag (Fr), Oroszorszag (Ru),
Olaszorszag (It), Németorszdag (Ge) és az Osztrak—-Magyar Monarchia (AH).
(a) Harom Csdaszar Egyezménye-Szivetsége (1872-1881); (b) Harmas Szovetség
(1882); (c) Német—Orosz viszontbiztositasi szerzédés megsziinése (1890);

(d) Francia—Orosz Szovetség (1891-1894); (e) Entente Cordiale (1904); (f) Brit—
Orosz Szovetség (1907). A fekete élek a bardtsagot, mig a szaggatott piros élek az
ellenséges viszonyt jelzik. (Antal et al. 2006)

Ez a torténelmi példa ramutat arra, hogy a strukturalis egyenstly nem feltét-
leniil jelent pozitiv dolgot: globalisan egy feloldhatatlan ellentétet eredményezett
a két szovetségi blokk kozott, ami végiil az elsé vilaghaboru kitoréséhez vezetett.

3.3.2. Strukturalis egyensuly az online kozosségekben

A strukturélis egyenstly elmélete az online kozosségi hal6zatokban is meg-
figyelhetd, ahol a felhasznalék pozitiv vagy negativ véleményeket formélhatnak
egymasrol. Ez megnyilvanulhat példdul abban, hogy megbiznak-e vagy sem mé-
sok értékeléseiben bizonyos termékek kapcsan, ami befolyasolhatja a hal6zati
kapcsolatok dinamikajéat és az egyének dontéshozatalat.

Egy alapos vizsgédlat azonban ramutat, hogy a bizalom és a bizalmatlansag
dinamikéja részben eltér a barat/ellenség dichotémiatél (Guha—Kumar—Raghavan—
Tomkins 2004). Az egyik lényeges kiillonbség az iranyitottsagban rejlik: mig a
strukturalis egyensuly elmélete irdnyitatlan grafokkal dolgozik, addig az online
értékelések rendszerint iranyitott grafokat alkotnak. Példaul ha egy felhasznalo
megbizik egy masikban, ebbdl nem kovetkezik egyértelmiien, hogy a méasik fél
mit gondol az elsérél. Ez a kiillonbség jelentés hatassal van az ilyen hélézatok
szerkezetére és miikodésére.

A bizalom és bizalmatlansag értelmezése kontextustdl fiiggéen is eltéré lehet.
Ha A nem bizik B-ben, és B nem bizik C-ben, akkor két lehetséges forgatokonyv
adédik.

Ha a bizalmatlanség ellenségességként értelmezhetd, a strukturalis egyenstuly
elmélete szerint A-nak biznia kellene C-ben (+—— haromszog).
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Ha a bizalmatlansag inkédbb a kompetencia- vagy tudasbeli kiillonbségekre
vezethet6 vissza, akkor val6szinti, hogy A C-ben sem fog megbizni. Amennyiben
B kevésbé kompetens az adott kérdésben, mint A, és C még kevésbé kompetens,
mint B, logikusan kovetkezik, hogy C A-hoz képest is alacsonyabb kompetenciaval
rendelkezik, ami tovabb erdsiti a bizalmatlanséagot.

A Guha et al. (2004) tanulmény szerzéi az akkoriban népszerti Epinions
kozosségi oldal felhasznaloit vizsgaltak, és arra a megallapitasra jutottak, hogy a
bizalom és bizalmatlansdg kettGssége egy adott kornyezetben parhuzamosan is
megjelenhet. Példdul azok kozott a felhasznalék kozott, akik hangsilyosan politi-
kai témaja konyveket értékeltek, a strukturalis egyenstily elmélete jol érvényesiil,
mivel a politikai nézetek mentén alakulnak ki az egymashoz valé kapcsolédésok.
Ezzel szemben a miiszaki termékek értékelése sordn a bizalom inkabb a szakér-
telemhez kotédik, és a bizalmatlansag hajlamos atterjedni a felhasznalok kozott,
ami eltér6é dinamikét eredményez a hal6zatban.

Az iranyitott el6jeles grafok lehet6vé teszik az aszimmetrikus kapcsolatok és
polarizalt viszonyok (pl. bizalom/bizalmatlansag) modellezését, ami kiillonosen
hasznos komplex halézatok, példaul kozosségi platformok, gazdasagi rendszerek
vagy politikai kapcsolatok elemzésében. Az irdnyitottsdg révén abrazolhatdék a
transzferhatasok, mint a bizalom terjedése, mig az el6jelek segitenek a pozitiv
és negativ kapcsolatok feltarasdban. Ezek a grafok részletesebb topoldgiai és di-
namikus elemzést tesznek lehetévé, mikozben valésaghtien tiikrozik a modern
hélézatok bonyolultsagat.

3.4. Gyengén kiegyensilyozott hal6zatok

A gyengén kiegyensiilyozott hdlézatok olyan el6jeles grafok, amelyekben a
kiegyenstulyozottsag egy kevésbé szigori feltétel alapjan definidlhaté a struktu-
ralis egyensuly elméletéhez képest. Mig a hagyomanyos strukturélis egyenstuly
szerint egy hélézat kiegyensulyozott, ha minden haromszogében vagy minden
kapcsolat baréti (+++), vagy pontosan egy kapcsolat ellenséges (+——), a gyen-
gén kiegyensulyozott halézatok engedélyezik a teljesen negativ haromszogeket is
(———). Ugyanakkor kizérjadk azokat a konfiguraciékat, amelyekben két él pozitiv
és egy €l negativ (++—).

Tehat egy eldjeles teljes graf gyengén kiegyenstlyozottnak tekinthetd, ha nem
tartalmaz olyan haromszogeket, amelyekben két pozitiv (+) és egy negativ (—) kapcso-
lat talélhato. Ez a feltétel abbol a megfigyelésbél fakad, hogy a ,,barataim ellenségek”
tipustt haromszogek (++ —) inkabb instabilak, és id6vel természetesen kiegyensu-
lyozédnak, példaul teljes baratsaggéd alakulva (a barataim kibékiilnek egymassal).
Ezzel szemben a teljesen negativ haromszogek (———) stabilabbak, mivel az ezek
kiegyensulyozddasat (példaul két fél 6sszefog a harmadik ellen) el6idézé erdk éltala-
ban gyengébbek, és igy ezek a haromszogek kevésbé hajlamosak gyors atalakulasra.
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A gyengén kiegyenstilyozott hal6zatok egyik alapvetd, akar tételként is meg-
fogalmazhat6 tulajdonsaga, hogy mindig felbonthaték két vagy tébb, egymdssal
ellenséges baratklikkre. Az egyes klikkeken beliil kizar6lag pozitiv kapcsolatok
talalhaték, azaz a tagok kozott barati viszony uralkodik, mig a klikkek kozotti
kapcsolatok kizéardlag negativak, tehat a kiilonboz6 csoportok tagjai egymassal
ellenséges viszonyban éllnak. Ez a tulajdonséag a halézat globélis polarizaltsagat
tukrozi: a lokalis haromszogszintl kapcsolatok mintazata (+++, +—— vagy — ——)
stabil szerkezeti rendet eredményez.

A tétel belatasahoz elegendé figyelembe venni, hogy ha harom cstics mind-
egyike egyazon klikkhez tartozik, akkor azok kapcsolatai +++ haromszoget al-
kotnak. Ha két cstics egy klikkben van, a harmadik pedig egy masikban, akkor
+—— héromszog alakul ki. Végiil, ha mindharom cstcs kiilonboz6 klikkhez tar-
tozik, a kapcsolataik ——— haromszoget formélnak. Ez a logika garantélja, hogy
a hél6zat mindig felbonthat6 olyan klikkekre, amelyek kozott kizarélag negativ,
mig a klikkeken beliil kizérélag pozitiv kapcsolatok vannak, ezzel biztositva a
szerkezeti stabilitast.

A gyengén kiegyenstlyozott hal6zatok nem csupén két, hanem tobb elkiilo-
nilé klikkbe rendezddhetnek, ami rugalmasabb értelmezést tesz lehet6vé a kap-
csolati dinamikék és konfliktusok modellezésében. Ez a hal6zattipus segit feltarni
a tarsadalmi rendszerek t6bbpélusi viszonyait és azok strukturalis jellemzéit.

3.5. Strukturalis kiegyensilyozottsag altalanos
(nem teljes) grafokban

Altalanos (nem teljes) grafok esetében a kiegyenstlyozottsag fogalma két
ekvivalens definici6 alapjan érthet6 meg, amelyek a graf lokalis és globalis tulaj-
donségaira fokuszalnak.

Lokalis jellegti definicié: egy nem teljes graf kiegyenstulyozott, ha kiegészit-
het6 egy kiegyensilyozott teljes graffa. Ez azt jelenti, hogy a hianyzé éleket tgy
adhatjuk hozza a grafhoz, hogy az eredményiil kapott teljes graf megfeleljen a
strukturélis kiegyenstulyozottsag kritériumainak (minden haromszoge vagy +++,
vagy +—— tipusa).

Globalis jellegti definici6: egy graf akkor kiegyensulyozott, ha pontjai két cso-
portba oszthaték tgy, hogy csoporton beliil minden kapcsolat barati, a csoportok
kozott pedig minden kapcsolat ellenséges.

E két definicio ekvivalens, mert ha egy gréf kiegészithetd egy kiegyenstlyozott
teljes graffa, akkor a pontok szitkségszertien megfelelnek a globalis csoportositasi
szabalynak is.

Egy fontos szerkezeti tulajdonségot fogalmaz meg az a tétel, miszerint
egy graf akkor és csak akkor kiegyensilyozott, ha minden kérében (nem csak a
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hdaromszdgekben) a negativ élek szama pdros (3.4. abra). Ez a kritérium biztositja,
hogy minden lokalis kapcsolatmintazat kiegyensulyozott, és nincs ellentmondasos
héaromszog vagy kor. A B fliggelék 3. pontja részletesebben térgyalja a grafok kor-
bazisanak feltarasat, amit az érdekl6dé olvasék figyelmébe ajanlunk.
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3.4. abra. A piros élek dltal alkotott kérben a negativ élek szama pdratlan.
Ha a 24 él eldjelét pozitivra valtoztatjuk, akkor megfigyelhetd, hogy a kék és

piros pontok két csoportot alkotnak, melyekre igaz: a csoportokon beliili
kapcsolatok mind pozitivak, mig a két csoport kézotti élek negativak.

A tétel konnyen belathaté mindkét irdnyba:

— Ha a graf kiegyenstlyozott, akkor definicié szerint felbonthaté két csoportra
ugy, hogy a csoportokon beliil minden kapcsolat pozitiv és csoportok kozt
minden kapcsolat negativ. Minden korre, amely csoporton beliili, igaz, hogy
csak pozitiv éleket tartalmaz. Ha valamely kor atmegy a masik csoportba,
akkor vissza is kell j6jjon, hogy bezaruljon, ami péros szamu csoportkozi
negativ élet jelent.

— A forditott irAnyt bizonyitas 6sszecseng azzal a megfigyeléssel, hogy ha egy
kor paratlan szamu negativ élet tartalmaz, akkor lehetetlen a graf cstcsait két
ellenséges baratcsoportra osztani, ami a kiegyenstlyozottsig definici6 szerinti
feltétele. Valasszunk ki egy kezd6 csticsot a koron, és helyezziik azt valamelyik
halmazba. Ahogy végighaladunk a koron, a pozitiv élek végpontjai ugyanabba
a halmazba kertilnek, amelybe a kezd6pontjuk is tartozik, mig a negativ élek
végpontjai a masik halmazba kertilnek, azaz halmazvaltast okoznak. Ha a kor
pératlan szamu negativ élet tartalmaz, akkor ez paratlan szamu halmazvaltast
jelent, ami azt eredményezi, hogy a kiindulasi cstics az ellenkez6 halmazba
keriilne, mint ahové eredetileg helyeztiik. Ezzel ellentmondésra jutunk. Tehat
mivel az ilyen korok ellehetetlenitik a két ellenséges barathalmazra valé bon-
tast, jelenlétiik sziikségszertien kiegyenstlyozatlan gréafra utal.
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3.6. Majdnem kiegyensilyozott elGjeles grafok

Visszatérve a teljes grafokhoz, az altalanositas egy masik lehetséges iranyat
a majdnem kiegyensuilyozott eldjeles grafok fogalma jelenti. Az ide kapcsol6dé
tétel igy szol:
Ha egy grafban a haromszogek 99,9%-a kiegyensilyozott, akkor teljesiil az
alabbiak egyike:
- vagy létezik egy olyan pontokbdl all6 halmaz, amely a graf legalabb 90%-
at lefedi, és amelyen beliil a kapcsolatok legaldbb 90%-a baréati (pozitiv),
— vagy a graf feloszthato6 két pont-halmazra gy, hogy mindkét halmazon beliil
a kapcsolatok legaldbb 90%-a pozitiv, mig a két halmaz kozotti kapcsolatok
legalabb 90%-a ellenséges (negativ).

3.7. Osszegzés

Ahogy egyre mélyebbre dsunk a tarsas halézatok szerkezetébe, vildgossa valik,
hogy a pozitiv és negativ kapcsolatok dinamikaja nem csupén lokélis szinten fejti
ki hataséat — ezek az ,,apré kolcsonhatasok” a teljes halézat arculatat forméljak.
A strukturalis egyensily elmélete nemcsak azt segit megérteni, hogyan téreksze-
nek az emberek bels6é egyensulyra a baratsagok és ellenségeskedések mentén,
hanem azt is, hogyan bomlanak ki ebbél a torekvésbdl eldrejelezhetd, globalis
mintazatok. Ez az 0sszefonddas a lokalis dontések és a globalis struktirak kozott
ravilagit arra, hogy a tarsas vilag 6sszetettsége mogott idénként egészen letisztult,
matematikailag megragadhaté torvényszertiségek htizédnak meg.



4. Fokuszban a pontok:
halézatok és kontextusuk

A halézatelemzés egy masik kozponti kérdése, hogy a kapcsolati struktardk
és a halozat pontjainak (példaul egyének) tulajdonsagai hogyan tiikrozédnek a
rendszer szerkezetében és dinamikajdban. A hal6zatok nem csupan az 6sszekot-
tetések szovevényes mintazatait jelentik; fontos szerepet jatszik az a kérnyezet is,
amelyben ezek a kapcsolatok kialakulnak és miikodnek. E kontextus megértése
segiti a hal6zati mintazatok, valamint az egyéni és kozosségi viselkedés kozotti
osszefiiggések feltarasat.

A hél6zatok vizsgélatakor két f6 szempont kiilonithetd el: (i) Az élek dbréazoljak,
hogy ki kivel all kapcsolatban, és ez a haldzat belsd szerkezetére és dinamikajara
utal. (ii) A pontok (cstcsok) tulajdonségai pedig a kiilsd kontextust tikrozik, mint
példaul az egyének érdekl6dése, tarsadalmi helyzete vagy lakdhelye.

4.1. A homofilia és hatasa a halozat struktarajara

Ezen 6sszefliggések vezetnek el a homofilia fogalméhoz, amely arra utal, hogy
az emberek altalaban azokhoz vonzddnak, és veliik alakitanak ki kapcsolatokat,
akik hasonléak hozzajuk. A homofilia a hélézati struktira egyik alapvet6 jellem-
z6je, amely gyakran megerdsiti a hasonlé emberek kozotti kapcsolatokat, példaul
iskolai vagy munkahelyi baratsagok esetében.

E kérdéskor aktualitasat és tarsadalmi jelentéségét hangstulyozza Au (2023),
aki szerint a homofilia kulcsfontossagt, példaul a nyugati tarsadalmakat érinté
nagy kihivasok megértésében, mivel feltarja az ezeket tdplalé mechanizmusokat.
Az etnikai konfliktusok, amelyek a Kozel-Kelet destabilizdcidja miatti menekiilt-
hullam hataséra alakultak ki, j61 szemléltetik, hogyan fokozhatja a homofilia a
fesziiltségeket. Ha az emberek hasonl6 jellemz6ik alapjan csoportosulnak, de a
tarsadalmi sokszintiség né, az egyenlétlen feltételek mellett zajlé csoportkozi in-
terakciok konfliktusokat sziilhetnek.

A homofilia hatasat jol szemlélteti a 4.1. abra, amely egy vérosi gimnazium
(6-8. osztélyok) és kozépiskola (9-12. osztalyok) didkjainak tarsas kapcsolathél6jat
abrazolja (Moody 2001). Az abra killonb6z6 szinekkel jeloli a didkok rasszat, ami
vizualisan is kiemeli a hal6zaton beliili csoportosulasokat.

Az abran két f6 csoportosulas figyelhetd meg:

1. rassz szerinti elkiilontlés: a didkok rassz alapjan kiilonboz6 szint korok-

kel jelennek meg. A hasonlé etnikai hattérrel rendelkez6 tanulék kozott
strtibbek a kapcsolatok, mig az eltéré rassza csoportok kozott kevesebb a
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kapcsolat. Ez a homofilia egy tipikus példaja, amelyben a didkok hajlamo-
sak sajat etnikai csoportjukon beliil kapcsolatokat kialakitani, igy stirtin
0sszekapcsol6dd, homogén csoportokat alkotnak.

2. kor és iskolai szint szerinti elkiilontlés: az abran jol lathato elkiilontilés
van a koézépiskolas és gimnazista tanuldk kozott. A didkok inkabb a sajat
iskolai szintjiikhoz tartozo tarsakkal alakitanak ki barétsagokat, ami tovabbi
rétegzédést eredményez.

1. rassz

S gimnazistak

XQ > E kozépiskolasok
.

]

4.1. abra. Bardti kapcsolatok kiilénbozd rasszii és eltérd iskolai szintii didkok
kozott. A hdlozati gécpontokat hasonlésdag jellemzi. (Moody 2001)

Ez a példa vildgosan mutatja, hogyan hozhat létre a homofilia stirtin 6ssze-
kapcsolt, homogén részeket a halézatban, amelyek csak gyengén kapcsolédnak
mas csoportokhoz. A rassz és az iskolai szint szerinti elkiiloniilés globélis szin-
ten is kiemelkedik, és ravilagit arra, hogy a hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkez6
egyének kozotti kapcsolatok miként formaljak a hal6zat altalanos struktiarajat.

4.2. A homofilia szamszerf(isitése

A homofilia mérése kulcsfontossagi, kiilondsen olyan esetekben, amikor a
vizualis dbrazolasbél nem egyértelmi a hasonlé tulajdonsagi egyének csoportosu-
lasa. A homofilia szdmszertsitéséhez altalanosan az alabbi megkozelitést alkalmaz-
zuk, ha a csoport két kiillonbozé tipust egyént tartalmaz, példaul fitkat és lanyokat.
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Tegytik fel, hogy egy halézatban az egyének két csoportba sorolhatok: az egyik
csoporthoz tartozék aranya p, a masik csoporthoz tartozék ardnya g=1-p. A kii-
l6nb6z6 kapcsolatok véletlenszerti eloszlasa esetén a kapcsolattipusok varhaté
aranya a kovetkez6képpen szdmithato ki:

— az els6 csoporton beliili kapcsolatok ardnya: p?,

—a masodik csoporton beliili kapcsolatok aranya: ¢?,

— a két csoport kozotti kapcsolatok ardnya: 2pq.

Ha példéaul egy valés halozatban a két csoport kozotti kapcsolatok szama
jelentésen alacsonyabb a 2pg-nal, akkor erés homofilidra utal, mig ha magasabb,
az inverz homofilia jele lehet.

4.2. abra. A homofilia jelenségét szemléltetd dbra. A kék pontok fitikat,
a rézsaszinek lanyokat, az élek pedig barati kapcsolatokat dbrazolnak.

Most vegyiik a 4.2. dbra bemutatta konkrét példat, amelyben a hal6zatban
N = 6 fit és M = 3 lany van, igy a hdlézatban a fitk ardnya p = 6/9 = 2/3, a lanyok
aranya pedig g = 3/9 = 1/3. Véletlenszert eloszlas esetén a fit-lany kapcsolatok
varhato ardnya a kovetkezéképpen alakulna: 2pq = 4/9 = 8/18 = 0,44.

Az abran megjelenitett halézatban ténylegesen 18 kapcsolat van, amibdl
10 fia-fia kapcsolat, 3 lany-lany kapcsolat és 5 fit-lany kapcsolat. Tehéat a tényle-
ges fit-lany kapcsolatok ardnya: 5/18 = 0,27, ami jelentésen alacsonyabb, mint a
véletlenszer(ien vart 8/18 = 0,44-as érték. Ez arra utal, hogy a két csoport kozott
viszonylag kevesebb tényleges kapcsolat van, mint a véletlen eloszlas szerinti
varhat6 érték, vagyis a hdlézatban erés homofilia figyelheté meg.

Az inverz homofilia akkor jelentkezik, amikor az emberek kiillonb6z6 tulaj-
donségt egyénekkel alakitanak ki kapcsolatokat. Példaul a romantikus viszonyokra
jellemzé az inverz homofilia, hiszen az ellenkez6 nemtiek kozott alakulnak ki kap-
csolatok. A fenti példéban, ha a fiti-lany kapcsolatok szdma nagyobb lenne, mint
a 2pg-val szamitott varhat6 érték, az inverz homofiliara utalna. No-homofiliarél
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beszéliink, ha a kapcsolatok véletlenszertien oszlanak meg a hasonl6 és kiillonb6z6
tulajdonsagt egyének kozott.

4.3. Szelekcio és szocializacio: a homofilia két
mechanizmusa

A homofilia két {6 mechanizmuson alapul:

- szelekcid: az egyének tudatosan olyan emberekkel alakitanak ki kapcsola-
tot, akik hasonlé tulajdonsagokkal rendelkeznek, azaz ,madarat tollardl,
embert baratjarol”. Itt az egyének eredeti tulajdonsagai hatarozzdk meg,
hogy kivel baratkoznak.

— szocializacié: a baratok hatnak egymasra, és id6vel egyre hasonlébba val-
nak. ,,Aki bolcsekkel jar, maga is bolcs lesz, de aki ostobakhoz tarsul, az
rosszul jar” — az emberek alkalmazkodnak barataik tulajdonségaihoz és
viselkedéséhez.

4.3.1. Longitudinalis vizsgélat a kamaszkori baratsagokrol

Egyetlen hédlozati pillanatkép alapjan nehéz felismerni, hogy a homofilia (azaz
a hasonl6 tulajdonségt emberek kozotti kapcsolat kialakulasa) milyen mértékben
tulajdonithato a szelekcionak vagy a szocializacionak. Felmertil a kérdés, hogy a
halézat résztvevéi a barataik hatasara kezdtek hasonléan viselkedni (szocializa-
cio), vagy eleve olyan embereket valasztottak baratjuknak, akik mar hasonlitottak
rajuk (szelekci6). Ezt a kérdést longitudinalis tanulmanyokkal lehet vizsgalni,
ahol egy tarsas hal6zat kapcsolatait és az azon beliili viselkedésmintakat id6ben
kovetik. Igy megfigyelhet6vé valik, hogy az egyének viselkedése miként valtozik
4j kapcsolatok megjelenése utan, illetve hogyan alakulnak a kapcsolatok, amikor
az egyén viselkedése megvaltozik.

Példaként emlithetjik a kamaszok kozotti baratsagokat, ahol a viselkedés
(példaul tanulmanyi teljesitmény vagy szabélyszegé magatartds) hosszua tavua ta-
nulméanyozésa sorén kidertilt, hogy a tinédzserek mind szelekcid, mind szocialis
befolyas hatdsara mutatnak hasonl6 viselkedésmintakat. A kamaszok gyakran
olyan baratokat vélasztanak, akik hasonlé érdeklédési korrel rendelkeznek (sze-
lekci6), ugyanakkor a kozosség norméaihoz valé alkalmazkodas is jelentds szerepet
jatszik, ami miatt hajlamosak atvenni a csoport viselkedési mintait (szocializacio).
A kutatasok viszont azt is kimutattak, hogy bar mindkét hatés jelen van, a sze-
lekcio sok esetben jelentdsebb, mint a tarsas nyomasbél eredd szociélis befolyas
(Cohen 1977; Kandel 1978, 2017).

Ez a kiilonbségtétel nemcsak az alapveté okok feltarasa szempontjabdl 1é-
nyeges, hanem annak megértéséhez is fontos, hogy miként lehet hatékonyan
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beavatkozni egy adott rendszerben. Ha példaul a kabit6szer-fogyasztas egy tér-
sas halézatban homofilids mintazatot mutat, akkor egy, az érintett didkokat cél-
z6 program sikeresen visszaszorithatja a drogfogyasztést (Cairns-Cairns 1995).
Amennyiben a homofilia szocialis befolyés révén jon létre, akkor a célzott didkok
leszokésa pozitivan hat barataik viselkedésére is, igy a program szélesebb kort
eredményességet érhet el a halozat egészére nézve.

Ellenben ha a homofilia nagyrészt szelekciés hatasokbdl fakad, a program
eredményei korlatozottabbak lehetnek. Ebben az esetben azok a didkok, akik le-
szoknak a drogfogyasztasrol, valészintileg Gj, nem drogfogyaszt6 barétokat keres-
nek, anélkiil, hogy lényegesen megvéltoztatndk az eredeti tarsas kor viselkedését.
Ez a példa ravilagit arra, hogy a szelekcio és a szocialis befolyas kozotti kiilonb-
ségek megértése elengedhetetlen ahhoz, hogy egy beavatkozas valéban hatékony
legyen a héal6zat egészében.

4.3.2. Christakis és Fowler elhizasi kutatasa

A szelekci6 és szocializacié megkiillonboztetésének fontosségét jol példazza
Christakis és Fowler (2007) munkéja is, amely a tdrsadalmi hél6zatok egészség-
tigyi hatéasait vizsgalta. Egy hossza tavi, 32 éven at zajlo kutatés soran, amelyben
mintegy 12 000 személyt kovettek nyomon, a kutaték az elhizas allapotét és a
kapcsolati halézat szerkezetét elemezték. A kutatok azt talaltak, hogy az elhizott
és nem elhizott személyek olyan médon csoportosulnak a hélézatban, amely a
homofiliaval 6sszhangban all: az emberek jobban hasonlitottak tarsaikra elhizasi
allapotuk szerint, mint egy olyan hélézatban, ahol az elhizottsagi allapotot vélet-
lenszertien osztottak volna ki.

Az elhizassal 0sszefiiggé klaszterek hatterének feltarasa érdekében a kutatéok
hangstlyosan két hipotézis tesztelésére 6sszpontositottak:

—szelekci6 hatédsa: az emberek hasonlé elhizottsagi statusszal rendelkezé

baratokat valasztanak;

- szocialis befolyas: az egyén baratainak elhizési allapota viselkedési befolyast

gyakorolhat, ami késébb kihat az egyén sajét elhizasi allapotéra.

Tovébba, korrekt médon azt is vizsgaltak, hogy a homofilia mas jellemzdék
mentén jelentkezd ,,zavaré hatdsa” magyarédzhatja-e az eredményeket, vagyis hogy
a hélézat szerkezete olyan hasonl6sagi mintazatokat titkkroz-e méas dimenziékban,
amelyek korrelalnak az elhizas statuszaval.

Christakis és Fowler statisztikai elemzései szerint, az 6sszes észlelt hatas
figyelembevétele mellett is jelentds bizonyiték van arra, hogy az elhizas egyfajta
~Szocidlis fert6zésszert” jelenségként terjedhet. Az eredmények azt sugalljak,
hogy a szocialis befolyas révén az elhizas elterjedhet egy tarsadalmi hal6zatban,
hasonléan ahhoz, ahogy egy viselkedési minta vagy szokas terjed. Bar az elhizas
nem fert6z6 betegség, a tarsadalmi normak és az étkezési szokasok révén ,atter-
jedhet” egyik egyénrél a masikra.
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A Christakis és Fowler kisérlet eredményei killonb6z6 cimekkel jelentek meg
az Egyesiilt Allamokban és az Egyesiilt Kiralysagban, amelyek figyelemre mélt6
kulturalis kiillonbségekre vilagitanak ra a felel6sségvallalas és a tarsas befolyas
értelmezése terén.

A The New York Times cime — ,,Find Yourself Packing It On? Blame Friends” —
kozvetleniil a baratokra héritja a felel6sséget, sugallva, hogy a talstly els6sorban
szocialis, kiils6 hatasok eredménye. Ez a narrativa azt az izenetet kozvetiti, hogy
az egyén egészségi allapotat nagymértékben meghatérozza a tarsas kornyezete,
és kevésbé esik sz6 a személyes felelGsségrél. Az ilyen megkozelités az amerikai
kulturalis mintazatokra utalhat, ahol gyakran hangsilyosabb szerepet kapnak a
kiilsé befolyésolod tényezdk, mig az egyéni dontések és kovetkezményeik héttérbe
szorulnak.

Ezzel szemben a The Guardian cime — ,,Are your friends gaining weight?
Perhaps you are to blame” — sokkal inkébb az egyén felel6sségére koncentrél. A cim
azt sugallja, hogy viselkedéstink nemcsak rank van hatéssal, hanem kozvetve a
barétaink testi allapotat is befolyasolhatja, tehat akar ,,miattunk” is hizhatnak.
Ez a szemléletmdd az angolszédsz kultdraban mélyen gyokerez6 onreflexiét és
feleldsségvallalast tiikrozi. A cim arra 6szténzi az olvasét, hogy elgondolkodjon
sajat hatdsain masokra, és tudatosabban viszonyuljon a tarsas kapcsolataiban
betoltott szerepéhez.

A két cim kilonboz6 értelmezése jol mutatja, hogy bar ugyanazt a tudoma-
nyos eredményt kozvetitik, a kulturalis kiillonbségek miatt eltéré modon teszik azt
érthetévé és befogadhatova. Ez ravildgit arra, hogy a tarsas befolyasra vonatkozé
kutatési eredmények nemcsak 1j informaciot adnak a kozonség szamara, hanem
formalhatjék is az emberek gondolkodésat a felel6sségvallalasrol és tarsas kap-
csolataik hatésair6l.

A fentebb bemutatott példak kiemelik, hogy a homofilia megfigyelése 6nma-
géban gyakran csak kiindulépont a mélyebb kutatasokhoz, amelyek célja annak
megértése, hogy miért van jelen a homofilia, hogyan befolyasoljak az alapvetd
mechanizmusok a hélézat fejl6dését, és hogy ezek a mechanizmusok miként
lépnek kolcsonhatasba az egyének viselkedésének befolyasolasara irdnyul6 kiilsé
beavatkozéasokkal. A szelekcié és a szocialis befolyés kozotti kiillonbségek meg-
értése nélkiil egy beavatkozas nem lehet teljes mértékben hatékony a hal6zat
egészére nézve.

4.4. Hovatartozas a halozatokban

Eddig a hal6zatokban 1étrejové kapcsolatok kialakulaséat befolyasolé kiilsé
tényezdkrol volt szo, amelyek a csomodpontok hasonlé jellemzéin, viselkedé-
sén és tevékenységein alapulnak, és igy ,kiviil” helyezkednek el a hal6zaton.
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A hovatartozasi vagy affilaciés hélézatok fogalméval azonban ezek a tényez6k
kozvetleniil beépithet6k a hal6zatba. Ennek érdekében nemcsak az emberek, ha-
nem a ,kontextusok” (mint tevékenységi helyszinek, tarsadalmi csoportok stb.)
is csomépontként szerepelnek. Ez a megkozelités mélyebb megértést titkkroz a ho-
mofilia kiilonbo6zé vetiileteirél, és lehet6vé teszi annak vizsgalatat, hogy miként
fejlédnek egytitt a baréti kapcsolatok és a kozos tevékenységek a hélézaton beliil.

4.4.1. Hovatartozasi hal6zatok és fokuszpontok

A hovatartozasi hdlézatokban az emberek és a kozos tevékenységek is csom6-
pontként jelennek meg. Az olyan k6z6s pontokat, mint példaul k6zos munkahely,
szervezet, hobbik vagy talalkozohelyek, fokuszpontoknak nevezziik (angolul ,,foci”,
~focal points”) (Feld 1981). Ezek a fékuszpontok olyan tarsadalmi, pszichologi-
ai, jogi vagy fizikai entitdsok, amelyek koré tarsas tevékenységek szervezédnek.
A hovatartozasi hal6zatban az egyének és a fékuszpontok kozotti kapcsolatokat
gy abrazoljuk, hogy minden egyénhez és fékuszponthoz egy-egy csomdpont
tartozik, és élek kotik 6ssze az egyéneket azokkal a fékuszpontokkal, amelyekben
részt vesznek vagy amelyekhez tartoznak.
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Diak4

\

Irodalom

Biologia

4.3. abra. Négy didk és négy kurzus hovatartozdsi hdlézata

Ez a hél6zati forma tehat a személyek és a fékuszpontok kozotti kapcesola-
tok szerkezetét mutatja meg, két kiilonb6z6 tipust csomépontot tartalmazva:
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embereket és fokuszpontokat. A hovatartozasi hal6zatokat paros (bipartit) gréf-
ként abrazoljuk, ahol az élek mindig az egyik tipust csomépontbél a masikba
vezetnek (tehét nincs kapcsolat két egyén vagy két fokuszpont kozott). A 4.3. abra
négy didk és négy kurzus hovatartozasi hal6zatat dbrazolja. A graf paros, mivel
minden él didk-csomdpontot kot 6ssze egy kurzus-csomoéponttal, igy bemutat-
va, hogy mely didkok vették fel az egyes kurzusokat. A didkok ko6zott, illetve a
kurzusok kozott nem szerepelnek kozvetlen kapcsolatok. A péros graf fogalmat
az els6 fejezetben ismertettitk. Algoritmikai részleteket pedig az A fiiggelék
2. pontja targyal.

4.4.2. A szocialis és hovatartozasi hal6zatok egytittes fejl6dése

A szocidlis és hovatartozasi hélézatok idével véltoznak: Gj baratsagok ala-
kulnak ki, és az emberek 4j tevékenységekben vesznek részt. Ez a folyamat a
szelekci6 és a tarsadalmi befolyas egytittes hatasat tiikrozi: ha két ember ugyan-
ahhoz a fokuszponthoz tartozik, val6szintibb, hogy baratok lesznek, mig a ba-
ratok befolyasolhatjdk egymaés tevékenységvalasztasat. A 4.4.a. abra szociélis
hovatartozési hal6zatnak tekinthetd, hiszen megjelenit didk-diak baratsagokat
is (kék élek).

Ezen szocialis hovatartozasi hal6zatok vizsgalata soran harom f6 mechaniz-
must kiilonboztethetiink meg, amelyek a kapcsolatokat hdromszogszeri mintéza-
tokban zarjak le. A hdromszogek jelentése attdl fiigg, hogy az adott csomépontok
embereket vagy fokuszpontokat képviselnek:

1. triadikus bezdrédds: ha harom személy kozott mar van két barédtsag, akkor

val6szint, hogy a harmadik is kialakul. Ez a triadikus bezér6das elve.

2. fékuszpont-bezaréddas: ha két embernek van egy kozos fokuszpontja, kony-
nyebben lépnek kapcsolatba egymassal, mivel a fékuszpont kozvetit6ként
miikodik.

3. tagsagi bezarddas: ha egy személy baratja részt vesz egy fékuszpontban,
nagyobb eséllyel fog 6 maga is csatlakozni ehhez a fékuszponthoz.

A 4.3.b. 4dbréan lathat6 piros élek létrejottének hatterében kiillonb6z6 me-
chanizmusok allhatnak: Didk2 és Didk3 baratsaga egy kozos baratra vezethetd
vissza; Didk2 és Didk4 baratsaga pedig abbél fakad, hogy mindketten ugyanarra
a kurzusra jarnak. Didk1 a biol6giakurzust azért veszi fel, mert barétja, Didk3
is felvette.

Ez a harom mechanizmus — a triadikus bezar6das, a fékuszpont-bezarédas
és a tagsagi bezar6déas — mind a kapcsolatok haromszogszert zarédasan keresztiil
miuikodik, de eltéré kontextusokban és kiillonb6z6 jelentéssel. A hovatartozasi
hélézatok elemzése igy betekintést nyujt a tarsas kapcsolatok, tevékenységek és
kozosségi csoportok 0sszefon6dé dinamikajaba, valamint a kozosségek és barati
kapcsolatok kialakuldasanak alapveté mozgatorugoiba.
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(a)

(b)
4.4. abra. Négy didk és négy kurzus szocidlis hovatartozdsi hdlézata két
kiilénbézd idépontban, (a) és (b) dbrdak
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4.4.3. Tobb kozos barat, tobb kozos tevékenység

Erdekes kérdés, hogy a kozos baratok vagy a kozos tevékenységek szamanak
novekedése hozzajarul-e a kapcsolatok kialakulasa val6szintiségének novekedéséhez.

Triadikus bezdarédas és kézos bardtok. A vizsgalatok feltartak, hogy két sze-
mély kozott a kapcesolat kialakulasénak valoszintisége novekszik a k6zos baratok
szamaval, ami a nagyobb bizalom, a tébb interakciés lehet6ség és az er6s6dé ho-
mofilia hatdsara kovetkezik be. Kossinets és Watts (2006) egy amerikai egyetem
22000 hallgat6janak egyéves e-mail-kommunikéciéjat elemezve végeztek kisér-
letet, napi hal6zati pillanatképek alapjan kiszamitva a T(k) értéket — a kapcsolat
kialakulaséanak val6szintiségét két ember kozott k kozos barat esetén (4.5. abra). Az
eredmények alapjan T(0) (azaz nincs kozos barat) kozel nulla volt, mig T(k) szinte
linearisan nétt a k novekedésével. Kulonosen markans novekedést tapasztaltak
egy és két kozos barat esetén, ami kiemeli a triadikus bezarodas erejét. Ezen kiviil
nyolctél tiz k6zos baratig szintén felfelé mutaté hatas jelentkezett, bar ez egy kisebb
alcsoportot érintett, mivel kevés olyan par volt, akiknek ennyi k6zos baratjuk volt,
anélkil, hogy mér kapcsolatban élltak volna egymassal.
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4.5. abra. A triadikus bezdaréddas hatdsainak szamszertisitése egy e-mail-
adatdllomdany alapjan (Kossinets—Watts 2006). Az adatokbdl szdarmazé gorbét a
fekete folytonos vonal dbrdzolja, mig a szaggatott vonalak két egyszeri
alapmodell alapjan szdmitott valészintiségeket mutatnak, amelyek feltételezik,
hogy a kéz6s bardtok fiiggetlen valészintiséggel jarulnak hozzd a kapcsolat
kialakulasahoz.
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Kossinets és Watts a ,,fékuszbezarodast” is vizsgaltak, ahol a kozos tevékeny-
ségek alapjat kozos orak jelentették. A hallgatok érarendjét alapul véve minden
egyes ora egy ,fokuszpontnak” mindgsiilt, és kiszamitottak a kapcsolat kialakula-
sénak valészintiségét a megosztott 6rak szama alapjan. Mig egy kozos 6ra hasonlé
hatast gyakorolt a kapcsolat kialakulasara, mint egy kozos barét, a tovabbi kozos
orak hatasa csokken hozadékot mutatott.

Az eredmények azt mutatjak, hogy bar a kozos baratok szama jelentésen no-
veli a kapcsolat kialakuldsanak valészintiségét, a kozos tevékenységek szamanak
novekedésével egyre kevésbé né a kapcsolatok kialakulasa. Emellett a nyolctdl tiz
kozos baratig megfigyelt novekedés, bar egy kisebb alcsoportot érint, kiemeli, hogy
a magas szamu kozos kapcsolatok tovabbra is eldsegitik a kapcsolatok 1étrejottét.
Ez a kiilonbség ramutat, hogy a tarsadalmi és tevékenységalapt kapcsolatok eltérd
modon jarulnak hozza a halézat fejlédéséhez.

4.5. Szegregacio: a Schelling-modell

4.6. abra. Az emberek azon hajlama, hogy etnikailag homogén kérnyékeken
éljenek, jol lathato térbeli szegregdacios mintazatokat hoz létre — amint az a
Chicago 1940-es (bal) és 1960-as (jobb) évekbeli térképein is megfigyelhetd

(Mébius—Rosenblat 2001). A sarga és narancssarga szinnel jelolt blokkokban az
afroamerikaiak ardanya 25% alatt marad, mig a barna és fekete blokkokban ez az
ardny meghaladja a 75%-ot.



80 W 4. Fokuszban a pontok: hal6zatok és kontextusuk

A Schelling-modell egy egyszerti, am rendkiviil szemléletes mddja annak,
hogy bemutassuk, hogyan alakulhat ki szegregéci6 egy tarsadalomban, még akkor
is, ha az egyének csekély mértékii, de hatdrozott preferencidkat taplalnak sajat
csoportjuk irdnt. Thomas Schelling amerikai kozgazdész fejlesztette ki a modellt
a 20. szazad masodik felében, hogy a varosi szegregdcié és az emberi elvandor-
lasi mintak vizsgélatéra szolgaljon (Schelling 1972, 1978). A 4.6. abra Chicagoéra
vetiti le ezt a jelenséget. A modell alapjan szemléletesen megérthetjitk, hogyan
vezethetnek a tarsadalomban jelen 1év6 kisebb preferenciék és apr6 dontések nagy
léptékii eloszlasi mintdzatokhoz.

4.5.1. A Schelling-modell mtikodése

A Schelling-modellben az egyének egy rdcsszerkezet(i halézaton helyezked-
nek el, ahol minden egyes pont egy ,lakos” (példaul egy személy vagy csalad).
A racs egy meghatarozott részét két kllonb6z6 csoport képviseli (példaul kékek
és pirosak, vagy két kiilonb6z6 etnikai csoport), és a toébbi racspont tires helyet
jelol, ahova a lakosok koltozhetnek.

4.7. abra. A Schelling-modell szimuldldsa 6x6 méretii racson (bal: kezdeti
allapot; jobb: egy kor utani dallapot). Megelégedettségi kiiszébérték: legalabb
3 hasonlé szomszéd. (*)-gal jeléltiik az ,,elégedetlen” lakosokat.

A modell lényege, hogy minden egyes lakosnak van egy meghatarozott kii-
szobértéke, amely meghatarozza, hogy milyen aranyban szeretné, ha szomszédjai
a sajat csoportjdbol valok lennének. Amennyiben egy lakos szomszédségéban 1évé
sajat csoportjabeliek ardnya nem éri el ezt a kiiszobértéket, a lakos koltozni fog
egy olyan helyre, ahol ez a feltétel teljesiil. Ezt a folyamatot iteralva a lakosok egy
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id6 utan stabil eloszlast érnek el, amelyet a modell révén tanulményozhatunk.
A 4.7. abra szemléletesen mutatja be, milyen jelentds valtozast idézhet el6 akar
egyetlen koltozési hullam is, egy csupan 3-as kiiszobérték mellett. Mig a bal olda-
lon, a kiindulasi allapotban csak egyetlen lakosnak nem volt ,idegen” szomszédja
(Y2), a jobb oldali 4llapotban mar hat ilyen lakos van (X3,Y2,X8,Y11,X11,Y5), pedig
ez nem volt szandékos cél. A vizsgalt jelenséget még szemléletesebben ébrazolja
a 4.8. abra, ahol a szimulacié 150x150 méretti racson zajlik 800 koron keresztil,
4-es kiiszobértékkel. Tovabbi algoritmikai részleteket taldl az olvaso a B fiiggelék
4. pontja keretében.

4.5.2. A Schelling-modell alkalmazasa a szegregéaci6 vizsgalatara

A modell kiillonosen hasznos a varosi szegregacio, az iskolai szegregacio és a
lakossagi megoszlas kiilonboz6 formainak tanulméanyozasara. Segitségével meg-
érthetjiik az alabbi jelenségeket.

Kis preferenciak nagy léptékii hatasa: a modell érzékelteti, hogy az egyéni
szinten jelentéktelennek tiiné preferencidk hogyan vezethetnek énkéntelentl
tarsadalmi szint(, er6teljes szegregaciohoz. Az emberek nem feltétleniil akarnak
teljes elkiiloniilést, &m a sajat csoportjukkal kapcsolatos kisebb preferenciak is
elegendSk ahhoz, hogy szinte homogén csoportok alakuljanak ki.

4.8. abra. A Schelling-modell szimuldacidjanak négy kéztes dllapota (20, 150,
350 és 800 kor utan) egy 150x150-es rdcson, ahol a kiiszobérték 4, és mindkét
tipusbdl 10 000 lakos talalhato. A koltozési hullamok elérehaladtaval a
rdcson a nagy homogén teriiletek fokozatosan névekednek, kiszoritva a kisebb,
keskenyebb régiokat.

Dinamikus stabilit4s és mobilitas: a Schelling-modell megmutatja, hogy a tar-
sadalmi stabilitas elérhet6 ugyan, de csak akkor, ha a lakossag nagy része megtalélja
az altala preferalt kornyezetet. Ha ez nem teljesiil, akkor nagyaranyua koltozések
és atrendezbédések zajlanak, ami tovabbi szegregédcidhoz vezethet.

Varosfejlesztési dontések tamogatasa: a modell segithet a varosfejlesztési po-
litikak kialakitdsdban, hiszen megmutatja, hogy miként hatnak az egyének laké-
helyvalasztasi preferenciai a varosi szintli mintazatokra. A helyi és korményzati
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beavatkozésok sordn érdemes figyelembe venni a szegregaci6 kialakuldsanak e
mechanizmusat, kiillénosen a vegyes lakétertiletek fenntartasa vagy a lakasprog-
ramok kialakitasa soran.

A Schelling-modell tehét egy rendkiviil egyszert, de mélyrehat6 eszkoz arra,
hogy feltarjuk a szegregacié dinamikéjat. Megmutatja, hogy a csoportok kozotti
kisebb preferencidk is végsé soron nagy léptékii szegregaciéhoz vezethetnek,
amennyiben ezek a preferencidk az egyének dontéseit rendszeresen befolyéasoljak.

4.6. Osszegzés

Mintegy konklizioként ehhez a fejezethez kijelenthetjiik, hogy a hal6zati ku-
tatasok és a kontextualis tényezbk kozotti 6sszefiiggések vizsgalata ravilagit arra,
hogy a kapcsolatok nemcsak az 6sszekottetések mentén szervezédnek, hanem az
egyének tulajdonsagai és kornyezetiik is jelentds szerepet jatszanak. A homofilia, a
triadikus bezéarddas, a szocidlis és hovatartozasi hal6zatok, valamint a szegregacios
modellek mind azt mutatjdk, hogy a hélézati struktara és a kontextus szorosan
osszefonddnak, és kozosen alakitjak a tarsadalmi rendszerek miikodését.



5. Az artikulaciés pontok szerepe
és stratégiai fontossaga
a halézatok miikédésében

A komplex hal6zati rendszerek vizsgalatanak egyik alapveté kihivasa a hélozat
szerkezete és miikodése kozotti kolcsonhatas feltarasa. Ezt a kérdést a grafelmélet
egy klasszikus fogalman, az artikulaciés pontokon keresztiil kozelithetjik meg.
Ahogy mar az els6 fejezetben definialtuk, az artikulaciés pont (AP) egy olyan
csomépont a hal6zatban, amelynek eltavolitasa megszakitja a hal6zat 6sszeftg-
gését, vagy jelentdsen csokkenti annak szerkezeti integritasat. Az ilyen pontok
elemzése kilonosen fontosséd valik olyan rendszerek esetében, ahol a hal6zat
gyors és célzott megbontasa vagy éppen védelme a cél. Rosszindulatt halézatok,
példaul terroristacsoportok kommunikaciés hal6zatainak esetében az artikulaciés
pontok azonositasa lehet6séget ad a hélézat gyors és hatékony szétrombolasara.
Ezzel szemben jotékony, 1étfontossagt hal6zatok, mint az infrastruktirak, katonai
rendszerek vagy kiberhal6zatok esetében ezek a pontok gyenge lancszemekként
miikodhetnek, amelyek azonositdsa hozzajarulhat a hal6zat biztonsaganak és el-
lenéllé képességének megerdsitéséhez.

Ez a témakor szervesen kapcsolédik az el6z6 fejezet gondolatmenetéhez, mivel
a hélézat kontextusanak és a pontok tulajdonsédgainak mélyrehaté megértése alap-
vet6 a halézat miikodésének feltarasdhoz, valamint annak megerdsitéséhez vagy
éppen a felszamoldsahoz. A negyedik fejezet révilagitott arra is, hogy a hélézat
elemei és azok ko6zotti kapcsolatok a halézat kornyezetének és céljainak megfele-
l6en formalédnak, és ez a tudas elengedhetetlen a hal6zat sériilékeny pontjainak,
vagyis a gyenge lancszemeknek az azonositasdhoz.

Ennek a fejezetnek a célja, hogy bemutassa, hogyan azonosithaték és érté-
kelhet6k az artikulaciés pontok kiilonbozé tipust halézatokban, és hogyan épit-
het6k célzott stratégidk ezekre a pontokra, akar a hal6zat megsemmisitése, akér
a védelme érdekében. A fejezet tobbek kozott a Nature Communication szaklap-
ban megjelent Artikuldciés pontok komplex halézatokban (Tian et al. 2017) cimd
cikkbél merit, ahol a szerzék, miutan feltérképezték az elérheté6 modszereket, az
alabbi kérdéseket vizsgaltak.

— Tervezhet6-e olyan, artikuldcids pontokon alapulé tdmadasi stratégia, amely

hatékonyabban képes megsemmisiteni rosszindulatt hal6zatokat?

- Kifejleszthet6-e olyan, AP-alapt médszer, amely eredményesebben feltarja

a komplex halézatok szerkezeti felépitését és szervezddési elveit?

— Mi torténik, ha folyamatosan eltavolitjuk az artikuldciés pontokat egy vé-

letlen grafbol vagy egy valés hal6zatb6l? Marad-e egy ,mag” a végén? Ha
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igen, milyen kovetkezményekkel jar egy ilyen mag a hal6zat szerkezeti
integritasara és funkcionalis m{ikodésére nézve?

— Hogyan kvantifikélhaté, ha egy valos hal6zatban az artikulaciés pontok
talstlyban vannak vagy alulreprezentéltak a véletlenszertien generalt meg-
felel6jéhez képest?

5.1. Az artikulaciés pontok meghatarozasa
és azonositasa

A 2. fejezetben is taldlkoztunk artikulaciés pontokkal, hiszen a hidak végpont-
jai ezek kozé tartoznak. Azonban, amint az artikulacios pont definici6jabol kidertil,
és az 5.1. abran is j6l lathaté, a hidak végpontjai csak az artikulaciés pontok egy
specialis esetét képviselik. Az artikuldcids pontok gyors és hatékony azonositésara
léteznek olyan algoritmusok, mint példaul a mélységi keresés (depth-first search,
DFS), amely lehet6vé teszi e kritikus pontok felismerését linearis idében (lasd az
A fuggelék 5. pontjat). Az ilyen algoritmusok kiilléonésen hasznosak a valds ideji
hél6zati elemzésekben, ahol kulcsfontossagi a halézat legsebezhetébb pontjainak
gyors meghatarozasa.

3

5.1. abra. A 7-es cstics artikuldacios pont egy olyan grafban, amelyben nincsenek
hidak

5.2. Artikulaciés pontokra iranyulé tamadasi stratégia

Az artikulacios pontok tehat a hal6zat természetes sebezhetéségeit jelentik,
mivel ezek eltavolitasa kozvetleniil karosithatja a halézatot. Egy AP eltavolitasa
gyakran Gjabb artikulaciés pontok megjelenéséhez vezet a héalézatban, Gj po-
tencialis tdmadasi célpontokat teremtve (5.2. abra). Ez az 0sszefiiggés inspiralta
a ,nyers er§” alapi AP-tdmadési stratégia (APTA — Articulation Point Targeted
Attack) kifejlesztését, amely soran iterativan eltavolitjuk az éppen legkritikusabb
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AP-t — azt a csomdpontot, amely a hdl6zat legnagyobb 6sszefiiggé komponensébdl
(GCC - giant connected component) a legtobb csomoépont levalasat eredményezi.

(@) (b)
5.2. abra. Miutdn a bal oldali grafbdl eltavolitjuk az egyetlen artikuldciés pontot
(a 7-es csticsot), egy masik pont, az 5-6s valik 4j artikulacios pontta.

Korlatozott ,koltségvetés” (azaz az eltavolitandé csomépontok szdma) mellett
ez a stratégia rendkiviil hatékony a GCC csokkentésében, kiillonosen mas, kozpon-
tisdgon alapul6 stratégiakhoz képest, mint amilyenek péld4ul a fokszdm alaptt meg-
kozelitések (els6ként a nagy fokszamu pontokat tavolitjuk el). A bevezetében emli-
tett cikk szerzdinek megfigyelései szerint, az APTA-stratégia kis szamu csomoépont
eltavolitdsaval eléri a GCC gyors csokkenését szamos valds hal6zatban, ideértve a
technoldgiai, infrastrukturalis, biol6giai, kommunikacids és tarsadalmi hél6zatokat.

A halo6zat kezdeti szerkezetétdl fiigg6en az APTA vagy teljesen felbonthatja
a halozatot, vagy létrehozhat egy maradék GCC-t, amely a hal6zat egy korlato-
zott részét képviseli. Ez a maradék GCC egy ,bikomponens” — olyan részhalmaz,
amelyben barmely két csomdpont kozott legalabb két fiiggetlen ut 1étezik, és igy
artikulaciés pontok mér nincsenek jelen. Ezt a szerkezetet ,maradék 6rids bikompo-
nensként” (RGB - residual giant bicomponent) fogjuk nevezni. Az RGB egy olyan
magot képvisel, amely fenntartja a hal6zat szerkezeti integritasat, és kulcsszerepet
jatszik a hélézat fennmaradédsaban még célzott timadasok esetén is.

5.3. Tobbszorosen osszefiiggé grafok

A ,bikomponens” elnevezés arra utal, hogy az adott komponens kétszeresen
osszefliggd, vagyis barmely két csomdpontja kozott legaldbb két, egymastél fug-
getlen (pontfiiggetlen) Gt létezik. Altaldban egy grafot akkor neveziink k-ossze-
figgének, ha legalabb k csomoépont eltdvolitasara van sziikség ahhoz, hogy a graf
szétes6 komponensekre hulljon. Ez azt jelenti, hogy amennyiben kevesebb mint
k csomoépontot tavolitunk el, a graf tovébbra is 6sszefliggé marad.
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Mas megfogalmazasban: egy véges graf akkor k-6sszefiiggd, ha legalabb
k+1 csticsa van, és barmely két cstics kozott 1étezik k pontdiszjunkt Gt. A k-6ssze-
fuggiség fogalma kiterjeszthetd az él-osszefiiggiségre is: egy graf akkor k-szeresen
él-6sszefiiggd, ha barmilyen modon tavolitunk el kevesebb mint k élt, a graf 6ssze-
figgé marad. Az ilyen tipust grafok kiilonosen ellendllok, mivel tobb kapcsolatot
is biztositanak a csomoépontok kozott. Az 5.3. dbra a kiillonb6zé 6sszefiiggbségi
fogalmak viszonyait foglalja tssze.
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5.3. abra. A felsd ikonsor az 1-, 2-, 3-,..., k-szeres pont-Gsszefiiggdséget képviseli,

az alsé sor pedig az 1-, 2-, 3-,..., k-szeres él-Gsszefiiggdséget. A diagram
bemutatja, hogy mi mit implikal.

N

5.4. Moho artikulacios pont eltavolitasi médszer

Bar az APTA modszert ,,nyers-eré” megkozelitésnek tekinthetjiik, tartalmaz
egy moho elemet is, mivel minden 1épésben azt az artikuldciés pontot tavolitjuk
el, amely a legtobb csomépont levalasat eredményezi a legnagyobb 6sszefiiggd
komponensrél, ezzel a legigéretesebben tdmogatva a hal6zat felszamolasanak cél-
jat. Egy alternativ mohé megkozelités az lehetne, ha minden 1épésben az 6sszes
létezé artikuldciés pontot eltdvolitanank, gyorsitva ezzel a hal6zat fragmentalé-
dasat. Erre az elvre épiil a GAPR-médszer (Greedy Articulation Points Removal).

Az artikulacios pontok azonositésa és szisztematikus eltavolitdsa Gj megvi-
lagitasba helyezi a komplex hal6zatok szervezidési alapelveit. Példaul a 9/11-es
terrortdmadasokhoz kapcsoléd6 kommunikéciés hal6zatban (5.4. abra) minden
AP-ként jelolt csomopont (pirossal kiemelve) egy-egy alhalozat ,hirvivéje”, mivel
minden informaciocsere ezen csomépontokon keresztiil zajlik az adott alhélézat
és a teljes haldzat tobbi része kozott. Az eredeti hal6zat 6sszes AP-ja és az alta-
luk kapcsolt alhalézatok egyiitt alkotjak a terrorhalézat elsd, kdzponti rétegét.
Miutdn minden AP-t eltavolitottunk az eredeti hal6zatbdl, ez az elsé réteg ,le-
héntédik”, Gjabb AP-k tarulnak fel, és igy megjelenik a hélézat masodik rétege.
A GAPR-folyamatot addig ismételjuk, amig mar nem marad AP a hélézatban.
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Fontos megjegyezni, hogy minden 1épés soran egyszerre tavolitjuk el az 6sszes
aktualis AP-t. Tovabbi algoritmikai részletek végett lasd a B fiiggelék 5. pontjat.

(c) (d)

5.4. abra. (a) A 2001. szeptember 11-i, Egyesiilt Allamok elleni
terrortdmaddsokhoz kapcsolédé kommunikdcids hdlézat (62 pont, 153 él, az
artikuldaciés pontokat pirosak) (Krebs 2002). (b, ¢) Minden lépésben eltavolitjuk
a hdlézat dsszes aktudlis artikuldcios pontjat, valamint az azokhoz kapcsolédé
éleket. A hdalézat harom rétegbdl dll (vildgossdrga, kék, zéld). (d) A maradék
orias bikomponens (RGB), 26 csomdponttal (a 16 géprablé négyzettel kiemelve).
(Tian et al. 2017)

Az 5.4. abra illusztrélja ezt a rétegezési folyamatot a 9/11-es tdimadasok halo-
zatan, amely 62 terroristat foglal magaban. Tian és munkatarsai (2017) elemzése
értelmében ez a hal6zat harom réteghdl és egy maradék drids bikomponensbél
(RGB) 4ll, amely 26 csomdpontot tartalmaz. (Megjegyzendd, hogy a GAPR soran
létrejové RGB hasonlé, de nem feltétleniil azonos az APTA-mddszerrel kapott
RGB-vel.) Erdekes médon a 26 RGB-csomépont koziil 16 kozvetlen résztvevé-
je volt a 9/11-es tdmadéasoknak, amelyekben 6sszesen 19 gépeltérit6 vett részt.
Ez az RGB tehat egy olyan magot alkot, amely a hal6zat mtikodéképességének
megOrzését szolgalja, és tdmogatja annak konkrét céljat — jelen esetben a gépel-
téritést. Fontos megjegyezni, hogy az RGB-ben szereplé egyes gépeltériték nem
kozponti csomdpontok (nem ,hub”-ok), hanem csupén két-harom kapcsolattal
rendelkeznek a hélézatban, igy hagyomanyos hal6zatbontasi médszerekkel ne-
hezen azonosithatdk.

Erdekes médon az APTA- és a GAPR-eljarasok soran kapott RGB-k szamos
valés haldzat esetében jelentds atfedést mutatnak. Fontos kiilonbség azonban,
hogy mig az APTA optimalizélja az eltdvolitasi folyamat hatésat, addig a GAPR
determinisztikus, igy egyszertibben elemezheté matematikai szempontbol. A to-
vabbiakban a GAPR soran kapott RGB-re 6sszpontositunk, mivel ez a mag alapvetd
szerepet jatszik a halézat strukturélis integritdsdnak megérzésében, és pontosan
feltarja a hal6zat szervez6désének alapvetd szerkezeti jellemza4it.
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5.5. Artikulaciés pontok és maradék érias
bikomponens valés halézatokban

A fentebb bemutatott algoritmusok fékuszba helyezik az artikulaciés pontok
aranyat (n,, = N,,/ N) és az RGB relativ méretét (n,, = N, / N) kiilénféle valos
halézatokban. Itt n,, n. és N rendre az artikulaciés pontok, az RGB (a GAPR-
modszerrel nyert maradék érids bikomponens) csomdpontjainak szamat, illetve
a teljes halézat csomépontjainak szamat jelenti.

Az e gondolatmenetben végzett vizsgélatok feltartak, hogy sok valds halézat-
ban az AP-k ardnya jelentds, mig az RGB ardnya kicsi. Infrastruktiira-halézatok
esetén azt varnank, hogy az AP-k ardnya alacsony és az RGB nagy, mivel ezek
a halozatok elvileg ellenélléak az artikuldciés pontok eltavolitdsaval szemben.
Meglep6 modon azonban ez nem igy van: két amerikai régié villamosenergia-
hal6zatainak elemzése azt mutatja, hogy ezek rendelkeznek az Osszes vizsgélt
halézat koztl az egyik legnagyobb AP-arannyal (kb. 24%), és szinte alig van ben-
nitk RGB. Hasonldképpen, harom amerikai allam athalézataiban kozel 20%-os
az AP-ardny, mig az RGB ardnya mindéssze n,,, = 0,08. Ezek az eredmények azt
sugalljak, hogy az infrastruktdara-hal6zatokat nem optimalizaltak az artikuldcids
pontok eltavolitasdval szembeni ellenallésagra. Ez valdszintileg az Gj kapcsolatok
kialakitdsanak magas koltségével magyarazhaté (példaul két er6mi 6sszekotése
nagyfesziltségli vezetékkel vagy két varos 6sszekapcsolasa autépalyaval), igy
ezek a hélézatok jellemzéen nem rendelkeznek nagymértékli redundanciaval,
hanem mas szempontok, példdul a tarsadalmi hasznossag figyelembevételével
optimalizaltak éket.

Ezzel szemben a vizsgalt 28 taplalékhal6 koziil 22 nem tartalmazott AP-t,
vagyis n,., = 1, ami azt jelzi, hogy ezek a halézatok bikapcsoltak. Igy egyetlen faj
kihalasa sem szakitana szét az egész kozosséget. Erdekes modon tehat a legtobb
vizsgélt valés hélézat vagy nagyon kis RGB-vel, vagy igen nagy RGB-vel rendel-
kezik.

5.5.1. Valés versus randomizalt hal6zatok

A topolégiai jellemz6k feltdrasara, amelyek befolyasoljak az n,, és n,, érté-
keit, a kutaték dsszehasonlitottédk a valés halézatok n,, és n, ., értékeit azok ran-
domizalt megfeleléivel. Ehhez teljes randomizalési eljarast alkalmaztak, amely a
hélézatot Erd6s—Rényi (ER) tipust véletlen graffa alakitotta gy, hogy a csomé-
pontok szama N és az élek szdma L véaltozatlan maradt. A vizsgélat feltarta, hogy
teljesen randomizélt hal6zatokban az n,, és n,, értékei lényegesen eltértek a valos
halozatok megfeleld értékeitdl. Ez arra utal, hogy a teljes randomizalas megsziinteti
azokat a topolégiai jellemzdket, amelyek befolyédsoljdk az n,, és n, ., értékeket.

Masrészt, amikor a kutaték fokszdmmeg6rzé randomizalést alkalmaztak —,
amely sordn az élek atrendezésével megdrizték minden csomoépont fokszamat,
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az n,, és n, ., értékei lényegesen nem valtoztak. Ez azt sugallja, hogy egy halézat
n,, és n,., szempontjabol jellemz6 tulajdonségai nagyrészt a fokszameloszlasban
rejtéznek. A valés hal6zatok tobbsége kisebb n, -t és nagyobb n, -t mutat a fok-
szammegOrz6 randomizalt véaltozatokhoz képest, ami kiemeli a valés héalézatok

egyedi szerkezeti stabilitasat és redundanciajat.

5.6. Osszegzés

Az ebben a fejezetben bemutatott fogalmak és algoritmusok egy sajatos né-
z6pontot kinadlnak a komplex halézatok szervezédési elveinek megértéséhez, és
ravilagitanak ellenallébb infrastruktara-hélézatok tervezésére és hatékonyabb
modszerekre a rosszindulata hal6zatok szétrombolaséban.

Két, artikulaciés pontokon alapulé alkalmazast vizsgaltunk meg: egy hal6zati
tamadasi stratégiat (APTA) és egy haldzatbontési modszert (GAPR). Megallapitottuk,
hogy korlatozott , koltségvetés” mellett az APTA-stratégia hatékonyabban csokkenti
a hal6zat legnagyobb 6sszefiiggé komponensét (GCC), mint sok egyéb stratégia.
A komplex hélézatok mag-periféria szerkezetének feltdrasdban a javasolt GAPR-
modszer jelentésen kiillonbozik a hagyomanyos halézatbontasi modszerektsl, mivel
az é4ltala azonositott mag alacsony fokszdmi csomépontokat is tartalmazhat. Ezek
a gyéren kapcsol6do csomépontok funkcionélisan nagyon fontosak lehetnek, de a
hagyomanyos bontéasi médszerek altaldban figyelmen kiviil hagyjak Sket.

A fejezet alapjaul szolgéld cikk elméleti oldalrdl is megvizsgélja a szoban
forg6 témakort, és egy analitikus keretrendszert javasol, amellyel kiilonféle, ar-
tikuldciés pontokhoz kapcsolédé tulajdonsédgok szamithaték ki. Ezek kozott az
egyik legnagyobb elméleti érdekl6désre szamot tart6 eredmény a maradék orias
bikomponens (RGB) megjelenése. A szerzdk szerint elemzésiik elméleti magya-
razatot ad arra az empirikus megfigyelésre, hogy a val6s hal6zatok tobbségében
az RGB vagy nagyon kicsi, vagy igen nagy.
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a feszitéfak szerepe és alkalmazasai

A feszit6fék a grafelmélet egyik alapvet6 struktarajat képezik, amelyek lehe-
tévé teszik, hogy egy oOsszefiiggd graf minimalis élszamu részgrafjat hozzuk létre
gy, hogy minden cstcs elérhet6 maradjon. Mig az el6z6 fejezetekben a halézatok
dinamikajara, a kapcsolatok erdsségére, a strukturalis egyenstlyra és a kritikus
csomopontok szerepére koncentraltunk, addig ebben a fejezetben a hal6zatok egy-
szerlisitett reprezentaciojara helyezziik a hangsulyt. A feszit6fak lehetéséget nyj-
tanak arra, hogy a komplex hal6zatokban rejlé szerkezeti mintazatokat — példaul
kozvetitd szerepeket, hierarchikus viszonyokat vagy terjedési ttvonalakat — redu-
kalt formaban, de mégis reprezentativan vizsgaljuk. Kiulénbo6z6 tipusai mas-mas
tulajdonsagokat emelnek ki a hélézat szerkezetébdl, igy kulcsszerepet jatszanak
optimalizacids és analitikai feladatokban. Ebben a fejezetben attekintjik a feszit6fak
legfontosabb tipusait, azok algoritmusait és gyakorlati alkalmazasait.

6.1. Feszit6fak madartavlatbol

A grafbejarasok (DFS, BFS) onmagukban is feszit6fakat generalnak, segitve
ezzel a hélézat strukturajanak feltérképezését. A DFS mélységi keresés soran egy
olyan feszit6fat hoz létre, amely az egyes csomoépontokat egy lehetséges elérési
sorrend szerint rendezi, igy jol alkalmazhaté korok és 6sszefiiggé komponensek
keresésére. Példaul weboldalak linkstruktirdjanak feltérképezésében hasznos
eszkoz lehet. A BFS-feszit6fa ezzel szemben szintek szerint halad, mindig a legko-
zelebbi, még be nem jart csticsokat veszi fel. Az igy kapott fa minimélis mélység,
azaz a kezd6csticsbol minden mas cstcsba a lehetd legkevesebb 1épéssel jutunk
el. Ezaltal a graf terjedési mintazata is lathatova valik. J61 alkalmazhat6 navigacios
rendszerekben, példaul tomegkozlekedési halézatok Gtvonalainak optimalizalasa-
ra. A grafbejardsokrdl részletesebb leirast adunk az A fiiggelék 2. és 3. pontjai alatt.

A stlyozott grafokban a feszit6fa kivalasztasa kiilonosen fontos, hiszen az
optimalis struktira kialakitasa jelentés koltség- és hatékonysagi tényezd lehet.
A minimalis feszitéfa (MST — Minimum Spanning Tree) olyan feszit6fa, amelyben
az élek 6sszstlya minimalis, igy a hdlézat kiépitése a leheté legkisebb koltséggel
torténik. Ennek ellentéte a maximalis feszitéfa (MaxST — Maximum Spanning
Tree), amely a leger6sebb kapcsolatokat emeli ki, a lehetd legnagyobb stlyu élek
kivélasztédsaval. Ebben a fejezetben két algoritmust mutatunk be ezek meghata-
rozasara: a Kruskal-algoritmus a novekvé vagy csokkend sily szerint rendezett
éllistabdl valasztja ki a fa éleit, mig a Prim-algoritmus egy kezddcsticsbél kiindulva
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mindig a legkisebb vagy legnagyobb stlyt 4j élt csatolja hozz4a. Ezek az algorit-
musok jél alkalmazhatok telekommunikéciés és elektromos halézatok tervezésé-
ben, varosok energiaellatasanak optimalizalasdban, valamint ellatasi lancok és
kozlekedési halézatok modellezésében.

A legrovidebb utak feszit6fa (SPT — Shortest Paths Tree) olyan feszitéfa, amely-
ben minden csomépontot a legrovidebb titon ériink el egy adott forrdsbél. Ennek
meghatarozasara harom hires algoritmus létezik: a Viterbi-algoritmus kérmentes
iranyitott grafok esetén, a Dijkstra-algoritmus pozitiv sulya élek esetén, valamint a
Bellman-Ford-algoritmus, amely negativ stlyt éleket is kezel. Ezeket az algoritmu-
sokat gyakran alkalmazzdk navigacios rendszerekben és internethél6zatok optima-
lizdlasaban, példaul GPS-alapu ttvonaltervezésben. A leghosszabb utak feszit6fajat
(LPT - L ngest Paths Tree) szintén hasznaljék, f6ként projektmenedzsmentben, ahol
az ugynevezett kritikus Gt médszere (CPM — Critical Path Method) segiti az iitemezést.

Bizonyos esetekben az alapvet6 feszit6fatipusok nem elegendéek, igy sajéatos
feszit6fakat hasznalunk. Ilyen példaul a ,,minimaélis tivegnyak feszit6fa” (Minimum
Bottleneck Spanning Tree — MBST), amelyben a legnagyobb stlya él minimalizal4-
séra toreksziunk, példaul adatatviteli hal6zatoknal. A Steiner-fa olyan részfeszitéfa,
amely egy elére meghatarozott csoméponthalmazt kot 6ssze minimalis koltséggel,
és foként tavkozlési haldzatok és ellatasi rendszerek optimalizaldsaban hasznaljak.
A fokszdmkorlatozott feszit6fa (Degree-Constrained Spanning Tree — DCST) bizto-
sitja, hogy egy csomdépont maximalis kapcsolati szama ne haladjon meg egy el6re
definiélt értéket, példaul szerverhédlézatok vagy energiaeloszt6 rendszerek esetén.

A kiilonboz6 feszit6fatipusok lehetévé teszik a halézatok hatékony struktu-
ralasét, legyen sz6 minimalis koltségli hal6zatépitésrél, maximalis teljesitmény
elérésérdl vagy specialis feltételek kielégitésérél. Tehat az ebben a fejezetben be-
mutatott mdédszerek széles korben alkalmazhatdk az informatika, kozlekedés, ipar
és gazdasag kiillonboz6 teriiletein, biztositva a rendszerek optimalis miikodését.

6.2. Minimalis feszit6fa (MST)

Annak szemléltetésére, hogy a minimaélis feszitéfa (MST) meghatérozasanak
milyen messzemend gyakorlati haszna lehet, tekintsiink egy alkalmazést az arche-
ologia teriiletérél. 1937-ben Burrows egy atfog6 régészeti elemzés eredményeit
publikélta a polinéziai szigetekrél. A kulturalis jegyek és komplexumok — bele-
értve a targyi leleteket (eszkozok, kenutipusok, kéregszovet stb.), a tdrsadalmi
szervez6dés aspektusait (nyelvek, rokonsagi rendszerek) és a vallasi elképzelé-
seket — vizsgdlata alapjan négy alcsoportot kiilonitett el Polinéziaban (az eredeti
angol elnevezéseket meghagytuk):

— Western Polynesia (Samoa, Tonga),

— Central Polynesia (Society Islands, Tuamotus, Southern Cooks, Australs,

Rapa, Hawaii),



92 MW 6. Fak a halézatok szolgdlataban: a feszit6fak szerepe és alkalmazasai

— Marginal Polynesia (New Zealand, Easter Island, Marquesas, Mangareva),

— Intermediate Polynesia (Northern Cooks).

1992-ben Irwin azt javasolta, hogy a polinéz kultarak kozotti hasonl6sag mér-
téke aranyos az utazas konnyedségével. Masképpen fogalmazva, minél ,,tavolabb”
helyezkedik el egymastdl két sziget, annal kisebb a kulturélis hasonlésag koztiik.
A 6.1. tablazat a vizsgélat sordn szamitott kolcsonos hozzaférhetéséget mutatja a
szigetek kozott Irwin szamitasai alapjan.

6.1. tablazat. Polinéziai kélcsonds hozzdférhetdségi matrix. Forrds: Irwin (1992)

TON SAM SCK NCK SOC MRQ TUA MGR AUS RAP HAW EAS NZ
TON 0,56 0,68 0,82 0,78 0,82 0,76 0,91 0,84 0,90 0,89 0,97 0,77
SAM 0,56 0,73 0,77 0,83 0,85 0,83 0,90 0,81 0,89 0,81 0,95 0,76
SCK 0,68 0,73 0,77 0,46 0,70 0,54 0,86 0,62 0,82 0,85 0,92 0,76
NCK 0,82 0,77 0,77 0,77 0,85 0,79 0,89 0,82 0,86 0,89 0,95 0,90
SOC 0,78 0,83 0,46 0,77 0,59 0,02 0,78 0,29 0,79 0,80 0,91 0,80
MRQ 0,82 0,85 0,70 0,85 0,59 0,46 0,80 0,66 0,85 0,87 0,90 0,88
TUA 0,76 0,83 0,54 0,79 0,02 0,46 0,66 0,37 0,79 0,79 0,89 0,76
MGR 0,91 0,90 0,86 0,89 0,78 0,80 0,66 0,77 0,79 0,92 0,86 0,92
AUS 0,84 0,81 0,62 0,82 0,29 066 0,37 0,77 0,67 0,81 0,94 0,79
RAP 0,90 0,89 0,82 0,86 0,79 0,85 0,79 0,79 0,67 0,95 0,90 0,91
HAW 0,89 0,81 0,85 0,89 0,80 0,87 0,79 0,92 0,81 0,95 0,97 0,91
EAS 0,97 095 092 095 091 0,90 0,89 0,86 0,94 0,90 0,97 1,00
Nz 0,77 0,76 0,76 0,90 0,80 0,88 0,76 0,92 0,79 0,91 0,91 1,00

6.1. abra. Az Irwin hasonldsdgi matrixanak megfeleld teljes graf minimdalis
feszitdfaja
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Ezekre az el6zményekre alapozva Hage, Harary és James (1996) bemutattak,
hogyan alkalmazhaté Kruskal minimalis feszitéfa algoritmusa az archeolégiai
adatelemzésben. Egy MST-alapt klaszterezési modszer segitségével algoritmikusan
is 0sszekapcsoltak Burrows és Irwin kovetkeztetéseit, megmutatva, hogy a graf-
elmélet eszkozei hatékonyan alkalmazhatok a kulturdlis és torténeti kapcsolatok
modellezésére (6.1. 4bra).

6.2.1. Kruskal-algoritmus

A Kruskal-algoritmus egy hatékony médszer a minimélis feszitéfa (MST)
meghatarozasara egy 0sszefiiggd, silyozott grafban. Az algoritmus egy élsilyalapi
moho stratégia, amely minden lépésben a még be nem valasztott legkisebb stulya
élt veszi fel a feszit6faba, feltéve, hogy ezzel nem alakit ki kort.

Az algoritmus lépései:

— adatok el6készitése: rendezziik az 6sszes élt novekvé sily szerint;

— kormentes élhozzaadas: egyesével adjuk hozzé a legkisebb silyu élt a fe-

szit6fahoz, feltéve, hogy nem alakit ki kort;

—megallas: amikor a fa mar n—1 élt tartalmaz (ahol n a csticsok szdma), az

algoritmus befejezddik.

\ 6\ . /3/
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6.2. abra. 5 pontu és 7 élii stulyozott graf

A 6.3. dbra az algoritmus mtikodését mutatja be a 6.2. abran lathaté példa-
grafon. Az éleket silyuk szerint ndvekvé sorrendben tekintjiik, atugorva azokat
(vastagitott sziirke élek), amelyek kort alkotnanak a mar kivalasztottakkal (vasta-
gitott fekete élek). Ha sikeriilt kivélasztani (n—1) = 4 élt, az algoritmus leall, hisz
az MST garantaltan 6sszedllt. Lasd tovabba az A fiiggelék 6. pontjat.

A Kruskal-algoritmus hatékonysaga leginkabb az élsor rendezésétél fiigg, ami
O(m log m) idébonyolultsagd, ahol m az élek szama.
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6.3. abra. A Kruskal-algoritmus mtikodés kozben: (1,2:1), (2,4:2), (1,3:3), (2,4:4),
(3,4:5), (3,5:6), (4,5:7).

6.2.2. MST-alapt klaszterezési modszer

A minimélis feszit6fa nemcsak optimalis hal6zatok tervezésére hasznalhato,
hanem hatékony eszkoz lehet az adathalmazok klaszterezésére is. Az MST-alapt
klaszterezés egyszerti, mégis eredményes modszer, amely kiilonosen jol alkalmaz-
haté hierarchikus klaszterezési problémak esetén. A lényege, hogy ha megfelels
pontokon megszakitjuk az MST-t, természetes klasztereket kapunk. Egyszertibben
fogalmazva, ha elvagjuk a leghosszabb éleket, megsziintetjiik azokat a kapcsola-
tokat, amelyek val6szintileg kiilonbozé klaszterek kozott allnak fenn. Igy a nagy
sulyu élek 4ltal elvalasztott komponensek 6nallo klaszterekként viselkednek.

Az MST-alapu klaszterezés folyamata a kovetkez6 1épésekbdl all:

— épitsitk meg az MST-t az adathalmazhoz tartozé hasonldsagi vagy stlyozott

gréafon.

— tavolitsuk el a leghosszabb éleket (példaul a k-1 leghosszabb élt, ha k klasz-

tert szeretnénk létrehozni).
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— a visszamaradé komponensek természetes klaszterekké alakulnak.

A Kruskal-algoritmus kiillonosen jol illeszkedik ehhez a megkozelitéshez. Nem
kell mast tenntink, mint az algoritmust abban a pillanatban leallitani, amikor mar
(n-1)-(k-1), vagyis n-k élt valogattunk be. Igy a graf k 6sszefiiggd komponensre
esik szét, amelyek a végsé klasztereket alkotjak.

Ha a fent ismertetett médszert kozvetleniil alkalmazzuk a 6.1. dbran bemu-
tatott polinéziai minimalis feszit6fara, akkor a 6.4. dbran lathaté eredményhez
jutunk. Mivel a grafnak (fanak) 13 csomépontja van, és Burrows 4 klaszterbe so-
rolta a szigeteket, ezért a Kruskal-algoritmust akkor kell leallitanunk, amikor 9 élt
mar kivalasztottunk. Ez a minimalis fan olyan felosztast eredményez, amelyben
NCK, HAW és EAS 6néll6 komponensként szerepelnek, mig az 6sszes tobbi sziget
egy nagyobb osszefiiggs klasztert alkot.

6.4. abra. A polinéziai szigetek MST-alapu, négy klaszterbe soroldsa: {EAS},
{HAW}, {NCK}, {tobbi sziget}

Hage és munkatarsai (1996) azonban forditott megkozelitést alkalmaztak:
azt vizsgaltak, hogy a minimalis feszitéfa (MST) bizonyos éleinek eltavolitdsaval
rekonstrualhaté-e a Burrows-féle besorolas (6.5. dbra). Elemzésiik sordn tovéabbi
régészeti és torténelmi forrasokat is figyelembe vettek.

Els6 1épésként abbdl indultak ki, hogy a fa levelei nem befolyésoljak a belsé
szerkezetet, igy el6szor ezeket tavolitottak el, és megvizsgaltak, hogy ezzel milyen
burrowsi kategoriak alakithatok ki. Megfigyelték, hogy a 0,77 suly él eltavolitasa-
val (X 0ll6 az dabran) maris Intermediate Polynesia elkiilonithetd, amely mindossze
egy szigetb6l, Northern Cooks (NCK)-bél 4ll.

Ezutan a 0,86, 0,76 és 0,46 sulyu élek eltavolitasaval (// oll6 az dbran) sike-
riilt Marginal Polynesia harom szigetét — Easter Island (EAS), New Zealand (NZ) és
Marquesas (MRQ) —elhatarolni. Ugyanakkor Mangareva (MGR) besorolésa problémaét
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jelentett, mivel a levélalapti megkozelités szerint a 0,66-0s él nem levélél, és raadasul a
TUA-csomopontnak van még egy levele, HAW, amelyet egy 0,79-es él kapcsol a fahoz.

Hawaii esetében rendhagy6 médon jéartak el, és bizonyos kiilsd, Tahiti fel6l
érkezé kulturélis hatasokra hivatkozva kezelték kiilon. A maradék 6sszefliggé kom-
ponensben a TON-SCK él (0,68 salyid) volt a legnagyobb, amelynek eltavolitasa
(= oll6) egy olyan klaszterezési eredményt adott, amely csak Mangareva (MGR)
besoroldsaban tért el Burrows eredeti felosztasatol.

6.5. abra. A polinéziai szigetek Hage és munkatdrsai (1996) szerinti, négy
klaszterbe soroldsa: {NCK}, {EAS,NZ,MRQ}, {SAM,TON?,
{SCK,SOC,AUS,RARTUA,MGR}. (HAW-tdl eltekintettek)

6.2.3. Prim-algoritmus

A minimalis feszit6fa megkeresésére egy masik hires algoritmus a Prim-
algoritmus. A Kruskal-algoritmussal ellentétben, amely az éleket stily szerint
rendezi, és a legkisebbeket hozzdadva épiti fel a feszit6fat, a Prim-algoritmus
egyetlen csticsbél indul ki, majd fokozatosan béviti a minimalis feszit6fat. Minden
lépésben mindig azt a legkisebb stlyt élt véalasztja, amely egy méar meglatogatott
csucsot egy még nem meglatogatott csticshoz kapcsol. Ez egy lokélisan optimali-
zalt megkozelités, amely a kovetkez6 stratégia mentén halad. (Tovabbi részletek
végett lasd az A figgelék 7. pontjat.)

— A folyamat egy tetszdlegesen kivalasztott kezd6csicesal indul.

—Minden lépésben a mar kivalasztott halmazhoz egy olyan 4j cstcsot ad

hozza, amelyhez a legkisebb salyt él kapcsolodik a grafban.



6.2. Minimalis feszit6fa (MST) ® 97

— Az algoritmus addig folytatédik, amig minden cstcs szerepel az MST-ben.

A 6.2. példagrafon a lépéssorozat a kovetkezé.

— Kezddécstcs kivalasztasa: Legyen a kezddcstcs az 1-es. Az MST egyelére
egycsucsu.

— Uj cstics bevonasa: Kivalasztjuk a legkisebb stlyt élt, amely a kezdécsticsot
egy masik csticshoz kapcsolja. A lehetdségek: (1,2:1), (1,3:3). Az (1,2) él
salya a legkisebb, igy ezt valasztjuk. Ezzel a 2-es cstics bekerilt az MST-be.

— Ujabb cstics bevonasa: Megvizsgaljuk, hogy a mar csatolt csomépontoktél
mely élek vezetnek még be nem kotétt csticsokhoz: (2,4:2), (1,3:3), (2,3:4).
A (2,4) él a legkisebb sulyt, igy ezt adjuk az MST-hez. Ezzel a 4-es cstics
is bekertilt az MST-be.

— Tovabbi cstics bevonasa: Most a lehetdségek: (1,3:3), (2,3:4), (3,4:5), (4,5:7).
Az (1,3) él a legkisebb sulyu, igy ezt adjuk az MST-hez. Ennek nyoman a
3-as csucs is az MST részévé vilt.

— Utolsé6 cstcs bevonasa: A jelenleg elérheté élek: (3,5:6), (4,5:7). A (3,5) él
a legkisebb, igy ezt vélasztjuk. Es ezennel 6sszeallt a minimalis feszitéfa,
hisz n-1=4 él révén becsatoltuk mind az n=5 csomépontot.

A Prim-algoritmus bonyolultsaga az implementalas megvalésitasatol figg.
Szomszédsagi matrixbdl O(n?), szomszédsagi listabol binaris kupac hasznalataval
O(m log n), valamint szomszédsagi listabdl Fibonacci-kupac hasznalatdval O(m
+ n log n).

e
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6.6. abra. Kruskal versus Prim: MST-épités féliitjian egy 500 ponti euklideszi
grafban (Sedgewick—Wayne 2025)

A 6.6. dbra szemléletesen mutatja be, hogy a Kruskal- és a Prim-algoritmus
miként jut ugyanahhoz az eredményhez eltér6 médon. A Kruskal-algoritmus
egy n pontt erd6bél indul ki, és minden 1épésben Gsszevon két fat. Ezzel szem-
ben a Prim-algoritmus esetében a minimélis feszitéfa egy pontbdl névekszik.
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Bizonyithat6, hogy mindkét algoritmus garantaltan minimaélis feszit6fat eredmé-
nyez. Ha az MST egyedi, akkor mindkett6 ugyanazt taldlja meg, viszont ha t6bb
egyenértékd MST is létezik, akkor eltéré minimélis feszit6fakhoz is eljuthatnak.

6.2.4. A minimalis feszit6fak alkalmazasai

Ahogyan mar a bevezetében is emlitettiik, a minimélis feszit6fak (MST-k)
alapvetd szerepet toltenek be a halézatok tervezésében és optimalizaldsaban, mi-
vel lehet6vé teszik dsszefiiggd struktiarak kialakitdsat minimaélis koltség mellett.
Az MST-k alkalmazésa kulcsfontossagu a tavkozlési rendszerekben, az energiael-
osztasban és az infrastruktura fejlesztésében, de szerepiik messze tilmutat eze-
ken a hagyomanyos teriileteken. ime egy valogatas tudoméanyos dolgozatokbdl,
amely szemlélteti, miként béviil folyamatosan a minimalis feszitéfak (MST-k)
alkalmazasi kore:

- online kézzel irt matematikai kifejezések felismerése minimalis feszitéfa-

konstrukcié és szimbélumdominancia alkalmazasaval (Tapia—Rojas 2003);
— a minimalis feszit6fa (MST) médszer heurisztikus alkalmazhatéséga a to-
xikolégidban (Devillers—Doré 1989);

—val6s idejii kiemelt objektumfelismerés minimalis feszit6fa segitségével
(Tu et al. 2016);

— hatékony regionalizacids technikak tarsadalmi-gazdasagi foldrajzi egységek-
hez minimalis feszit6fak alkalmazésaval (Assuncao et al. 2006);

—nem invaziv rakok: észlelési médszer minimélis feszitéerdén alapulva
hiperspektralis képalkotassal (Pike et al. 2015).

6.7. abra. Kézzel irt matematikai kifejezéshez tarsitott minimalis feszitdfa
(Tapia—Rojas 2003)

6.3. Legrovidebb utak faja (SPT)

A modern navigéaci6s rendszerek miikodésének egyik alapjat egy hatékony
grafelméleti struktura, a legrovidebb utak faja (Shortest Path Tree, SPT) képezi.
Az olyan alkalmazasok, mint a Google Maps, a Waze vagy egyéb ttvonaltervez6
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rendszerek, a kozlekedési halozatot grafként modellezik, ahol a csomépontok a
helyszineket, az élek pedig az Gtszakaszok kozotti kapcsolatokat reprezentaljak.
Az algoritmusok az ilyen struktirdkon beliil keresik meg a kiindulépontbdl
indulé, minimalis koltségl (id6, tavolsidg vagy egyéb silyozé tényezék alapjan
szamolt) Gtvonalakat, igy létrehozva egy olyan fastrukturat, amely minden
elérhet6 célhoz vezet.

E mechanizmus révén a navigacids rendszerek valés id6ben képesek meg-
hatarozni az optimélis Gtvonalakat, figyelembe véve nemcsak a tavolsagokat,
hanem a dinamikusan véltoz6 tényezdéket is, mint példaul a forgalmi viszonyok.
Az aldbbiakban bemutatjuk a legrovidebb utak fédjanak alapelveit, felépitését és
miikodését, tovabba ravilagitunk alkalmazasi tertileteire a valés vilagban — az in-
telligens navigacios rendszerektdl az adathélézatok optimalizélasaig.

6.3.1. Legrovidebb utak algoritmusok az SPT meghatarozéasara

A legrovidebb utak féja egy adott forraspontbdl kiindulé legrovidebb utak
Osszessége, amely az 0sszes t6bbi csticshoz vezeté minimélis koltségii ttvonalat
tartalmazza. Az SPT meghatdrozasara kiiléonb6zé algoritmusok alkalmazhatok,
attdl fiiggéen, hogy a graf milyen szerkezeti és stlyozasi tulajdonsagokkal ren-
delkezik.

Minden legrovidebb utakat keresé algoritmus elviekben dinamikus prog-
ramozast alkalmaz, mivel az optimalis szerkezet elvére épitenek: ha egy adott
utvonal legrovidebb, akkor annak barmely részitja is szitkségszertien a lehet6
legrovidebb kell hogy legyen. Ez az alapelv biztositja, hogy az algoritmusok a
rovidebb legrovidebb utakbdl épitik fel a hosszabbakat, fokozatosan haladva az
optimalis megoldas felé.

Ez a megfigyelés magyarazza azt is, hogy az egy adott forrdspontrél indulé
legrovidebb utak mindig gyokeres fat alkotnak: minden cstics egy egyértelmi
elédjével kapcsolodik a faban, és nincs olyan alternativ Gtvonal, amely kisebb
koltséggel érné el a célt. Az algoritmusok ezen kiviil a fokozatos kozelités elvét
alkalmazzak, ami azt jelenti, hogy kezdetben minden egyéb cstics tdvolsagat vég-
telennek tekintik, majd iterativan finomitjak és roviditik az atértékeket, mig végul
a valédi legrovidebb utak stabilizal6dnak.

Az alabbiakban bemutatjuk, milyen stratégidk alkalmazhatok az SPT felépité-
sére, figyelembe véve a graf szerkezetét, kiillonos tekintettel arra, hogy tartalmaz-e
koroket vagy negativ stulyu éleket.

6.3.2. Kormentes grafok esetén — Viterbi szellemében
Ha a graf iranyitott és kormentes (DAG — Directed Acyclic Graph), akkor a

legrovidebb utak f4jat egy topologikus rendezésen alapulé dinamikus programo-
zasi modszerrel lehet a leghatékonyabban meghatérozni (A fiiggelék 8. pontja).
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— Topologikusan rendezziik a cstcsokat (egy olyan sorrendet hozunk létre,
amelyben minden él az el6bb szerepl6 csticsbél a késébb szerepld csticsba
mutat).

— Feldolgozzuk a csticsokat ebben a sorrendben, és minden cstcs esetében
frissitjiik a szomszédok legrovidebbut-tavolsagat.

Mivel minden él mentén egyszer frissitiink, ezért az algoritmus rendkiviil

hatékony. Idéigénye O(n + m), ami a topologikus sorrend felallitdsabol adé6dik.

6.3.3. Negativ él nélkiili grafok esetén — Dijkstra-algoritmus

Ha a graf nem tartalmaz negativ silyu éleket, akkor a Dijkstra-algoritmus a
leghatékonyabb médszer az SPT meghatérozasara (A fliggelék 9. pontja; B fiigge-
lék 6. pontja). Ez az algoritmus moho stratégiat kovet annak meghatarozésaban,
hogy milyen sorrendben tekintse a csticsokat.

— Kezdetben minden cstcs tavolsagat végtelennek tekintjiik, kivéve a forrast (0).

— Minden lépésben kivalasztjuk a legkozelebbi, még nem feldolgozott cstcsot,

és annak szomszédjait frissitjik. Azaz ha egy 1j él rovidebb utat biztosit
egy szomszédhoz, akkor frissitjitk annak tavolsagat.

— Az algoritmus addig ismétlédik, mig minden cstics tavolsaga stabilizalodik.

Hatékonysag: ha prioritasi sort hasznalunk a 2. 1épés megvalésitdsahoz (pél-
daul Fibonacci-kupacot vagy binaris kupacot), az algoritmus O((n + m) log n)
id6ben fut, ami nagy méreti grafok esetén is hatékony.

Fontos korlatozas: ha a graf negativ saly éleket tartalmaz, az algoritmus hibés
eredményt adhat, mert egy csics tavolsagat csak egyszer dolgozza fel, igy késébbi
rovidebb utak nem frissithetik azt.

6.3.4. Negativ éli, de negativ kort nem tartalmazoé grafok esetén —
Bellman-Ford-algoritmus

Ha a graf negativ stlyu éleket tartalmaz, de nincsenek benne negativ stulyta
korok, akkor a Bellman-Ford-algoritmus biztositja a legrovidebb utak helyes ki-
szamitasat (A figgelék 10. pontja).

— Kezdetben minden cstcs tdvolsdgéat végtelennek tekintjiik, kivéve a for-

rast (0).

— Ujra és tjra végigmegyiink az osszes élen, és ha egy él 1j, révidebb utat

kinal egy célcsticshoz, akkor frissitjitk annak tavolsagat.

— Ha az aktuadlis iterdcié sordn egyetlen frissités sem tortént, az azt jelenti,

hogy minden cstics tavolsaga konvergalt az optimalis értékre.

Hatékonysag: az algoritmus O(nm) id6ben fut, ami lassabb, mint a Dijkstra-
algoritmus, de biztositja a helyes eredményt negativ stlya élek esetén is.

Negativ korok detektédlasa: ha az n. iterdcié soran valamely cstics tavolsaga
még mindig frissiil, az azt jelzi, hogy a graf negativ stulyu kort tartalmaz, ami
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miatt az SPT nem értelmezhet6 egyértelmiien, mivel a legrovidebb utak nem
konvergalnak véges értékre. Ha a kiindul6pontbdél elérheté egy negativ kor, akkor
bizonyos ttkoltségek végtelen szamu 1épésben folyamatosan csokkenthetdk, igy
nem létezik egyetlen stabil megoldas.

6.4. Legrovidebb utak minden pontpar kozott

Ha egy n csticst grafban minden pontpar kozotti legrovidebb utakban va-
gyunk érdekeltek, akkor az n darab SPT kiilon-kiilon torténé kiszdmitasa és ezek
Osszeféstilése nem a leghatékonyabb médszer. Ehelyett 1éteznek jobb algoritmu-
sok, amelyek globélisan kezelik az 6sszes csticspar kozotti tavolsagot, és jelentds
szamitasi id6t takaritanak meg.

6.4.1. Floyd—Warshall-algoritmus

A Floyd-Warshall-algoritmus ugyancsak dinamikus programozasi megko-
zelitést alkalmaz, és minden csticsparra egyidejlleg épiti fel a legrovidebb utak
matrixat (A fiiggelék 11. pontja).

— Kezdetben a cstcspérok kozotti tavolsdgokat a stilymatrixbél vessziik. Ezeket
agy tekintjiikk, mint kozvetlen, koztesallomas-mentes legrovidebbut-tavol-
sagok.

— Minden lépésben egy tjabb koztes csticsot vonunk be az Gtvonalakban, és
frissitjiik a tdvolsagokat, ha az 4j Gt rovidebb.

Az algoritmus harom egymaésba dgyazott ciklusbdl all, igy O(n3) id6ben fut.

Elényei, hogy egyszerre kezeli az dsszes csticspart, ezért sokkal hatékonyabb,
mint n SPT kiszamitésa, illetve hogy negativ stlyu éleket is kezel (de nem nega-
tiv koroket). Hatranya, hogy nagy grafok esetén az O(n3) id6igény tul nagy lehet.

6.4.2. Johnson-algoritmus (Dijkstra + Bellman-Ford)

Ha a graf viszonylag kevés élt tartalmaz, akkor a Johnson-algoritmus jobb
valasztas lehet. Ez az algoritmus Dijkstra és Bellman—Ford kombinaciéja, amely
hatékonyabban miikodik ritka grafok esetén.

— Egy Bellman-Ford-algoritmust futtatunk egy Gj mesterséges csticsbél, hogy

atskélazzuk az élsalyokat (igy elkeriilhet6ek a negativ élek problémai).

— Ezutan minden cstcsbdl kiilon Dijkstra-algoritmust futtatunk.

Id6bonyolultsdg: O(n?log n + nm). Elényei, hogy sokkal gyorsabb ritka grafok
esetén, killonosen ha m << n2, illetve hogy a Dijkstra-algoritmus miatt hatékony
nagy gréafokra is.
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6.5. A legrovidebb utak probléméajanak alkalmazasai

A legrovidebb utak keresése szamos valés probléméban és ipari alkalma-
zasban kozponti szerepet jatszik, ahol az optimélis Gtvonalak vagy minimélis
koltségti kapcsolatok meghatarozasa elengedhetetlen. Az alabbiakban bemutatunk
néhény kulcsfontosségu teriiletet, ahol a legréovidebb utak algoritmusai gyakorlati
megoldasokat nyujtanak.

Robotnavigacid: a mobil robotok és autoném jarmtivek mozgasanak meg-
tervezése soran a grafok csiicsai reprezentalhatjék a térbeli pozicidkat, az élek
pedig az elérheté atmeneteket. A legrovidebb utakat keresd algoritmusok segitik
a robotokat abban, hogy az akadalyokat elkeriilve minimélis energia- és id6fel-
hasznalassal érjék el céljukat.

Szovegformézés TeX-ben: a TeX szovegszed6 rendszer legrovidebb utak algo-
ritmusokat hasznal a tordelés optimalizalasara, hogy a sorok kozotti elrendezés esz-
tétikus és konnyen olvashato legyen. Az optimalis tordelési pontok kivalasztasdhoz
dinamikus programozasi technikak és grafelméleti megkozelitések alkalmazhatok.

Vérosi forgalomtervezés: a kozlekedési rendszerek optimalizaldsahoz a legro-
videbb utak keresése elengedhetetlen, legyen sz6 kozuti, vasuti vagy tomegkozle-
kedési halézatokrél. Az algoritmusok segitenek a torlédasok csokkentésében, az
optimalis dtvonalak kijelolésében, valamint a kozlekedési lampak id6zitésének
optimalizéaldsaban.

A lézeng6 g6zhajo probléméja (Tramp Steamer probléma): a tramp steamer
probléma olyan haj6zési és logisztikai feladat, ahol egy kereskedelmi hajénak a
lehet6 legkoltséghatékonyabb médon kell eljutnia a célallomasaihoz, figyelembe
véve a valtozo6 kikotéi dijakat, id6jarasi viszonyokat és izemanyag-felhasznalast.
A legrovidebb utak algoritmusai segitenek a leggazdasagosabb ttvonal meghaté-
rozasaban.

VLSI-chipek optimélis cs6vezetése (pipeline): a nagyon nagy integraltsagi
aramkorok (Very-large-scale integration, VLSI) tervezése soran az 6sszekottetések
elrendezésének optimalizédlasa kritikus tényezd. A cél az, hogy a vezetékek a lehet6
legkisebb késleltetéssel és minimaélis chipteriilet felhasznalasaval kapcsoljak ossze
az aramkori elemeket. A legrovidebb utak algoritmusok segitenek az 6sszekotte-
tések kialakitdsaban és az dramkorok hatékonysaganak novelésében.

Telemarketing-operatorok beosztasa: a telemarketing-rendszerekben az opera-
torok hatékony id6beosztésa és a hivasok optimalis elosztasa segithet a koltségek
csokkentésében és az tigyfélszolgélati hatékonység novelésében. Grafok segitsé-
gével modellezhetd, hogy az egyes hivasok kozott milyen minimélis idé6tartam
szlikséges, igy a munkabeosztas optimalizalhaté.

Tavkozlési tizenetek ttvonalvalasztasa: a hal6zati kommunikaciéban és a
telekommunikaciés rendszerekben az adatok optimalis Gtvonalon toérténd tovabbi-
tasa elengedhetetlen a késleltetés és az eréforras-felhasznélds minimalizélasahoz.
A csomagkapcsolt halozatok (példaul az internet) adatatviteli protokolljai, mint
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az OSPF (Open Shortest Path First), legrovidebb utak algoritmusokat hasznélnak
a forgalomiranyitasra.

Arbitrazslehetdségek kihasznalasa a devizapiacon: a devizakereskedelemben
az arbitrdzslehet6ségek kiaknédzéasa soran a pénzvaltasi itvonalakat optimalizalni
kell, hogy egy devizabdl egy masikba torténd atvaltas soran maximélis nyereséget
érjenek el. A Bellman-Ford-algoritmus alkalmazhaté negativ stlyt korok azono-
sitasara, amelyek arbitrdzslehet6séget jelezhetnek.

Teherauték optimalis Gtvonala torlddas figyelembevételével: a fuvarozas és
logisztika teriiletén a szallité jarmtivek Gtvonalanak optimalizélasa cs6kkentheti
a szallitasi id6t és az tizemanyag-felhasznalast. A legrovidebb utak algoritmusok
figyelembe vehetik a forgalmi torl6dasokat, az id6jarasi koriillményeket és az tizem-
anyagkoltségeket is, hogy a lehet6 legjobb ttvonalat hatdrozzak meg.

6.6. Leghosszabb utak faja

Alegrévidebb utak problémaéval ellentétben, amely, amint lathattuk, polinom
id6ben megoldhaté (amennyiben a graf nem tartalmaz negativ silyt koroket), a
leghosszabb utak probléma NP-nehéz. Ennek dontési valtozata, amely azt kérdezi,
hogy létezik-e egy legalabb adott hossziiségi 1t a grafban, NP-teljes (Garey—Johnson
1979). Ez azt jelenti, hogy é4ltalanos grafok esetén nem létezik ismert polinomialis
idejd algoritmus, hacsak nem teljestil P = NP.

Raadésul a probléma még kozelité megoldasa is rendkiviil nehéz, amit to-
vabbi erés bonyolultsagi eredmények is alatdmasztanak. Ugyanakkor, ha a gréf
irdnyitott és kormentes (DAG), akkor a leghosszabb utak probléma lineéris id6ben
megoldhato a fentebb bemutatott topologikus rendezésen alapul6 dinamikus prog-
ramozasi médszer adaptélasaval. Ez a megoldas kulcsfontosségu szerepet jatszik
az iitemezési problémakban, kiillondsen a kritikus Gt médszerében (Critical Path
Method, CPM), amelyet projektmenedzsmentben, gyartési folyamatok optimali-
zélédsaban és egyéb idézitési feladatokban alkalmaznak.

6.7. Osszegzés

Osszefoglalasként elmondhaté, hogy a minimalis stilyu feszit6fak és a leg-
rovidebb utak fai eltér6é célokat szolgalnak ugyan, de egyarant kulcsszereplSk a
hélézatok szerkezetének értelmezésében és hatékony elemzésében. Mig a mini-
malis feszitéfa a hdlézat lefedésének optimélis vazat nytijtja, addig a legrévidebb
utak féai a lokalis és globdlis elérhetdségi viszonyokat vilagitjdk meg. A targyalt
algoritmusok nem csupan elméleti eleganciajuk miatt fontosak, hanem mert kéz-
zelfoghat6 eszkozoket adnak a héldzati jelenségek — péld4dul informaciéterjedés,
kozvetitd szerepek vagy kapcsolati tdvolsagok — modellezéséhez.
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Az el6z6 fejezetekben a halozatok szerkezetét vizsgaltuk: hogyan kapcsolod-
nak egymashoz a pontok (cstcsok), milyen tulajdonsédgokat hordoznak az élek,
hogyan azonosithaték fontos alstruktardk — példaul feszit6fak vagy klaszterek —,
és miként tiikr6zédik mindezekben a halézat funkcionalis logikaja. A hal6zat
statikus szerkezete azonban csak az egyik oldala a torténetnek. Most egy masik
dimenziora, a bejarhatésagra fokuszalunk.

Mi torténik akkor, ha nemcsak azt akarjuk tudni, hogy mi mivel van 6ssze-
kotve, hanem azt is, hogy hogyan lehet végighaladni a hal6zaton — lehetéleg tgy,
hogy ne ismételjiink meg egy pontot vagy egy kapcsolatot sem? Ez a kérdés kiilo-
nosen izgalmas a bioinformatika vildgaban, ahol egy genom szekvendlasa sordan
nem elég ismerni az ,,alkotérészeket”, hanem az is kulcsfontosségi, hogy milyen
sorrendben kovetik egymast (Compeau—Pevzner 2018).

Ebben a fejezetben két klasszikus grafelméleti fogalom kertl el6térbe: a
Hamilton-tt és az Euler-vonal. Mig az el6bbi olyan utat keres, amely minden
csucsot pontosan egyszer érint, az utébbi arra torekszik, hogy minden élt egyszer
jarjunk be. A kiilonbség elsére apronak tiinhet, mégis — ahogy latni fogjuk — je-
lentés kovetkezményekkel jar a szdmitastechnikai feldolgozhat6sagra nézve, és
alapvetéen meghatdrozza, hogyan allithaté 6ssze egy DNS-szekvencia az apr6
szekvenciarészletekbdl.

7.1. Humangenom-projekt

A huméngenom-projekt (Human Genome Project, HGP) a tudoménytorténet
egyik legnagyobb és legatfogobb vallalkozésa volt. A nemzetkozi kutatécsoport
altal vezetett kezdeményezés célja az volt, hogy teljes egészében feltérképezze
és elemezze az él6lények — koztik az ember — 6rokitéanyagat, vagyis genomjat.
A projekt 1990 oktéberében indult, és 2003 aprilisaban zérult le.

Legkiemelked6bb eredménye az emberi genom elsé teljes szekvencidjanak
meghatarozésa volt — az emberi szervezet genetikai ,tervrajzanak” feltarasa. A vég-
s6 szekvencia tobb mint 90%-at fedte le az emberi genomnak, és ez a technolégia
akkori allasa szerint a legteljesebb valtozatnak szamitott.

A National Human Genome Research Institute hangstlyozza (NHGRI, n.d.),
hogy a HGP soran elééllitott referenciagenom val6jaban tobb ember DNS-ének
mozaikja volt. A mintaadék személyazonossagét szandékosan titokban tartottak.
Az eredeti szekvencia 70%-a egyetlen, kevert szarmazasa személy DNS-éb6l
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szarmazott, mig a fennmarad6 30% 19 masik, f6ként eurépai szarmazasa személy-
t6l. Az onkénteseket nyilvanos felhivasokkal toboroztak, majd vérmintat vettek
télik, amelybdl kivontak a DNS-t (7.1. dbra).
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7.1. abra. Egy 1997-es tjsaghirdetés Buffalo vdarosabdl (New York dllam), amely
onkénteseket toborzott vérmintdk és DNS adomdnyozdsara a Human Genom
Projekt szamdra (NHGRI Genomikai Torténeti Program Archivuma)

2000 janiusaban a nemzetkozi konzorcium bejelentette a vazlatos genomszek-
venciat, amely az emberi genom kb. 90%-at lefedte, de tébb mint 150 000 szekven-
ciahianyt (Gn. gapet) tartalmazott. 2003 aprilisaban késziilt el a 1ényegében teljes
genomszekvencia, amely mar 92%-os lefedettséget és kevesebb mint 400 szekven-
ciahidnyt tartalmazott — ez sokkal pontosabb és stabilabb volt.

Végiil 2022. mércius 31-én a Telomere-to-Telomere (T2T) konzorcium jelentet-
te be, hogy minden fennmaradé hidnyzé szakaszt sikeriilt potolniuk, és elkésziilt
az elsé valéban teljes emberi genomszekvencia (Nurk et al. 2022).

A HGP nemcsak forradalmasitotta az emberi biol6gia kutataséat, hanem alap-
vet6 valtozasokat hozott az orvostudomanyban is: lehet6vé tette a genetikai be-
tegségek pontosabb megértését, hozzajarult a személyre szabott gyégyaszat kiala-
kulasahoz, és Gj utakat nyitott a diagnosztika, a terdpia és a prevencié teriiletén.

A projekt abban is kiilonleges volt, hogy a kutatok nem el6zetes hipotézisek
alapjan dolgoztak, hanem az ismeretlen bioldgiai tér feltérképezése vezérelte Gket.
Ez a megkozelités 1j tavlatokat nyitott a felfedez6 tipusia kutatasok el6tt.
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A HGP kulcsszerepet jatszott a tudoményos adatok nyilt megosztasdnak meg-
erésitésében is. Szabalyozasokat és iranyelveket 6sztonzott a kutatési eredmények
szabad hozzéaférhet6ségéhez, és hozzéjarult a bioetika meger6sodéséhez is: az
emberi genom szekvenalaséaval kapcsolatos tarsadalmi és etikai kérdések el6térbe
kertiltek, 4j alapokra helyezve a biomedikai kutatasok felelsségét.

7.2. Biolégiai csepp — hogyan kédolja a testiink titkait
a DNS?

Miért van az, hogy valakinek gondor a haja, masnak pedig egyenes? Mi ha-
tarozza meg a szemsziniinket, a bértink arnyalatat, vagy hogy milyen magasra
noviink? Miért hasonlitunk egyik sziilénkre jobban, mint a masikra? A valasz
minden sejtink mélyén ott rejtézik: egy killonleges molekulaban, a DNS-ben.

A DNS-t gyakran egy kettds spiral alaku létrahoz hasonlitjdk (7.2. abra). A 1ét-
ra két oldalat cukor-foszfat lancok alkotjdk, melyeket négyféle létrafok — azaz béa-
zispar — kot 6ssze: A (adenin), T (timin), G (guanin) és C (citozin). Ezek a bettik
soha nem véletlenszertien kapcsolédnak: A mindig T-vel, C pedig mindig G-vel
parosodik, igy stabil szerkezetet alkotva.

Képzeljiik el, hogy ez a létra kettévalik, és a két oldalabdl kiallnak a létrafokok
csonkjai. Ezek a bazisdarabok — A, T, G és C — egymaés utdn sorakozva kédolt infor-
maciét hordoznak. A bettik sorrendje nyilvdan nem véletlen, hanem olyan, mintha
egy titkos nyelven irt hasznélati utasités lenne — az é16 szervezetek miikodésére.

7.2. abra. Szemléltetd részlet a DNS-1étrabdl

A DNS édbécéje tehat mindossze négy ,,betibél” all: A, T, G és C. Ezek harmas
csoportokba rendezédnek — ezeket hivjuk kodonoknak —, amelyek mindegyike
egy-egy aminosavat jelent. A kodonokbdl mondatok, ,,utasitasok” épiilnek, ezeket
nevezzik géneknek. Egy atlagos gén koriilbeliil 27 000 bettibdl all, és ezekbdl a
génekbdl —illetve a koztiik elhelyezkedd, nem kddol6 szakaszokbél — jonnek létre
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a kromoszomak. A kromoszémék olyanok, mint egy-egy fejezet egy oriasi konyv-
ben. Az emberi test sejtjeiben 23 kromoszémapar talalhaté — ezek egyiitt alkotjak
a teljes genomot, azaz az él6lény teljes genetikai informacidgjat.

Raadasul ez a hatalmas mennyiségli informécio elképesztéen kis helyen elfér.
Kiszamoltak, hogy 1 gramm szaraz DNS — ami alig foglal el egy kobcentimétert —
tobb mint 200 petabajt adatot képes tarolni, ami nagyjabdl megegyezik tobb millié
modern okostelefon teljes tarhelyével (Adleman 1998). Ez azt jelenti, hogy a ma
€16 10 milliard ember DNS-e csak egy vékony réteget alkotna egy kavéskanal aljan
(Ilic et al. 2005). A DNS tehéat nemcsak az 6roklédés alapja, hanem az él6vilag egyik
legzsenialisabb adattarolasi formaja is. A négy egyszert bettib6l all6 kédrendszer
tobb informéciét tartalmaz, mint barmely konyvtar vagy digitélis archivum - és
mindezt lathatatlanul, mikroszkopikus méretben.

7.3. Genomszekvenalas és -osszeallitas

A genomszekvenélas célja egy él61ény teljes genomja vagy annak kivalasztott
szakaszai DNS-bazissorrendjének meghatarozdsa. Amennyiben a bazissorrend
rekonstrukciéja el6zetes szekvenciaismeret nélkiil, kizardlag a szekvencialeolva-
sésok alapjan torténik, de novo genomszekvendlasrél beszélink.

Szemléltetésiil, nem ritka, hogy fontos szovegek csak toredékesen maradnak
fenn az utékor szdmaéra. Ilyen példaul a Biblia toébb korai kézirata is, amelyek
kiilé6nb6z6 mésolatokban, részletekben, olykor csak szovegfragmentumokként
kertltek el6 — sokszor més-més foldrajzi helyen. A kutaték ezek atfedései alapjan
probaljak rekonstrualni az eredeti szoveget.

Hasonlé elv mentén mtikodik a genomszekvenalas is: a DNS-t nem tudjuk
egyben kiolvasni — csak toredékein keresztiil ismerjiik, amelyek egymassal rész-
ben atfednek. A kérdés: vissza tudjuk-e éllitani az eredeti genetikai ,kéziratot”?

7.3.1. A genomszekvenalas algoritmikus szemmel

A genomszekvendlds soran nem egy torténelmi kéziratot, hanem a DNS-t
probéljuk ,elolvasni” — méghozza nem egyben, hanem sok-sok mésolatb6l, dara-
bokra térve. A mai szekvenal6gépek nem képesek egyetlen 1épésben végigolvasni
a DNS-t, mert az tulsdgosan hosszt: az emberi genom példaul tobb mint 3 milliard
bazisparbol éll. Ezért a gépek a DNS-szélat kisebb szakaszokra végjak, és ezek-
bél a darabokbdl — az tigynevezett readekbdl (olvasat) — allitanak elé adatsorokat
(a szakasznak megfeleld bettisorozatot) (Compeau—Pevzner 2018).

Ahogyan a kordbban emlitett kézirattoredékek esetében, itt is az atfedések
felismerése és kihasznélasa a kulcs. A bioinformatikusok algoritmusokat alkal-
maznak a darabkék (olvasatok, readek) 6sszekapcsolaséra, hogy végiil visszaallit-
hat6 legyen az eredeti DNS-szekvencia. Csakhogy ez a feladat nem egy egyszert
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puzzle: nem tudjuk, milyen a ,teljes kép”, hiszen épp most prébaljuk megfejteni
azt. A genomrekonstrukci6 tehat nem visszaidézés, hanem felfedezés.

7.3. abra. Szekvendlatlan genompélddanyokbdl (fent) révid téredékeket,
un. readeket nyeriink ki (kézépen), amelyekbdl algoritmusok segitségével
rekonstrudljuk a teljes genomot (lent).

TAATGCCATGGGATGTT
TAA
AAT
ATG
TGC
GCC
CCA
CAT
ATG
TGG
GGG
GGA
GAT
ATG
TGT
GTT

(a)

AAT ATG ATG ATG CAT CCA GAT GGA GCC GGG GTT TAA TGC T6G TGT
(b)

7.4. abra. Egy példa DNS-karakterldnc datfedd tripletekre (3-mer-ekre)
bontasa (a), illetve ezek lexikografikus sorrendje (b). A lexikogrdfikus sorrend
alkalmazdsa arra hivja fel a figvelmet, hogy a tripletek eredeti, a szekvendlt
karakterlancbeli sorrendje nem ismert — éppen ennek rekonstrudlasa a cél.

(Compeau—-Pevzner 2018)
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Es ha mindehhez hozzatessziik, hogy nem néhany téredékrsl, hanem tébb
millié szekvenciarészletrdl van sz6, akkor vildgossa valik: a genomszekvenalas
olyan Osszetett feladat, amely komoly algoritmusokra, nagy szamitési kapacitasra
és preciz modellezésre épiil. A szekvenélas tehét nem ér véget a laboratériumban:
az igazi kihivéas gyakran a szamit6gépes oldalon kezdédik — hogyan rakjuk 6ssze
rengeteg darabkabdl a teljes képet?

Formalisan megfogalmazva, a megoldandd, leegyszertisitett algoritmikai prob-
léma a kovetkezd.

— Bemenet (7.4. dbra): egy halmaz r6vid DNS-szekvenciakbodl, azaz k-mer-ek-

bél (fix hosszisagu bazissorrendek, pl. 3-mer: TAA, AAT, ATG stb.).

— Kimenet: egy olyan hosszt DNS-szal, amelybdl éppen ezek a k-mer-ek

szarmazhatnak.

A kihivas, hogy ezek a k-mer-ek nincsenek sorrendbe éllitva, és nincs infor-
maciénk az eredeti poziciéikrdl. Az egyetlen tdimpont az, hogy a k-mer-ek vége
és eleje részben atfed — példdul ha az egyik vége AA, akkor a kovetkez6 kezdete
is AA. A naiv 1épésrol 1épésre torténd osszeflizés nem mindig elegendd: tobb tt,
elagazas vagy épp zsakutca is lehet. Vegyiik példaul a 7.4. 4bra bemutatta esetet.
Tegyiik fel, hogy tudjuk, hogy TAA-val kell kezdentink. A kovetkez6 triplet csakis
az AAT lehet. Ezutan valaszthatunk a harom azonos ATG koziil, de azt mar nem
tudhatjuk biztosan, hogy a harom TG-vel kezd$dé triplet koziil melyik a helyes
folytatds. Ha a TGT-t valasztjuk, utdna mar csak a GTT kovetkezhet — és ezzel
zsakutcaba jutunk, mivel nincs olyan triplet, amely TT-vel kezd6dne.

7.4. Genomrekonstrukcié mint Hamilton-iit probléma

A genomrekonstrukciot felfoghatjuk tigy, mint egy Hamilton-ut keresési prob-
lémat egy atfedésalapt grafban, ahol a cél az, hogy az 6sszes k-mer-t (példaul
3-mer-t) tartalmazé csticsot pontosan egyszer érintsitk — igy allithaté 6ssze a ki-
indulé DNS-szekvencia.

A modszer 1ényege:

— minden k-mer-t egy cstucsnak tekintiink egy grafban;

— irdnyitott élt huzunk két cstics kozott, ha azok (k—1)-es atfedéssel illeszked-

nek egymashoz (példaul a TAA és AAT k-mer-ek AA alapjan kapcsolédnak);

—igy épil fel egy iranyitott graf, amely az 6sszes lehetséges k-mer atfedést

megjeleniti (7.5. dbra).

A feladat abban all, hogy taldljunk olyan ttvonalat a grafban, amely min-
den csticsot pontosan egyszer érint — vagyis egy Hamilton-utat. Egy ilyen tt egy
lehetséges genomszekvencit reprezentél, amely tartalmazza az dsszes k-mer-t,
ismétlés nélkil.

Azonban az atfedési grafok gyakran nem egyértelmuiek: tobb Hamilton-t is
létezhet, és nem mindig vildgos, hogy ezek koziil melyik felel meg a ténylegesen



110 ® 7. Utvonalak a genom szivetében — Hamilton- és Euler-stratégiak

rekonstrualand6 DNS-szekvencidnak. A 7.6. dbra ezt a problémét szemlélteti, két
lehetséges Hamilton-tut bemutatasaval a példagrafban.
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7.5. abra. Atfedési graf a TAATGCCATGGGATGTT karakterldnc alapjan. A graf
csomdépontjai a szekvencidbdl szarmazo dsszes triplet (3-mer). Irdnyitott é1 mutat
két csomépont kozott, ha a kiindulé csomdpont 3-mer-jének 2-mer-es szuffixe
megegyezik a célcsomdpont 2-mer-es prefixével.

Egy masik probléma a Hamilton-tut keresésének szamitasi bonyolultsaga.
Ahogyan az els6 fejezetben mar utaltunk r4, 4ltaldnos grafok esetén nem isme-
riilnk hatékony (polinomialis idej(i) algoritmust Hamilton-tit vagy Hamilton-koér
megtalalasara.
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7.6. abra. Két Hamilton-ttvonal a tripletek atfedési grafjaban, amelyek
a TAATGCCATGGGATGTT és TAATGGGATGCCATGTT karakterlancokat
eredményezik. Az titvonalak mentén az éleket sorszammal lattuk el a kénnyebb
nyomon kovethetdség érdekében.
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7.5. Genomszekvenalas mint Euler-vonal probléma

Ahogyan fentebb is utaltunk ra, a Hamilton-tt probléma elméletileg jol meg-
alapozott, gyakorlati szempontbél azonban nehezen kezelhetd. Szerencsére 1étezik
egy alternativ megkozelités: a probléma nem a cstcsok, hanem az élek bejarasaként
is értelmezhetd. Ez vezet el az Euler-vonal modelljéhez.

Ebben a megkdzelitésben:

—minden k-mer egy élt képvisel, amely egy (k—1)-es prefix cstcsbol egy

(k—1)-es szuffix csticsba mutat;

— az azonos cimkéjii csticsokat 6sszeolvasztjuk — példaul minden AT cimkéji

csucsot egybevonunk.

Igy jon létre egy tigynevezett De Bruijn-graf, amely hatékonyan és téméren
jeleniti meg a k-mer-ek kozotti kapcsolatokat (7.7. dbra).

TAA  AAT ATG TGC GCC CCA CAT ATG TGG GGG GGA  GAT ATG  TGT  GTT

N N NS NS NS NS NS NS NS NS NS NS NS N NN

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ) | ) | ) | ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { ) | )
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CAT TGG,GAT TGT
(b)
7.7. abra. (a) Atfedési grdf, amelyben az élek a szekvenciabdl szarmazé Gsszes
3-mer-t képviselik, a csomdpontok pedig a megfelels 2-mer-ek. (b) Az azonos
csomdopontok dsszevondsaval létrejové De Bruijn-graf

A B(n,k) tipust De Bruijn-graf (7.8. dbra) olyan irdnyitott graf, amelynek csa-
csai egy adott, n elemt dbécé 6sszes k hossziisagu szavai. Két cstcs kozott akkor
létezik irdnyitott él, ha az els6 cstcs utolsé (k—1) betiije megegyezik a masodik
cstcs els6 (k—1) betiijével.

Nicolaas Govert de Bruijn holland matematikust nem a biolégia, hanem egy
elméleti kérdés, az univerzalis fuzér problémaéja foglalkoztatta: 1étezik-e olyan kor-
koros sztring, amely minden lehetséges binaris k-mer-t pontosan egyszer tartalmaz?

Visszatérve a bioinformatikahoz: az Gj modell célja nem a cstcsok egyszeri
bejarasa, hanem minden él — azaz minden k-mer — pontosan egyszeri érintése. Ez
a klasszikus Euler-vonal probléméja.
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7.8. abra. A De Bruijn-graf n = 2 és k = 3 esetén, azaz egy kétbetiis abécé (0,1)
dsszes harombetiis szavabadl (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111) felépitett
iranyitott graf. Az él-sorszdmozds segit a zart Euler-vonal azonositdsaban.
(Compeau et al. 2011)

Osszefoglalva: ha sikeriilt felépiteni a De Bruijn-gréafot, akkor a genom re-
konstruédlasa megfeleltethetd egy Euler-vonal keresésének, vagyis egy olyan ttnak,
amely minden élt pontosan egyszer érint. Ez az 1t visszaadja a teljes, 6sszefiiggd
szekvenciat, amelybél a k-mer-ek szdrmaztak.

A Hamilton-Euler valtas indoka (ahogy mar utaltunk is rd), hogy mig a
Hamilton-tut probléma NP-nehéz (lasd az 1.6.1. alfejezetet), az Euler-vonal kere-
sésére hatékony algoritmusok léteznek. Ezért a De Bruijn-gréaf és az Euler-vonal
alkalmazésa bioinformatikai szempontbol gyakran praktikusabb megoldast kinél.

7.5.1. Euler tétele és az Euler-vonal algoritmus

Euler tételének értelmében egy iranyitott graf akkor és csak akkor jarhaté be
zart Euler-vonal mentén, ha:

—minden cstcs kiegyenstulyozott: azaz a cstics bejovd és kimend éleinek

szdma megegyezik,

— a graf er6sen 0sszefliggd: azaz barmely csticsbol el lehet jutni barmely ma-

sik csticsba.

Ez a kritérium biztositja, hogy a bejaras nem akad el. Azonban a genom-
szekvendlas esetében gyakran nem zart titvonalat kerestink, hanem olyan Euler-
vonalat, amely az egyik csticsbél indulva egy masikba vezet — azaz nem tér vissza
a kiindulé6pontra.

Egy graf akkor tartalmaz Euler-vonalat, ha nulla vagy két csticsban tér el a
be-fokszam a ki-fokszamtol:

— ha minden cstics kiegyenstlyozott, akkor az Euler-vonal egytttal zart Euler-

vonalat is alkot;
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— ha pontosan két cstics nem kiegyensulyozott — az egyiknél eggyel tobb a
kimend, a masiknal eggyel tobb a bejové él —, akkor az Euler-vonal ezek
egyikébdl indul, és a masikban végzd4dik;

— ha nem pontosan két cstcs kiegyensulyozatlan, vagy azok nem megfelel§
modon kiegyensulyozatlanok (lasd az el6bbi pontot), akkor nincs Euler-
vonal a grafban.

Az Euler-vonal algoritmusanak szemléltetésére képzeljiink el egy vonatot,
amely egy varos sajatos, iranyitott vasuti hélézatat jarja be Ggy, hogy minden
vaganyt pontosan egyszer hasznal. A palyaudvarok a graf csicsai, a vaganyok
pedig az élek.

— A vonat elindul arrdl az allomasrdl, ahol a kimené vagdnyok szama egy-
gyel meghaladja a bejové vaganyok szamat (vagy ha ningcs ilyen, barmely
allomasrol).

— Addig halad, amig lehetséges, mindig kovetve a még be nem jart vaganyokat.

— Egy ponton megakadhat, de csak olyan csticsban, ahol mar nincs tovabbi
kijarat. Ekkor visszalépiink egy korabban érintett 4llomashoz, ahol még van
be nem jart vagany, és innen egy Gjabb részut (korat) indulhat.

— Ezeket a szakaszokat fokozatosan egymasba flizziik, igy 0sszedll egy teljes
at, amely minden vaganyt pontosan egyszer érint, és az Euler-vonal kiin-
dul6- és végpontjat is figyelembe veszi.

Ez a ,,vasuti hal6zattal” valé szemléltetés jol titkrozi az Euler-vonal felépité-
sének lépéseit, és algoritmikusan is hatékonyan megvalésithatd. Val6jdban maga
az algoritmus az Euler-tétel egyfajta konstruktiv bizonyitdsaként is értelmezhe-
t6. A genomszekvenalas keretében pedig nemcsak egy lehetséges utat keresiink,
hanem garantéltan létez6t — ennek megfeleléen a DNS-bél épitett De Bruijn-graf
biztosan kielégiti az Euler-feltételeket (lasd tovabba a B fiiggelék 7. pontjat).

7.6. Genom-osszeallitas toredékparokkal és parositott
De Bruijn-grafokkal

A genom-0sszeéllitas klasszikus médszere a De Bruijn-grafokra és az ezekben
keresett Euler-vonalakra épiil. Azonban itt is fennéll az a probléma, hogy egyet-
len De Bruijn-grathoz t6bb kiillonb6z6 Euler-vonal is tartozhat — ami azt jelenti,
hogy egy szekvencia alapjan tobbféleképp is visszaallithat6 a genom, és igy nem
feltétleniil kapunk egyértelmii megoldast.

A megoldas a toredékpéros (read-pér) szekvenalasban rejlik. A toredékparos
technolégia soran a DNS-t hosszabb szakaszokra daraboljédk, majd a szakasz mind-
két végébdl szekvenciat olvasnak — igy egy parositott toredéket vagy toredékpa-
rost (két k-mer egy rogzitett tavolsdggal) kapnak. Ezek a k-mer parosok nemcsak
sorrendi, hanem tavolségi informaciot is hordoznak (7.9. dbra). A cél most nem a
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hagyoményos k-mer kompoziciébol, hanem k-mer paros kompoziciébol torténd
genomrekonstrukcié.

TAATGCCATGGGATGTT
TAA GCC
AAT CCA
ATG CAT
TGC ATG
GCC TGG
CCA GGG
CAT GGA
ATG GAT
TGG ATG
GGG TGT
GGA GTT

7.9. abra. A TAATGCCATGGGATGTT karakterlancbdl kinyerhetd, 4 poziciényi
tavolsagra 1évé 3-mer parok. Minden pdr elsd tagja a karakterlanc egy adott
pozicidjan kezdddik, mig a masodik tag 4 karakterrel késébb indul.

A parositott De Bruijn-graf épitésének lépései:
—Minden k-mer péaros egy él a grafban, amely a két (k—1)-mer-bél allé
prefix-pértdl a megfeleld szuffix-parhoz vezet. Példa az ATG|GAT él az
AT | GA csticsbdl a TG| AT csticsba vezet.
— Az azonos cimkéjii cstcsokat egymasra cstusztatjuk, akarcsak a sima de
Bruijn-grafnal.
A végeredmény olyan gréaf, amelyet kevesebb illesztéssel lehet felépiteni,
mert a csticsok Osszetettebb informaciét tartalmaznak (pérok, nem egyes k-mer-
ek) (7.10. abra).
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7.10. abra. Pdarositott De Bruijn-graf
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E médszer elénye, hogy mig a hagyoméanyos De Bruijn-grafban to6bb Euler-
vonal is lehetséges, addig a paros De Bruijn-gréaf altalaban csak egyetlen Euler-
vonalat tartalmaz, amely egyértelmtien visszaadja a genomot.

7.7. Osszegzés

A fejezet soran két alapvetéen eltérd szemléletmaddot vizsgaltunk meg a szek-
venalasi adatok osszerendezésére: a Hamilton-ut keresésére épiilé grafmodellt,
valamint az Euler-vonalon alapulé De Bruijn-graf megkozelitést. Mig az el6bbi
elméleti szemponthdl elegéns, a gyakorlati alkalmazhatésaga korlatozott a kom-
binatorikus bonyolultsdga miatt. A De Bruijn-graf ezzel szemben hatékonyabb és
skalazhatébb megoldast kinal, kiillonosen nagy genomok esetén, azonban ennek
miikodése tobb idealizalt feltételezésre épiil.

Ezek az el6feltevések — mint a tokéletes lefedettség, hibamentes olvasatok
(readek) vagy az ismert k-mer-gyakorisag — jelentds mértékben eltérnek a valodi
szekvenélési adatoktél, amelyek gyakran hidnyosak, zajosak és heterogének. Ennek
ellenére az ilyen leegyszertsitett modellek rendkiviil fontos szerepet jatszanak az
algoritmikus koncepciék megalapozéasédban. A bioinformatikdban j61 ismert megko-
zelités, hogy a problémat elGszor ,nevetségesen” egyszert formaban oldjuk meg,
majd fokozatosan bevezetjiik a val6sag komplexitasait. Ez a fejezet ezt a szemléletet
kovette, bemutatva, hogyan képes a De Bruijn-graf modell a szekvenélasi adatok
mogotti bonyolult valésag elméleti keretbe foglalasara.



8. Maximalis folyam: klasszikus probléma,
modern alkalmazasok

A 6. fejezetben a halézatokat mint statikus vazat vizsgédltuk: hogyan lehet
optimalizalni a kapcsolatok szervezdédését. A 7. fejezetben a fékusz a bejarhaté
tér felé tolédott: az Euler- és Hamilton-titvonalak révén a halézat sajatos belsé
logikajét tartuk fel. Most viszont egy tjfajta néz6pontot vesziink fel: a halézatot
mint dinamikus kozvetité kozeget vizsgéaljuk, amelyen keresztiil aramlas torténik.
A kérdés most az, hogyan lehet egy adott hél6zaton keresztiil a leheté legtobb
er6forrast — legyen az viz, adat, energia vagy akar politikai befolyas — eljuttatni
egyik pontbdl a mésikba, figyelembe véve az utak kapacitésait.

Ez a maximaélis folyam problémadja, amely szamos gyakorlati helyzetet mo-
dellez — az internetes adatforgalom optimalizalésatdl a logisztikai hélézatok ter-
vezésén at egészen tarsadalmi vagy stratégiai dontésekig. Ebben a fejezetben
megismerkediink a probléma alapjaival és a Ford-Fulkerson-algoritmussal, amely
nemcsak erre ad hatékony megoldast, hanem mas algoritmusok alapjaul is szolgal.

8.1. A folyamfeladat formalis definici6ja

A folyamfeladatot egy irdnyitott, stilyozott grafban definialjuk, amelyben egy
forrasbdl (s) egy nyelébe () kell a lehet6 legnagyobb mennyiségii folyamot eljut-
tatni, figyelembe véve az élek kapacitasait (Andréasfai 1983) (8.1. &bra).
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8.1. abra. Hdlozat graf, amelyben s a forrdst, t a nyeldt, az élek cimkéi pedig
a megfeleld kapacitasértékeket jelolik.
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8.1.1. A probléma matematikai modellje

Legyen adott egy irdnyitott hal6zat, amelyet egy G = (V,E) graf reprezental,
ahol Va csticsok halmaza (a hél6zat csomépontjai) és E az élek halmaza (a hélé-
zat kapcsolatai).
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8.2. abra. A két abran a 15 egységnyi maximalis folyam mds-mds utakon jut el
a forrdasbdl a nyeldbe. (A megfeleld élek cimkéjének jelentése: folyam/kapacitds.)

A graf élein értelmeziink egy c:E—R, kapacitasfiiggvényt, amelyre c(u,v) meg-
adja, hogy mennyi lehet az illet élen a folyam maximaélis értéke.
Egy folyam olyan f.E—R  hozzirendelés, amely megfelel a kévetkezo felté-
teleknek:
— kapacitaskorlat: minden él mentén a folyam értéke nem haladhatja meg
annak kapacitasat:

0 < f(u,v) < c(u,v), V(u,v)EE;
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- egyensulyfeltétel: a forras (s) és nyeld (t) kivételével minden csticsba belé-
p6 folyam megegyezik az onnan kilép6 folyammal (ez biztositja, hogy egy
koztes cstics nem ,tarol” vagy ,veszit” el értékeket):

S fvw) =3, flu,w), VueV\{s,t};

— maximalis folyamérték: A cél az, hogy a forrasbél a nyelébe érkezé folyam
(|f]) maximalis legyen:

|f| = E[S,V]EE f[S’ V] =§’[v,s)eE f[V’S}

Nyilvan a forrasb6l kimen6 értékek 6sszege egyenlé a nyelSbe belép6 értékek
Osszegével.

Megyjegyzés: Bar a c és f fiiggvények értelmezés értelmében pontosabbak
lennének a c((u,v)) és f{(u,v)) jelolések, a dupla zaréjeltdl eltekintiink.

A célunk tehat olyan ffiiggvény meghatarozasa, amely maximalizélja az [f] érté-
ket, mik6zben teljesiti a kapacitaskorlatokat és az egyensulyfeltételeket. A 8.2. abrak
érzékeltetik, hogy a maximalis folyamot biztosité f fiiggvény nem egyedi.

8.2. Ford-Fulkerson-el6zetes: varatlan és sokoldala
alkalmazasok

A Ford-Fulkerson-algoritmus és a maximalis folyam probléma nem csupan
elméleti érdekesség, hanem szamos valés alkalmazasban is kulcsszerepet jat-
szik (Wayne 2004). A sportbajnoksagok matematikai elemzésétdl a kozlekedés,
az informatika, az egészségligy és a logisztika optimalizélasaig szadmos varatlan
helyzetben felbukkan. Az alabbi példak azt mutatjék be, hogy egy klasszikus graf-
elméleti algoritmus milyen sokoldaltian hasznosithaté a mindennapi életben és a
legmodernebb technolégidkban is.

Sportbajnoksagok matematikai elemzése (lasd lentebb): Egy vicces példa
arra, hogy a Ford-Fulkerson-algoritmus és dltalaban a maximalis folyam elmélete
mennyire varatlan és érdekes helyzetben képes felbukkanni, az, miszerint a San
Francisco Chronicle egyik Gjségiréja egyszer azt édllitotta, hogy a Detroit Tigers
baseballcsapatnak még volt esélye bejutni a rajatszasba egy adott szezon végén.
Azonban egy matematikus (és sportelemzd) grafelméleti modszerekkel, konkrétan
a Ford-Fulkerson-algoritmussal bebizonyitotta, hogy ez lehetetlen volt. Hasonlo
technikat hasznaltak mas sportdgakban is (pl. Russell-Van Beek 2009), hogy ki-
szlirjék azokat a csapatokat, amelyek val6jaban mar kiestek, még akkor is, ha a
pontszamok ezt nem tették egyértelmiivé.
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Kozlekedési hal6zatok optimalizélésa (pl. Ceder—Perera 2014): A varosi kozle-
kedési rendszerek tervezésében a maximalisfolyam-algoritmusokat arra hasznaljak,
hogy optimalizaljék a forgalmat. Példaul aut6palya-hélézatok esetén kiszamitjék,
hogy adott infrastruktarédval mekkora forgalmat lehet kezelni. Egy masik lehet6-
ség, hogy tomegkozlekedési ttvonalaknal segit meghatdrozni, hogy hogyan lehet
az utasokat a lehetd leggyorsabban és egyenletesebben elosztani a hélézatban.

Szamitégépes halézatok optimalizaldsa (pl. Neto—Callou 2015): A szamito-
gépes adatforgalomban az internetes csomdpontok terheléselosztasa klasszikus
maximalisfolyam-problémaként jelenik meg. A maximaélisfolyam-algoritmusokat
az adatcsomagok optimalis elosztasara alkalmazzék nagy hal6zatokban, kiilonosen
a hélézati kapacitastervezés sordn, hogy azonositsak, hol sziikséges az infrastruk-
tara megerdsitése. Ezen kivill a szerverek kozotti terhelés optimalizalasédban is
kulcsszerepet jatszhatnak ezek az algoritmusok.

Szervatiiltetési hal6zatok: A szervdonorok és recipiensek pérositasa szintén
egy halozati folyam problémava alakithat6. Egy orszagos veseatiiltetési rendszer-
ben a betegek és az elérheté donorok grafként modellezhetdk, ahol az élek azt
mutatjak, hogy ki kaphat szervet kit6l (példaul vércsoport és egyéb orvosi kom-
patibilitasi tényezd6k alapjan). A Ford-Fulkerson-algoritmus segitségével maxima-
lizalhat6 a lehetséges transzplantacidk szama egy adott idészakban. Az USA-ban
miik6d6 Kidney Paired Donation program példaul alkalmaz folyam-algoritmusokat
a vesecsereprogramok hatékonysagénak novelésére (Wallis et al. 2011).

Katonai és logisztikai problémék (Khachatryan 2024): A hadseregek szama-
ra kritikus jelentdségli, hogy egy adott er6forrast (pl. izemanyagot, élelmiszert,
fegyverzetet) hogyan tudnak a lehetd leghatékonyabban széllitani egy halézatban.
Ahogy John J. Pershing amerikai tdbornok az elsé vilaghébort idején megfogalmazta:
»a gyalogsag nyeri a csatdkat, a logisztika nyeri a hdbortkat”. A folyam-algoritmusok,
példaul a Ford-Fulkerson-maddszer (és ennek tovabbfejlesztett véltozatai), kulcssze-
repet jatszanak a logisztikai itvonalak és az ellatéasi lancok optimalizalasaban, kii-
lonosen haboris ovezetekben vagy humanitarius segélyszallitmanyok tervezésénél.

Vizkészletek és ontozérendszerek optimalizalasa (pl. Kyi-Naing 2018): A ma-
ximalisfolyam-algoritmusokat vizgazdéalkodasi rendszerekben is alkalmazzak.
Példaul egy folyébdl vagy tarozobdl killonbozé csatornakon keresztiil kell eljut-
tatni az optimalis mennyiségii vizet a mez6gazdasagi tertiletekre. Vagy ugyancsak
a Ford-Fulkerson-algoritmus segithet meghatarozni, hogy a rendelkezésre 4ll6
csatornakapacitdsok mellett hogyan lehet a vizsziikségletet legjobban kielégiteni.

8.3. Ford-Fulkerson-algoritmus

Amint mar emlitettiik, a Ford-Fulkerson-algoritmus a maximalis folyam prob-
léméajanak megoldésara szolgal, és a hal6zati folyam modellek egyik legismertebb
algoritmusa. Nevét két amerikai matematikusrél, Lester Randolph Ford Jr. és
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Delbert Ray Fulkerson utan kapta, akik 1956-ban publikaltédk az eljarast. Egészen
pontosan, a Maximal Flow through a Network cimt cikkitk a RAND Corporation
egyik jelentése volt, és az Amerikai Légierd szamara késziilt.

A masodik vildghdbora utan a matematikai optimalizalédsi problémak irénti
érdekl6dés katonai és logisztikai alkalmazasok miatt er6sodott meg. A hadse-
regeknek sziikségiik volt olyan médszerekre, amelyekkel ellatési ttvonalakat
optimalizélhatnak, hadmtveleti stratégidkat tervezhetnek, illetve er6forrasokat
(pl. izemanyagot, élelmiszert, fegyverzetet) szallithatnak a lehetd leggyorsabban.
Ezen problémak kozos jellemzéje az volt, hogy egy hal6zatban (grafban) kellett
optimalizalni a folyamot, figyelembe véve a kapacitaskorlatokat.

A Ford-Fulkerson-algoritmus kidolgozéasa kozvetleniil hozzajarult az egyik
legfontosabb grafelméleti eredményhez, a max-flow/min-cut tételhez. Ez a tétel
kimondja, hogy egy halézatban a maximalis folyam értéke pontosan egyenlé a
minimalis vagat kapacitasaval. A min-cut egy olyan élhalmaz, amely (i) elvagja
a forrast a nyel6tél, és (ii) minimalis 6sszkapacitéssal rendelkezik. Ez az 6ssze-
faggés rendkiviil mély és hasznos, mert nemcsak azt mutatja meg, hogyan lehet
meghatarozni a maximaélis folyamot, hanem azt is, hogy hol taldlhat6 a hél6zat
legsziikebb keresztmetszete.

A Ford-Fulkerson-algoritmus alapvaltozata nem garantalt polinomiélis fu-
tasid6t, mivel, példdul, ha irracionélis kapacitasokat hasznélunk, akkor az algo-
ritmus akar végtelen ciklusba is keriilhet. Ezért kés6bb tovabbfejlesztették. Az
aldbbiakban az 1972-ben publikalt Edmonds és Karp vatozatat mutatjuk be, amely
a Ford-Fulkerson-algoritmus szélességi keresésen alapul6 optimalizélt valtozata,
és O(nm?) id6ben fut. Ez a verzi6 garantédltan polinomiéalis futésidej(i, és gyakran
hasznaljak mind elméleti, mind gyakorlati problémakban.

Természetesen Ford és Fulkerson 6roksége messze tilmutat ezen az egy algo-
ritmuson, hisz teljes munkéssaguk kulcsfontossagiinak mondhaté a grafelmélet
és az operacidkutatés fejlédésében. Fulkerson kiilonosen ismert a kombinatorikus
optimalizalasban, és az 6 nevét viseli a hires Fulkerson-dij, amelyet kiemelked6
diszkrét matematikai kutatasokért osztanak ki.

8.3.1. Az algoritmus lényege

Bevezetjik a javit6 (vagy augmental6) tut fogalmat. A javité Gt olyan 1t a
forrastdl a nyeldig, amelyen még lehet novelni a folyamot, merthogy egyetlen 1t
menti él sem telitett még. A Ford—Fulkerson-algoritmus lényege az, hogy kezdetben
a graf minden éle mentén 0 folyamértéket allitunk be, majd Gjra és Gjra keresiink
javit6 utakat, és azokon noveljik a folyamot, amig nem taldlunk tobb ilyen utat
(minden s-bdl t-be vezet6 1t telitetté valt).

Egy s-bél t-be vezet6 javité Gt sajatossdga, hogy egyfeldl figyelmen kiviil
hagyja az élek irdnyitédsat, masfel6l viszont figyelembe is veszi azokat. Eltekint az
iranyitast6l abban az értelemben, hogy egy élen ellenkez6 iranyban is d4thaladhat.
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Ugyanakkor figyelembe veszi az irdnyitasokat, hiszen azokat az éleket, amelyeken
menetirdnyban haladunk at (az él irdnya megegyezik az Gt iranyéval), el6re-élek-
nek nevezziik, mig azokat, amelyeken szembdl haladunk at (az él iranya ellentétes
az Ut irdnyaval), vissza-éleknek tekintjiik.
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8.3. abra. (a) kezdeti dllapot: minden él folyamértéke 0; (b) az s»A—-C—t javité
ut mentén 10 egységgel novelheld a folyam; (c) az s—B—t javité 1it mentén
5 egységgel novelhetd a folyam; (d) nincsenek tovabbi javité utak: a maximdalis
folyam értéke 15.

Egy elére-él telitetlen, ha rajta a folyam kisebb, mint a kapacitésa (f(u,v) <c(u,v)).
Az ilyen él mentén torténd javitas azt jelenti, hogy noveljuk a rajta athalado fo-
lyam mennyiségét. Egy vissza-él telitetlen, ha rajta a folyam nagyobb, mint nulla
(f{u,v)>0). Ilyenkor a ,,visszafolyas” csokkentésével novelhetd a forrdsbol a nyeldbe
tart6 osszfolyam értéke. Forditva: egy elére-él telitett, ha a folyam értéke eléri a
kapacitésat (f(u,v)=c(u,v)); egy vissza-él telitett, ha a folyam értéke nulla (f{u,v)=0).
Egy el6re-él mentén a folyam legfeljebb (c(u,v)-f(u,v)) értékkel novelhets, mig egy
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vissza-él mentén legfeljebb az f értékkel csokkenthetd. Fontos szempont, hogy egy
él telitettsége vagy telitetlensége attdl fiigg, hogy eldre- vagy vissza-élként szerepel
az adott javito aton.

Ertelemszertien, egy javité it mentén a maximalis javitdsi mérték az tt élei
mentén vett értékek minimumaéval lesz egyenld. Ez az érték hatarozza meg, hogy a
folyam mennyivel névelhetd az adott titon, figyelembe véve a legsziikebb szakasz
korlatozé hatésat. A széban forgo javitassal az illet6 1t telitetté valik, merthogy a
legszilikebb szakaszt vagy szakaszokat képviseld élek telitetté valnak.

A 8.3. abrédk 1épésrél 1épésre mutatjak be a maximalis folyam kiszdmitasat a
Ford-Fulkerson-algoritmus segitségével.

— (8.3.a. abra) Kiindulési allapot

e Minden élen 0 egység folyam van. A megfelel6 cimke ,0 / kapacitds”
formaban jelenik meg.

—(8.3.b. dbra) Els6 javité it (s > A > C - 1)

* A sziik keresztmetszet 10 egység, mivel az Gt minden élén legalabb
ennyi szabad kapacités all rendelkezésre. A Folyam ennek megfeleléen
10 egységgel novelhetd ezen az Gton.

—(8.3.c. abra) Masodik javité it (s » B - t)

* A sziik keresztmetszet ezittal 5 egység, igy a folyam tovabbi 5 egységgel
novelhetd ezen az Gtvonalon.

- (8.3.d. abra) Végso allapot — maximélis folyam

* Nincs t6bb elérhet6 javito tt, ezért elértiik a maximaélis folyamértéket,
amely 15 egység.
e A cimkék a ,,végséfolyam / kapacitas” értékeket mutatjak.

A Ford-Fulkerson-algoritmus egyik fontos tulajdonsaga, hogy a maximalis fo-
lyam eredménye fiiggetlen a javit6 utak kivélasztasanak sorrendjétél. Mas széval,
ha kiilonb6z6 utak mentén és kiillonboz6 sorrendben hajtjuk végre a javitasokat, a
végs6 maximalis folyam értéke ugyanaz marad, de az egyes élek végsé folyamér-
tékei eltérhetnek. A 8.4. abra bemutatta példa sajatosséga, hogy a masodik javito
at tartalmaz eldre- és vissza-éleket is.

A 8.4. dbra szerinti 1épések 0sszegzése:

—(8.4.b. 4bra) Elsé javito ut (s » A - B — t; atfolyas: 10 egység)

* A legsztlikebb kapacitas 10 egység, igy a folyamot ennyivel noveljiik.
* A frissitett folyamértékek: s - A: 10 egység, A — B: 10 egység, B — t:
10 egység.
- (8.4.c. abra) Masodik javit6 it (s » B - A — C — t; atfolyas: 5 egység)
* A legsztikebb kapacitas 5 egység, igy a folyam ennyivel novekszik.
* A frissitett folyamértékek: s - B: 5 egység, B —» A: 5 egység (visszadram-
las), A - C: 5 egység, C — t: 5 egység.
- (8.4.c. abra) Végso allapot — maximaélis folyam 15 egység
* Az 6sszfolyam a forrasbél a nyelébe 15 egység.
* Nincs tobb javité 1t, az algoritmus ezzel befejezédott.
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8.4. abra. (a) kezdeti dllapot: minden él folyamértéke 0; (b) az s=»A—B-t javito
ut mentén 10 egységgel novelhetd a folyam; (c) az s=»B—-A—C—t javilé it mentén
5 egységgel novelhetd a folyam; (d) nincsenek tovabbi javité utak: a maximdalis
folyam értéke 15.

Bar a végsé eredmény nem fiigg a javité utak sorrendjétél, az algoritmus
hatékonyséagét nagyban befolyédsolhatja. Igazabél a Ford-Fulkerson-algoritmus
hatékonysaga az ttkeresési stratégiatol fiigg: ha példaul DFS-sel valdsitjuk meg a
javitéut-keresést (az algoritmus eredeti valtozata), akkor az algoritmus futasideje
O(ml|f, |), ahol |f | a maximalis dramlas értéke. Ha BFS-sel (Edmonds—Karp-
valtozat) implementaljuk a keresést, a futasidé, amint mar utaltunk ra, O(nm?)
lesz. Ezt szemlélteti a 8.5. abra. Tovabbi implementacios részletek végett lasd a

B fuiggelék 8. pontjat.
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8.5. abra. Ha az s—»A—t és s—B—t javité utak mentén javitunk a
folyamértékeken, akkor két menetbdl meglesz a 2000 egység maximalis folyam.
Ha viszont a s-»A—B-t, s-»B—-A-t ttpdrost vdlasztjuk djra és tjra, akkor
menetenként 1 egységgel né a folvam, és dsszesen 2000 menetre lesz sziikség a
maximalis folyam bedllitasdhoz.
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8.4. Bajnoksagi kiesések és a Ford-Fulkerson-
algoritmus

A baseballbajnoksagok soran példaul az egyik legfontosabb kérdés az, hogy
mely csapatok juthatnak még be a rajatszasba, és melyek vannak matematikailag
kizérva. Els6 ranézésre a valasz konnytinek téinhet: ha egy csapatnak mar nincs
elég hatralévé meccse ahhoz, hogy behozza a diviziévezet6t, akkor egyértelmiien
kiesett. Azonban néha a kiesés nem ennyire nyilvanvalé, mivel a csapatok egymas
ellen is jatszanak, igy bonyolult forgatokonyvek is lehetségesek.

8.1 tablazat. Szemléltet6 példa nyilvanvalé és bonyolultabb kiesésre (Sedgewick
2002)

csapat gy6zelem-vereség  hatralévé Atl Phi NY Mon
meccsek

Atlanta Braves 83-71 8 - 1 1

Philadelphia 80-79 3 1 - 0 2

New York Mets 78-78 6 6 0 - 0

Montreal Expos 77-82 3 1 0 -

Vegyiink egy példat, amely megmutatja, hogy miért nem mindig egyértelmi
egy csapat kiesése. A 8.1. tdblazat négy csapat esetét mutatja be, megadva ezek
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gy6zelmei, vereségei és hatralévé meccsei szamat, valamint azt, hogy ki kivel

fogja e meccseket jatszani.
Els6 ranézésre egyértelmi kiesés:
— A Montreal Expos a szezon végére maximum 80 gy6zelmet érhet el.
— Az Atlanta Braves mar most 83 gy6zelemmel rendelkezik, tehat Montreal
mindenképp kiesett.

Bonyolultabb kiesés:
— Philadelphia akér 83 gy6zelemig is eljuthat, ami elvileg elég lehetne az

Atlanta beéréséhez.
—De ez csak akkor lenne lehetséges, ha Atlanta minden hatralévé meccsét

elvesztené, beleértve a New York Mets elleni hat mérk$zést.
— Ha ez megtorténik, akkor New York legaldbb 84 gyézelemmel végezne, igy
Philadelphia hidba érné el a 83 gy6zelmet, matematikailag mégis kiesne.
Ez a példa jol mutatja, hogy a kiesés nem mindig nyilvanvald, és sokszor
figyelembe kell venni az 6sszes lehetséges meccsforgatékonyvet.

8.4.1. A San Francisco Chronicle torténete — a Detroit Tigers esete

A bajnokségi kiesések matematikai vizsgalata nem csupan elméleti kérdés
- egy konkrét esetben egy sportajsagird hibas kovetkeztetését cafoltdk meg graf-

elméleti modszerekkel.
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1996-ban a San Francisco Chronicle egyik tjségir6ja azt éllitotta, hogy a Detroit
Tigersnek még volt esélye bejutni a rdjatszasba az Amerikai Liga Keleti divizi6ja-
ban (lasd a 8.2. tdbldzatot). Azonban egy grafelméleti elemzés (Ford—Fulkerson-
algoritmus) kimutatta, hogy ez matematikailag lehetetlen volt.

8.2. tablazat. Az 1996-0s Amerikai Liga Keleti Divizidjanak dllasa

(augusztus 30). Aw, I, r oszlopok a megnyert, elveszitett és hatralévé meccsek
szamadat tartalmazzdk. A tablazat tovabba tartalmazza még a hatralévé egymas
kozti mérkézések matrixdt is, amelyre g-vel fogunk hivatkozni. A gli][j] = glj]
[i] érték azt mutatja, hogy az i és j csapatok hany meccset kell még jatsszanak
egymads ellen. (Sedgewick 2002)

csapat gyf::;:égg;’)' ;1‘:222};:’(‘;) NYY BAL BOS TOR DET
New York Yankees 75-59 28 - 3 7 3
Baltimore Orioles 71-63 28 3 - 7 4
Boston Red Sox 69-66 27 8 2 - 0 0
Toronto Blue Jays 63-72 27 7 7 0 - 0
Detroit Tigers 49-86 27 3 4 0 -

A Detroit Tigers szurkol6i reménykedtek, hogy a csapatuk még elérheti az
elsé helyet, mivel ha mind a 27 hatralévé meccsiiket megnyernék, akkor 76 gyé-
zelmiik lenne, ami tébb, mint a jelenlegi éllovas Yankees gy6zelmeinek szama.
De vajon ez lehetséges?

8.4.2. Grafelméleti modellezés — a Ford—Fulkerson-algoritmus
alkalmazasa

A bajnokségi kiesések kérdését ugy kozelitjik meg, hogy egy maximélis-
folyam-problémaéra redukaljuk. Egy adott x csapat matematikai kiesésének el-
lenérzéséhez létrehozunk egy hélézatot, és megvizsgéljuk benne a maximalis
folyamot. A hal6zatban lesz egy virtudlis forraspont és egy virtualis nyel6pont,
valamint lesznek csapat- és mérkdzéscsomépontok. Mivel megelélegeztiik,
hogy x csapat minden meccsét megnyeri, és abban vagyunk érdekeltek, hogy a
tobbi csapat garantaltan tilszarnyalja-e x-et, ezért a csapatcsomdpontok ezeket
a csapatokat, a mérkézéscsomopontok pedig ezek hatralévé egymas kozti mér-
kézéseit képviselik. A 8.7. abra a 8.2. tablazathoz tarsitott folyamgrafot mutatja
be arra az esetre vonatkoztatva, amikor a vizsgélat alatt allé x csapat a Detroit
Tigers.

Az ebben a hélézatban megvalésithaté egész értékii folyamértékek a hétra-
lévé mérk6zések lehetséges kimeneteleinek felelnek meg. Egészen pontosan, a
folyam ebben a hédl6zatban tgy értelmezendd, hogy minden egység egy hatralévé
mérkbzést reprezental. A folyam elészor egy mérkézéscsoméponton (példaul i és j
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csapatok meccsén) keresztiil egy csapatcsomépontba (i vagy ) jut, amely azt jelzi,
hogy az adott csapat megnyerte a mérk6zést.

/ > ing
NYY vs BOS inf NYY
N
) it ~inf
L) NYY vs TOR e BAL 7
/ 1 / x\;ﬁ \ 5\
s 2 BAL vs BOS g —— inf —  BOS 7 t
>7 / " » 7
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8.7. abra. A 8.2. tablazathoz tarsitott folyamgraf

A halé6zat haromféle élt tartalmaz sajatos kapacitasértékekkel.
— Forrédscstucs (s) - mérkézéscsomopontok

* s cstcsbol él vezet minden, még hétralévé mérk6zést reprezentélé cso-
moépontba (i-f), kapacitasuk g[i][j] (az i és j csapatok kozotti hatralévé
meccsek szama). Ezek az értékek rendre 3, 8, 7, 2, 7, 0 (lasd a 8.2. tab-
lazatban a besziirkitett részmatrixot).

* Ha a folyam teljesen kihasznal egy ilyen élt, azt tgy tekintjik, hogy az
osszes ilyen mérkdzést lejatszottak, és a gy6zelmek elosztasra kertilnek
az I és j csapatok kozott.

— Mérkdzéscsomdpontok — csapatcsomdpontok

* Minden mérkézéscsomopontot dsszekotiink a benne érintett i és j csa-
patcsomopontokkal, hogy biztositsuk, hogy a mérkézések egy gyéztest
kapjanak.

* Ezekre az élekre nincs kapacitaskorlat, hiszen egy meccsnek mindig
lesz egy gyGztese.

— Csapatcsomépontok — nyeléestcs (1)

* x csapat maximélisan w(x] + r[x] gy6zelmet érhet el a szezon végére.

Ez az érték a Detroit Tigersre vonatkoztatva 76.
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* Annak érdekében, hogy egy i csapat ne nyerhessen ennél tobbet, egy
i — t éllel kotjiikk 6ssze a nyel6vel, amelynek kapacitdsa w(x] + r[x] —
w]i]. Ezek az értékek rendre 1=76-75, 5=76-71, 7=76-69, 13=76-63.
A 27=76-49 kapacitasi DET—t élet csak mint viszonyit4si pontot tiin-
tettiik fel az abran.

* Ezzel biztositjuk, hogy x csapatnal senki se nyerhessen tobbet a szezon
végére.

Hogyan kovetkeztethetiink a hal6zati folyambdl a kiesésre? A hélézatban

szdmitott maximaélis folyam az alabbi kulcsfontossagt informaciét adja:

— Ha a maximalis folyam teljesen teliti az 6sszes forrdsbol kiindulé élt, akkor
létezik egy olyan eredménysorozat, amelyben x csapat nem végez rosszab-
bul, mint a tobbiek.

— Ha nem teliti ezeket az éleket, akkor nem létezik olyan forgatokonyv, amely-
ben x csapat megnyerheti a bajnoksagot — tehat matematikailag kiesett.

A Ford-Fulkerson-algoritmus végrehajtdsa a 8.6. dbra bemutatta halézaton a

8.7. abran lathaté maximaélisfolyam-értékekhez vezet. Mivel a maximalis folyam
(26) kisebb, mint a hatralévé mérkézések szama (27), nem lehetséges olyan meccs-
forgatékonyv, amelyben a Detroit Tigers az elsé helyre keriilne, azaz a Detroit
Tigers matematikailag ki van zérva a rajatszasbol.
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Fulkerson-algoritmus eredményezte folyamértékek
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A megfelel6 maximalisfolyam-probléma megoldésaval nemcsak a kiesett
csapatokat azonosithatjuk, hanem egy konkrét bizonyitékot is kapunk arra, hogy
miért nem lehetnek bajnokok. Szemléltetésiil lassuk, hogyan tudjuk egyszertien
és meggy6z6en megérvelni a Detroit Tigers matematikai kizarésat.

Egy grafelméleti eredményt indoklasa grafelméleti fogalmak nélkiil
— Detroit legjobb forgatékonyve szerint a szezon végére 76 gyézelemmel zar-
hat (49 + 27 = 76).
— Tekintsiik a kovetkezé csapathalmazt: R = {NYY, BAL, BOS, TOR}.
* Ezek a csapatok 0sszesen 278 gy6zelmet szereztek eddig.
* Még 27 mérkézés van hatra kozottik (3 + 8 + 7 + 2 + 7 = 27), igy
egylitt legaldbb 27 tovabbi gy6zelmet szereznek.
* Ez azt jelenti, hogy atlagosan minden csapat legalabb 76,25 gy6zelem-
mel fejezi be a szezont.
* Fiiggetleniil att6l, hogy pontosan milyen eredmények sziiletnek, leg-
aldbb egy csapat biztosan eléri a 77 gy6zelmet, ami azt jelenti, hogy
Detroit matematikailag kizért.

A minimalis vagat szerepe

— Ha egy csapat matematikailag kiesik, az mindig igazolhat6 azzal, hogy van
egy olyan csapathalmaz, amelynek legalabb egy tagja biztosan megel6zi.

— Ez a csapathalmaz nem feltétlentl az egész divizié, hanem egy jol megha-
tdrozhaté R részhalmaz.

— A minimalis s-t vagat segitségével mindig azonosithaté egy ilyen R halmaz
a bajnoksagi kiesési hélézatban.

— Bar a maximalis folyam és minimélis vagat mddszereit hasznaljuk ennek
megtalalasara, ha egyszer megtalaltuk az R halmazt, maga a kiesési érvelés
mar nem igényel bonyolult matematikat.

A Detroit Tigers példéja jol mutatja, hogy matematikai mdédszerekkel pontosan
megéllapithaté egy csapat esélytelensége, még akkor is, ha az els6 ranézésre nem
egyértelmt. A fenti elemzés azt is jol illusztralja, hogyan alkalmazhaték héléza-
tifolyam-algoritmusok valds életbeli problémék megoldasara, példaul sportered-
mények statisztikai vizsgéalatara.

8.4.3. A bajnoksagi kiesések megoldéasi mdodszereinek fejl6dése

A bajnoksagi kiesések problémajat el6szor Hoffman népszertisitette az 1960-
as években, mint a hal6zati optimalizacié egy elegans alkalmazéasat. A megoldési
mébdszerek azota tobb 1épésben fejlédtek. Schwartz (1966) egy maximalisfolyam-
szamitédson alapul6 médszert javasolt annak meghatéarozasara, hogy egyetlen csa-
pat kiesett-e a bajnokségbdl. Ezt az eredményt Hoffman és Rivlin (1967) altaldno-
sitottak, bemutatva, hogyan dontheté el, hogy egy csapat ki van-e zarva egy adott
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helyezés megszerzésének lehet6ségébdl. Robinson (1991) lineéris programozasi
modellt dolgozott ki a maximalis szezonvégi elény meghatarozasara, amelyet egy
csapat elérhet. Gusfield és Martel (1992), valamint McCormick (1999) bevezették a
kiesés szam fogalmat, amely azt jelzi, hany mérk6zést kell egy csapatnak megnyer-
nie a szezon hatralévé részében, hogy esélye maradjon az els6 hely megszerzésére.
Mobdszereik a Gallo, Grigoriadis és Tarjan (1989) altal kidolgozott paraméteres
maximaélisfolyam-technikak kiterjesztésein alapulnak. McCormick (1999) tovédbba
bizonyitotta, hogy NP-teljes problémat jelent annak eldontése, hogy egy csapat
képes-e a szezon végén egy adott helyezést megszerezni. Adler és munkatarsai
(2002) egészértékl programozasi megkozelitést javasoltak a kiesett csapatok meg-
hatarozasara, mind az elsé helyért, mind a szabadkartyas (wild card) helyekért
folytatott verseny esetében. Wayne (2001) 4j strukturélis tulajdonsagot vezetett
be a bajnoksagi kiesések problémajéban: a csapatokat az aktuélis gy6zelmeik és a
hatralévé mérkézéseik szamanak 6sszege alapjan rendezi sorba, és megmutatta,
hogy ha egy csapat kiesik, akkor minden utana kovetkez6 csapat is sziikségszert-
en kiesik. A kozelmultban Lee (2020) tovabbfejlesztette Wayne (2001) otletét, és
egy egyszert, gyors algoritmust javasolt, amely még tovédbb konnyiti a bajnoksagi
kiesési problémak megoldasat.

8.5. A Ford-Fulkerson-algoritmus kiterjesztése
és tovabbi alkalmazasai

A Ford-Fulkerson-algoritmus alapvet6en egy irdnyitott hal6zaton miikodik,
ahol egyetlen forrasbol egyetlen nyel6be prébaljuk maximalizalni a folyamot.
Azonban szamos valds alkalmazéasban a hal6zat irdnyitatlan, tobb forrast és nyel6t
tartalmaz, valamint a csomépontoknak is lehet kapacitaskorléatja. Az aldbbiakban
bemutatjuk, hogyan altalanosithaté az algoritmus ezekre az esetekre, és megvizs-
géljuk kiillonboz6 gyakorlati alkalmazasait. Kiillondsen olyan sajatos problémak,
mint a maximalis pérositas, az élfiggetlen utak keresése és az 6sszefiiggfségi
analizis, hatékonyan modellezhet6k és oldhaték meg a Ford—Fulkerson-médszer
segitségével. Tovabbi részletek végett lasd a Grdfelméleti algoritmusok tankonyvet
(Kétai 2008).

Iranyitatlan hdlézatok kezelése: Minden irdnyitatlan élt felbontunk két el-
lentétes irdnyitott élre, amelyek azonos kapacitassal rendelkeznek. Az algorit-
mus ugyanuigy muikodik, mint az irdnyitott esetben, javité utak keresésével és
folyamnaoveléssel.

A csomépont-kapacitds modellezése: Minden csomépontot felbontunk két
részre, egy bemeneti csomdpontra, amely fogadja a folyamot, és egy kimeneti cso-
maépontra, amely tovabbitja a folyamot. Osszekétjitk a két csomépontot egy éllel,
amelynek kapacitasa megegyezik az eredeti csomépont kapacitaséval.
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Tobb forrds és tobb nyeld kezelése: Amikor egy hal6zatban tobb forrascstics
(s,» 5,, ...) és tobb nyelécstcs (t,, t,, ...) taldlhato, egy szuperforras csticsot (S) ho-
zunk létre, amelyet végtelen kapacitasa élekkel kotiink 6ssze az 6sszes forréssal.
Hasonl6képpen, létrehozunk egy szupernyel6t (T), amelyhez minden nyel6t vég-
telen kapacitésu élek kapcsolnak.

Maximdlis parositds pdaros grafban: A maximaélis parositds problémaéja azt
vizsgélja, hogyan lehet egy péros grafban — amelynek csticsai két, egymastél disz-
junkt halmazra bonthaték — a lehetd legtobb cstcsot 6sszekapcsolni Ggy, hogy
egyetlen cstcs legfeljebb egy élben szerepeljen (lasd a 11. fejezetet). A probléma
megoldhat6 a Ford-Fulkerson-algoritmus segitségével, a kovetkezé mdodon: a graf
egyik csticshalmazanak minden elemét egy kozos forrashoz (s) kapcsoljuk, mig
a masik halmaz minden cstcsat egy kozos nyel6hoz (t). Az 6sszes él kapacitésat
1-re allitjuk, ezzel biztositva, hogy egy cstcs legfeljebb egy masikkal kertilhessen
pérositasba. A kapott hédlézaton atvihet6 maximaélis folyam értéke pontosan a
maximalis parositdas méretével egyezik meg.

Elfiiggetlen utak keresése adott pontpdr kozétt: Az élfiiggetlen utak olyan utak
egy grafban, amelyek nem tartalmaznak k6zos élt. Az ilyen utak megtalalasa sza-
mos hal6zati probléma — példaul hibat(iré atvonalak tervezése vagy adataramlés
optimalizaladsa — szempontjabol kulcsfontossagta. A Ford-Fulkerson-stratégia al-
kalmazésa erre a probléméra azt feltételezi, hogy a graf minden élének kapacitasat
1-re allitjuk, majd az algoritmust lefuttatjuk egy adott forras—cél cstcspér kozott.
Az igy kapott maximalis folyam értéke pontosan megegyezik a széban forgo két
pont kozotti élfiiggetlen utak szamaval.

Tobbszords él- és pontdsszefiiggdség: A grafok osszefliggdségének mérése kulcs-
fontossagn a hal6zatok megbizhatésédganak és ellenall6 képességének elemzésekor.
Az él szerinti és pont szerinti 6sszefiigg6ség egyarant megadhaté minimalis met-
szetek segitségével, amelyeket a Ford—Fulkerson-algoritmus segitségével hataroz-
hatunk meg. Az él szerinti 6sszefiiggéség meghatarozasdhoz minden él kapacitasat
1-re allitjuk, majd az algoritmust lefuttatjuk a graf minden csticsparjara. A kapott
maximalis aramlasok kozul a legkisebb érték adja meg, hogy a graf hanyszorosan
élosszefiiggd. A pont szerinti 6sszefiiggdség vizsgalatdhoz minden csicsot ketté-
valasztunk egy ,belépd” és egy ,kiléps” példdnyra, amelyeket egymassal dssze-
kottink egy 1-kapacitasa éllel. Ezt kovet6en a korabbi médszert alkalmazzuk az
igy atalakitott grafra, igy meghatdrozhatd, hogy legalabb hany cstcs eltavolitasara
van szitkség a hal6zat szétvalasztasahoz.

8.6. Osszegzés

A maximaélis folyam problémédja a szamitastudomény és az operacidkutatés
egyik alapkove, amely méra a legkiilonfélébb gyakorlati tertileteken is nélkiilézhe-
tetlenné valt. Az egyszertinek t(iné elméleti kérdés — hogyan lehet egy hal6zaton
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beliil a lehetd legtobb ,drut” dramoltatni a forrdst6l a nyeléig — ma sportbajnok-
sédgok elemzésében, kozlekedési rendszerek optimalizaldsaban, internetes adat-
forgalom kezelésében, logisztikai ellatélancok tervezésében, sét egészségiigyi és
humanitarius miiveletek timogatdsaban is kulcsszerepet jatszik. Az algoritmus
fejlédése és az Gjabb alkalmazasok azt mutatjak, hogy a maximalis folyam problé-
méja nemcsak klasszikus matematikai szépségével, hanem kiemelkedd gyakorlati
hasznosséagaval is hozzajarul a modern vilag mtikodéséhez.



9. Versengo6 halézatok:
halézattudomany a futballban

Az el6z6 fejezetben a hal6zatokat mint dinamikus kozegeket vizsgaltuk, ahol
kilonbozé aramlasok — példaul gyézelmi esélyek vagy informaci6 — haladhatnak
keresztiil. Az ilyen rendszerek azonban nemcsak kozvetit6ként miikédnek, hanem
verseng0 egységek is lehetnek: teljes hal6zatok allhatnak szemben egymassal, mint
példaul sportcsapatok, amelyek sajatos szervezddésiikkel és miikodési logikajukkal
probaljak feltilmulni ellenfeleiket. Ebben a fejezetben ezt a gondolatot bontjuk ki
a futball példajan keresztiil.

A hélézattudomény Gj néz6pontokat kinal a sportcsapatok belsé szervezdé-
sének és teljesitményének megértéséhez. Modszerei lehetséget adnak arra, hogy
a jatékosokat csomépontokként, a passzokat pedig élekként értelmezve egy csapat
miikodését komplex hédlézatként ragadjuk meg. Bar ez a megkozelités mas sport-
agakra is alkalmazhato, itt killonosen a Buldu et al. (2019) tanulméanyra tamasz-
kodunk, amely a Scientific Reports hasabjain mutatta be, hogyan lehet hél6zati
mutaték kombinacidjaval leirni a Guardiola altal irdnyitott FC Barcelona jatékat
- egy olyan csapatét, amelyet gyakran a futballtérténelem egyik legkiemelkedébb
alakulataként emlegetnek.

9.1. Grafelméleti szempont

Grafelméleti szempontbdl ez a fejezet 6t, a hal6zatelemzés tekintetében
kiemelked6en fontos mérészdmot helyez kozéppontba.

9.1.1. Klaszterezettségi egyiitthato

A Klaszterezettségi egytitthato (clustering coefficient) egy arany, amely a
hélézat csomo6pontjainak azon hajlamat méri, hogy klasztereket vagy harom-
szogeket alkossanak. Ezzel a fogalommal mar talalkoztunk a 2. fejezetben, cso-
mosodasi egytitthaté név alatt, és azt is emlitettiik, hogy két szinten szoktak
meghatarozni: lokalis (egy-egy csomdpont szintjén), globélis (az egész hal6zatra
vonatkozoan). A fogalmat Watts és Strogatz vezette be 1998-ban a kisvilag-tu-
lajdonsag vizsgalatéra.

Egy adott csomépont esetében ez az arany a szomszédok kozotti tényleges
kapcsolatok szamat viszonyitja a lehetséges kapcsolatok szamahoz. A globélis
klaszterezettségi egyutthato a grafban taldlhat6 csoméponti tripletekre épiil. Egy
triplet harom csomépontbdl all, melyeket két él (nyitott triplet) vagy harom él
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(zart triplet) kot 6ssze. Egy hdromszogstruktara hdrom zért tripletet tartalmaz,
mivel minden csomépont koril egy-egy triplet szervezédik (a hdromszog eseté-
ben a tripletek atfedik egymast). A globdlis klaszterezettségi egytitthatét a zart
tripletek (vagy haromszogek szdménak haromszorosaval) és az 0sszes (nyitott és
zart) triplet szdméval valé aranyként szamitjuk ki. Ez a fogalom kiterjeszthet6
irdnyitott és stulyozott grafokra is.

9.1.2. Atlagos tavolsag (legrovidebb tthossz)

Az dtlagos tavolsdg (average shortest path) a halézatban talalhaté 6sszes
csomopontpar kozotti legrovidebb utak (minimalis tdvolsdgok) atlagat jelenti. Ez
a mutato a hal6zaton beliili d&ramlas hatékonyséagat tikrozi. Nagy mérett, j6l 6sz-
szekapcsolt halézatokban az atlagos legrovidebb it hossza altaldban alacsony, ami
arra utal, hogy a legtobb csomoépont konnyen, rovid tGton elérheté barmely més
csomépontbdél. Egy graf ,kis vilag” tulajdonsaggal rendelkezik, ha klaszterezett-
sége jelentésen nagyobb, mint egy azonos csticsszamu véletlen grafé, mikozben
az atlagos legrovidebb tthossza kicsi marad.

9.1.3. A kapcsolati matrix legnagyobb sajatértéke
(angolul: eigenvalue)

A kapcsolati matrix (mas néven sulyozott szomszédsagi matrix) elemei
—stlyozott grafok esetében — az élek stlyait tikrozik, és legnagyobb sajatértéke
(A,) azt jelzi, hogy egy vagy tébb csomépont milyen mértékben kapcsolédik a
hélézathoz, illetve milyen hatassal bir a hél6zati struktarara. Négyzetes métri-
xok esetén a sajatvektorok a matrix 4ltal definialt leképezés irdnyvektorai, mig a
hozzajuk tartozé sajatértékek azok a skalarértékek, amelyek megszorozzak a sa-
jatvektort a transzformacio6 soran. A sajétértékek és sajatvektorok fontos szerepet
jatszanak a matematikaban, jol jellemzik a matrixhoz tartoz6 transzformaciokat,
és szinte minden matematikai 4gban alkalmazhat6k. Grafelméleti kontextusban
a kapcsolati matrix legnagyobb sajatértéke a halozat legjelentésebb kapcsol6dési
vagy hatdsi mintazatat jeloli. A sajatértékek fogalmanak fejlédése olyan nagynevii
matematikusokhoz kothet, mint Euler, Lagrange, Cauchy, Fourier, Laplace és
Poincaré. A 20. szazad elején David Hilbert az integraloperatorok sajatértékeit
vizsgélva vezette be a német eigen szo6t (mely ,sajatot” jelent) a sajatértékek és
sajatvektorok megjeltlésére, és éllitélag 6 hasznalta el6szor ezt a terminolégiat
1904-ben.

9.1.4. Algebrai 6sszefiiggéség

A Laplace-matrix a szomszédségi és a fokszam métrixbdl szdrmazik, és a
halézat szerkezeti tulajdonsagait rogziti. A Laplace-mdtrix mdasodik legkisebb
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sajatértéke (~2,) gyakran algebrai 6sszefliggdségként vagy konnektivitasként is
ismert (algebraic connectivity), a hal6zat kapcsolodottsdganak és robusztussaganak
mértékét adja meg. Ez kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy a 0 sajatértékként vald
el6fordulasainak szdma a Laplace-matrixban megegyezik a graf 6sszefiiggé kom-
ponenseinek szaméval. A magasabb érték tehat egy 6sszekapcsoltabb, kohéziés
halozatot jelez. Ha ez az érték nulla, a hal6zat szétesett.

9.1.5. Sajatvektor-kdzpontisag

A csomoponti kozpontisag/centralitas egy hélézati csomdpont fontosségat
vagy befolyésat méri a hal6zaton beliil. A kézpontiség kiilonboz6 tipusai (példaul
fokszam-kozpontisag / degree-centrality, kozelségi kozpontisag /closeness-cent-
rality, kozottiségi kozpontisag / betweenness-centrality) a befolyas kiillonboz6
aspektusait titkrozik.

A sajatvektor-kézpontisdag (eigenvector centrality) egy csomépont befolyasa-
nak mérésére szolgal a halézatban, amelyet a csomépont sajat kapcsolatai és a
szomszédos csomépontok kapcsolatai alapjan szamitanak ki. Egy magas sajatvek-
tor-kozpontisaggal rendelkezé csomoépont nemcsak azért fontos, mert sok kapcso-
lata van, hanem azért is, mert kapcsolatban &ll mas, szintén erds kapcsol6dassal
bir6 csomdpontokkal. Més szoval, a csomépont befolyésa vagy jelent6sége azon
mulik, hogy kapcsolatai milyen mértékben képesek hatast gyakorolni a hal6zatra.
Ennek eredményeként szorosan integralodik a héalézat jol 6sszekapcsolt magja-
ba, névelve annak kohézidjat és az informaciéaramléas hatékonysagat. A Google
PageRank is (amelyrél az elsé fejezetben esett sz6) a sajatvektor-kozpontisag egyik
valtozata. Egy csomépont PageRank értéke rekurziv médon fiigg azoktél a csomé-
pontoktdl, amelyek rdémutatnak. A sajatvektor-kozpontisag legkorabbi alkalmazasa
Edmund Landau nevéhez fliz6dik egy 1895-06s, sakkversenyek pontozasarol sz616
tanulmanyéban.

9.2. Miért FC Barcelona? Miért Guardiola?

A hélézattudoméany futballadatok elemzésére kinalt Gij néz6pontjat kihasz-
nalva a széban forg6 cikk a Guardiola irdnyitasa alatt all6 FC Barcelona sajatos
szervezOdését vizsgdlja, amelyet az elmult évtizedek egyik legmeghatarozobb
csapatédnak tartanak. A modern futball Anglidb6l indult, szabélyait 1863-ban
fektették le. Kezdetben a csapatok stratégiaja abbdl allt, hogy minél gyorsabban
elérehaladjanak, és minél hamarabb megszabaduljanak a labdatél. Az 1950-es
években a magyar valogatott Gj szemléletet hozott, amely szerint a labda nem ve-
szélyforras, hanem a jaték kozponti eleme. Ebbél az elképzelésbdl sziiletett meg az
1970-es években a holland ,,totalis futball” (totaalvoetbal), amelyet Rinus Michels
és Johan Cruyff fejlesztett tovabb. Ennek a stilusnak a hatdsa Barcelonaban is
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megjelent, amikor Michels, majd Cruyff, késébb Rijkaard, végiil pedig Guardiola
volt a klub edzéje.

Guardiola taktikaja a labdatartas és letamadéas 6sszetett kombindacibjara épiilt,
amelyet a csapat pozicids jatéka tett kiillonosen hatékonnya, és a klub torténetének
egyik legsikeresebb idészakat hozta el, amely sordan négy év alatt 14 trofeat nyert.
stilusaval otvozott. Bar Guardiola csapatainak jellegzetességeirdl széles kort iroda-
lom all rendelkezésre, kvantitativ elemzések még mindig ritkan késziilnek. Ebben
a fejezetben hal6zattudoméanyi megkozelitéssel kvantitativ elemzést adunk az FC
Barcelona jatékstilusardl, killonos tekintettel a passzhal6zatok szervezédésére, és
arra, hogy miben kiillénboznek a spanyol bajnoksag tobbi csapatatél. Az elemzés
a 2009/2010-es idényre dsszpontosit, Guardiola egyik legsikeresebb szezonjéra,
amikor a csapat hat nagy trofeat nyert.

9.3. Elemzések az atlagértékek és a jaték
dinamikajanak figyelembevételével

A hélézattudomény sokszint alkalmazasai koziil e fejezet a futballmérkszé-
sek elemzésére koncentrél, kiilléonosen arra, hogyan lépnek interakciéba a jatéko-
sok a labda atadéasaval, ezaltal 1étrehozva az tigynevezett futballpasszhalézatot.
A passzhélézatokat a jatékosok kozotti labdacsere lekovetése nyoman épitjiik fel,
ahol a hal6zat csomo6pontjai a jatékosok, az élek pedig a kozottiik tortént passzok
szamat képviselik. Igy stlyozott és iranyitott passzhalézatokat hozhatunk létre,
amelyek térben is elhelyezhet6k. A passzhédlézatok koncepciéjat Gould és Gatrell
(1979) mar a hetvenes évek végén bevezették egy futballmérkézéssel kapcsolatban,
am ez akkor még nem kapta meg a megérdemelt figyelmet. T6bb mint harminc
évvel kés6bb Duch és munkatarsai (2010) munkéja nyitotta meg az utat, hogy a
hélézattudomény révén 1j informaciék keriiljenek felszinre a futballcsapatok és
jatékosok szervezddésérdl, fejlédésérdl és teljesitményérdl.

Azo6ta a kutatdsok kimutattak, hogy a passzhal6zatok 6sszességiikben kis-
vildg-topologiat mutatnak, és altaldban magas klaszterezettségi egytitthat6val
rendelkeznek. Ezekben a hél6zatokban specifikus motivumok is megfigyelheték,
amelyek harom-négy jatékos kozotti jellegzetes passzkombinaciodkat, illetve szoros
kapcsolatban allo jatékoskozosségeket reprezentalnak. A jatékosok szintjén vizsgé-
l6dva a halézati motivumok lehet6vé teszik egy-egy jatékos szerepének mélyebb
megértését a csapaton beliil, s6t, segitenek azonositani hasonlé tulajdonsagokkal
rendelkezé jatékosokat més csapatokban is. Ezen tilmenden a jatékosok fontos-
sagat olyan mutatokkal szamszertisithetjiik, mint a kozelségi vagy a kozottiségi
kozpontisag, amelyek révén a passzhal6zatok segitséget nyijtanak a jatékosok
kozotti egyenstly megteremtésében és a stratégiai szerepkorok kijelolésében.
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A Buld et al. (2019) tanulmannyal 6sszhangban elGszor az atlagolt passz-
hélézat alapjan hasonlitjuk 6ssze Guardiola csapatdnak hal6zati szervez6dését a
spanyol bajnokség egy szezonjaban szerepld ellenfelekkel, hogy azonositsuk azokat
a metrikakat, amelyek statisztikailag szignifikans eltéréseket mutatnak, és 6ssze-
figgésbe hozzuk 6ket Guardiola jatékstilusaval. Ehhez a kutaték a 2009/2010-es
szezon ,La Liga” nemzeti bajnoksdganak 380 mérkézéséhez tartozé passzhéléza-
tokat készitették el.

Ezt kovetden a cikk szerzd6i a halézati paraméterek mérkézés kozbeni idébeli
valtozasdnak hatasat vizsgéaltak, és javaslatot tettek a passzhéalézatok dinamikus
elemzésére. Ennek érdekében bevezették az 50 passzos hédlozat koncepcidjat, amely
lehet6vé tette a hdldzati paraméterek tGjraszamitasat a mérkézés killonbozé pil-
lanataiban, kiilonos tekintettel a szerzett és kapott gélok idépontjara. Az idébeli
elemzés eredményei azt mutattdk, hogy (i) a passzhaldzatok olyan tovabbi infor-
macidkat tdrnak fel, amelyek az egyszer® atlagos héalézati elemzés sordn rejtve
maradnanak, és (ii) kiemelték Guardiola jatékanak néhany jellegzetes vonésat.
Beazonositottak olyan hal6zati paramétereket, amelyek novelhetik a golok szerzé-
sének vagy kapasanak valdszintiségét, ravilagitva arra, hogy nem minden csapat
viselkedik azonos médon. Az elemzés megmutatta, hogyan tér el Guardiola FC
Barcelondjanak szervezédése a tobbi csapatétdl, killonosen a fentebb bemutatott
ot kulcsmetrika alapjan.

9.4. Atlagolt passzhalézatok elemzése

A 9.1. 4bra egy futballpasszhal6zat példajat mutatja be: az FC Barcelona és a
Real Madrid kozotti, a 2009/2010-es szezonra vonatkozo atlagolt passzhal6zatot.
A kapcsolatok iranyitottak, és a passzok szamaval aranyosan stilyozottak. Az dbran
a csomoépontok (jatékosok) az atlagos pozicidjukban helyezkednek el, ahonnan a
passzokat inditottak, mig a kapcsolatok vonalvastagsaga a passzok szamat tiitkrozi.
A palya x és y koordinatéi a [0,100] intervallumban mozognak, ,,palyaegységekben”
mérve, mivel a palyaméretek eltéréek lehetnek. A csomépontok sugara a jatékos
passzhélézatban betoltott jelentéségét jelzi, amelyet sajatvektor-kozpontisdguk
értéke hataroz meg.

Az elemzés soran az FC Barcelona teljes 2009/2010-es szezonjanak (6sszesen
38 mérkdzés) atlagolt passzhalozatait vizsgaltak meg, mind az FCB, mind az el-
lenfelek passzhal6zatait elemezve. Minden mérkézéshez két atlagolt passzhalézat
késziilt (egy-egy halozat csapatonként), amelyek tartalmazzak az 6sszes passzt
és poziciot a mérkézés soran. Ezeket a passzokat egyetlen dsszesitett hdlézatban
reprezentdltak minden csapat esetében. A korébbi kutatasok szerint az ilyen at-
lagolt passzhélézatok nemcsak a csapat szervezettségére vilagitanak ra, hanem
osszefliggésben édllnak a csapat teljesitményével is.
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9.1. abra. Egy futballpasszhdlézat szemléltetd abraja (Buldu et al. 2019)

9.5. N-passzos halézatszekvenciak vizsgalata

A kutatas masodik szakaszaban a szerz6k olyan kérdésekre keresték a vélaszt,
mint: (i) vajon kizarélag a passzok szama felelés a héalézati paraméterek kozotti
eltérésekért?, (ii) elegendd-e csupan a hal6ézati mutatok atlagértékeit vizsgélni?
E kérdések megvélaszoldsa érdekében egy kiegészité elemzést végeztek, amelyben
a passzhalézatokat nem statikus entitasokként kezelték, hanem idében dinami-
kusan valtozé rendszerekként, igy lehetévé tették a mutatok idébeli véaltozdsanak
kovetését. Ezzel a megkozelitéssel kizarhattak a passzok puszta szamszer( hatésat,
és a hal6zat topologiai szervezédésére koncentralhattak.

Ennek érdekében vezették be az N-passzos halézatok koncepciéjat, ahol N
az egymast koveté passzok szdma. Az elemzéshez N = 50-et vélasztottak, mivel
ez az érték elég alacsony ahhoz, hogy nyomon koévessék a fejlédést, ugyanakkor
elég magas ahhoz, hogy egy 0sszefliggé halozatot alkosson a jatékosok kozott. Az
50 passzos héal6zatok az alabbi algoritmus alapjan hozhaték létre: (i) kialakitjuk a
mérkézés elsé 50 passzabdl 4ll6 héldzatot, (ii) kiszamitjuk a hal6zati mutatdkat,
(iii) eltavolitjuk a legrégebbi passzt és hozzdadunk egy Gjat, (iv) Gjraszamitjuk
a mutatékat, és (v) ezt a folyamatot ismételjik a mérkézés végéig. A B fuiggelék
9. pontja segit algoritmikailag tovabb mélyiteni az N-passzos hal6zatok fogalmat.
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Az 50 passzos hal6zatok mindkét csapat esetében azonos passzszdmot tar-
talmaznak, igy a mutatok kozotti kiillonbségek nem a passzok abszolit szdmabol
erednek. Fontos megjegyezni, hogy ezek a mutaték folyamatosan valtoznak az
id6ben, és a mérk6zés egy-egy meghatéarozott pillanatdhoz kapcsolédhatnak, mi-
kozben az 50 passzos halézatok 1étrehozésahoz sziikséges id6 csapatonként eltérd
lehet, ami tovabb gazdagitja az elemzés eredményeit.

9.6. Kovetkeztetések az atlagospassz-halézatok
elemzése nyoman

A 9.2. abra nyolc kiillonb6z6 paraméter 6sszehasonlitasat mutatja az FCB és
az ellenfelei kozott. Az els6 négy mutaté szamitdsahoz nem sziikséges a csapatok
hél6zati struktarajanak elemzése, bar néhanyuk (példaul a passzok szama) hatas-
sal lehet a passzhalézatok szervezédésére. A tovabbi négy paraméter a halézatok
térbeli jellemz6it vizsgalja. A szerz6k az FCB eredményeit 6nmagaval 4tlagoltak,
mig a tobbi csapatot egyiittesen vizsgaltdk, mivel a cél az FCB és a t6bbi csapat
kozotti killonbségek feltarasa volt.

A 9.2. dbra alapjdn megfigyelhet6, hogy az FCB passzainak szdma jéval ma-
gasabb, mint az ellenfeleké. Ez Guardiola labdabirtoklasra épiilé jatékstilusanak
kovetkezménye. A nagyszamu passz erésebb stlyu kapcsolatokat eredményez,
ami befolyasolja a hal6zat egyéb parameétereit is. Az FCB kapura lovéseinek szama
szintén magasabb volt, ami tobb golt és végsé soron magasabb pontszamot ered-
ményezett a szezonban. Az FCB 99 ponttal (31 gy6zelem, 6 dontetlen és mind-
0ssze 1 vereség) nyerte meg a bajnokségot, ami vildgosan mutatja, hogy a szezon
legjobban teljesité csapata volt.

A 9.2. dbra als6 részén a térbeli jellemzbk vizsgalata lathatd. A passzok atlagos
x- és y-koordinétai meghatarozzak a héalézat salypontjat. Az FCB jatéka kozelebb
helyezkedett el az ellenfél kapujahoz, bar az y-koordinaték terén nem mutatkozott
eltérés, jelezve, hogy a palya egyik oldalat sem preferélta. A jatékosok pozicié-
janak szordsa az FCB-nél valamivel nagyobb volt, ami azt jelzi, hogy a jatékosok
szélesebb tertileten helyezkedtek el a palyan. A passzok irdnyanak mutatéja, az
elérehaladasi és oldaliranyd komponensek aranya, szintén figyelemre mélté: az
FCB-nél ez az arany magasabb volt, ami arra utal, hogy a passzok inkabb par-
huzamosak az ellenfél kapujaval, mint el6rehaladdak, valdszintileg a megfelel
tdmadasi pillanat kivarasa érdekében.

A 9.3. abra a passzhal6zatok topoldgiai szerkezetét vizsgalja, 6sszehasonlitva hat
paramétert az FCB és az ellenfelek kozott. A klaszterezési egyiitthaté (haromszogek
szama) példaul az FCB esetében magasabb volt, ami azt mutatja, hogy t6bb haromszog
alak kapcsolat alakult ki a jatékosok kozott, novelve a halézat helyi stabilitését. A leg-
rovidebb 1t atlaga az FCB-nél szintén alacsonyabb, ami szorosabb 6sszekapcsoltségra
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utal, lehet6évé téve a labda gyorsabb aramlésat a jatékosok kozott, akéar kozvetlentil,
akér kozvetetten. Ez a mutaté azt méri, hogy a labddnak milyen ,topolégiai tavol-
sagot” kell megtennie ahhoz, hogy 6sszekapcsoljon két jatékost a csapaton beliil.
A passzhél6zat kapcsolatai a passzok szaméval vannak silyozva, igy egy adott kapcso-
lat topoldgiai tavolsaga a passzok szamanak reciproka. Ez azt jelenti, hogy minél tobb
passz zajlik két jatékos kozott, annél kisebb (vagyis kozelebbi) a topolégiai tavolsag
koztik. Emellett, mivel a labda halad egyik jatékostdl a masikig, barmely jatékospar
kozott értelmezhetd, kiszamithato a legrovidebb tt a topoldgiai tavolsag alapjan — akér
kozvetlentil, akar més jatékosokon keresztiil torténik a kapcsolédas.
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9.2. abra. Nyolc futballmutaté 6sszehasonlitasa. Minden diagramon a bal oldali
oszlopok az adott mutaté FCB-re vonatkozé datlagos értékét mutatjik az egész
szezon sordn, mig a jobb oldali oszlopok az FCB ellen jatszott mérkdézéseken az
ellenfelek datlagos értékeit jelolik. A vizsgalt mutatok a kovetkezdk: (A) passzok
szama, (B) 16vések szama, (C) golok szama, (D) szezon végi pontszam, (E) a hdlézat
stilypontjanak x-koordindtaja ((X)), (F) a halozat stlypontjanak y-koordindtdja
((Y)), (G) a jatékosok stilypont kériili térbeli szérasa, (H) az elérehaladdsi arany
((Ay)/(Ax)), amelyet az dsszes passz y-koordindtdjanak teljes hossza ((Ay)) és az
x-koordindtdjanak teljes hossza ((Ax)) hanyadosaként hatdroztak meg. Azokat a
paramétereket, amelyeknél statisztikailag szignifikdns kiilonbség mutatkozott az
FCB és az ellenfeleik kozétt, sarga szin jelzi. (Buldu et al. 2019)
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9.3. abra. Hat hdlézati paraméter dsszehasonlitasa: (A) klaszterezettségi
egytitthato, (B) datlagos tavolsag, (C) a szomszédsdagi matrix legnagyobb
sajatértéke (A,), (D) a Laplace-matrix algebrai 0sszefiiggdsége (~2,), (E)
a jatékosok kozpontisdganak szorasa, (F) az egyes jatékosok maximdlis

kozpontisaga (Buldii et al. 2019)

A szomszédségi matrix legnagyobb sajatértéke az F.C. Barcelondnél szintén
kiemelkedéen magasabb volt, ami a hal6zat erGsségét és stabilitasat titkrozi. Ez azt
sugallja, hogy a passzok esetleges elvesztése az F.C. Barcelonat kevésbé érintené
hétrdnyosan, mint a t6bbi csapatot.

Az algebrai 0sszefiiggdség értéke szamos hélézati tulajdonsagot titkkroz, és
alapvetd fontossagth mutatéként szolgél a hal6zatok elemzésében. Kiemelendd,
hogy szinkronizaciés folyamatok sordn a magasabb algebrai 6sszefiigg6ségti hélo-
zatok gyorsabban érnek el 6sszhangot, mig diffaziés folyamatokban az egyensulyi
allapot eléréséhez sziikséges id6 forditottan ardnylik ehhez a mutatéhoz. A futball-
passzhal6zatok esetében az algebrai 6sszefiiggdség a csapat belsé dsszetartasénak,
illetve a megosztottsag mértékének mérdszdma. Az FCB esetében az algebrai 6sz-
szefligg6ség kimagaslo értékei arra utalnak, hogy a tdimadé- és védévonalak szoro-
sabb kapcsolatban allnak egymassal, ezéltal erésitve a csapat 6sszekapcsoltsagat
és miikodési hatékonysagat.

Végiil a kozpontisdg elemzése — amely a jatékosok passzhéalézaton beliili fon-
tossagat méri — nem mutatott statisztikailag szignifikdns kiilonbségeket az FCB és
a tobbi csapat kozott. Ez igaz mind a kozpontisag atlagos szorasara (a sajatvektor-
kozpontisag alapjan), mind pedig az egyes jatékosok legmagasabb kozpontisagi
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értékére (a szomszédsagi matrix legnagyobb sajatértéke alapjan). Ezek az ered-
mények azt sugalljak, hogy a kozpontisag eloszldsa hasonlé mintézatot kovet az
FCB-nél és a tobbi vizsgalt csapatnal.

9.7. Kovetkeztetések a hal6zati mutaték idébeli
valtozasanak vizsgalata nyoman

Az el6z6 szakaszban bemutatott dtlagospassz-halézatok felfedték az FC
Barcelona és rivélisai kozotti szervezddési kiillonbségeket. Ezeket a kiilonbsége-
ket azonban magyarazhatja a Barcelona jatékosai kozotti magasabb passzszam,
amely tobb hal6zati mutatéban — példaul az atlagos legrovidebb tt hossza csok-
kenésében, valamint a klaszterezési egytitthatd, a legnagyobb sajatérték és az
algebrai 6sszefiiggdség novekedésében — statisztikailag szignifikans eltéréseket
eredményezhet. A passzok szama hatdsanak kikiiszobolése, valamint a halézati
topoldgia valtozasainak figyelembevétele érdekében Buldt és munkatarsai (2019)
az 50 passzos halozatok tulajdonsagait elemezték. Ez a megkozelités lehetévé
tette, hogy az elemzés a héldzati struktirara 6sszpontositson, fiiggetlentl a lab-
dabirtoklds mennyiségétdl.

A 9.4. dbra az 50 passzos halozatok harom paraméterének idébeli alakuldsat
mutatja a Real Madrid (piros) és az FCB (z6ld) egy mérkézése soran, amelynek
végeredménye 0-2 lett. Az A panel a hal6zati stlypont x-koordinatdjanak moz-
gésat abrazolja: a Real Madrid legtobbszor elérébb jatszik, de ez nem vezetett
elényhoz. Az FCB stilypontja stabilabb, mig a Real Madridé nagyobb ingadozast
mutat. A B panel az el6rehaladasi aranyt mutatja, amelyben az FCB az els6 fél-
id6ben magasabb értéket ér el, de a Real Madrid a masodik félidében utoléri 6ket.
A C panel a kozpontosségi széras alakuldsat abrézolja: a Real Madrid esetében a
jatékosok kozotti kozpontossagi kiillonbségek novekednek az 50-70. perc kozott,
amikor a stlypont elérébb kertil, de ez sem vezet eredményre.

Az a tény, hogy a hal6zati mutatok dinamikusan véltoznak a mérk6zés soran,
jelentésen noveli a vizsgélat bonyolultsdgat. Szdmos tényez6 befolydsolhatja a
hélézati paraméterek ingadozasat, példaul egy gol, a jatékoscserék, vagy a jaté-
kosok fizikai allapota. Raadasul ezekre a tényezdékre a csapatok nem feltétleniil
reagalnak egyforman. E sokrét(i tényezdék koziil a széban forgo vizsgalat szerz6i a
csapatok egyedi szervez6désére helyezték a hangsulyt kozvetlenil egy gdl el6tt.
Ennek érdekében minden csapat esetében megvizsgaltak a hal6zati paraméterek
értékeit a golszerzést vagy a gol kapasat megel6z6 idészakban. A céljuk az volt,
hogy feltarjak, 1éteznek-e szignifikéns eltérések a hal6zati mutatékban, és azono-
sitsak azokat a paramétereket, amelyek jelentés véaltozast mutatnak a goélszerzés
vagy a gol kapésa el6tt.
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9.4. abra. Real Madrid (piros vonalak) vs. EC. Barcelona (z6ld vonalak),
2009/2010-es szezon (végeredmény: 0-2). A hdlézati paraméterek idébeli
alakulasa: (A) a hdalézatok stlypontjanak (X) koordindtdja, (B) az elérehaladasi
arany ((Ay)/(Ax)), (C) A stlypont szérdsa. A fiiggbleges szaggatott vonalak azt a
két idépontot jelolik, amikor az FCB golt szerzett (a Real Madrid nem szerzett
goll). (Buldu et al. 2019)

Az elemzés az alabbi sokatmondé kovetkeztetésekhez vezetett az FCB-re
vonatkozoban.

Az FCB a leggyorsabb csapat az 50-passzos héalézatok felépitésében, és ez az
id6 nem valtozik, fiiggetleniil attél, hogy golt szereznek vagy kapnak.

Ez a csapat rendelkezik a legmagasabb el6rehaladasi ardnnyal (azaz a leg-
tobbet jatszik az ellenfél kapuja iranyéba vizszintesen), amely kiillénosen magas
értéket mutat golszerzés el6tt.

A jatékosok halozati stlypont koriili szérasa a legalacsonyabb, de jelent6sen
megnd, miel6tt golt kapnéanak.

A klaszterezettségi egyiitthat6 magasabb értéket mutat g6l kapasa esetén,
mint gélszerzéskor.
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A legrovidebb tthossz (atlagos tavolséag) az egyik legalacsonyabb, és nem fiigg
attél, hogy a csapat golt szerez vagy kap.

A szomszédséagi matrix legnagyobb sajatértéke, amely a hal6zat erGsségét méri,
a legmagasabb, és jelentésen megnd, miel6tt a csapat golt kapna.

Az algebrai 6sszefiigg6ség, amely a jatékoscsoportok kozotti kohéziét méri,
csokken golt kapés el6tt (azaz a csoportok kozotti egytittmiikodés csokken).

A legmagasabb kozpontisag, amelyet egyetlen jatékos elér, valamint a kozpon-
tisdg szorésa is az FCB-nél a legmagasabb, ami arra utal, hogy a jatékosok szerepe
a hél6zatban nem egyenletesen oszlik meg. Egyetlen jatékos, Xavi, a passzhélézat
kozponti szerepléje.

Ha tovabbi izgalmas részletekre kivancsi az olvasé, illetve szeretné az ered-
ményeket a futball kontextusdban elmélyiiltebben megérteni, érdemes kozvetleniil
atolvasnia a Buldda et al. (2019) tanulményt.

9.8. Kiegészit6 implementacios szempontok

A bemeneti adathalmazok minden egyes passzhoz az alabbi informaciékat
tartalmazzak: (i) a passzt adé jatékos, (ii) a passzt fogadé jatékos, (iii) a passzold
és fogado jatékos pozicidja (x és y koordinétak), valamint (iv) a passz id6pontja.
Az 0sszehasonlithat6sag érdekében minden kezdé jatékoshoz egy csomdpontot
rendeliink a mérkézés elején. Ha egy jatékost lecserélnek, az 1j jatékos automa-
tikusan éatveszi az el6z6 csomépontjat. Ezaltal garantaljuk, hogy minden hélézat
pontosan 11 jatékost tartalmaz, és az elemzés a héalézat szerkezeti jellemzébire
Osszpontosit, nem pedig az egyes jatékosok egyéni teljesitményére.

Ahogy fentebb mar utaltunk ré, az ,,50 passzos hélézatok” elemzésénél a
mérkdzés kezdetétsl szamitva megvarjuk az elsé 50 passz (N = 50) teljestilését,
majd ebben az idépontban, ¢ -nél, létrehozzuk és elemezziik az elsé 50 passzos
hélézatot, G,-t. Ezt kévetéen minden 1j passz érkezésekor a halézatbol eltavolit-
juk a legrégebbi passzt, és hozzdadjuk az tGjat. Az igy frissitett hal6zatot az utols6
passz idépontjdhoz, -hez rendeljiik, ezzel l1étrehozva a G, névre keresztelt aktuélis
halézatot. Ez a dinamikus frissitési modszer lehetévé teszi a hal6zat dinamikajanak
elemzését és a valtozasok nyomon kovetését a mérkézés soran.

9.8.1. A halézati mutaték sajatossagai passzhalézatok esetében

Az (X) és (Y) stlypont-koordindatdk a halézat 6sszes passzanak atlagos pozi-
mig az 50 passzos hélézatoknal csak az utols6 50 passzra. Kizarélag a passzok
kiildési helyének poziciéjat vessziik figyelembe. Az értékek palyakoordinatdkban
vannak megadva, amelyek mindkét tengelyen 0,00 és 100,00 kozott mozognak.
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Ennek megfelel6en a pélya kozepe [50,00; 50,00], az ellenfél kapujanak kozéppont-
ja [100,00; 50,00], mig a sajat kapu kozéppontja [0,00; 50,00]. A stlypont szordsa
a jatékosok halézati stlyponthoz viszonyitott tavolsaganak szérasat (standard

Altaldban egy csomépont helyi vagy lokélis klaszterezettségi egyiitthatdja
azon csomopontok szazalékat jelenti, amelyek kozvetleniil kapcsolédnak hozza,
és egymashoz is kapcsolodnak. Ez a mérték atlagolhat6 a hal6zat csomépontjain,
hogy megkapjuk az atlagos klaszterezettségi egyiitthatot. Stlyozott hdlézatokban
azonban nemcsak a kapcsol6d6 csomdpontok szamat kell figyelembe venni, ha-
nem a kapcsolatok stilyeloszlasat is. A passzhal6zatok esetében, ahol a jatékosok
kozotti passzok szdma nem allandd, a stlyozott klaszterezettségi egytitthatot al-
kalmazzuk (C, ), amely a kovetkezéképpen szamithato:

C 1) = Z,(w; w, w,) / Ly wy).

Ittj és k barmelyik két jatékos, w, és w, pedig az i-t6l kiindul6 passzok szama
feléjiik. A haldzat teljes klaszterezettségi egyiitthat6ja az dsszes C (i) érték atlaga.
Ez a mutaté a csapat hajlamat jellemzi arra, hogy kiegyensulyozott haromszoge-
ket alakitson ki a jatékosok kozott, és a lokélis robusztussag mércéjeként szolgal.

Passzhal6zatokban két jatékos kozotti kapcsolat topoldgiai hosszdt a kapcsolat
silyanak reciprokaként hatarozzuk meg. Ez azt jelenti, hogy minél tobb passz tor-
ténik két jatékos kozott, annal kisebb a topolégiai tdvolsag, ami a halézat szorosabb
kapcsolatait titkkrozi. A cikk szerz6i a Dijkstra-algoritmust hasznaltak a minden
jatékospér kozotti legrovidebb Gt hosszanak meghatarozasara, de erre a célra a
Floyd-Warshall-algoritmus is kivdléan alkalmazhat6. Az dtlagos tdvolsdgot ezt
kovetéen az Gsszes paron végzett atlagolassal szamitjak ki. Ez a mutat6 a halozat
hatékonységat fejezi ki, megmutatva, hogy a labda milyen gyorsan és hatékonyan
tud eljutni barmelyik jatékostél a tobbiekhez.

A sulyozott szomszédsagi matrix legnagyobb sajdtértéke (A,) a halézat erejé-
nek mutat6ja. Magasabb legnagyobb sajatérték nagyobb kapcsolatintenzitast és
jobban 6sszekapcsolt hal6zatot jelez, kiillonosen akkor, ha a fontos csomépontok
(jatékosok) kozvetlen kapcsolatban dllnak egyméssal.

Az algebrai dsszefiiggdség a Laplace-matrix (L = S — A) masodik legkisebb
sajatértéke (~1,), ahol A a stilyozott szomszédsagi métrix, S pedig egy diagonalis
matrix, amelynek elemei az egyes jatékosok altal végrehajtott passzok 6sszegét
tartalmazzak. Az algebrai 0sszefligg6ség kulcsszerepet jatszik a halézat strukturalis
és dinamikai tulajdonsédgainak megértésében.

A sajdtvektor-kézpontisdg egy jatékos fontossédgat méri, amelyet a szomszéd-
ségi matrix legnagyobb sajatértékéhez tartozé sajatvektor alapjan szamitunk. Ez
a mutat6 figyelembe veszi a jatékos altal kezdeményezett kapcsolatok (passzok)
szamét és azok sulyét, valamint azt, hogy ezek a kapcsolatok mennyire fontos



146 W 9. Verseng6 halézatok: halézattudomany a futballban

jatékosokhoz vezetnek. Magas sajatvektor-kdzpontisagot érhet el egy jatékos: (i) ha
kozvetlen kapcsolatai szamosak és stulyozottak, vagy (ii) ha azok a jatékosok, akik-
hez kapcsolédik, szintén magas kozpontisaguak.

50 passzos halézat ideje: Az 50 passzos héldzat létrehozasédhoz sziikséges id6
azt az id6tartamot méri, amely az els6 passztdl az 6tvenedik passzig telik el. Ez a
mutaté a csapat jatékstilusanak gyorsasagat és dinamizmusat jelzi. A kisebb értéket
eléré csapatok rovidebb idé alatt képesek tobb passzt generalni, ami gyorsabb és
folyamatosabb labdajatékot sugall.

9.9. Osszegzés

A Guardiola-féle Barcelona nemcsak a futballpédlyan volt kiemelkedd, hanem
halézati struktarajat tekintve is példaszertien miikodott: dinamikusan alkalmaz-
kodé, magas szinti egyiittmiikodésen alapulé rendszerként. A csapat jatéka szinte
laboratériumi koriilmények kozott mutatta meg, hogyan vélhat a hal6zati szerve-
zettség a siker egyik dont6 tényez6jévé. Mindez jol illusztrélja, hogy a halézattudo-
many eszkozei nem csupan elvont elméleti konstrukciok, hanem olyan univerzalis
keretrendszert kinalnak, amely képes leirni és értelmezni a tarsadalmi viselkedés,
a stratégia és a teljesitmény komplex viszonyait — legyen sz6 sportcsapatokrol,
piaci szerepl6krol vagy akar globalis rendszerekrél. A kovetkez6 fejezetekben ezt
a gondolatot kovetve lépilink tovabb: a hal6zatokat nemcsak mérjiik, hanem egyre
arnyaltabban prébaljuk megérteni is.



10. Dontések halézatban:
a jatékelmélet alapjai

Az eddigi fejezetek soran a hélézatokat kilonféle struktarak és folyamatok
mentén vizsgaltuk: lattuk, hogyan befolyédsolja a kapcsolatok szervezédése az egész
rendszer miikodését, és azt is, miként tikrozédnek ezek a mintdzatok a modern
élet szadmos teriiletén. Ezek az esetek — bér els6 pillantésra eltérének ttinhetnek —
egy kozos vonassal birnak: a szereplék dontései hatassal vannak masok lehetésé-
geire és eredményeire. A kapcsolat tehat nem csupéan struktarat, hanem stratégiai
viszonyrendszert is jelent. Itt kapcsolodik be a képbe a jatékelmélet.

Noha az el6z6 fejezetekben is talalkoztunk a ,jaték” fogalméval — péld4ul a
baseballjaték kiesési probléméja vagy a futballcsapatok halézati elemzése kap-
csan —, ott a ,,jaték” a szo6 szerinti értelemben vett sporttevékenységet jelentette.
Jelen fejezetben azonban egy elméletibb értelmezés kertil el6térbe: a jatékelmélet a
dontéshozatal matematikai modelljeit vizsgalja olyan helyzetekben, ahol az egyes
szerepl6k (jatékosok) dontései kolcsonosen befolyasoljak egymés kimeneteleit.
Mig tehat korabban hélézatokon zajl6 ,jatékokat” elemeztiink, most a halézatokon
beliili stratégiai interakciék keriilnek a kozéppontba.

Ez a fejezet tehét egy 1j irdnyt jelol ki: megismertet a stratégiai dontések mo-
gott all6 matematikai modellekkel, és megmutatja, miként alkalmazhatok ezek
hélézati kornyezetben. A cél nem csupén az alapfogalmak attekintése, hanem
annak megértése is, miként alakul ki racionalitas, egyuttmtikodés vagy épp ver-
sengés a kapcsolati struktarak keretei kozott.

A kovetkezd fejezetek tovabb boncoljak ezt a logikat: a gazdaséagi halézatoktol

Lo se

hogyan szovi 4t a jatékelmélet a hal6zatok miikodését.

10.1. Egy els6 példa: sz616 vagy duett

Képzeljiik el, hogy egy duett énekese vagyunk, és masnap kétprébas fellépé-
stink lesz. Két dologra kell késziilniink: a sajat szélonkra vagy a duettdarabunkra.
Csak az egyikre tudunk idé6t szdnni, de mindkét rész teljesitménye kiilon ponto-
zasra kertil.

Ha a szélonkat gyakoroljuk, kimagaslé egyéni teljesitményt nydjtunk (92 pont),
ha nem, akkor csak kozepesen szerepeliink (80 pont). A duett minésége viszont
attol fiigg, hogy mennyire késziiliink fel mindketten.

— Ha mindketten a duett 6sszhangjara koncentralunk, tokéletes el6adast nyj-

tunk (100 pont).
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— Ha csak egyikiink gyakorol ra, az el6adds még mindig joé lesz, de nem hi-
batlan (92 pont).

— Ha egyikiink sem fordit id6t a kozos darabra, az eredmény elmarad a vért-
tél (84 pont).

A duettpartneriink ugyanebben a dilemmaéban van, és nem tudjuk elére, ki
mit vélaszt. Természetesen mindketten a legjobb Gsszesitett eredményre torek-
szlink (10.1. tablazat).

— Ha mindketten a duettrésziink gyakorlasara 6sszpontositunk, az atlagos

pontszamunk 90, azaz (80+100)/2 lesz.

— Ha mindketten kizérolag a sajét szélonkra késziiliink, az atlagos pontszam
88, vagyis (92+84)/2 lesz.

— Ha egyikiink az 6sszhangra, a masik pedig a sajét szélojara fokuszal, ak-
kor a sz6lora késziilé énekes atlaga 92=(92492)/2, mig a duettpartneré
86=(80+92)/2 lesz.

Ez egy klasszikus stratégiai dontési helyzet, ahol az eredmény nemcsak a sajat

dontésiinktél figg, hanem attol is, hogy a partnertink mit valaszt.

10.1. tablazat. Kifizetési (vagy nyereség) matrix: szélé-vagy-duett

partner: duett partner: sz616
jatékos: duett 90, 90 86, 92
jatékos: szolo 92, 86 88, 88

Ez a helyzet j61 szemlélteti a jatékelmélet 1ényegét: olyan dontések elemzését,
amelyek kimenetele nem csupan a sajat vélasztasunktol, hanem mas szereplék
dontéseitdl is fiigg. A stratégiai gondolkodas szamos tertileten megjelenik. Példaul
egy tizenegyesrtugasnal is a rigo és a kapus dontései egymastol fiiggenek.

De a jatékelmélet nemcsak sportban vagy jatékokban alkalmazhaté, ahogy a
duettpélda is mutatja. Hasznélhat6 tizleti stratégiak kialakitdsanal, példaul Gj ter-
mékek drazdsandl, aukcios liciteknél, kozlekedési Gtvonalak optimalizalasanal vagy
nemzetkozi konfliktusok kezelésénél. Minden ilyen helyzetben a dontések stratégiai
dimenziéval rendelkeznek, amelyet a jatékelmélet segit megérteni és elemezni.

10.2. A jaték alapvet6 elemei és stratégiai elemzése

Egy jaték olyan helyzet, amely harom kulcsfontossagi elembdl all.

Jatékosok: a résztvevék, akik dontéseket hoznak. A példankban a duetténe-
kesek a jatékosok.

Stratégidk: a jatékosok rendelkezésére all6 cselekvési lehetéségek. Jelen eset-
ben két valasztas létezik: vagy a duettrész gyakorldsara, vagy a sajat szélora valo
0sszpontosités.
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Kifizetések (angolul payoff): minden stratégia egy adott eredménnyel (nye-
reséggel vagy haszonnal) jar, amely fiigg attél, hogy a mésik jatékos mit valaszt.
A példankban a kifizetés az atlagos pontszam, amelyet a sz6l6- és duett-teljesit-
ménytlik alapjan kapnak a jatékosok.

A jatékelmélet célja annak elemzése, hogy a jatékosok milyen stratégiat va-
lasztanak egy adott helyzetben. Bar most egy kétjatékos, egyszeri dontési helyzetet
vizsgalunk, ugyanezek az elvek alkalmazhaték t6bb résztvevés és hosszabb tavd,
tobbszakaszos jatékokra is.

10.2.1. Racionalis dontés, dominéns stratégia és egy paradoxon

Miutédn meghataroztuk a jaték szerkezetét — a jatékosokat, a stratégidkat és a
kifizetéseket —, felmertil a kérdés: milyen dontést érdemes hozni? Vizsgaljuk meg
a lehetséges kimeneteleket!

— Ha tudndnk, hogy a partneriink a széléra késziil, és mi is a szélora koncent-
ralunk, 88-as atlagot kapunk. Ha viszont a duettre késziiliink, csak 86 pontot
ériink el. Tehat ebben az esetben a széléra vald késziilés a jobb valasztas.

— Ha tudndnk, hogy a partneriink a duettre késziil, és mi is a duettet gya-
koroljuk, az atlagpontszamunk 90 lesz. Ha e helyett a sz6l6t vélasztjuk,
92 pontot kapunk. Ez alapjdn ebben az esetben is a szélora vald késziilés
éri meg jobban.

Ez az elemzés ravilagit, hogy fuggetleniil att6l, mit csindl a partneriink, szé-
munkra mindig a sz6léra vald késziilés hozza a magasabb pontszamot. Ezt ne-
vezziik szigortan dominans stratégidnak — egy olyan vélasztasnak, amely minden
mas lehet6ségnél jobb, fliggetleniil attél, hogy mit tesz a méasik jatékos. Mivel a
duettpartneriink ugyanebben a helyzetben van, 6 is a sz6l6t fogja valasztani, igy
a varhato kimenetel az lesz, hogy mindketten 88-as atlagpontszamot ériink el.

Viszont itt jon a paradoxon: Ha valahogy meg tudnank egyezni abban, hogy
mindketten a duettre késziilink, akkor 90-es atlagot kaphatnank — ami mind-
ketténk szamara jobb lenne. Masfel6l viszont, még ha elére meg is igérnénk a
partneriinknek, hogy a duettet gyakoroljuk, 6 akkor is jobban jarna, ha mégis
a szo6lora késziilne — hiszen igy 92-es pontszamot érhetne el. Kovetkezésképpen, a
racionélis dontéshozatal miatt a 90-es 4tlag nem érheté el.

A fenti eredmény abbdl adodik, hogy a pontszamokat tekintjiik a legfonto-
sabb célnak. Ha viszont mas tényez6k is szamitananak, példaul érdekelne, hogy
a partnertink is milyen eredményt ér el, vagy tartunk att6l, hogy diithos lesz rank,
amiért nem késziiltiink a duettiinkre, akkor a kifizetések masképp alakulnanak,
és a végsé dontés is valtozhatna.

Az alaphelyzetben viszont az a paradoxon all fenn, hogy létezik egy mind-
ketténk szdmadra jobb eredmény — mégsem érhet6 el tisztan racionalis dontéssel.
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10.3. Kapcsolodo torténet: a fogolydilemma

A szblo-vagy-duett jaték eredménye szorosan kapcsoldadik a jatékelmélet egyik
legismertebb példajahoz, a fogolydilemmahoz.

Képzeljunk el két gyantusitottat, akiket letartztatott a renddrség, és kiilon-
kalon hallgatnak ki. A rendérség erésen gyanitja, hogy a két személy felel6s egy
rablasért, de nincs elég bizonyiték arra, hogy elitéljék 6ket. Ugyanakkor mindketten
ellenélltak a letart6ztatasnak, ezért egy évet kaptak e kisebb btincselekményért.

Mindkét gyantusitottnak felajanlanak egy alkut:

— ha bevallja a rablast, de a masik nem vall, akkor szabadon engedik, mig a

maésik 10 év bortont kap;

— ha mindketten bevalljak a rablast, akkor enyhébb, 4 éves bortonbuintetést

kapnak;

— ha egyikiik sem vall, akkor csak az ellenallas miatt mindketten egy-egy év

bortont kapnak.

Ebben a jatékban is két jatékos van (a két gyantusitott), akiknek ugyancsak
két lehetséges stratégiajuk van: (1) bevallani a rablast; (2) nem bevallani a rablast.
A lehetséges kifizetéseket (a bortonben toltott évek) a 10.2. tablazat mutatja be.

10.2. tablazat. A fogolydilemma kifizetési matrixa. A kifizetések negativak, mivel
egyik lehetdség sem j6 a gyanusitottak szamara, csak kiilénb6zd fokii rossz
eredmények

2. gyanusitott: vall 2. gyanusitott: nem vall
1. gyanusitott: vall -4 év, -4 év 0 év, -10 év
1. gyandusitott: nem vall -10 év, 0 év -1 év, -1 év

Nézziik meg, hogyan donthet egy adott jatékos, példaul 1. gyanusitott.

— Ha 2. gyantsitott vall, akkor 1. gyantusitott négy évet kap, ha 6 is vall, és tiz
évet, ha nem vall. Ebben az esetben tehat 1. gyanusitott szdémara a legjobb
dontés az, ha vall.

— Ha 2. gyantsitott nem vall, akkor 1. gyanusitott szabadon tavozhat (0 év),
ha vall, és egy évet kap, ha 6 sem vall. Ez alapjan ebben az esetben is job-
ban jér, ha vall.

Mivel vallani mindig jobb vélasztas, fiiggetlentil a masik dontésétél, ez egy
szigoriian dominans stratégia. A racionalitas azt diktalja tehat, hogy mindkét
gyanusitott vallani fog, igy mindketten 4 évet kapnak.

Azonban itt is egy ellentmondasos helyzet, tigynevezett paradoxon 4ll fenn:
ha egyikiik sem vallana, mindketten csak 1 évet kapnédnak — ami szamukra jobb
lenne. Mégis, mivel mindkét gyantsitott a sajat érdekeit koveti, mindketten agy
dontenek, hogy vallanak.
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Ez a helyzet kéz a kézben jar a sz6l6-vagy-duett jaték kapcsan targyalt jelen-
séggel: van egy kozosen jobb kimenetel, amelyet azonban egyik fél sem vélaszt
racionalisan. Az egyéni érdekek kovetése miatt a kozos optimum nem val6sul meg.

Ha a gyanusitottak més tényezdéket is figyelembe vennének — példaul a mé-
sik fél megbecsiilését vagy a jovébeli egyuttmiikodést —, az megvaltoztathatné a
dontéseiket, és a jaték kimenetele is mas lenne. Azonban ha kizarélag a sajat ér-
dekeket és kifizetéseket nézik, racionalisan az torténik, hogy mindketten a vallas
mellett dontenek.

10.3.1. A fogolydilemma hatarai és alternativai

A fogolydilemma nem minden helyzetben fordul el6 — csak akkor, ha a kifize-
tések adott médon vannak elrendezve. Amint latni fogjuk, mér kisebb médositasok
is teljesen megvaltoztathatjak egy jaték szerkezetét és a jatékosok viselkedését.

Tekintsiik tjra a szolo-vagy-duett jatékot. Tegyiik fel, hogy az Gsszes feltétel
ugyanaz marad, kivéve, hogy a sz6lévizsga sokkal konnyebb. Most a pontszdmok
a kovetkezdképpen alakulnak:

— ha a széléra késziiltink, 100 pontot kapunk.

— ha nem késziiliink ra, de mégis megtartjuk, 96 pontot kapunk.

Az j kifizetési matrixot a 10.3. tablazat mutatja be.

10.3. tablazat. Uj kifizetési matrix: sz616 vagy duett

partner: duett partner: sz6lo
jatékos: duett 98, 98 94, 96
jatékos: sz6lé 96, 94 92,92

Ebben az j helyzetben a duett probéaja valik szigortian dominans stratégiava. Ugyanis
ha a partneriink a duettre késziil, nekiink is érdemes a duettet valasztani (98 pont),
mert ez jobb, mint a sz6léra késziilni (96 pont). Ha a partneriink a szdléra késziil,
nekiink akkor is a duett éri meg inkabb (94 pont), mint a sz6l6 (92 pont). Mivel
mindkét jatékos szdmara a duett probaja a jobb valasztas, most mar varhatd, hogy
mindketten ezt a stratégiat valasztjak — és mindketten jobban jarnak, mint korabban.

Ez a valtozas ravilagit egy kulcsfontossagu tényre: a fogolydilemma nem egy
univerzalis szabaly, hanem egy specidlis helyzet, amely csak bizonyos feltételek
teljesiilése esetén fordul el6. Ha a jaték szerkezetét megvaltoztatjuk — példaul mo-
dositjuk a kifizetéseket —, akkor a jatékosok mar nem a klasszikus dilemmat élik
at, hanem egy teljesen més stratégiat kovethetnek.

Mas szoval, a ,vesztes-vesztes” helyzetek elkeriilhet6k, ha a jaték szabalyai
kedvez6bben vannak kialakitva. A megfelel6 6sztonzék kialakitdsaval a versengd
egyéni érdekek helyett az egytittmiikodés valhat a racionalis dontéssé.

Mindezek utan definidljunk négy alapvet6 fogalmat a jatékelméletben.
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— Legjobb vdilasz (best response): egy jatékos optimélis dontése egy masik
jatékos adott stratégiaja mellett. Ha egy stratégia legaldbb olyan jo ered-
ményt hoz, mint barmely mas lehetdség, akkor az a legjobb valasz az adott
helyzetre.

— Szigortan legjobb valasz (strictly best response): egy stratégia minden mas
lehet6ségnél jobb egy adott ellenfél-stratégia mellett. Ebben az esetben
egyértelmu, hogy a jatékosnak ezt kell vélasztania.

— Domindns stratégia (dominant strategy): egy stratégia akkor dominans, ha
minden lehetséges ellenfél-stratégia esetén a legjobb valasztas.

— Szigortian domindns stratégia (strictly dominant strategy): egy stratégia
minden més stratégidnal jobb minden ellenfél-stratégia esetén. Ha egy ja-
tékosnak van szigortan dominans stratégidja, akkor varhatéan ezt fogja
valasztani.

A fogolydilemma (és a sz6l6-vagy-duett jaték) megvizsgalt egyszerii esete azért

volt konnyen elemezhetd, mert mindkét jatékosnak szigortian dominéns stratégiaja
volt, de sok helyzetben a dontések nem ennyire egyértelmuek.

10.4. Amikor csak az egyik jatékosnak van szigortan
dominans stratégiaja

Képzeljiink el két éttermet egy forgalmas varosban, amelyek Gj mentivel
szeretnék vonzani a vendégeket. A vaséarlok két csoportra oszlanak: 60%-uk az
olcsébb, 40%-uk pedig a prémium ételeket részesiti elényben. Az egyik étterem
(1. étterem) mar jol ismert és népszertibb, igy ha mindketten ugyanazt a kategoriat
célozzak meg, akkor 1. étterem kapja a vendégek 80%-at, mig 2. étterem csupan
20%-ot.

A dontések és varhaté eredmények (10.4. tablazat):

— ha az éttermek killonboz6 arkategériat valasztanak, akkor az olcs6bb mentit

kinal6 a 60%-ot, a prémiumot valaszt6 pedig a 40%-ot kapja;

— ha mindketten az olcsébb kategoriat valasztjak, akkor 1. étterem kap 48%-ot,

2. étterem pedig 12%-ot;
— ha mindketten a prémium kategériat célozzak, akkor 1. étterem kap 32%-ot,
2. étterem pedig 8%-ot.

10.4. tablazat. Ettermek példa kifizetési matrixa: olcsé vagy premium menti

2. étterem: olcs6 menti 2. étterem: prémium menii
1. étterem: olcs6 menii 48%, 12% 60%, 40%

1. étterem: prémium meni 40%, 60% 32%, 8%
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Ebben a helyzetben 1. étterem szdméra az olcsébb meni a legjobb valasz-
tas, figgetleniil 2. étterem dontésétdl, tehat ez egy szigortian dominéns stratégia.
2. étterem szadméra viszont nincs egyértelmii dominans stratégia: ha 1. étterem
prémiumot kinalna, akkor az olcs6bb menii lenne a jobb véalasztas, de mivel 1. ét-
terem biztosan az olcsdébb meniit valasztja, 2. étteremnek a prémium ételeket éri
meg kinélni.

Igy a varhat6 egyenstlyi helyzet: 1. étterem az olcsébb meniit kinélja, mig
2. étterem a prémium kategoridra valt, és a vendégek megoszlanak 60%-40%
aranyban. Ez az eredmény azt mutatja, hogy a dominans piaci szereplé képes sajat
stratégiaja szerint alakitani a versenyt, mig a kisebb szereplének alkalmazkodnia
kell. Fontos azt is megjegyezni, hogy az elemzés feltételezi, hogy az éttermek is-
merik egymas stratégiajat és a kifizetési matrixot (kozos tudés feltételezése).

10.5. Nash-egyensily

Amikor egy kétszereplés jatékban egyik félnek sincs szigortian dominéns
stratégidja, mas modszert kell taldlnunk annak elérejelzésére, hogy mi lehet a var-
haté kimenetel. A Nash-egyenstily olyan stratégiai helyzet egy jatékban, amelyben
egyik jatékos sem tudja novelni a nyereségét egyoldaltian stratégiavaltéassal, felté-
azért jelentés, mert ha a jatékosok racionalisan dontenek és teljes informéaciéval
rendelkeznek a jatékrodl, akkor varhatéan Nash-egyensilyban jatszanak.

10.5.1. Egy allaspalyazati verseny példaja

Tegyiik fel, hogy két friss diplomads péalydz6, Anna és Bence munkét keres,
és harom véllalatnél (X, Y és Z) prébalnak elhelyezkedni. Minden pélyaz6 harom
stratégiabdl valaszthat: jelentkezik X, Y vagy Z vallalathoz. A végs6 kimenetel az
alabbi szabalyok szerint alakul.

— Ha mindketten ugyanarra a véllalatra palydznak, az adott cég egyenléen

osztja el az esélyeket kozottiik.

— Anna kevésbé tapasztalt, igy ha kiillon vallalatokat valasztanak, akkor 6 nem
kap ajanlatot, mig Bence automatikusan elnyeri az 4llast.

— Bence 6nalldan is képes allast szerezni Y vagy Z véllalatnal, de az X vallalat
nagyobb cég, és csak akkor hajlandé felvenni valakit, ha mindketten oda
jelentkeznek.

A kulonboz6 véllalatok eltérd fizetéseket kindlnak.

— X vallalatnal az éves fizetés 80 ezer euro, igy ha mindketten oda palyaznak
és megosztjak az ajanlatot, mindkett6jiik fizetése 40-40 ezer eurd.



154 W 10. Dontések halézatban: a jatékelmélet alapjai

- Yés Z véllalatoknal a fizetés csak 20 ezer eurd, tehat ha egy palyazo egyediil
jelentkezik és felveszik, 20 ezret keres, mig ha meg kell osztani a lehetésé-
get, 10-10 ezret kapnak.

A helyzet kifizetési méatrixat a 10.5. tdblazat mutatja be.

10.5. tablazat. Pdlydzati stratégidk és a két palydzo elérhetd fizetései

Anna / Bence X Y Z
X (40, 40) (0, 20) (0, 20)
Y (0, 0) (10, 10) (0, 20)
Z (0, 0) (0, 20) (10, 10)

John Nash elmélete szerint, ha nincsenek dominans stratégiak, akkor érdemes
olyan stratégidkat keresni, amelyek egymasra adott legjobb valaszok.
Ebben a példaban:
— ha Anna az X vallalatot vélasztja, és Bence is X-et védlasztja, akkor 40-40 ezret
kapnak, ami a lehet6 legjobb eredmény mindkett6jitk szamara;
— ha egyikiik méasik vallalatot valaszt, Anna kockéztatja, hogy egyéltalan nem
kap ajanlatot, igy jobb szdmara az X-et valasztani, ha Bence is ezt teszi;
— Bence szamara is X a legjobb vélasztas, ha tudja, hogy Anna is oda palyazik.
Mivel egyikitknek sem éri meg eltérni az X stratégiatol, (X, X) a Nash-egyenstly,
vagyis az optimalis dontés, ha mindketten oda pélyaznak. Kénnyen ellenérizhe-
t6, hogy nincs mas Nash-egyenstly, mert minden mas esetben legalabb az egyik

s sz

10.5.2. A Nash-egyenstly megtalélasa

A Nash-egyenstlyok azonositdsanak két alapveté mddszere van. Az elsé a
minden stratégiapar ellen6rzése, amely soran végigvizsgéljuk az 6sszes lehetséges
stratégiaparositést, és megéllapitjuk, hogy azok egymasra nézve legjobb valaszok-
e. A masodik médszer a legjobb valaszok keresése, amely sordn minden jatékos
esetében meghatarozzuk, mely stratégiat valasztana az ellenfél dontésétdl fig-
gben, majd megkeressiik azokat a stratégiaparokat, amelyek kolcsonosen legjobb
valaszok egymasra. Bar a kordbbi példdban egyértelmii volt az egyensulyi pont,
Osszetettebb jatékok esetén el6fordulhat, hogy tobb Nash-egyensuly létezik, vagy
az egyensuly megtalalasa bonyolultabb elemzést igényel. (Algoritmikai részletek
végett lasd a B fuggelék 10. pontjat.)

John Nash ezért kapta meg az 1994-es kézgazdasagi Nobel-dijat, mivel elmé-
lete mélyrehato hatast gyakorolt a kozgazdasagtanra és a jatékelméletre. Azonban
nemcsak gazdasagi és tizleti dontésekben alkalmazhaté, hanem a politikai don-
téshozatal, a sportstratégiak, a mesterséges intelligencia és szamos egyéb teriilet
elemzésében is kulcsszerepet jatszik.



10.6. Pareto-optimalitas és tarsadalmi optimalis dllapot ® 155

10.6. Pareto-optimalitas és tarsadalmi optimalis
allapot

A Nash-egyenstilyban minden jatékos stratégiaja a legjobb vélasz a tobbi ja-
tékos stratégidjara. Més szoval, a jatékosok egyénileg optimalizélnak. Ez azonban
nem jelenti azt, hogy a jatékosok csoportként is elérnek egy mindenki szamara
legkedvezdbb kimenetelt. A sz6l6-vagy-duett jaték és mas hasonl6 jatékok, példaul
a fogolydilemma, j6 példai ennek.

Erdemes a jaték kimeneteleit nemcsak a stratégiai vagy egyensilyi tulajdon-
sagok szerint osztalyozni, hanem aszerint is, hogy mennyire ,jok a tarsadalom
szamara”. Ehhez azonban el4szor pontosan meg kell hatarozni, mit értiink ezen.
Két fontos fogalom segithet ebben. Az els6 a Pareto-optimalités, amely Vilfredo
Pareto olasz kozgazdéaszrdl kapta a nevét.

Egy stratégiavélasztas Pareto-optimalis, ha nincs olyan masik stratégiavélasztas,
amelyben minden jatékos legalabb ugyanolyan kifizetést kap, és legalabb egy jaté-
kos szigortian nagyobb kifizetést kap. Forditva: egy stratégiavalasztas nem Pareto-
optimalis, amennyiben létezik egy masik stratégiavélasztas, amely legalabb egy
jatékos szdmara jobb kimenetelt biztosit anélkiil, hogy masok rosszabbul jarnanak.
Eszszert feltételezni, hogy ha a jatékosok kozosen tudnanak donteni és kotelezd
érvény( megallapodast kothetnének, akkor ezt az el6nyosebb stratégiat valasztanak.

Azonban ez az érvelés azon alapul, hogy a jatékosok valéban képesek lenné-
nek egy ilyen megallapodas betartdsara. Ha a jobb kimenetel nem Nash-egyenstily,
akkor a jatékosok koziil legalabb az egyik kisértve érezhetné magat arra, hogy el-
térjen ettdl a stratégiatol. Ennek a jelentéségét jol illusztraljak a szélo-vagy-duett
jaték kimenetelei. Ha te és a partnered mindketten a sz6léra késziiltok, az nem
Pareto-optimélis, mert ha mindketten a duettet valasztanatok, az mindkettétoknek
jobb lenne. Ez mutatja a jaték legf6bb nehézségét Pareto-optimalitasi szempontb6l:
bar a jatékosok tisztdban vannak azzal, hogy létezik egy jobb megoldas, azt nem
tudjék fenntartani egy kotelez6 érvényt megallapodas nélkiil.

Ebben a példéban a két olyan kimenetel, amelyben pontosan az egyik6tok
késziil a duettre, Pareto-optimalis. Itt ugyan az egyik jatékos rosszul jér, de nincs
masik olyan kimenetel, amelyben mindenki legalabb ugyanannyit kapna, és va-
laki tobbet. Igy a sz6l6-vagy-duett jaték — akarcsak a fogolydilemma — egy olyan
jaték, amelyben az egyetlen nem Pareto-optimalis kimenetel az, amely egyben a
Nash-egyenstly is.

Egy még erésebb és egyszertibb kritérium a tdrsadalmi optimdlis dllapot,
amely a jatékosok egytittes jolétére 6sszpontosit. Egy stratégiavalasztas tarsadal-
milag optimélis (vagy tarsadalmi jéléti maximum), ha maximalizalja a jatékosok
kifizetéseinek Osszegét. A sz6lé-vagy-duett jatékban a tarsadalmi optimum az a
kimenetel, amelyben mindkét jatékos a duettre késziil, mivel ebben az esetben
a kifizetések 6sszege: 90 + 90 = 180.
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Ez a definici6 azonban csak akkor értelmezhet6 megfelel6en, ha van értelme
a jatékosok kifizetéseit egyszertien 6sszeadni. Nem mindig egyértelm, hogy a te
elégedettséged és a partnered elégedettsége egyszeriien 6sszeadhaté-e.

10.6.1. A Pareto-optimalités és tarsadalmi optimalis allapot
kapcsolata

A téarsadalmilag optimalis kimenetelek mindig Pareto-optimalisak. Ha egy
tarsadalmi optimum nem lenne Pareto-optimalis, akkor létezne egy masik kime-
netel, amelyben mindenki legalabb ugyanannyit kap, és valaki tobbet — és ez egy
magasabb 6sszegl kifizetéshez vezetne.

Viszont egy Pareto-optimélis kimenetel nem feltétleniil tarsadalmilag optima-
lis. Példaul a sz6l6-vagy-duett jatékban harom Pareto-optimalis kimenetel van, de
ezek koziil csak az egyik (mindketten a duettre késziilnek) tarsadalmi optimum.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy a Nash-egyenstily nem mindig all ellentét-
ben a tarsadalmi optimummal. Példaul a sz6l6-vagy-duett jaték egy olyan valtozaté-
ban, ahol a sz616 konnyebb és a kifizetések méasképp alakulnak, a Nash-egyensuly
egybeeshet a tarsadalmi optimum kimenetellel.

10.7. Egy alkalmazas: hal6zati forgalom modellezése
jatékelmélet segitségével

Amint fentebb méar utaltunk ra, a kozlekedési halézatok (vagy az internetes
adatforgalom) miikodésének elemzése soran alapvetd jatékelméleti megfontola-
sokkal taldlkozhatunk. Ennek egyik kézenfekvd oka, hogy az egyének nem elszi-
getelten hoznak dontéseket, hanem figyelembe kell vennitik méasok vélasztésait
is, hiszen ezek kozvetleniil befolyasoljak a torl6dés mértékét és az utazasi idét.
A kovetkez6kben megvizsgaljuk a kozlekedési halézatok egyensilyi allapotat,
és bemutatunk egy meglepd jelenséget, a Braess-paradoxont, amely szerint egy
{j ttvonal vagy kapacitasbévités nem mindig javitja, hanem akar ronthatja is a
forgalom dramlésat.

Egy kozlekedési halézatot irdnyitott graffal modellezhetiink, ahol az élek
(Gtvonalak) kiillonboz6 utak vagy autopalyak, a csomoépontok (allomésok) pedig
azok a helyek, ahol fel- vagy lehajthatunk.

Vegyiink egy egyszertsitett példat (10.1. dbra), ahol két fontos csomépon-
tot jeloliink ki: P egy kiilvarosi indulasi pont, Q pedig egy belvérosi célallomas.
Tegytiik fel, hogy minden reggel 5000 auté indul P-bél Q-ba, és két 6 ttvonal all
rendelkezésiikre: A P - X — Q fels6 ttvonal, valamint a P - Y — Q alsé titvonal.
Az utak utazési ideje pedig az aldbbiak szerint alakul: AP - Y és X - Q szaka-
szok alland6 menetidejtiek, fiiggetlentil a forgalomtél (50 perc); AP - XésY - Q
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szakaszok torlodasérzékenyek, ezért ezek esetében az utazési id6 x/125 perc, ahol
x az adott Gtszakaszon kozlekedd jarmtvek szama.

X

/ \
Q

\ //

Y

P

10.1. abra. Egy autdpdlya-hdlézat, ahol minden él cimkéje a rajta halado x auté
esetén érvényes menetiddt (percben) jeldli

Ha minden aut6 a felsé ttvonalat vélasztja, akkor az utazasi idé 90 perc
(5000/125+50). Ugyanez igaz, ha mindenki az als6 titvonalat hasznalja. Ha azon-
ban az autésok egyenletesen oszlanak meg a két itvonal kozott (2500-2500 autd
mindkettén), akkor az utazasi id6 70 perc (2500/125+50). Ez egy egyensulyi alla-
pot, mivel egyik sofér sem tudna csokkenteni az utazasi idejét azzal, hogy masik
Gtvonalra valt.

Ez a helyzet jatékelméleti szempontbol egy stratégiai jatékként értelmezhetd,
ahol a jatékosok az autésok, a stratégidk a valaszthat6 tatvonalak, a nyereségiik
pedig az utazési id6 negativ értéke — hiszen minél rovidebb az utazas, annal
jobb az eredmény. Az eddig megismert jatékelméleti fogalmak tovabbra is alkal-
mazhaték: egy Nash-egyenstuly olyan stratégiai eloszlas, amelyben egyik sofér
sem tudna révidebb menetidét elérni anélkiil, hogy ezzel valaki mast ne hozna
hatranyosabb helyzetbe. Az auték egyenletes eloszlasa (2500-2500) egy stabil
Nash-egyenstlynak tekintheté, mivel ha valamelyik tGtvonal zstfoltabba vélna,
az autdésok atvandorolndnak a kevésbé terhelt Gtvonalra, igy az egyenstly auto-
matikusan helyreéllna.

10.7.1. Braess-paradoxon: amikor egy j ut ront a helyzeten

Tegyiik fel, hogy a varosvezetés Gj gyorsforgalmi utat épit X és Ykozott, amely-
nek menetideje 0 perc (lasd 10.2. abra). Ez logikusan csokkenthetné az utazési
id6t — a val6sagban azonban rontja a kozlekedés hatékonységét: az Gj egyensuly-
ban minden autés az X-Y szakaszt hasznalja, és az utazasi id6 igy 80 perc lesz
(5000/125 + 0 + 5000/125), ami rosszabb, mint az eredeti 70 perces egyensulyi
allapot.

Miért torténik ez? Az Gj Gt miatt a sof6rok Ggy érzik, hogy az X-Y szakasz
gyorsabb, és elkezdik hasznalni. Mivel mindenki ugyanigy gondolkodik, a torlédas
drasztikusan megnd, és végiil rosszabb lesz a helyzet, mint elétte volt.
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10.2. dbra. Az eldz6 dbra autépdlya-hdlézata, miutdn egy nagyon gyors €l kertilt
hozzdaddsra X és Y kozott

Ez az egyéni optimalizaci6é csapdaja: bar minden sofér racionalis dontést
hoz a sajat érdekében, az 6sszhatas kedvezétlenebb, mint a kiindulési helyzet.
A Braess-paradoxon ravilagit arra, hogy egy hélézat b6vitése nem mindig javitja
a kozlekedést, s6t, bizonyos esetekben névelheti a torlédast és az utazasi id6t. Ez
a jelenség valés kozlekedési rendszerekben is megfigyelhetd. Példaul Szoulban,
egy hatsavos autépélya lebontésa és egy park létrehozasa utan csokkent a menet-
id6, mikozben a forgalom véltozatlan maradt. Matematikai modellek szerint egy
hélézat bévitése akar 4/3-szorosara is novelheti a menetid6t (Roughgarden—Tardos
2002; Anshelevich et al. 2008).

Masfel6l, miutan megértettiik, hogyan miikodik Braess-paradoxon, azt is belat-
hatjuk, hogy val6jdban semmi igazén ,paradox” nincs benne. Szdmos helyzetben
el6fordul, hogy egy 1j stratégia bevezetése egy jatékban nemhogy javitand, hanem
éppen rontja minden résztvevd helyzetét. Erre kivalé példa a fogolydilemma: ha
a jatékosok egyetlen lehetésége az lenne, hogy nem vallanak (igaz, ez egy rend-
kivil egyszert jatékot eredményezne), akkor mindketten jobban jarnanak, mint
amikor a vallomastétel is valaszthatova valik. Valéjaban éppen ezért kinéljék fel
arendérok a vallomas lehet8ségét — hiszen tudjak, hogy az rontja a foglyok kozos
érdekérvényesitését.

A probléma elkeriilésére tobb megoldas is kinalkozik: forgalmi dijak alkal-
mazéasa, dinamikus forgalomszabalyozas, jatékelméleti szempontokat is integral6
intelligens hal6zattervezés, valamint a k6zosségi érdekek hangstlyosabb érvé-
nyesitése.

A Braess-paradoxon egy klasszikus példaja annak, hogy az 6nérdekkove-
t6 dontések nem mindig vezetnek a tarsadalom szamara legjobb eredményhez.
Eppen ezért a kozlekedési halézatokat nemcsak mérnoki, hanem jatékelméleti
szempontbdl is vizsgalni kell.
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10.8. Osszegzés

A jatékelmélet tehat egy olyan szemléletmddot kinal, amely segit megérte-
ni, hogyan formélédnak dontések, ha azok mas szerepl6k dontéseitél fiiggenek.
Legyen sz6 egyuttmtikodésrél, versengésrél vagy latszolag semleges vélasztasokrol,
a stratégiai viszonyok elemzése alapvet6 fontossédguva vélik a halézatokon beliil
és azok kozott zajlé folyamatok értelmezéséhez. A kovetkezd fejezetekben azt
vizsgaljuk meg, hogyan alkalmazhaték ezek az elvek a gazdasagi, informécios és
viselkedési hélézatok vildgdban — olyan rendszerekben, ahol az egyéni dontések
0sszessége kollektiv mintédzatokat hoz létre.



11. Piaci halézatok: parositas és kozvetiték

A piacok miikodésének megértéséhez elengedhetetlen, hogy figyelembe ve-
gyuk a szereplék kozotti kapesolatok hélézati szerkezetét. Ebben a fejezetben két
ktilénboz6 piaci modellt vizsgalunk: a parosité piacokat, ahol a vevék és eladok
kozvetlentil kapcsolédnak egymashoz, valamint a kozvetitékkel miikodé piacokat,
ahol az arakat és a kereskedelem ttvonalait harmadik felek is alakitjak. Az el6z6
fejezetben bemutatott jatékelméleti elemek itt konkrét piaci helyzetekben jelen-
nek meg: a résztvevék stratégidi, a verseny és a piaci egyensuly keresése mind
a hal6zat szerkezetébdl fakad6 dontési helyzetekhez kapcsol6dnak. Bar a téma
mélyebb elemzése tilmutat e fejezet keretein, itt egy rovid attekintést nyajtunk
arrél, hogyan hasznalhat6 a grafelmélet a piacok dinamikéjanak leirasara.

11.1. Parosité piacok

A piacok a héalézati szerkezeti interakcidk egyik legfontosabb példai. A vevik
és eladdk (vagy mas szereplék) egy implicit hal6zaton keresztiil kapcsol6dnak
egymashoz. A parosité piacok az els6ként targyalt modellek kozé tartoznak. Ezek
a piacok hosszt multra tekintenek vissza a kozgazdasagtanban és az operacio-
kutatédsban, mivel letisztult, stilizalt médon ragadjak meg az alapvetd elveket.
Ilyen példaul annak bemutatésa, hogyan lehet figyelembe venni az emberek el-
téré preferenciait killonbozé javak esetén, hogyan decentralizalhatjak az érak az
eréforrasok elosztasat, vagy miként vezethetnek az arak tarsadalmilag optimalis
allokaciohoz. Ezeket a fogalmakat fokozatosan vezetjiik be, egyre Gsszetettebb
modelleken keresztiil. Els6ként egy olyan rendszert vizsgalunk, ahol a javakat az
egyéni preferencidk alapjan osztjak ki, arképzés nélkil. Ez az alapmodell kés6bb
0sszetettebb mechanizmusok kulcselemévé valik.

11.1.1. Paros grafok és teljes parositasok

Képzeljiik el, hogy egy nagyvallalat tobb kiillénb6z6 osztalya gyakornokokat
keres, és ugyanakkor egy egyetemi programbdl tobb hallgato jelentkezik a valla-
lat kiilonb6z6 projektjeire. Minden gyakornok megjel6l néhany projektet, amely
érdekli 6t, és minden osztalyvezet6 megjeloli azokat a gyakornokokat, akiket szi-
vesen fogadna a csapatéban.

A helyzetet egy paros graffal modellezhetjiik, amelyben az egyik oldalon a
gyakornokok csticsai szerepelnek, a masikon pedig a projektek csticsai talalhatok.
Megel6legezziik, hogy a gyakornoki és projekt csticsok szdma megegyezik. Egy
él akkor létezik egy gyakornok és egy projekt kozott, ha az adott gyakornok azt
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a projektet megfelel6nek tartja, és az adott projekt felelése is nyitott rd, hogy 6t
kivélassza. A véllalat célja, hogy a lehetd legtobb gyakornokot pérositsa egy-egy
projekttel, figyelembe véve a kolcsonos preferenciakat.

Ha a személyzeti osztaly talal olyan pérositast, amelyben minden gyakornok-
hoz pontosan egy projekt rendelhetd, akkor ezt teljes (mert minden csticsot lefed)
vagy tokéletes parositasnak nevezziik. Ha ez nem lehetséges, annak oka egy saja-
tos akadaly a rendszerben: létezik egy olyan gyakornokcsoport, amely 0sszesen
kevesebb projektet jelolt meg, mint ahany tagbdl all. Ha viszont nincs egyetlen
ilyen csoport sem, akkor garantaltan 1étezik teljes péarositas a gyakornokok és a
projektek kozott (lasd a 11.1. abrét).

7! —@ @
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11.1. abra. Bal oldalon létezik teljes parositas (pirossal kiemelve), jobb oldalon
viszont nem (a {Gy4,Gy5} kéttagti csoport csak egy projektet, a P4-et jelolte meg).

©0 006

Ez az elv altalanosithat6 minden pérosité piacra: ha egy rendszerben nincs
elegendd lehetdség a szerepl6k szamara, akkor egyesek elkertilhetetleniil parosi-
tas nélkil maradnak. Ez a gondolatmenet Kénig, Hall és Frobenius munkassaga
nyoman kristalyosodott ki, és a szerz6 részletesen targyalja a Grafalgoritmusok
cimi konyv 11. fejezetében (Kétai 2008). Itt megtalalhaté az tigynevezett parosi-
tasi tétel bizonyitésa is, amely szerint: ha egy péros grafban — ahol a bal és a jobb
oldalon ugyanannyi cstdcs taldlhat6 — nem létezik teljes pérositas, akkor sziik-
ségszertien létezik egy akadaly, vagyis egy olyan cstcshalmaz az egyik oldalon,
amelynek kevesebb szomszédja van a mésik oldalon, mint ahany elemet maga a
halmaz tartalmaz.

11.1.2. Ertékelések és optimalis hozzarendelések

A paros grafokhoz kapcsol6dé parositasi probléma a piaci mechanizmusok
egy egyszerl aspektusit mutatja be: az egyének preferencidkat fejeznek ki az
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elfogadhat6 lehet6ségekrél, majd egy teljes parositds megoldja az eréforrdsok
elosztasanak problémajat e preferencidk alapjan (amennyiben létezik ilyen pa-
rositas).

Most szeretnénk ezt a modellt kiterjeszteni néhény tovabbi tényezd beveze-
tésével. ElGszor is, ahelyett, hogy a preferencidkat egyszerii igen/nem vélaszta-
sokkal fejeznénk ki, lehetéséget adunk az egyéneknek, hogy szdmszerti értékekkel
jelezzék, mennyire kedvelik az egyes lehetéségeket.

Példaként vegytik Gjra a gyakornokok és projektek parositasanak problé-
majat egy vallalati programban. Tegyiik fel, hogy ahelyett, hogy a gyakornokok
egyszertien megjelolnék az elfogadhat6 projekteket, minden egyes projekthez
egy numerikus értéket rendelnek, amely azt mutatja, mennyire szeretnének azon
dolgozni. Ezt az értéket az adott gyakornok értékelésének nevezzik az adott pro-
jekttel kapcsolatban. Egy ilyen példat mutat be a 11.2. abra, ahol harom gyakor-
nok értékeli a harom elérhetd projektet. Megfigyelhets, hogy mivel a gyakornokok
eltér6 médon értékelik a projekteket, nem feltétleniil ugyanazokat a projekteket

tartjak a legjobbnak.
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11.2. abra. Példa egy hdarom gyakornok — harom projekt helyzetre, amikor elvileg
barmelyik gyakornok megkaphatja barmelyik projektet. Az élek cimkéi a
gyakornokok projektértékeléseit jelolik.

Ez esetben érdekeltek lehetiink az optimalis hozzarendelés meghatéroza-
sdban, ami az egyéni értékelések 6sszegével mérhets. A 11.2. abra bemutatta
helyzetben 6 teljes parositas létezik, amelyek koziil a maximélis 28 sszértéki
(lasd a 11.3. abrat). Nem nehéz belétni, hogy a teljes pérositasok szama egyenld
a projektek permutaciéinak szamaval, ami jelen esetben 3!, azaz 6. Altalanosan:
a K  teljes paros graf esetén a teljes parositasok szama n!.

‘Erdemes itt zarGjelben megemliteni egy rokon problémét is, amelynek meg-
oldasa ,magyar modszerként” valt hiressé: egy silyozott paros grafban talaljuk
meg a minimélis értéki maximaélis parositast. Amig a teljes parosités olyan élek
halmaza, amely a graf minden cstcsat lefedi, addig a maximalis pérositas olyan
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legnagyobb élhalmaz, amelyhez mar nem adhaté Gjabb él anélkiil, hogy a parositas
jellege meg ne szlinne. A ,,magyar modszer” elnevezést Harold Kuhn vezette be,
mivel az algoritmus jelentés mértékben két magyar matematikus, Kénig Dénes
és Egervary Jend korabbi munkain alapult (Kuhn 1955). A B fiiggelék 11. pontja
részletesebben foglalkozik a magyar mddszerrel.

NOR®
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11.3. dbra. Optimdlis kiosztds (piros élek) a 11.2. Gbra bemutatta helyzetben

Visszatérve, vegylik észre, hogy béar az optimalis kiosztds maximalizalja a
teljes elégedettséget, nem biztos, hogy mindenki a szdémara legjobb projektet
kapja. Példaul a 11.3. abra bemutatta kiosztasban Gy1 és Gy2 is P1-et értékelte a
legjobbnak, de csak egyikiik kaphatta meg azt.

Az optimaélis hozzéarendelés probléméja altalanositja a korabban targyalt pa-
rositasi probléméat. Ha a gyakornokok csupan igen/nem modon jel6lnék meg az
elfogadhat6 projekteket, akkor a feladat visszavezethetd lenne egy teljes parositas
keresésére. Ezzel szemben, ha numerikus értékeléseket is figyelembe vesziink,
lehetdség nyilik a teljes rendszer optimalis kihasznaltsaganak vizsgalatara is.

Noha az optimalis hozzarendelés fogalma intuitiv és logikus, a tényleges
megtaldlasa nem mindig egyszert. Az aldbbiakban megvizsgéljuk, hogyan lehet
az optimalis kiosztast meghatérozni, valamint hogyan befolyasolhatjak az érak és
piaci mechanizmusok ezt a folyamatot.

11.1.3. Az éarak és a piac egyensulyi allapota
Eddig egy kozponti munkaers-kozvetité metaforajat hasznaltuk, aki 6ssze-

gyljti az 6sszes adatot, majd egy teljes pérositast vagy optimalis hozzérendelést
hajt végre egy kozpontositott szamitas alapjan. Bar bizonyos piacok valéban igy
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miikodhetnek (példaul az egyetemi gyakornokok és vallalati projektek 6sszeparo-
sitasédnal), a munkaerépiac jellemzden sokkal kevésbé kozpontositott. Ehelyett a
munkavallalék és munkaltatok bérkinalat és egyéni értékelések alapjan dontenek.

Ez a gondolatmenet vezet el a parosit6 piacok egyik kulcskérdéséhez: hogyan
segithetik a bérek a piac decentralizalasat? Meglatjuk, hogy ha a kozponti admi-
nisztrator szerepét egy bérképzési rendszer helyettesiti, az egyének onérdekkovetd
dontései még mindig optimalis hozzarendelésekhez vezethetnek.

Hogy ezt a koncepciét szemléltessiik, valtoztassunk a korabbi példan. A gya-
kornokok és projektek helyett képzeljunk el egy dllaspiaci rendszert, ahol a mun-
kaltatok kiillonbozé allasokat kinalnak, a munkavéllalok keresnek allast, és minden
munkavallal6 egyéni értékelést rendel minden éllaslehetéséghez. Mint az el6z6
példéban, ezek az értékelések kiilonbozhetnek, hiszen az egyes munkavallalok
elényben részesitik a magasabb fizetést, mig méasok a rugalmassagot vagy a mun-
kakornyezetet. Az egyes allasok vonzereje tehat szubjektiv, és jelentkezénként
eltérhet.

Az egyes munkavallalok és munkaltatok kozotti kapcsolatokat Gjra egy paros
graffal dbrazolhatjuk, ahol a munkavéllalék és 4llasok csticsai kozott élek jelzik
a potencialis munkaviszonyokat.

Tegytik fel tovabba, hogy minden munkaltaté meghatéroz egy bérszintet a
meghirdetett 4llaspozici6jara. Ekkor egy munkavéllalé dontése a kovetkez6kép-
pen alakul.

— Ha egy alléas p bért kinal, és a munkavallalé v értéken értékeli azt, akkor az

6 nett6 haszna: kifizetés = v — p. Ha a kifizetés (angolul payoff) pozitiv, az
azt jelenti, hogy a munkavallal6 tobbre tartja az 4llast, mint amennyit kap
érte, azaz megéri elfogadni.

— Egy munkavallalé mindig azt az allast valasztja, amely szdmara a legnagyobb

pozitiv nett6é hasznot (vagy kifizetést) biztositja.

— Ha tobb allés esetén azonos pozitiv haszonhoz jut, barmelyiket valaszthatja.

— Ha minden allas nett6 haszna negativ, akkor a munkavallal6 tgy dont, hogy

nem véllal munkat.

Tekintsiink példaként tGjra egy olyan helyzetet, amely a K_ , teljes parosgraf-
fal modellezhet6. A 11.4. abra harom munkavallalé (X, Y, Z) preferenciaértékeit
tartalmazza harom allds/munkaltaté (A, B, C) tekintetében.

Vizsgéljunk meg harom esetet, amelyeket a 11.5-7. abrak mutatnak be. Ha az
A, B, C éallasok rendre 5, 2, 0 egységnyi bérrel kecsegtetnek (szogletes zarojelben),
akkor a 11.5. 4bran kékkel jelolt szamok szerint alakulnak a haszon értékek (vagy
kifizetések), és ez esetben mindenik munkavallalénak més-mas allas szamit leg-
jobbnak (pirossal kiemelt élek). Ilyenkor kijelenthetd, hogy a bérek megfelel6en
decentralizaljak a dontéshozatalt, hiszen minden munkavallal6 a szamara legked-
vez6bb opcidt valasztja, mik6zben minden éllas betoltésre keriil. S6t, ezzel egy
piaci egyensilyi helyzet alakul ki, amelyben minden munkaltaté talal megfelel6
munkavéllalét, és minden munkavallalé a szamara legjobb allast kapja.
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11.4. abra. X, Y, Z munkavallaldk v, tipust preferenciaértékei az A, B, C allasok
tekintetében

11.5. abra. Amikor a bérkészletbdl (p = [5,2,0]) adédoé v—p tipust haszonértékek
(vagy kifizetések, kékkel) nyomdn mindenik munkavallalé mas-mdas dllast
preferal leginkabb.

A 11.6. dbran lathato szitudciéban konfliktus adddik, mivel az A 4llds mind
X, mind Z szamara a legvonzébb vélasztas.

A 11.7. abra azt a helyzetet mutatja, amikor a munkavallalék 6ssze tudjak
hangolni a dontéseiket oly médon, hogy mindegyikiik a szdmaéra legjobb allast
kapja, és ezek killonboznek egymastél. Ebben az esetben a decentralizdcié nem
teljes, mivel az egyensily kialakuldsahoz minimalis koordinaciéra van sziikség.
Z szamara A és B is a legjobb vélasztas, de ha ¢ B-t vélasztja, akkor A megmarad
X-nek, akinek kizarélag ez a legjobb opci6. Y szamara B és C egyarant legjobbak,
ezért ha 6 C-t védlasztja, B elérhetévé vélik Z szamara.

Tekintettel a holtverseny lehet6ségére, érdemes bevezetni a preferalt alldsok
grafjanak a fogalmét egy adott bérkészlet mellett: ebben minden munkavallal6t
osszekotiink azzal vagy azokkal az éllasokkal, amelyeket a megadott bérek mellett
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a legkedvezébbnek tart. (Ha egy munkavallalonak nincs egyetlen preferélt 4llasa
sem, akkor nem indul ki beléle él.) A példankban a 11.5-7. abréak pirossal jelolt
élei éppen ilyen preferalt allas grafokat abrézolnak, killonb6z6 bérbeallitasok
mellett. E megkozelités alapjan kijelenthetjiik, hogy egy bérkészlet piaci egyen-
sulyt biztosit, ha az ehhez tartozo6 preferélt allas grafban létezik teljes pérositas.

(0]

11.6. dbra. Amikor a bérkészletbdl (p = [2,1,0]) adédé v—p tipusi haszonértékek
(kékkel) nyoman konfliktushelyzet alakul ki.

[0]

11.7. abra. Amikor a bérkészletbdl (p = [3,1,0]) adédé v—p tipusitt haszonértékek
(kékkel) nyomdn dsszehangolhaték a déntések oly médon, hogy mindenik
munkavdllalé mas-mas legjobb dllashoz jusson.

11.1.4. A piaci egyensulyi allapot tulajdonséagai

Vegylik észre, hogy a 11.4. abran bemutatott munkavéllaléi értékelések (v
értékek) mellett két olyan bérkiosztast (p értékeket) is talaltunk, amelyek piaci
egyensulyt eredményeztek — nevezetesen a 11.5. és 11.7. abrak szerinti bérkészle-
tek. Tovdbba megfigyelhets, hogy mindkét esetben ugyanaz a megfeleltetés bizto-
sitotta az egyensulyt (X-A, Y-C, Z-B), mégpedig éppen az, amelynél az értékelések
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0sszege maximalis (3v = 12 + 6 + 5 = 33). Vajon ez pusztdn a véletlen miive
lenne? Nem, hiszen é4ltaldnosan is érvényes az aldbbi két allités.

— A piaci egyenstlyt biztosilé bérek létezése: barmilyen munkavéllal6i érté-
kelés mellett létezik olyan bérstruktira, amely piaci egyensulyt biztosit.

— A piaci egyenstlyt biztosité bérek optimdlisak: barmely egyenstulyt bizto-
sit6 bérstruktira esetén a kapott pérositas a lehet6 legnagyobb 6sszesitett
értéket eredményezi.

A bizonyitasok végett lasd a (Easley—Kleinberg 2010) konyv 10.3. és 10.4.

alfejezeteit. Mint magyar vonatkozas megemlitjik, hogy az els6 tulajdonsag bi-
zonyitasa Egervari 1916-os dolgozataig nytlik vissza (Lovasz-Plummer 1986).

11.2. Hal6zati modellek kozvetitGkkel miikodé
piacokra

Az el6bbiekben bemutatott elemzésben a kereskedelem és az arak alakulasa
egy péros graffal volt modellezve, amelyben ,vevék”, ,eladok” és az 6ket 6sszekots
élek szerepeltek. Lathattuk, hogy léteznek piaci egyenstlyt biztosito arak, és hogy
ezek az arak maximalis 6sszértéket eredményeznek a vevik és az eladok szamara.
Lathattuk, hogy az arak milyen hatékonyan iranyithatjdk a javak elosztésat kiva-
natos médon. Amit azonban nem tisztazott a fenti elemzés, az az, hogy a valds
piaci drak honnan szdrmaznak. Ki hatarozza meg az arakat a valédi piacokon, és
miért éppen azokat az arakat vélasztjak, amelyeket latunk?

11.2.1. A kereskedelem hélézati modellje

Szamos piacon az egyéni vevik és elad6k nem kozvetlentil egymassal 1épnek
kapcsolatba, hanem kozvetiték révén bonyolitjak le az tigyleteket, akik megha-
tdrozzak az drakat. Ez igaz a fejl6d6 orszagok mezdégazdaséagi termékeinek keres-
kedelmétél kezdve egészen a pénziigyi piacokon zajl6 eszkozkereskedelemig. Az
ebben a szellemben bévitett modelliink harom alapvetd elvre épiil: 1. az egyéni
vevok és eladok gyakran kozvetitékon keresztiil kereskednek, 2. nem minden vevé
és elado fér hozza ugyanazokhoz a kézvetitékhoz, és 3. nem mindenki ugyanazon
az aron kereskedik. Ehelyett a vevék és eladdk éltal elérhet6 arakat részben az
hatarozza meg, hogy hélézati pozicidjuk milyen alternativakat biztosit szamukra.

Miel6tt részletesen meghatdroznank a modellt, nézziink meg egy konkrét
kereskedelmi kornyezetet: a technoldgiai eszkozok forgalmazasat egy globalis
ellatasi lancban. Sok esetben a gyartok (eladdk) és a végfelhasznalok (vevék)
kozott tobb kozvetito is szerepet jatszik, példaul nagykereskeddk, disztribtutorok
és kiskereskedék, akik a gyartéktol vasaroljdk meg az eszkozoket, majd tovabb-
értékesitik azokat a vallalatoknak vagy fogyasztéknak. Mivel az ellatasi lancok
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komplexek és foldrajzilag szétszértak, egy adott gyéarté csak bizonyos disztribi-
torokon (keresked6kon) keresztiil tudja értékesiteni a termékeit. Hasonléképpen,
a végfelhasznaldk is csak korldtozott szamu értékesitési csatornén keresztiil jut-
hatnak hozz4 a termékekhez.

A globalis technolégiai piacok szdmos, részben atfedd értékesitési halézat-
bol allnak, amelyek parhuzamosan miikodnek a kozvetlen értékesitési modellek
mellett. Ezt a kereskedelmi rendszert egy graf segitségével modellezhetjiik, amely
abrazolja a gyartok, forgalmazok és vasarlok szdmara elérhetd kereskedelmi le-
hetéségeket. A 11.8. dbra egy egyszerti példat mutat be egy ilyen kereskedelmi
hélézatra. Az egyes gyartokat ,E” (mint eladd), a vasarlokat ,,V” (mint vevd), a
forgalmazokat pedig ,,K” (mint kereskedd) jeloli, és élek kapcsoljak 6ssze azokat
az entitasokat, amelyek kereskedhetnek egymassal. Az élek tehét azokat a keres-
kedelmi lehetdségeket jelzik, amelyek a felek szamara elérheték. Mivel feltéte-
lezziik, hogy a kereskedék kozvetit6ként miikodnek az eladdk és vevék kozotti
tranzakci6kban, minden él egy vevét vagy elad6t kapcsol 6ssze egy kereskedével.

11.8. abra. Egyszeriisitett kereskedelmi halézat harom eladéval, harom vevével
és két kereskedd entitdssal

Vegyiik észre, hogy V1 és V3 vasarlok csak egy-egy meghatarozott kereske-
dén vagy disztribttoron keresztiil férnek hozza a technoldgiai eszkz6khoz, mig
V2 — példaul mert nagyvéllalat — tobb forgalmazdéval is kapcsolatban all, esetleg
kozvetlen szerzédésekkel rendelkezik tobb beszallitdval is. Elképzelhetd, hogy a
szélesebb beszerzési lehetGségek jobb 4rakat és rugalmasabb ellatast biztositanak
ennek a vallalatnak, és hasonl6 médon el6nyosebb feltételeket érhet el egy gyarto
(példaul E2), amely tobb forgalmazoval, kereskedével is egytittmiikodik. A halé-
zati modelliink elemzése pontosan ezt az eredményt mutatja: a piacon kialakulé
arakat és elérhetdséget jelentdsen befolyédsoljék a szerepl6k hélézati poziciéi és
kereskedelmi lehetéségeik.
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11.2.2. Hal6zati struktara

Bar fékuszunkban egy jelentésen leegyszertisitett modell all, mégis elég al-
talanos ahhoz, hogy magaban foglalja a kereskedelem és az arképzés lényeges
jellemz6it. Az egyszertsités tobbek kozott abban tiikrozédik, hogy nem foglalko-
zunk tébbféle drucikkel vagy eltéré mennyiségekkel. Ehelyett azt feltételezziik,
hogy egyetlen tipust arucikk létezik, amely oszthatatlan egységekben kaphaté.

Minden eladé (i) kezdetben egy egységnyi arut birtokol, amelyet v; értéken
becsiil. Hajland6 eladni az arut barmely olyan aron, amely legalabb v;. Minden
vevé (j) az aru egy példanyéat v; értéken becstili, és megprébalja megszerezni, ha
nem kell tébbet fizetnie érte, mint v;. Egyetlen egyén sem akar egy példanynal
tobbet az adott drubdl, tehat az esetleges tovébbi példanyok értéke szamara nulla.
Feltételezziik, hogy minden vevd, eladé és kereskedd ismeri ezeket az értékeket.
Ennek eredményeként a modell leginkébb olyan egyének (vagy entitasok) kozot-
ti interakci6t ir le, akiknek van kereskedelmi multjuk egymassal, és igy ismerik
egymas fizetési hajlanddségat. A 11.9. abran az eladdkat és vevéket abrazold
pontok mellett feltiintettiik az aru egy példanyéra adott értékelésiiket is, azaz a
megfeleld v; és v; értékeket. Példank egyszertisége abban is megnyilvanul, hogy az
eladok legalabb 0 euréért adjak el aruikat, és a vevék legfeljebb 1 eurét fizetnek
egy egységnyi aruért.
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11.9. dbra. A 11.8. dbran lathato egyszertisitett kereskedelmi halozat, kiegészitve
az egyes eladdk és vevdk altal az dru egy példanydra adott értékelésekkel (v; és v;
értékek, szogletes zardjelekben)

Erdemes kiemelni, hogy a jelen modell tébb fontos ponton eltér a parosité
piacok keretétél. ElGszor is, egységes értékelést alkalmaz a vevéi oldalon: feltéte-
lezziik, hogy minden vevé ugyanazt az értéket rendeli az aru minden példanya-
hoz. Ezzel szemben a parosité piacokon a vevék (pl. gyakornokok) eltéré értékeket
tarsithattak a kiillonb6z6 eladoktél (vallalatoktdl) szarmazé arukhoz (4llasokhoz).
Természetesen ez a modell is kiterjeszthetd arra az esetre, amikor a vevéi értéke-
lések arucikkenként kiillonboznek, de ez csak bonyolultabba tenné az elemzést,
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mikozben az alapvetd szerkezet és a kovetkeztetések lényegében valtozatlanok
maradnénak.

Masodszor, a halézat itt rogzitett, és kiilsé tényezék — példaul foldrajzi el-
helyezkedés (mezdgazdasagi piacok esetén) vagy pénziigyi jogosultsidg — &ltal
meghatarozott. A parosité piacok modellje szintén rogzitett grafokra épiilt, de
ott az elemzés kozéppontjdban a preferélt allasok grafja allt, amelyet nem kiils6
tényez6k, hanem a munkavallalék (vevék) preferencidi és az drak alakitottak ki.

11.2.3. Arak és az aruk aramlasa

Az aruk elad6ktol vevékhoz torténd aramlésat egy olyan folyamat, jaték hata-
rozza meg, amelyben a keresked6k el6szor arakat éllapitanak meg, majd az eladok
és a vevék ezekre az arakra reagalnak. Konkrétan, minden egyes kereskedd (k)
ajanlati arat tesz minden elad¢ (i) szamara, akivel kapcsolatban &ll. Ezt az ajan-
lati arat bY-vel jeloljiik, és azt fejezi ki, hogy ez az i és k kozotti tranzakci6 ara.
Az ajénlati ar azt jelenti tehét, hogy k hajlandé b%; értéken megvésarolni i drujat.

Hasonl6képpen, minden kereskedé (k) eladési arat hataroz meg minden vevd
(j) szamara, akivel kapcsolatban 4ll. Ezt az eladasi arat a¥-vel jeloljik, és azt je-
lenti, hogy k az aru egy példanyéat a¥ aron hajlandé eladni j-nek. A 11.10(a). abra
egy példat mutat be a 11.9. abra gréfjara alkalmazott ajénlati és eladési arakkal.

Miutan a kereskeddk bejelentik draikat, minden elad6 és vevd legfeljebb egy
keresked6t valaszt, akivel tizletet kot. Majd minden eladé vagy eladja az arujat
az altala vélasztott kereskedének, vagy megtartja, ha tgy dont, hogy nem adja el.
Nletve minden vevé vagy megvasérol egy arut az éltala valasztott keresked6tél,
vagy nem vesz semmit, ha Ggy dont, hogy egyik ajanlatot sem fogadja el. Ez ha-
tarozza meg az aruk aramlasat az eladoktol a kereskedékon keresztiil a vevékig.
A 11.10(b). abra ezt az aramlast szemlélteti, ahol a nyilakkal ellatott élek jelzik
az eladok és a vevék kereskedbvalasztasat.

Mivel minden elad6 csak egyetlen arut birtokol, és minden vevé legfeljebb
egy arut akar véasarolni, az egyes éleken legfeljebb egy egység aru mozoghat.
Ugyanakkor egyetlen kereskedd-csoméponton keresztiil korldtlan mennyiségt aru
haladhat at. Fontos azonban megjegyezni, hogy egy kereskedd csak annyi arut tud
eladni a vev6knek, amennyit az elad6ktél megvasérolt. A modelliinkben jelent6s
biintetést rovunk ki azokra a kereskedékre, akik nem tudjak teljesiteni az eladasi
ajanlataikat, mert nincs elegendd arujuk. Ezért a keresked6knek erds 6sztonzéik
vannak arra, hogy olyan ajénlati és eladasi arakat éllitsanak be, amelyek nem ve-
zetnek tobb vevd, mint eladé elfogadasahoz. Ugyanigy nem el6nyos egy keresked6
szdméra az sem, ha az eladéi t6bben vannak, mint a vevéi, mert igy felesleges
készlete marad, amelyet nem tud értékesiteni. A modelliinkben latni fogjuk, hogy
az egyensulyi allapotban egyik probléma sem fog felmeriilni: a kereskedék olyan
ajanlati és eladasi 4rakat fognak valasztani, amelyek biztositjak, hogy az elad6k-
tol atvett aruk szama pontosan megegyezzen a vevéknek eladott druk szamaval.
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(b)
11.10. abra. (a) Modelliink kiegészitve kereskeddi ajanlatokkal mind az eladdk
(E-K tipust élek cimkéi; b¥; = v; értékek), mind a vevdk felé (K-V tipusu élek
cimkéi; a'; < v, értékek). (b) Megvaldsult drudramlds az iranyitott piros nyilak
mentén

Végil érdemes megfigyelni egy fontos jelenséget az druk dramlésaval kap-
csolatban. Az E3 eladé elfogadja az ajanlati 4rat, noha az pontosan megegyezik az
aru szdméra becsiilt értékével. Hasonl6képpen, a V3 vevd is elfogadja az eladasi
arat, bar az szintén pontosan megfelel az altala becsiilt értéknek. Valéjaban E3 és
V3 kozombosek az ajanlat elfogadasa vagy elutasitasa kozott. Modelliinkben azt
feltételezziik, hogy ha egy eladd vagy vevé k6zombos az ajénlat elfogadasaval
kapcsolatban, akkor a modellezé valaszthatja ki, melyik kimenetelt tekintjiik
megvalésulonak. Az ilyen k6zombosség kezelése fontos kérdés a legtobb piaci
modellben, mivel az tizletek gyakran éppen egy szerepl6 hajland6saganak hata-
ran jonnek létre. Ez hasonlé a kordbban targyalt piaci egyensulyi arképzés sordn
felmeriil6 dontetlen helyzetekhez.
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11.2.4. Kifizetések

Emlékezziink ra, hogy egy jaték meghatarozésahoz a stratégidk és a kifize-
tések (nyereség, haszon, angolul payoff) leirdsa szitkséges. A stratégidkat mér
ismertettiik.

— A kereskedd stratégidja az, hogy milyen ajanlati (b érték) és eladési (a érték)

arakat kinal az elad6knak és vevéknek.

— Egy eladé vagy vevé stratégidja az, hogy kivalaszt egy kereskedét, akivel
tizletet kot, vagy tgy dont, hogy nem vesz részt a tranzakciéban.

A kifizetések ezekbdl az alapelvekbdl természetesen kovetkeznek.

— A kereskedd kifizetése az 6sszes tranzakci6jabol szarmazé nyereség: ez az
elfogadott eladasi ajanlatainak (a értékek) 6sszege minusz az elfogadott
vételi ajanlatainak (b értékek) osszege. (Ahogy korabban emlitettiik, ha egy
kereskedd tobb eladési ajanlatot fogad el, mint amennyi vételi ajanlatot, ak-
kor jelent6s biintetést von maga utdn. Ez azonban elsdsorban arra szolgal,
hogy az egyenstlyi megoldasokban a kereskedék elkeriiljék ezt a helyzetet.)

— Egy eladé (i) kifizetése attél fugg, hogy melyik kereskedét (k) valasztja.

* Ha k-t valasztja, a kifizetése b¥ (azaz annyi pénzt kap, amennyiért eladta
az arut).

* Ha nem kot tizletet, a kifizetése v;, azaz megtartja az arut, amelyet eny-
nyire értékel.

* (Ebben a modellben minden eladé értékelése v; = 0, tehat ha nem ad
el, nem kap semmit.)

— Egy vevé (j) kifizetése attol fiigg, hogy melyik keresked6t (k) vélasztja.

* Ha k-t valasztja, a kifizetése v; - a¥;, azaz megkapja az arut, de fizetnie
kell érte.
e Ha nem kot tizletet, a kifizetése 0.

A 11.10(b). abra alapjan az egyes szerepl6k kifizetései a kovetkezbk: az elsé
kereskeddé 0,6 (0,8 — 0,2), a mésodiké pedig 1,4 (0,7 + 1-0,3 —0); a hdrom elad6é
rendre 0,2, 0,3, illetve 0; mig a harom vevéé 0,2 (1 -0,8), 0,3 (1-0,7) és 0 (1 —1).

11.2.5. A jaték szerkezete

Ez a jaték egy fontos szempontbdl eltér az eddig vizsgaltaktél: mig a kordbbi
jatékokban minden szerepld egyidejtileg hozta meg dontését, itt két szakaszban
torténnek a lépések. Az els6 szakaszban minden kereskedd egyszerre megadja
ajanlati és eladasi arait, majd a méasodik szakaszban az eladdk és vevik ezutan
egyidejtileg kivélasztjdk a szamukra legjobb ajanlatot kinal6 kereskedét (vagy
nem kotnek tizletet).

E kétlépcsbs szerkezet nem tul bonyolult, mivel a mésodik szakaszban az
eladok és a vevék mindig az ket legjobban kiszolgald kereskedét valasztjak. Igy
Oket ,,automatizalt” dontéshozoknak is tekinthetjiik, akik el6re meghatarozott
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szabalyok alapjan vélasztanak. Mésfel6l viszont, amikor a jaték egyensilyi élla-
potait vizsgaljuk, figyelembe kell venniink ezt a kétlépcsés szerkezetet.

Vizsgaljuk meg a 11.10(b). abra szerinti két keresked§ stratégidjat. A K1 ke-
reskedq tobb rossz dontést is hoz. Eldszor is, az E2 eladénak és V2 vevének tett
ajanlatai miatt elvesziti ezt az tizletet a K2-vel szemben. Ha példaul megemelné
az ajanlatat E2 szamara 0,4-re, és csokkentené az eladasi arat V2 szamara 0,6-
ra, akkor elcsabithatna éket K2-t6l, és 0,2 egységnyi profitot szerezhetne ebbél
a tranzakciébdl. Masodszor, nincs oka arra, hogy ne csokkentse a vételi arat
E1-nek, illetve ne novelje az eladasi arat V1-nek, hiszen ezek a szerepl6k nem
rendelkeznek alternativ kereskedével: vagy K1-et valasztjak, vagy kimaradnak a
piacrél. Azaz K1 nagyobb profitot érhetne el, ha olcsébban véasarolna E1-t6l, és
dragabban adna el V1-nek.

A 11.11. dbra azokat az arkorrekcidkat szemlélteti, amelyeket a fenti logi-
ka alapjdn K1 elvégezhetett volna. Ennek eredményeként a profitja 1,2-re nétt
(1 4+ 0,6 — 0 - 0,4). Megjegyzendd, hogy E1 és V1 most kozombosek a tranzakciéval
kapcsolatban — szamukra mindegy, hogy eladjédk, illetve megveszik-e az arut vagy
sem. Ahogy kordbban emlitettiik, ha egy piaci szereplé k6zombos az tzletkotés
irant, akkor a modellalkotok (azaz mi) donthetiink arrél, hogy végiil létrejon-e a
tranzakci6 vagy sem.
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11.11. abra. Példa arra, hogvan javithat a K1 kereskedd a kifizetésén a 11.10(b)
abraban bemutatott helyzethez képest: elcsabitja E2-t és V2-1 K2-t6l, valamint
maximalizdlja a profitjat az E1-K1-V1 tranzakcio révén.

11.2.6. Egyensilyi megfontoldsok: monopdlium és tokéletes
verseny

A fentebb targyalt megfigyelések vezetnek el a jaték egyensilyi fogalméahoz,
amely a Nash-egyensiily altalanositdsa. Ahogy az el6z6 fejezetben bemutattuk, egy
Nash-egyenstly azt jelenti, hogy minden jatékos a legjobb vélaszt adja a tobbiek
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dontéseire. Azonban a jelenlegi jatékunk két szakaszban zajlik, ezért a definici-
6nkat ehhez kell igazitanunk.

Masodik szakasz (vevik és eladok dontései): Itt egy klasszikus jatékrol van szo,
ahol minden eladé és vev{ azt a keresked6t vélasztja, aki a szamara legkedvezébb
ajanlatot teszi. Ok tehat a legjobb valaszt adjék a kereskedSk 4razasi stratégiajara.

Els6 szakasz (kereskeddk arazasi dontései): A kereskeddk tgy allapitjdk meg
az ajénlati (b érték) és eladasi (a érték) draikat, hogy azok optimalisak legyenek a
vevOk és eladdk varhato reakcidi szempontjabdl. Egy kereskedé figyelembe veszi
maés kereskeddk stratégidit is, amikor arazast alakit ki.

Mindez azt jelenti, hogy minden szereplé a leheté legjobb dontést hozza,
tekintettel mésok stratégiaira — vagyis a jaték egyenstlyi allapotdban vagyunk.

A vizsgélt esetben a kétszakaszos szerkezet viszonylag konnyen kezelhetd,
mivel az eladék és a vevék viselkedése egyszerti: minden szerepld automatikusan
a szamara legkedvezdébb ajanlatot vélasztja, igy dontéseik elére meghatarozottak
a keresked6k szamara. Ezért az egyensuly vizsgélatakor elsésorban a keresked6k
ajanlatok bejelentése utan. Ezzel a megfigyeléssel a rendszert nagy vonalakban
redukaltuk egy egyideji lépéses jatékka.

A rendszer lehetséges egyenstlyi helyzeteinek elemzése el6tt bontsuk egy-
szertibb épitéelemekre a halézatot. Vannak olyan vevék és eladok, akik kizarélag
egyetlen kereskedével dllnak kapcsolatban, vagyis monopéliumnak vannak kité-
ve; és vannak olyanok is, akik tobb kereskedé koziil vélaszthatnak, igy tokéletes
versenyben vesznek részt. Ennek megfeleléen — ahogy latni fogjuk — a hélézat
szerkezete és az alternativakhoz valé hozzaférés jelent6s hatassal van az egyes
piaci szereplék alkupoziciéjara és végsé kifizetéseire.

Ami a monopoliumhelyzetet illeti, akkor beszéliink egyenstlyi dllapotrdl, ha
a kereskedé minimalis érték(i ajanlatot tesz az eladénak, majd maximélis aron
adja tovabb az arut a vevének. Az elad6 és a vevé elfogadjak ezeket az arakat, igy
az aru az elad6tdl a kereskeddn keresztiil eljut a vevéhoz. Példankban K1 nulla
aron szerzi be az arut E1-t6l, és 1 egységért adja el V1-nek; hasonl6 tranzakciot
hajt végre K2 is E3 és V3 kozott.

Fontos azonban tjra megjegyezni, hogy ebben az esetben az eladé és a vevé
is kozombos az tizlet lebonyolitasaval kapcsolatban: egyikiitk sem nyer vagy
veszit a tranzakcién. Mivel nincs alternativ lehet6ségiik, a modellalkoté (azaz
mi) donthet arrdl, hogy megtorténik-e az tizletkotés. Itt azt feltételezziik, hogy a
tranzakci6 létrejon.

Hogy megeértsiik, miért ez az egyetlen egyensilyi helyzet, gondoljunk bele,
mi torténne mas arakkal. Ha a kereskedé példaul a 0 és 1 kozotti masik vételi vagy
eladasi arat hatdrozna meg, akkor mindig lenne lehet6sége egy kissé alacsonyabb
vételi 4r vagy magasabb eladasi 4r alkalmazésara, amivel novelhetné a nyeresé-
gét. Eppen ezért az egyetlen stabil 4llapot az, amikor a kereskedé maximalisan
kihasznalja monopdliumhelyzetét.
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Lassuk most, mi tekinthetd egyensulyi allapotnak a tokéletes versenyhelyzet
esetén! Ez a szituacié példankban akkor 4ll el6, amikor K1 és K2 versenyeznek az
E2 és V2 kozotti tranzakci6 lebonyolitaséaért.

El6szor azonban gondoljuk végig, mi torténik, ha a rendszer nincs egyen-
sulyban. Tegyiik fel, hogy a tranzakciot K1 hajtja végre, és pozitiv nyereséget
realizal. Ez azt jelenti, hogy E2-nek egy b vételi arat, V2-nek pedig egy a eladasi
arat ajanlott, ahol a > b. Ezéltal nyeresége a — b. Kozben K2 nem kereskedik, igy
kifizetése 0. Ez azonban azt is jelenti, hogy K2 jelenlegi stratégidja nem optimalis
valasz K1 lépésére. Hiszen K2 megtehetné, hogy egy kissé magasabb ajénlatot ad
az eladénak (b + 0,01), és alacsonyabbat a vevének (a — 0,01), igy 4tvehetné a
tranzakciot K1-t6l, és maga realizalna nyereséget.

Ezzel az érveléssel gyakorlatilag indirekt m6don megadtuk az egyensuly defi-
nicidjat is: egy tranzakcié csak akkor lehet egyenstlyban, ha a kereskedd, aki lebo-
nyolitja, nulla profitot realizél. Ez azt jelenti, hogy ugyanazt az arat (x) ajanlja az
eladénak és a vevének is — tehat nem keletkezik nyeresége. Mivel ebben az egyen-
salyi helyzetben a keresked6 k6zombos azzal kapcsolatban, hogy végrehajtja-e az
tizletet vagy sem — hiszen nem profitél bel6le —, a tranzakci6 1étrejottérél a modell-
alkot6 dont. Itt Gjra azt feltételezziik, hogy az tigylet megvalésul. Természetesen,
mivel a versenytars keresked6 sem akar tizletet vesziteni, kénytelen 6 is ugyanazt
az x arat alkalmazni a vételi és az eladasi oldalon egyarant.

Fontos megjegyezni, hogy a modell nem hatarozza meg egyértelmten az x ar
pontos értékét, csak azt, hogy 0 és 1 kozott lehet. Az, hogy az x értékét hol va-
lasztjuk meg ezen az intervallumon beliil, hatassal van arra, hogy az elad6 vagy a
vevl részesiil nagyobb kifizetésben. A végsé egyenstly tehat nemcsak a kereske-
delmi modellbél kovetkezik, hanem tiikrozi az eladé és a vevé relativ alkuerejét
is. A modell megmutatja, milyen egyenstlyi arak és kifizetések lehetségesek, de
azt, hogy ezek koziil melyik valosul meg, kiils6 tényez6k — példaul alkuer6 vagy
intézményi szabélyok — hatarozhatjak meg.

[0] @\D 1/@ [1]
0@ @
o \1\

[0] @ @ [1]

11.12. abra. A vizsgalt rendszer egyenstlyi dllapota
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Ha mindezt 6sszegezziik —a monop6liumhelyzeteket az E1-V1 és E3-V3 tranz-
akciok esetén, valamint a tokéletes versenyt K1 és K2 kozott az E2-V2 kapcsolat-
ban —, akkor a rendszer egyenstlyi allapotat a 11.12. dbra szemlélteti.

Ezek az érvek mas, osszetettebb hal6zatok elemzésénél is hasznosak. Neve-
zetesen: ha egy eladé vagy vevd kizardlag egyetlen keresked6hoz kapcsolodik,
akkor barmely egyenstilyi allapotban 0 kifizetést kap, mivel a keresked6 a vételi
és eladasi arakat a szaméara legkedvezébb — azaz széls6séges — értékekre allitja be.
Tovabb4, ha két keresked6 ugyanahhoz az elad6hoz és vev6hoz kapcsolédik, egyi-
kik sem érhet el pozitiv profitot az 4ru tovabbitdsabdl. Hiszen ha egyikiik mégis
nyereséget termelne, a masik aldkinalassal konnyedén elvehetné téle az tizletet.

11.2.7. Tovabbi komplex héalézati hatasok

Bar a fentiek elegendéek sok egyszer(i hdl6zat elemzéséhez, a hal6zat szerke-
zete tovabbi, 6sszetettebb hatasokat is létrehozhat, amelyeket nem lehet pusztan
ezekkel az alapelvekkel megmagyarazni. E16z6 példdinkban, ha egy kereskedd
nem termelt profitot egy tranzakciobdl, az mindig egy mésik kereskedd kozvetlen
versenyének volt koszonhetd — vagyis annak, hogy egy masik keresked6 pontosan
ugyanahhoz az eladéhoz és vev6hoz kapcsolddott, és képes lett volna ugyanazt az
ugyletet lebonyolitani. Azonban el6fordulhat, hogy a keresked6k nem kozvetlen
verseny miatt realizdlnak nulla profitot, hanem a hal6zat globalis szerkezete miatt.
A 11.13. abra ezt a jelenséget szemlélteti, amely az tigynevezett rejtett tokéletes
verseny (implicit perfect competition) példaja. Ebben a hélézatban nincs olyan
kereskedelmi ttvonal, amelyen két keresked kozvetlen versenyben allna egymas-
sal. Ennek ellenére minden egyensilyi allapotban — mivel a vételi és eladasi arak
egy kozos x értéket vesznek fel, ahol 0 < x < 1 — az aruk az eladdoktél a vevik felé
aramlanak, és minden keresked6 ismét nulla profitot ,,zsebel be”.

11.13. abra. Rejtett tokéletes verseny

Koénnyen belathat6, hogy ez miért tekinthetd egyenstlynak: minden keresked
a tobbiek stratégiajanak legjobb vélaszat alkalmazza, vagyis nem tud olyan arat
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ajanlani, amellyel profitot érne el anélkil, hogy mashol veszteséget szenvedne.
Ha pedig valamelyik kereskedé eltérne az x értéktél — példaul alacsonyabb vételi
vagy magasabb eladasi arat alkalmazna —, ajanlata nem lenne versenyképes, igy
a piac elutasitana, és veszteséggel zarna.

Mindez azt mutatja, hogy a tokéletes verseny nemcsak kozvetlentil, hanem
rejtett modon is kialakulhat a hélézat szerkezetébdl adédoan, és igy a kereskeddk
profitjat akkor is nulldra szorithatja, ha nincs kézvetlen versenytarsuk az adott
utvonalon.

11.3. Osszegzés

Ebben a fejezetben két, egymassal rokon, mégis eltéré piacmodellt vizsgal-
tunk: a kozvetlen parositd piacokat és a kozvetitékon keresztiili kereskedelmet.
A pérosit6 piacokban a hangsily az egyéni preferencidkon, valamint a parositas
hatékonyséagéan volt, mig a kozvetitéi modellek az drak és profitok szerepét, vala-
mint a hélézati szerkezet hatédsait emelték ki. Lattuk, hogy bér a két modell kii-
l6nbo6z6 elvekre épiil — az egyik decentralizalt preferencidkra, a mésik versengd
arképzésre —, kozos benniik, hogy a piac szerkezetébdl és az informaciok aramla-
sébol fakado korlatokat és lehet6ségeket vizsgaljak. Mindkét megkozelités fontos
eszkozt kinal a modern gazdaségi rendszerek és algoritmikus mechanizmusok
megértéséhez, kiilonosen olyan kornyezetekben, ahol a hatékonysag, az 6sztonzék
és az igazsagossag egyarant kulcsszerepet jatszanak.



12. Informacios halézatok és a vilaghalo

Az informacio6s halézatok az emberi gondolkodas és a tudasszervezés alapvetd
modjait tikrozik. Az id6k soran az emberek kiillonb6z6é mddszereket fejlesztettek
ki az informécié rendszerezésére és visszakeresésére, amelyek koziil néhanyat
tekinthetiink a modern vilaghal6 (World Wide Web, WWW, Web, web) el6deinek
is. A tudoményos muvek kozotti idézési hélézatok, a konyvekben alkalmazott
keresztutalasok, valamint az asszociativ memoria fogalma mind hozzajarultak a
mai digitalis informaciés rendszerek kialakuldsahoz.

12.1. Az informacioés halozatok torténete

12.1.1. A vilaghdl6 szerepe az informéaciés tarsadalomban

Ennek a fejezetnek a kozéppontjaban a vilaghal6 4all, hiszen a web joggal
tekinthet6 a modern informaciés tarsadalom meghatarozo elemének. Tobb, mint
egy egyszerii informéacids hélézat: egy globalis 6koszisztéma, amely az emberi
tudas, kommunikécié, gazdasag és innovacio alapjat képezi. Forradalmasitotta az
informaciohoz val6é hozzaférést, 4talakitotta a tarsadalmi interakcidkat, 0j tizleti
modelleket tett lehet6vé, és folyamatosan fejl6dé platformként szolgal a techno-
légiai innovaci6 szamaéra.

A vilaghélé dinamikusan novekvé halozat, amely az elmalt harom évtizedben
radikalis véaltozasokon ment keresztiil, és varhat6éan a kovetkez6 évtizedekben is 1j
technologidk és alkalmazasi lehet6ségek alakitjak majd tovabb. Ahogy a maltban
a nyomtatott konyvek és tudoményos publikacik forradalmasitottak az ismeretek
megosztasat, gy a vilaghédlé ma egy minden eddiginél rugalmasabb és elérhetébb
informéacios rendszert kinal.

Alapvetéen a vilaghalé egy osszekapcsolt dokumentumok és eréforrdsok
rendszere, amely a hipertext és hiperhivatkozasok segitségével biztositja a nem
linearis informaciéelérést. A hipertext fogalmat az 1960-as és 1970-es években
Ted Nelson dolgozta ki, aki egy olyan rendszert képzelt el, amely lehet6vé teszi
a dokumentumok kozotti dinamikus 0sszekottetést és az asszociativ navigaciot
(Nelson 1981; Nielsen 1990). Bar a hipertext és a hiperhivatkozasok fogalmai
szorosan O0sszefiiggnek, lényeges kiillonbség van kozottiik. A hipertext olyan szo-
vegformatum, amely lehet6vé teszi, hogy a felhasznél6 egy dokumentumbdél egy
masikba ugorjon beagyazott linkek segitségével, megkeriilve a hagyomanyos, line-
aris olvasési struktiarat. A hiperhivatkozés (hyperlink) pedig az a konkrét eszkoz,
amely ezt a navigaciét lehetévé teszi, 6sszekapcsolva kiillonboz6 dokumentumokat
vagy azok egyes részeit. A hipertext-technoldgia alapotlete tehat joval a vilaghalo
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megjelenése elGtt megsziiletett, de a World Wide Web széles korben elérhetévé és
alkalmazotta teszi ezt a megkozelitést.

12.1.2. A vilaghalé és az internet

Bar a kozbeszédben gyakran az internet szinoniméajaként emlegetik, a vilagha-
16 valéjaban csupan annak egyik rétege, egy meghatarozott mddja az informaciok
elérésének és rendszerezésének. A web nem 6nallé entitasként 1étezik, hanem az
internet infrastruktarajara épiil, amely biztositja az eszk6zok tsszekapcsolasat
és az adatok tovabbitdsat. Az internet maga egy globalis hal6zat, amely kiilonféle
kommunikécids protokollokra timaszkodik, mig a vilaghal6 ennek egyik legmegha-
tarozobb rétege, amely hipertext és hiperhivatkozéasok révén strukturalt hozzaférést
biztosit az informéciéhoz. gy a web az internet egyik legfontosabb alkalmazésa,
amely étalakitotta az informaciémegosztés és a digitalis kommunikacié maédjat.

Tovébb4, a vilaghélé nem csupén egy modern technolégiai innovécid, hanem
egy olyan struktira, amely a tudas rendszerezésének és terjesztésének évezredes
fejl6désére épul. Ennek fényében tekintiink vissza a kdvetkez6 részben az infor-
maciés hal6zatok torténeti el6zményeire.

12.1.3. Idézési rendszerek: visszafelé mutato hal6zatok

Az informécidk hélézatba szervezése nem 1j keletti jelenség. A tudoményos
publikdcidkban alkalmazott idézési rendszerek mar évszazadok o6ta segitik a tudas
rendszerezését és nyomon kovetését. Az egyik legismertebb példa erre az idézési
hélézatok elemzése, amely feltérja a tudas fejlédését és a killonbozé tudésteriile-
tek kozotti kapcsolatokat.

A tudomanyos munkék idézési rendszere alapvetden visszafelé mutaté ha-
l6zatot alkot: amikor egy 1Gj publikacié hivatkozik kordbbi munkakra, egy héalé-
zati kapcsolat jon létre az Gj cikk és a multbéli kutatasok kozott (lasd példaul a
12.1. abrét). Ez azt jelenti, hogy az idézési hal6zatok id6ben visszafelé épiilnek.
Egy kutaté egy adott tudoményos kérdéssel kapcsolatban nem eléretekint az isme-
retlen jovo felé, hanem visszanéz azokra a meglévé forrasokra, amelyek a kérdés
szempontjabdl relevénsak.

Ez az idézési struktira lehet6vé teszi, hogy a tudas fejlédése kovethet6 le-
gyen — az 4j kutatasok mindig egy korabbi tudésbazison alapulnak, igy az idézési
hal6zat megmutatja, hogy egy adott felfedezés vagy elmélet milyen el6zményekbél
épitkezik. Ahhoz is hozz4ajarul, hogy a tudomanyos hatas mérhet6 legyen — egy
publikacié fontossagét gyakran az hatdrozza meg, hogy hany masik munka hivat-
kozik ra. A nagy idézettségli munkak altaldban alapvetd jelentéségtiek az adott
tudomanyteriileten. Tovabbi hozadéka, hogy az interdiszciplinéris kapcsolatok
feltaruldsa — ha egy kutatasi teriilet gyakran idézi egy masik tertlet eredményeit,
az erds kapcsolatot jelez a két tudomanyag kozott.
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12.1. dbra. Szemléltetd dbra arra, hogyan utalnak vissza a késébbi publikdciok
korabbi tanulmdnyokra egy adott témakéron beliil (példaul a hyperscanning, az
agykutatasban alkalmazott technoldgia esetében). A témakdron beliil a
Montague et al. (2002) daltal irt dolgozat klasszikusnak szamit. (Stork 2025)

A tudomanyos idézési rendszerekkel szemben a vilaghalé folyamatosan vél-
tozo6, el6re és hatra is mutaté hiperhivatkozésai egy sokkal rugalmasabb és decent-
ralizaltabb informacios tér kialakulasat tették lehet6vé. Mig az idézési hélézatok
a multbeli tudas feltérképezésében nélkulozhetetlenek, a vilaghdlé dinamikus

szerkezete Gj lehetéségeket teremt az informécio elérésében, megosztasdban és
Osszekapcsolasaban.

12.1.4. Egy 6si precedens informaciés hal6zatra

A Biblidban szintén megtalalhatok az informaci6s hal6zatok korai formai.
A Biblia mint informaci6s haldzat két eltérd kapcsol6dési format tartalmaz: idé-
zéseket és keresztutalasokat. Bar mindkét rendszer segiti a szoveg értelmezését
és mélyebb osszefiiggések feltarasat, fontos kiilonbség van kozottitk — kiillonosen
abban, hogy az idézések id6ben visszafelé mutatnak, mig a keresztutalasok egy
rugalmasabb, tematikus kapcsolatokat teremté hal6zatot alkotnak.

Az idézések kozvetlen visszautalasok egy korabbi szovegre, amelyre egy ké-
s6bbi szerzd sajét irasaban hivatkozik: egy kordbbi szoveg nem idézhet egy késébbi
forrast, hanem csak a multb6l merithet. Példa lehet erre az, ahogy az Ujszovetségi
ir6k visszautalnak 6szovetségi messidsi proféciakra. Tovabba a bibliai idézések fix
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hélézatot alkotnak, amely egy zart rendszerben (a Biblia konyvei alkotta versek
kozott) szervezddik, hiszen a Biblia kdnonja rogzitett.

Ezzel szemben a keresztutalasok egy késébbi szerkeszt6i munka eredménye-
ként jottek létre, amely tsszekapcsol tartalmilag rokon verseket annak érdekében,
hogy egy adott téma tobb szakaszon keresztiil kovetheté legyen. Ez a hélozat
nemcsak visszafelé, hanem keresztirdnyban is 6sszekoti a szovegeket, tematikus
kapcsolatokat létrehozva (l4sd példaul a 12.2. dbrat). Bar a Biblia szovege rogzi-
tett, maga a keresztutalasi rendszer nem tekintheté fixnek, eltérd keresztutalasi
rendszerek 1étezhetnek kiillonb6zé bibliai kiaddsokban.

{
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12.2. abra. A King James Biblia keresztutalasi hdléjanak ivdiagramja: az alsé
savdiagram a fejezeteket (1189) dbrdzolja; a kényvek (66) vildgos- és sététsziirke
szinnel valtakoznak, mig az O- és Ujszivetség elsé konyvei fehérrel vannak
kiemelve; az egyes sdvok hossza az adott fejezet versszamadit jelzi (leghosszabb
176); a keresztutaldsokat szines ivek abrazoljak (63779). (Harrison—-Rémhild
2007)

A Biblia keresztutalasi rendszere, szemben a tudomanyos idézési hélézat-
tal, nem csupan visszafelé mutaté kapcsolatokbél all, hanem barmely irdnyban
Osszekapcsolhatja a rokon tartalmakat, lehet6vé téve egy adott téma mélyebb és
tdgabb kontextusban valé vizsgalatat. Ugyanakkor ez a rendszer statikus, mivel a
Biblia szovege rogzitett, és a kapcsolatok elére meghatarozottak. Ezzel szemben
a vilaghalo egy dinamikusan fejl6d6 informacios hal6zat, ahol az Gj tartalmak és
linkek folyamatosan mdédositjak a struktarat. Mig a Biblia keresztutalasai egy fix
szovegkorpuszon beliil iranyitjak az olvasé gondolkodasat, a web lehetdséget ad
arra, hogy az informaciés kapcsolatok szabadon, akar spontdn médon alakuljanak
ki, 4j és varatlan 0sszeftiggések feltarasat osztonozve.
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12.1.5. Szemantikai hal6zatok

A szemantikai halézatok révén is a miltban gyokerezik a vilaghalé. Egy sze-
mantikai hal6zat olyan informécids struktira, amelyben a fogalmak csomépon-
tokként jelennek meg, és jelentésbeli vagy tapasztalati kapcsolatok révén Gssze-
kapcsolddnak. Az emberi elme szintén asszociativ médon szervezi a tudast, igy
miikodése nagyon hasonlit a szemantikai hal6zatokhoz.

Az emberi gondolkodas egyik alapveté jellemzdje, hogy egy fogalom egy
masikhoz vezethet. Ha valaki meghallja a ,tenger” sz6t, az eszébe juttathatja a
,homok”,  haj6” vagy ,nyaralas” fogalmakat. Ezek az asszociaciok egyedi élmé-
nyek, kulturélis hattér és tanulasi tapasztalatok alapjan alakulnak ki. Ugyanakkor
a tudasunk hierarchikusan is szervezddik, ahol az 4ltaldnosabb kategéridk speci-
fikusabb aldrendelt fogalmakat tartalmaznak. Példaul: él61ények — &llatok — ma-
darak — sas. Ha az ,allat” szora gondolunk, az elménk automatikusan aktivalhatja
a madarak, eml6sok vagy hiill6k kategoriait is.

A fogalmak kozotti kapcsolatok kiillonboz6 tipusiaak lehetnek. Léteznek ok-
okozati kapcsolatok (pl. ,ttiz” — ,fist”), szinonimék (,boldogsag” < ,6rom”),
ellentétparok (,hideg” < ,meleg”), funkcionélis kapcsolatok (,kulcs” — ,ajt6”),
és még sok més. Amikor egy adott fogalom aktivalédik az elménkben, az ahhoz
kapcsol6dé fogalmak is részlegesen aktivdlédnak, igy konnyebben idézziik fel
6ket. Ez magyarazza, hogy miért talalunk gyorsan kapcsolatokat kiilonb6z6 gon-
dolatok kozott. Tovabbi szempont, hogy a szavak jelentése a szovegkornyezettsl
faggden eltérhet. Példaul ha valaki azt hallja, hogy ,,alma”, méasra gondolhat egy
gylimolcstermesztd, mint egy informatikus — el6bbi egy gytimolcsot képzel el, mig
utébbi az Apple markara asszociélhat.

Az elménk folyamatosan alkalmazkodik, és a kérnyezeti informaciék hatdséra
dinamikusan alakitja a szemantikai hal6zatok aktivacidjat. Egy kutaté esetében
ez kiilonosen jol megfigyelhetd, hiszen egy adott témat vizsgalva nem elszigetelt
adatokkal dolgozik, hanem egy Gsszetett 6sszefliggésrendszert épit fel. Amikor egy
kutaté elmélyiil egy szaktertilet vizsgalataban, kezdetben bizonyos alapfogalmakra
és elméletekre tamaszkodik, de ahogy halad elére, egyre tobb kapcsolodast fedez
fel mas tudoményos munkakkal. Egy 1j cikk olvasasa sordn példaul eszébe juthat
egy kordbban tanulményozott elmélet vagy egy masik kutaté eredménye, amely
latszolag fiiggetlen, de egy 1j szempontbdl megvilagitja az adott kérdést. Igy az
elméjében egy dinamikus szemantikai hélézat épiil ki, amely 6sszekapcsolja a
ktlonboz6 tudaselemeket.

Ez a hal6zati gondolkodas titkroz6dik a tudomanyos publikaciok szerkezeté-
ben is. Egy kutatasi dolgozat nem csupan 6nallé allitasokat fogalmaz meg, hanem
idézetek és hivatkozasok révén kapcsolddik a mar 1étezé tudashoz. Az idézett
irodalom bemutatasa és elemzése egyfajta térképként szolgél, amelyen keresztiil a
kutaté elhelyezi sajat munkéjat az adott tudomanyteriileten beliil. Egy j6l felépitett
tudomanyos értekezés igy nemcsak egy adott kérdésre ad valaszt, hanem azt is
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megmutatja, hogy az adott probléma hogyan illeszkedik egy tdgabb diskurzusba.
Az 4j felismerések és kapcsolatok révén pedig a tudoményos kozosség kozosen
formalja és béviti ezt a szemantikai hal6zatot, amely folyamatosan gazdagodik az
1j kutatasokkal és azok egymasra gyakorolt hatasaival.

Ezen tilmenden a tudoméanyos munkak egyik kulcsfontossagi eleme a jovo-
beni kutatési iranyok felvazolasa, amely nemcsak az adott tanulmény tovabbfe;j-
lesztési lehetdségeit jelzi, hanem egyben azt is elérevetiti, hogy a halézat hogyan
bévilhet a jovében. Az itt megfogalmazott nyitott kérdések, hipotézisek és kutatasi
tervek a tudomanyos szemantikai hal6zat lehetséges fejlédési irdnyait sugalljak,
amelyek Gj kapcsolatokat hozhatnak 1étre meglévé és még fel nem tart tudédselemek
kozott. Igy a tudomanyos diskurzus nemcsak a mult és a jelen dsszekapcsolasarol
sz0l, hanem a jovébe mutaté dinamikus hal6zatépitésrél is, amely folyamatosan
alakitja és formalja az emberi tudas szerkezetét.

Mindezek fényében a vilaghdl6 mint hatalmas informécios hal6zat, amely
hiperhivatkozasokkal koti 6ssze az oldalakat, sok szempontb6l hasonlit az emberi
elme szemantikai hal6zatahoz, ahol a fogalmak asszociacidk révén kapcsolédnak
egyméshoz. A vilaghalon belili linkek tematikusan kothetnek ssze oldalakat —
akar egy adott téman beliil, akar keresztirdnyt asszocidcidkat hoznak létre.

A szemantikus web (szemantikai vildghalé) célja éppen az, hogy struktu-
raltabba tegye ezt a hal6zatot: itt a linkek nemcsak 6sszekdttetéseket jelentenek,
hanem egyértelmd jelentéssel is birnak. Ez lehet6vé teszi, hogy a keresémotorok
és mas informéciés rendszerek hatékonyabban dolgozzanak az adatokkal, és az
internetes tartalmakat nemcsak egyméssal 6sszekapcsolt dokumentumok halma-
zaként, hanem egy komplex jelentéshaloként kezeljék.

12.1.6. Vannevar Bush és a Memex: a modern informdacios
halézatok el6futara

A modern informaciés hal6zatok kialakulasaban meghatarozé szerepet jatszott
Vannevar Bush, aki az informéaciok rendszerezésének és elérésének tj maodjat kép-
zelte el. Az altala javasolt Memex terve olyan elképzelést vazolt fel, amely j6val
megeldzte a hipertext, a digitalis adatbazisok és végiil a World Wide Web létrejottét.

Vannevar Bush 1945-ben irta meg As We May Think (Ahogyan gondolkod-
hatnank) cimi esszéjét, amelyben felvetette egy hipotetikus eszkoz, a Memex
lehetéségét (12.3. abra). Ez egy olyan mechanikus szerkezet lett volna, amely
mikrofilmek és gyors hozzaférési technoldgiak segitségével lehetévé tette volna
a felhaszndalék szdméra, hogy dokumentumokat taroljanak, rendszerezzenek, és
azokat asszociativ modon ¢sszekapcsoljak.

Bush elképzelése szerint a Memex egy asztalszer(i eszkoz lett volna, amelyben
az informéciék hatalmas tarhéza kap helyet. A felhasznal6 képes lett volna doku-
mentumokat keresni és elérni azaltal, hogy kapcsolatokat hoz létre kozottiik. Az
informaciok nem szigortian hierarchikus vagy lineéris strukttrakban tarolédnak,
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hanem asszociativ médon kapcsolhaték dssze, az emberi gondolkodashoz hasonlé-
an. Lehet6séget biztositott volna a felhasznalok szamara, hogy sajét ,,6svényeket”
hozzanak létre, amelyek kiilonb6zé dokumentumok kozott logikai kapcsolatokat
teremtenek.

A TOP U5, SCIENTHT FORESEES A POSSIBLE FUTURE WORLD
1N WHICH MAN-MADE ES WILL START 1O THINK

12.3. dbra. Vannevar Bush és az As We May Think cimlapja a The Atlantic 1945.
jaliusi szamdaban

Bush egyik legfontosabb megléatasa az volt, hogy az emberi elme nem szek-
vencialisan tarolja az informaciékat, hanem asszocidcidk révén kapcsolja 6ssze
6ket. Ezt a gondolkodasmoddot prébélta leképezni a Memex is. Rendkiviili az a
sugallata, hogy mivel a tudoményos felfedezések és a kreativ gondolkodés is asz-
szociaciés mechanizmusokon alapul, ezért egy hatékony informéaciés rendszernek
is igy kellene mtikodnie. Ezért a Memex nem csupén egy elképzelt szerkezet volt,
hanem az informacié kezelésének egy 1j filozo6fidja, amely a mai digitélis vilag
egyik legfontosabb el6futaranak tekinthetd.

12.2. A vilaghalé fejlédése: 1.0, 2.0, 3.0

A kezdet a CERN-hez, az Eurépai Nuklearis Kutatési Szervezethez kothetd,
ahol Tim Berners-Lee brit informatikus az 1980-as évek végén kidolgozta az els6
koncepciot egy osszekapcsolt, hipertextalapti informéciés rendszerre (Berners-
Lee et al. 1994; Berners-Lee 1999). 1989-ben Berners-Lee egy javaslatot nytjtott
be, amelyben felvazolta egy olyan rendszer 6tletét, amely lehet6vé teszi a kutatok
szamara, hogy dokumentumokat osszanak meg és egymas munkéira hivatkozza-
nak egy hélézatba kotott kornyezetben. Az édltala megalkotott World Wide Web
(WWW) harom alapvetd technoldgiara éptlt:

— HTML (HyperText Markup Language) — a weboldalak szerkezetét megha-

tarozo6 leird nyelv,
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— URL (Uniform Resource Locator) — az egyes er6forrasok egyedi azonosita-

séra szolgal6 cimrendszer,

— HTTP (HyperText Transfer Protocol) — az informéciok tovabbitasat lehetévé

tévé protokoll.

1990-ben Berners-Lee elkészitette az elsé webkiszolgédlét és webbongészét,
majd 1991-ben a web nyilvanossé vélt, elinditva azt a globélis informécids for-
radalmat, amely napjainkban is alakitja a digitélis vilagot. Az eredeti cél az aka-
démiai informécidcsere volt, de hamar vildgossa valt, hogy a vilaghalé ennél
sokkal szélesebb korti lehet6ségeket rejt magaban, és alapjaiban valtoztatja meg
az informaci6 megosztasanak és fogyasztasanak modjat.

A vilaghalé fejlédése gyakran verzi6szamokkal jelolt korszakokra oszthaté,
mintha egy szoftverfrissitésrél lenne sz6. Azonban, ahogyan a Web 2.0 esetében
is megfogalmaztak, ez nem csupan technoldgiai valtozasokat jelent, hanem egy
szemléletvéltast is (Davis 2005). A killonb6zé webes korszakok inkabb a hasznalati
mintazatok, interakcios lehetéségek és informaci6aramlasi médok atalakulasat
tukrozik.

Az internet az elmilt évtizedekben folyamatosan atalakult, és ezzel egytitt
a rajta kialakul6 informaciés hal6zatok szerkezete is jelentds véltozdsokon ment
keresztiil. A vilaghélé fejlédése harom nagy szakaszra oszthato: a statikus és egy-
irdnyt informaciokozlés korszakara (Web 1.0), a k6zosségi és interaktiv platfor-
mok megjelenésére (Web 2.0), valamint a szemantikai és decentralizalt vilaghalé
felé torténd elmozdulédsra (Web 3.0). E hdrom korszak nem csupén technolégiai
szempontbdl kiilonbozik egyméstol, hanem a felhasznal6i szerepek, a hal6zati
kapcsolatok és az informédciéaramlas dinamikaja tekintetében is.

A Web 1.0, amely nagyjabdl az 1990-es évek elejét6l a 2000-es évek koze-
péig tartott, az internet kezdeti allapotat jelképezi, ahol a weboldalak statikusak
voltak, és az informaciédterjesztés egyiranyt volt. A felhasznalok féként passziv
befogadéként miikodtek, mig a tartalom nagy része néhany kézponti szolgaltaté-
tol szarmazott. A héldzati struktara hierarchikus volt: a nagyobb weboldalak és
portalok kozponti szerepet jatszottak az informécié elérhet6ségében, mig a kisebb
szerepl6k csupan olvaséként kapcsolédtak be. Az oldalak kozotti kapesolatok
jellemzden rogzitett hiperhivatkozasokra épiltek, amelyek egy adott szovegkor-
puszra korlatoztdk a navigaciot, hasonl6an a tudomanyos idézési rendszerekhez
vagy a Biblia keresztutaldsaihoz.

A Web 2.0 korszakéval az internet interaktiv, kozosségi és dinamikus térré
valt. A felhasznal6k méar nem csupén fogyasztok, hanem aktiv tartalomgyértok is
lettek: blogok, férumok, kozosségi oldalak és videdmegosztok jelentek meg, lehetd-
vé téve az egyének szdmadra, hogy sajat tartalmat hozzanak létre és osszanak meg.
Ezzel a hal6zati struktara is decentralizaltabba valt, hiszen az informdaciét méar
nem kizarélag kozponti csomépontok terjesztették, hanem a felhasznalok egymaés
kozott is megosztottak. A hiperhivatkozasok helyét egyre inkabb az algoritmusok
és a dinamikus tartalomajanlasok vették at, amelyek az informaciékapcsolatok
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hélézatét folyamatosan alakitottdk a felhasznéléi viselkedés alapjén. Ez a korszak
olyan tizleti modellek kialakulasdhoz vezetett, ahol a nagy platformok (pl. Google,
Facebook, YouTube) nem csupén tartalmat taroltak, hanem a felhasznéalék interak-
cioit és kapcsolatrendszereit is felhasznalva irdnyitottak az informaciéaramlést.

A Web 3.0 a jové iranyat képviseli, amely a szemantikai technologidk és a
decentralizaci6 felé halad. A szemantikus web célja, hogy az interneten elérhet6
adatok és kapcsolatok ne csupan 6sszekottetésben legyenek, hanem azok jelentése
is egyértelmiibbé véljon a gépek szdmara. Az Al-alapt algoritmusok lehetévé teszik
az informaciék intelligens rendszerezését, a keresési élmény személyre szabéasat
és az adatkapcsolatok mélyebb értelmezését. Ezzel parhuzamosan a decentralizalt
technologiak, példaul a blokklanc és a peer-to-peer rendszerek, csokkenthetik a
kozpontositott platformok szerepét, lehetévé téve egy demokratikusabb és atlatha-
tobb informaciés 6koszisztéma kialakulaséat. Ebben a rendszerben az informéciés
hélézatok nem statikusak, hanem folyamatosan alakulnak az egyéni interakciok,
az autoném rendszerek és a mesterséges intelligencia fejlesztései révén.

Osszességében a vilaghalé fejlédése jol titkrozi az informaciés halézatok
természetének véltozdsat: mig a Web 1.0 egy rogzitett, hierarchikus szerkezetet
képviselt, addig a Web 2.0 a kozosségi interakcidk révén decentralizalta az in-
forméciés hélézatokat. A Web 3.0 pedig egy még intelligensebb és rugalmasabb
rendszer felé halad, ahol az adatok nemcsak kapcsolédnak egymashoz, hanem
egyre hatékonyabban értelmezheték és strukturalhatok is.

12.3. A vilaghalé linkjeinek fejlédése: navigacios
csontvaz versus tranzakcios motor

A webkorszak korai szakaszéban a legtobb weboldal viszonylag statikus do-
kumentum volt, és a linkek elsésorban navigacids funkciot toltottek be — azaz arra
szolgaltak, hogy egyik oldalrél a mésikra jussunk el, a hipertext kapcsolatrend-
szerének megfeleléen. Ez a leirds ma is jol alkalmazhat6 a web jelentGs részére,
ugyanakkor a vilaghalé egyre inkabb talnétt azon az egyszeri modellen, amely
dokumentumokbdl és azokat 6sszekotd navigacios linkekbdl allt. Fontos megérteni,
hogyan tortént ez az atalakulas, hogy megfelel6en tudjuk értelmezni a vilaghalé
struktirdjanak elemzéseit.

A vilaghal6 legkorabbi idészakaban a tartalmat tarol6 szamit6gépek alapve-
téen passziv szerepet jatszottak: egyszertien csak kiszolgéltak az adott oldalakat a
hozzéajuk intézett kérésekre. Napjainkban azonban az oldalakat kiszolgal6 gépek
szamitasi kapacitasa kozvetlenebb médon is szerepet kap: sok link nem csupan
4j dokumentumot jelenit meg, hanem 6sszetett programokat indit el a szerveren.

Ezért hasznos a webes linkeket egy durva felosztas szerint navigacios és
tranzakcids tipusokra bontani. A navigaciés linkek a vildghalé hagyoményos
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hipertextfunkciéit szolgéljak, mig a tranzakcids linkek els6dleges célja valamilyen
miivelet végrehajtasa a kiszolgdlé szamitogépen. Természetesen a két kategoria
nem minden esetben kiiloniil el élesen — sok link egyszerre 1at el navigacios és
tranzakcios szerepet is —, mégis hasznos e megkiillonboztetést szem el6tt tartani
a weboldalak és linkek funkciéinak vizsgalatakor.

Bar a vilaghélé tartalmanak egyre nagyobb része tranzakcids jellegti, ezek
a tartalmak jellemzden tovébbra is egy navigacios ,,csontvdzhoz” kapcsolédnak
- vagyis olyan stabil weboldalakon keresztil érheték el, amelyek hagyomanyos
navigacios linkekkel kapcsolédnak egymashoz. A vilaghalo globalis struktaréja-
nak elemzése sordn mi is elsGsorban erre a navigaciés gerincre 6sszpontositunk.

12.4. A vilaghalé mint iranyitott graf

A navigécios ,,csontvaz” metafora szellemében, a vilaghalé alapvet6en egy ha-
talmas, osszekapcsolt informaciés haldzat, amelyben az egyes weboldalak csomé-
pontokként, a koztitk 1év6 hiperhivatkozésok pedig élekként értelmezhet6k. Ez a
struktira lehet6vé teszi, hogy grafelméleti eszkozokkel vizsgaljuk a vilaghalot, és
mélyebb betekintést nyerjiink annak szervezédésébe, informaciéaramlaséba és keres-
hetdségébe. Mivel a hiperhivatkozasok egyiranytak — az egyik oldalrél egy masikra
mutatnak anélkiil, hogy forditott irdnyban is létezne kapcsolat —, a vilaghalé iranyitott
grafként modell4lhatd. Ez a szemlélet kulcsfontossagi a keresémotorok miikodésé-
ben, az informacidelérés optimalizalasaban és az online struktirak elemzésében.

A vilaghalo grafszert szervezédése szamos érdekes tulajdonsaggal rendelke-
zik. Az egyik legfontosabb jelenség a skalafiggetlen hélézatok jellemzéje, amely
szerint a legtobb csomdpontnak viszonylag kevés kapcsolata van, mig néhéany
kiemelkedéen fontos csomépont — példaul nagy hirportalok, keresémotorok vagy
kozosségimédia-platformok — rendkiviil sok bejové és kimend linkkel rendelkezik.
Ezt a tulajdonsédgot hatvanytorvény-eloszlasnak (power-law distribution) nevezik,
amely magyarazatot ad arra, hogy miért van néhany oldal kiemelked6en kozponti
szerepben, mig mas oldalak kevésbé lathatéak és elérhetéek. A keres6émotorok
- kiilonosen a Google — ezt a strukttrat hasznaljak ki algoritmusaik optimaliza-
lasaban, példéaul a PageRank algoritmus segitségével, amely a linkkapcsolatokon
keresztiil rangsorolja az oldalakat.

A vilaghalé iranyitott grafként valé modellezése nemcsak az informaci6 meg-
talalasat segiti, hanem lehet6vé teszi a kiilonb6zé dinamikus folyamatok, példaul
az informécié terjedésének, a kozosségi halozatok formalédasanak és az online
trendek kialakuldsédnak vizsgalatét is. A kutatok a grafelmélet eszkozeivel elemzik
az erésen Osszefiiggé komponenseket (ahol minden csomépont elérheté minden
mas csomopontbol), a periféridn elhelyezkedd izolalt csomoépontokat, vagy éppen
azokat a kozvetit6 oldalakat, amelyek 6sszekapcsoljék a killonb6zé témakorokhoz
tartozoé klasztereket.
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/ Tendrils \

< Disconnected components

12.4. abra. A vildghdlo ,,Bow-Tie” sematikus Gbrdja (Broder et al. 2000)

A ,Bow-Tie” (csokornyakkendd) struktira a vilaghalé halozati szerkezeté-
nek egyik legismertebb és legtébbet vizsgalt modellje, amelyet Andrei Broder és
munkatarsai hataroztak meg egy 2000-ben publikalt kutatasukban (12.4. abra). Ez
a modell azt irja le, hogy a vilaghalé iranyitott grafja nem egy homogén, egyenle-
tesen 6sszekapcsolt halézat, hanem jél elkiilonithetd régiokbél 4ll, amelyeknek
kiilonboz6 funkcioik és elérhetségi mintazataik vannak.

A Bow-Tie struktira f6 részei:

— GSCC (Giant Strongly Connected Core, Orids erésen 6sszefiiggé mag): Ez

a kozponti mag tartalmazza azokat az oldalakat, amelyek egymasbdl elér-
het6k. Egy adott weboldalrél indulva el lehet jutni barmely mas oldalra, és
forditva is. A vilagh4lé forgalménak jelentds része ebben a régidban zajlik,
ezért igazabdl ez egy nagy, er6sen 6sszefliggé komponensnek szamit.

— IN (bemeneti komponens): Azok a weboldalak, amelyek az GSCC felé mu-
tatnak, de onnan nem elérheték. Tipikusan 1j oldalak, amelyek sok hivat-
kozast tartalmaznak az internet nagy oldalaira (pl. blogok, Gj hirportalok).

— OUT (kimeneti komponens): Azok a weboldalak, amelyek az GSCC-bél
elérhetdk, de nincsenek visszamutaté linkjeik. Ide tartoznak példaul a
webshopok, dokumentumtarak vagy specifikus aloldalak, amelyekrél nincs
visszavezetd ut a kozponti webbe.

— Tendrils (indék): Olyan oldalak, amelyek nem érheték el az GSCC-bél, de el-
érheték az IN komponensbél, vagy elérik az OUT komponenst. Ide tartoznak
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példaul az elhagyatottabb, kevésbé kapcsol6dé weboldalak. Sajatos esetet
képeznek azok az oldalak (tubes), amelyek elérhet6k az IN komponensbdl
és elérik az OUT komponenst, de elkeriilik az GSCC-t.

— Disconnected Components (levélasztott részek): Olyan izolalt weboldalak,
amelyek egyik f6 komponensbél sem érheték el, és nincs kapcsolatuk a
vilaghalé magjahoz.

A vilaghalé csokornyakkends-modellje egy magas szintli nézetet nyujt a
hélézat szerkezetérdl, annak elérhetdségi tulajdonséagai és az erésen 6sszefiiggd
komponensek egyméshoz valé viszonya alapjan. Ebb6l a modellbél vilagosan
latszik, hogy a vilaghaléonak van egy kozponti ,magja”, amely a legjelent6sebb
oldalak nagy részét tartalmazza, mig mas csomépontok ehhez képest bemeneti
komponensben, kimeneti komponensben vagy oldaliranyban (indak, levalasztott
részek) helyezkednek el.

Ez egyben egy rendkiviil dinamikus kép is: ahogy az emberek 4j oldalakat
és linkeket hoznak létre, a csokornyakkendé egyes komponensei folyamatosan
valtoznak, hatdraik atalakulnak, és egyes csomépontok id6vel bekeriilnek a gi-
gantikus GSCC-be, mig mésok kikertilnek onnan. Ennek ellenére a kutatasok azt
sugalljak, hogy a teljes szerkezeti kép relative stabil marad az id6 el6rehaladtaval,
még akkor is, ha a részletek folyamatosan véltoznak.

Az iranyfitott grafok szemlélete tehat nemcsak a vilaghal6 szerkezetének meg-
értését segiti, hanem annak dinamikajat is modellezni képes. Ahogy a vilaghalo
folyamatosan novekszik és véltozik, ez a grafszerkezet is dtalakul, Gj csomdépontok
és élek hozzaadasaval vagy eltiinésével. Ennek kovetkeztében a vildghalé egy €16,
folyamatosan fejlédé hélézatként értelmezhetd, amelynek vizsgélata a modern
informaécios tarsadalom miikodésének megértéséhez is kulcsfontosségu.

12.5. Linkelemzés és webes keresés

A vildghél6 hatalmas mérete és folyamatos novekedése miatt a keresés problé-
méja a digitélis korszak egyik kozponti kérdésévé valt. A hagyoményos kulcsszavas
keresés mar 6nmagaban nem elegendd ahhoz, hogy a legrelevansabb informaciok
jelenjenek meg a talalatok élén. Eppen ezért a kutatok mér az 1990-es évek végétsl
kezdve olyan médszereket dolgoztak ki, amelyek nemcsak a tartalomra, hanem a
linkstruktirara is figyelnek — ez a linkelemzés.

Amint fentebb kifejtettiik, a vilaghal6 nem csak dokumentumok gytjtemé-
nye, hanem egy komplex iranyitott graf, amelyben a linkek (hiperhivatkozasok)
kapcsolatokat jel6lnek az oldalak kozott. A linkelemzés célja ennek a grafnak a
vizsgélata annak érdekében, hogy feltarja az oldalak fontossagéat, megbizhatésagat
vagy tekintélyét.

Ha a felhasznél6 egy keresést indit (pl. ,klimavaltozas”), tobb ezer vagy akar
millié oldal is tartalmazhatja ezt a kulcsszot. De ezek koziil melyik legyen a lista
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elején? Melyik ,,a legjobb”? A tartalmi egyezés tnmagéban nem elég: sziikség van
egy olyan rangsorolasi mdodszerre, amely figyelembe veszi az oldalak kozotti kap-
csolatokbo6l szarmazé informaciot is.

12.5.1. Linkelemzés mértékado és kozponti oldalak alapjan: HITS-
algoritmus

Jon Kleinberg (1999) HITS (Hyperlink-Induced Topic Search vagy hub/autho-
rity algoritmus, magyarul hiperlink alapd témakeresés) modellje az elsé attord
megkozelités volt. Ebben az elméletben az oldalak kétféle szerepet jatszhatnak.

— Authority (tekintély): egy oldal, amelyhez sok ,,j6 hiri” oldal mutat linkkel.

— Hub (kozponti): egy oldal, amely sok fontos (authority) oldalra mutat.

A rendszer iterativan frissiti az oldalak hub és authority értékeit, amig stabil
eredményt nem kap. Egy téma szempontjaboél tehat lehet egy oldal authority, mert
sok megbizhat6 forras hivatkozik ra, és lehet hub, mert jél ,,6sszegyjti” a témaval
kapcsolatos mindségi linkeket.

A hub/authority mddszer értelmében az oldalak besoroladsa egy rekurziv lo-
gika mentén torténik: kozponti oldalaknak azokat tekintjiik, amelyek szamos
tekintélyes oldalra mutatnak, mig mértékadénak azokat, amelyeket sok kozponti
oldal hivatkozik.

Minden oldalhoz két értéket rendeliink: egy authority pontszamot és egy
hub pontszdmot, amelyeket kezdetben egyarant 1-re 4llitunk. Ezzel kifejezziik,
hogy a kiindulési 4llapotban még nincsenek el6zetes feltételezéseink az oldalak
jelentéségérdl.

A pontszdmok finomitasa két egymast vélté szabaly segitségével val6sul meg
(12.1. tablazat, 12.5. abra).

— Authority frissitési szabély: minden oldal authority pontszamat a rd mutaté
oldalak aktualis hub pontszamainak 6sszegeként frissitjiik. Igy egy oldal an-
nal nagyobb authority értéket kap, minél tobb megbizhaté hub hivatkozik ré.

— Hub frissitési szabaly: minden oldal hub pontszdmaét az 4ltala hivatkozott
oldalak aktuélis authority értékeinek 6sszegeként frissitjiik. Vagyis egy oldal
akkor j6 hub, ha sok mértékadé (authority) oldalra mutat.

Ezutén a frissitési lépéseket tobbszor, véltakozva ismételjiik. Tehat a re-
kurziv definici6t iterativan implementaljuk az tn. ismételt javitas elve szerint:
minden wGjabb iterdacié pontosabb becslést ad arra nézve, mely oldalak toltenek
be kulcsszerepet a hal6zatban. A folyamat végén az értékeket normalizéljuk (az
értékek négyzetosszegének gyokére osztjuk Gket), hogy az értékek kozotti arany
megmaradjon, de a skédlajuk kezelhetd legyen.

A maddszer kiilonlegessége, hogy a pontszamok — kelléen sok 1épés utan — kon-
vergdlnak, azaz stabilizalodnak. Rdadasul az igy kapott végsé értékek nem fiigg-
nek a kezdeti értékbeallitastél, amennyiben azok pozitivak voltak. Ez azt jelenti,
hogy az authority és hub értékek kizardlag a webes linkstruktirabél kovetkeznek
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- fuiggetleniil barmiféle el6feltevéstél. Az igy kapott egyenstlyi dllapotban egy
oldal authority értéke aranyos a rd mutat6é hub-oldalak stlyaval, mig a hub érték
aranyos az altala hivatkozott authority-oldalak értékével.

12.1. tablazat. A hub/authority algoritmus miikddésének szemlélietése egy
5 csticsbdl 4ll6 iranyitott grafon, hdrom iterdcion keresztiil

. . kezdeti 1. PR PR végs6 normalt
csucs be k értekek  iteracis 2. iterdcié 3. iterdcié értakek
A - BC H:1,A:1 H:3,A:0 H:10,A:0 H:33,A:0 H:0,58, A: 0,00
B A CD H:1,A:1 H:4,A:1 H:13,A:3 H:42, A: 10 H:0,74, A: 0,32
C AB D H:1,A:1 H:2,A:2 H:6,A:7 H:19, A: 23 H:0,34, A: 0,73
D BC E H:1,A:1 H:1,A:2 H:1,A:6 H:1,A:19 H:0,02, A: 0,60
E D - H:1,A:1 H:0,A:1 H:0,A:1 H:0,A:1 H: 0,00, A: 0,03
B
H:1.00, A:1.00
c
H:1.00, A:1.00

o
H:1.00, &:1,00

A
H:1.00, A:1.00

E
H:1.00, A:1.00

(a) kezdeti értékek
12.5. dbra. A 12.1. tdbldzat adatainak grdfos megjelenitése
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B
H:4.00, A:1.00

H:2.00, £:2,00

o
H:1.00, A:2,00

A
H:3.00, A:0.00

E
H:0.00, A:l.00

(b) 1. iteracié nyoman

B
H:13.00, A:3.00

=
H:6.00, A:7,00

[
H:1.00, A:B.00

A
H:10.00, A:0.00

E
H:0.00, A1.00

(c) 2. iterdcié nyomdn
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B
H:42,00, 4:10.00

C
H:19.00, A:23.00

o
H:1.00, A:19.00

A
H:33.00; A:0.00
E
H:0.00, A:1.00
(d) 3. iterdcié nyomdn
B
H:0L. 74, AD.52
H:0.34, A:0,73
o]
H:0.02, A:6D
A
H:0.58, A:0.00
E
H:0.00, A:0.03

(e) végsd normalt értékek
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A hub/authority algoritmus kiillénosen alkalmas olyan témakoérokre, ahol a
keresési cél nem csupan egy legjobb talalat, hanem megbizhat6 forrasok haléza-
ta. A modszer igy segithet a tematikus tudaskozpontok (authorities) és az azokat
felfedezd ,,iranytiik” (hubs) azonositdsaban — legyen sz6 tudoméanyos tartalomrol,
szakmai blogokrél vagy barmely strukturalt webes tudashalmazrol.

12.5.2. PageRank: a vilaghdlé ,szavazéasi” rendszere

A Google PageRank-algoritmusa az egyik legismertebb és legsikeresebb link-
elemzési médszer (mar az elsé fejezetben utaltunk ra). Larry Page és Sergey Brin
(a Google alapitoi) fejlesztették ki 1998-ban a Stanford Egyetemen. Lényege, hogy
minden link egyfajta ,,szavazatként” értelmez6dik: ha sok oldal hivatkozik egy
adott oldalra, az vélhetéen fontos. Rdadasul nem minden szavazat egyenlé: egy
olyan oldal szavazata, amelyet sokan linkelnek, tobbet ér. Ez megint csak egy
rekurziv definiciéhoz vezet: az a fontos oldal, amire fontos oldalak mutatnak.

12.6. dbra. Larry Page és Sergey Brin a PageRank-algoritmus fejlesztésén
dolgoznak egy bérelt garazsban. (du Sautoy 2015)

Ez esetben is minden oldal kezdetben egy egységnyi fontosséggal (szava-
zattal) rendelkezik. Ezt az értéket egyenléen szétosztja a sajat kimend linkjein
keresztiil azok kozott az oldalak kozott, amelyekre hivatkozik. Az egyenstlyi
allapot eléréséhez egy csillapitasi tényez6t (d, tipikusan 0,85) is bevezetiink,
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amely modellezi a véletlenszert kattintas lehetGségét, és biztositja az algoritmus
konvergenciajat:

PageRank(i)=(1-d)+d3,,,PageRank(j)/L(j),

ahol M(i) azoknak az oldalaknak a halmaza, amelyek hivatkoznak az i. oldalra, és
L(j) pedig a j. oldalrél kimend linkek szama.

Az egyes oldalak tehét sajat szavazatuknak csupén a d hanyadat osztjak to-
vabb a hivatkozott oldalak k6zott, mig a fennmaradé (1 — d) részt megtartjak. Ez
a mechanizmus stabilizalja a modellt, biztositva, hogy az iteracidk soran a valé-
szintiségi eloszlas konvergaljon. Ugyanakkor a mas oldalaktél kapott szavazatokat
teljes egészében tovabbadjak, ami fenntartja a szavazataramlas folytonossagat és
a rendszer egyensulyat. Azok az oldalak, amelyeknek nincs kimend hivatkoza-
suk (an. nyel$ csticsok), kiilon kezelést igényelnek: az ezekben felhalmoz6dé
PageRank-értéket minden iteraciéban egyenl6en szétosztjuk az 6sszes tobbi oldal
kozott, hogy a rang ne vesszen el.

A modszer alternativ értelmezése egy véletlenszer(i internethasznal6 moz-
gasat szimulélja, aki minden 1épésben d valészintiséggel kovet egy hivatkozést
az aktualis oldalrol, és (1 — d) valdszintiséggel ,megunja” és véletlenszeriien egy
masik oldalra ugrik. A megfelel6 képlet:

PageRank(i)=(1-d)/N+d3,,, PageRank(j)/L(j).

Ez az értelmezés valdszintiségi szemléletet ad a fontossdgnak: a PageRank azt
mutatja meg, hogy hosszi tdvon milyen gyakran ,érkezik meg” a véletlenszerti
szorf6z6 az adott oldalra.

Vegyiik észre, hogy az eredeti, Brin és Page altal kozolt PageRank-képlet nem
tartalmazza az oldalak szdméval val6 normaélést (N), igy a ,,véletlen ugrds” nem
egyenletes eloszldssal, hanem egy konstans értékkel jelenik meg. Ennek kovet-
kezménye, hogy az igy kapott PageRank-értékek nem alkotnak valdszintiségi el-
oszlast — vagyis az oldalak 0sszesitett PageRankje nem lesz pontosan 1. Gyakorlati
szempontbdl azonban ez az egyszertsitett forma gyorsabban szamithatd, és a
rangsorolési sorrend meghatarozasahoz elegendd. Ezért valt a ,,hibas” valtozat
széles korben alkalmazottd a keresémotorokban, mig az elméleti elemzések és
preciz modellek tovabbra is a normaélt, N-t is figyelembe vevé valtozatot hasznal-
jak. A 12.7. abrakon bemutatott példaban a javitott valtozatot hasznaljuk, ami azt
jelenti, hogy a kezdeti értékek minden cstcsra 1/N. Az implementacids részletek
irdnt érdekl6dé olvaso figyelmébe ajanljuk a B fiiggelék 12. pontjat.

A PageRank tehat két nézépontbél is megragadhaté: 1. mint szavazasi rend-
szer, ahol az oldalak egymasnak adjak &t fontossagukat, illetve 2. mint véletlen
bolyongas a vildghalé grafjan, amelynek stabil allapota titkrozi az oldalak relativ
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latogatottsagi esélyét. Mindkét megkozelités ugyanarra a matematikai struktarara
épil, és lehet6vé teszi az oldalak objektiv alapti rangsorolésat.

E
PR: 0.05

PR: 0.08

]
PR: 0.12

0.225

0.200

0.175

o
h
un
=

f=]
-
N
ul

PageRank érték

0.100

0.075

0.050

o 1 2 3 4 5 6 7 & @9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Iteracio

12.7. abra. Egy 7 csticsbdl allo iranyitott graf csticsainak PageRank-
értékeinek alakuldsa 20 iterdcién keresztiil
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12.6. A linkelemzés szerepe a modern vilaghalén

Bar a PageRank- és a HITS-algoritmusok forradalmasitottak a keresést, a
modern webes keres6k ma mér sokkal komplexebb rendszereket alkalmaznak,
amelyekben a linkelemzés csak egy tényez6 a sok koziil. A rangsorolas figyelem-
be vesz: felhasznélé6i viselkedést, személyes el6zményeket, oldalak frissességét,
mobilbarat megjelenést, mesterséges intelligenciaval felismert szovegosszefiig-
géseket is. Ennek ellenére a linkstruktara elemzése ma is nélkiilozhetetlen elem
a keresési algoritmusokban, hiszen a hiperhivatkozasok tovébbra is hitelességi
jelzések, kiilonosen szakmai vagy tudoményos tartalmak esetén.

Osszegzésként kijelenthetjiik, hogy a linkelemzés és a keresési algoritmusok
fejl6dése alapvet6en formalta at azt, ahogyan informaciét kerestink és dolgozunk
fel. A hiperlinkek nem csak atvonalak, hanem informacids értékd kapcsolatok,
amelyek révén felmérhetjik a tartalom relevanciéjat, fontossagat és kontextusat is.
A vilaghalé strukturalis elemzése igy nemcsak technikai kihivas, hanem egyben
betekintés is az informaciés tarsadalom miikodésébe.
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Ebben az utolsé fejezetben a tarsadalmi hal6zatokon belili viselkedések ter-
jedésének mechanizmusait vizsgaljuk. Fontos mar az elején leszogezni: nem pusz-
tan informaci6 aramlaséarol van szd. Egy viselkedés elterjedése sokkal tobb annal,
mint hogy az emberek értestilnek valami Gjdonsagroél — a tényleges elfogadas, az
adoptalas gyakran sokkal lassabban és 0sszetettebb feltételek mentén torténik.

Amikor az emberek hélézatban kapcsolédnak egyméshoz, dontéseik hatas-
sal vannak egymasra. Ez a hatas nem feltétleniil vak utanzas: gyakran racionalis
viselkedés, amely abbdl fakad, hogy masok cselekedetei értelmezhetd informaci-
6ként szolgalnak. igy alakulhat ki az, amit idénként nyajviselkedésnek neveziink.
Példéaul képzeld el, hogy 1j fiilhallgato6t keresel egy webaruhazban. Talélsz egy j6
specifikdciokkal rendelkez6 modellt, de alig van réla értékelés. Egy masik hasonld
aru tipus viszont rengeteg pozitiv véleményt kapott. Bar a sajat informaciod alap-
jan az elsé is j6 vélasztés lenne, végiil mégis a masodikat vélasztod — nem vakon,
hanem azért, mert a tomeg viselkedésébdl kovetkeztetsz: ha ennyien dicsérik,
valdszintileg tényleg j6. Ezzel egy tipikus informacidalapt viselkedési zuhatag
(vagy kaszkad) részévé valtal.

13.1. Informacios hatas

Ha azt latjuk, hogy sokan egy adott irdnyba mozdulnak, arra kovetkeztethe-
tink, hogy 6k talan olyan informacié birtokaban vannak, amit mi nem ismeriink.
A sorrendben meghozott dontések pedig egymaésra épiilnek, igy a korai valasz-
tasok aranytalanul nagy hatassal lehetnek a tobbiekre. Ezt informaci6s hatdsnak
nevezzilk, hisz masok dontései kozvetett informacioforrasként szolgdlnak sajat
dontésiinkhoz.

Anderson és Holt (1996, 1997) kisérlete kival6an szemlélteti az informacios
zuhatag miikodését.

— A kisérlet menete: egy edényben harom golyé van: 50% eséllyel 2 piros +

1 kék, vagy 2 kék + 1 piros. A didkok egyesével hiznak egy golyét (titokban),
visszateszik, majd megjoésoljak, hogy az edény tobbségében piros vagy kék-e.
A tobbiek nem latjak, milyen szint hiizott az illetd, csak a nyilvanos tippjét
halljak. A helyes valasz jutalommal jar, ezért mindenki racionalisan dont.
— A zuhatag kialakulésa:
* els6 diak: sajat htizdsa alapjan tippel — tiszta informécio.
* masodik didk: ha az 6 htizasa megegyezik az elsé tippjével, megerdsiti
azt. Ha eltér, dont sajat htizasa alapjan — még mindig informativ.
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* harmadik didk: ha az els6 két tipp ugyanaz, és 6 mast htz, hajlamos
nem a sajat jelére hallgatni, hanem kovetni a tobbséget. Ekkor indul el
az informacios zuhatag: a dontés mér nem a sajat informécién, hanem
a kordbbi tippek stlyan alapul.

* negyedik és tovabbi didkok: kovetik az el6z6eket, fiiggetlentil attél, mit
htztak — a privat informécié hattérbe szorul.

A fentiek alapjan tobb fontos tanulsagot is levonhatunk a zuhatagokrol.

— A zuhatag tévedhet: ha az els6 néhany ember véletleniil félrevezetd in-
formacio6t kap, az egész tomeg hibas iranyba indulhat — racionélisan, de
tévesen.

— A zuhatag kevés informacion alapulhat: amint elindul, a legtobb ember méar
nem hasznélja fel sajat informaciéjat, igy az értékes tudas elveszik.

— A zuhatag torékeny: mar kevés 1j, megbizhaté informacio is elég lehet a
megtoréséhez. Példaul ha egy 100 f6s osztélyban az els6 49 diak ,kéket”
tippel (merthogy az elsé kett6 kéket tippelt), de az 50. és 51. didk piros
goly6t hiz, és ezt meg is mutatjak, a zuhatag megszakad. Az 52. didk ek-
kor mér kiegyenlitett informéaciéval rendelkezik (két kék az 1. és 2. tippjei
alapjan, és két piros az 50. és 51. tippjei értelmében), igy ismét a sajat
jelzésére hagyatkozik. A példa ravilagit: a hosszu tippelési sorozat mo-
gott gyakran kevés valédi informécié van (az 1. és 2. didk tippje), igy a
zuhatag konnyen 6sszeomolhat, ha 1j, nyilt adatok jelennek meg (az 50.
és 51. didk huazasa).

- Ovatosan a témeg kovetésével: még ha mindenki racionalisan is dént, a
tomeg kollektiven tévedhet — killondsen akkor, ha az emberek nem fiigget-
leniil hoznak dontést. Ez ellentétben 4all a ,,tomeg bolcsessége” elmélettel
(Surowiecki 2004), ahol a fiiggetlen dontések atlaga pontos lehet.

Egy példa a valo életbdl e jelenségre: amikor egy dontéshozé bizottsagnak
két jelolt kozul kell valasztania. Ha az els6 néhéany tag az egyik jeloltet tdimogatja,
a tobbiek hajlamosak kovetni 6ket — még akkor is, ha eredetileg a masikat pre-
feraltdk. Ez nemcsak konformitas kérdése, hanem lehet racionélis kovetkeztetés
is, feltételezve, hogy a tobbieknek megbizhaté informacidik vannak. A megoldas
egy ilyen helyzetben az lehet, ha el6szor mindenki egyénileg dont, és csak ezutan
kovetkezik a kozos vita.

Egy masik példa, amely a marketinghez és termékbevezetésekhez kotheté:
a cégek gyakran prébalnak szandékosan zuhatagot elinditani, abban bizva, hogy
ha néhanyan megvasaroljak az 4j terméket, masok is kovetni fogjak éket — még
akkor is, ha a termék valéjaban nem jobb. Ez killonosen akkor miikodik, ha csak
a vasarlast latjuk, de nem tudjuk, hogy az elsé vevik elégedettek voltak-e. Ez ra-
vilagit arra, milyen fontosak a valodi visszajelzések (pl. értékelések, statisztikak),
mivel segithetnek elkertilni a hibas zuhatagokat.
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13.2. Kozvetlen haszon: halézati hatas

Fentebb az informaciés hatasrél volt szé — arrél, hogyan hasznaljuk masok
dontéseit kozvetett informécioként sajat valasztdsaink soran. Most attériink a
masik, alapvet6en eltéré okra, ami miatt emberek gyakran masokat kovetnek: ez
a kozvetlen haszon, mas néven halézati hatas.

Bizonyos dontések esetén nemcsak azért éri meg igazodni méasokhoz, mert
6k tudhatnak valamit, hanem azért is, mert tényleges elényod szarmazhat ab-
bél, ha ugyanazt valasztod, amit mésok. Gondolj példéaul egy kozosségi oldalra,
tuzenetkiildé alkalmazasra vagy féjlmegosztora: akkor miikodik j6l, ha masok is
ugyanazt hasznaljak. Minél tébben vannak jelen, annél értékesebb lesz szdémodra
is — 4j kapcsolatok, jobb funkciék, nagyobb tdmogatas.

De ilyen helyzet lehet egy egyszertibb dontés is, példaul amikor egy barban
csapolt sort valasztasz. Ha azt latod, hogy sokan ugyanazt a sort kérik, érdemes
lehet neked is azt valasztani — nem feltétlentil azért, mert te is pontosan tudod,
melyik a legjobb, hanem mert valészintibb, hogy az a hordé frissebb, gyorsab-
ban fogy, igy jobb az ize, és kisebb az esély, hogy régdta 4ll. Itt tehat az utanzas
nemcsak informaciés okokbél, hanem kozvetlen gyakorlati elényok miatt is
indokolt lehet.

Korabban mar felmerilt a fiilhallgat6-vasarlas példaja, nézziik most a két
hatast killonvalasztva.

— Informéciés hatas: ,ha ennyien dicsérik, biztos j6 a hangzés, kényelmes a

viselet”. Masok dontése bizalmat épit, informacioként szolgal.

— Kozvetlen haszon / hal6zati hatas: a népszertibb fiilhallgat6 tobb eszkozzel
kompatibilis, gyakrabban frissitik, a hozza tartozo6 app aktivan fejlédik, stb.
Mindez azért van, mert nagy a felhasznalébazis. Ebben az esetben tehat nem
csak a népszertiiség latszatat koveted — valodi, mérhet6 el6nyod szarmazik
abbdl, hogy azt valasztod, amit masok is.

Ez a két hatas — informacios és kozvetlen haszon — sokszor egyiitt van jelen,
de ellentmondésba is kertilhetnek. Példaul: a népszert fiilhallgatéra tobbet kell
vérni a nagy kereslet miatt (hatrany); mégis azt valasztod, mert bizol masok don-
tésében (informécids elény); raadasul tudod, hogy nagyobb felhasznalé6i bazissal
jar, igy jobban tdmogatott (kbzvetlen haszon).

Tovéabba, a ,,hdlézati hatas” kifejezés nem csupan arra utal, hogy minél tob-
ben hasznalnak valamit, annal értékesebb lesz, hanem arra is, hogy pontosan kik
hasznaljak. Gyakran akkor szdrmazik igazdn hasznunk egy 1j technoldgia vagy
viselkedés atvételébél, ha azok hasznaljak, akikhez kapcsolédunk — példaul a ba-
rataink, munkatarsaink, tanulétarsaink stb.
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13.3. A népszertiség halézati dinamikaja

A népszertiség — akar emberek, weboldalak, konyvek vagy dalok esetében —
ritkdn oszlik el egyenletesen. Mig a legtobben csak sztik korben ismertek, néha-
nyan rendkiviili hirnévre tesznek szert. Ez az aranytalansag nem véletlenszert:
sokszor halézati hatasokbdl ered, amelyek sordn az egyéni dontések egymasra
hatnak, egymast erdsitik, és hosszt tavon torzitjak az eloszlast.

A vilaghalo idealis terep e jelenségek vizsgélatdra, mivel jol mérhetd: egy
oldal népszertiségét egyszertien leirhatjuk azzal, hogy hany masik oldal hivatko-
zik ra (ezeket nevezziik bejové linkeknek vagy roviden be-linkeknek). A kérdés,
amit feltehetiink: milyen ardnyban vannak olyan oldalak, amelyekre pontosan
k darab link mutat?

Egy intuitiv feltételezés szerint a népszertiség talan a j6l ismert normal-
eloszlast koveti — ahogy sok természetes jelenség is. A centralis hatareloszléas-té-
tel alapjan, ha egy érték sok apro, egymastél fiiggetlen véletlen hatés 6sszegeként
keletkezik, akkor az eloszldsa normalkovetést lesz.

Ha tehat azt feltételezziik, hogy a weboldalak véletlenszertien és fiiggetlentil
dontenek arrél, hova linkelnek, akkor egy adott oldal bejové linkjeinek szama
is normaleloszlast kellene hogy kovessen: a legtobb oldal atlagos szamu linket
kapna, és a nagyon sok linkkel rendelkezé oldalak ritkak lennének (esélyiik ex-
ponencialisan csokken).

De a valésag mast mutat! A mérések szerint a be-linkek szama nem normal,
hanem hatvanyfiiggvény szerint oszlik el: azon oldalak aranya, amelyekre k link
mutat, 1/k>-tel aranyos. Ez azt jelenti, hogy a sok linkkel rendelkezé oldalak gya-
koribbak, mint ahogyan azt a norméleloszlas alapjan varndnk — még ha tovabbra
is csak kevés ilyen oldal létezik.

Mas szoval, az adatok nem szér6dnak egyenletesen a kozépérték koriil, ha-
nem szélséségesen egyenlétlentil oszlanak el. A hatvanyfiiggvényes eloszlas olyan
mintézatot ir le, amelyben az egyes értékek eléfordulasi valészintisége 1/k” arany-
ban csokken, ahol ¢ egy pozitiv konstans. Ez azt jelenti, hogy a legtobb elem csak
minimalis figyelmet kap, mig egy sztik kisebbség extrém népszertiségre tesz szert.
Ez a minta szdmos tertileten megfigyelhetd. Példaul a telefonszamokra érkez6 napi
hivasok gyakorisdga négyzetes (~1/k2), mig a konyvek eladasa és a tudomanyos
cikkek idézettsége kobos (~1/k3) hatvanyfiiggvény-eloszlast kovet.

Ahogy a norméleloszlas mogott a centralis hatareloszlas-tétel all, igy a hat-
vanyfliggvény mogott is van egy jol meghatédrozhat6 mechanizmus: a ,gazdag még
gazdagabb lesz” elv, mas néven preferencialis kapcsolédas.

13.3.1. A ,,gazdag még gazdagabb lesz” modell

Képzeljiink el egy egyszerti modellt weboldalak linkelésére. Az oldalak id6-
rendben jonnek létre (1, 2, ..., N), és minden 1j oldal egy linket hoz létre egy
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korabbi oldal felé, a kovetkez6 szabéaly szerint: p valészintiséggel véletlenszeriien
kivélaszt egy korabbi oldalt, és kozvetleniil arra mutat, mig (1-p) valdszintiséggel
szintén kivalaszt egy korabbi oldalt, de nem azt linkeli, hanem arra az oldalra
mutat, amelyre a kivalasztott oldal is hivatkozik.

Ez ut6bbi szabaly — masolas — vezet el a preferencialis kapcsolédéashoz: azo-
kat az oldalakat, amiket mar sokan linkelnek, nagyobb eséllyel linkelik Gjra. Az
eredmény az lesz, hogy bar minden oldalnak pontosan egy kimené linkje lesz, a
bejové linkek szama kozelitéleg hatvanyfiiggvény szerint oszlik el. A kitevé ¢ ér-
téke fligg a méasolasi val6szintiségtél: minél inkabb hajlamosak vagyunk mésolni,
annal extrémebb eloszlas alakul ki.

Mig a normaleloszlésok olyan jelenségek nyoman alakulnak ki, ahol fiiggetlen
és véletlenszeri hatdsok 6sszead6dnak, addig a hatvanyfiggvényes eloszlasok
visszacsatolason alapul6, egymasra épiil6 dontések eredményei. Egy weboldal
népszertisége olyan iitemben novekszik, amely ardnyos az aktudlis népszertisé-
gével, igy az id6 elérehaladtaval exponencialis novekedést mutathat.

Ennek kévetkezményeként egy oldal, amely kezdetben csupan csekély elényre
tesz szert, nagy val6szintiséggel tovabb noveli ezt az elé6nyét. Mig a centrélis ha-
tareloszlas-tétel arra mutat ra, hogy a sok kis, fiiggetlen véletlen eltérés hajlamos
kiegyenliteni egymast, addig a ,,gazdag még gazdagabb lesz” elvét koveté maso-
lasos mechanizmus ezzel éppen ellentétes hatast vélt ki: a kiugré értékek hatasat
felerdsiti, és még nagyobba teszi azokat.

Természetesen — ahogyan mér utaltunk is ra — ez nemcsak a vilaghalora igaz.
A hatvanyfiiggvények altaldanosabb érvénytiek, és szdmos teriileten megjelennek:
a nagyobb varosok gyorsabban nének, a gyakrabban masolt gének még nagyobb
szdmban fordulnak el6, a konyvek, tudoményos cikkek vagy zenék népszertisége
pedig szintén ezt a mintat koveti.

A modell a siker kiszamithatatlanségat is tikrozi, hiszen azt mutatja meg,
hogy bar a népszertiség hosszu tdvon er6sodik, a kezdeti szakasz rendkiviil toré-
keny lehet. A kezdeti sikert sokszor véletlenszerti tényezék inditjak be. Egy mini-
maélis korai el6ny a visszacsatolds révén hatalmas kiilonbségekké néhet. Ahogyan
az informacidés zuhatagoknal, itt is el6fordul, hogy egy objektum csak azért valik
sikeressé, mert koran elér egy kritikus tomeget.

Gondolatkisérlet: ha ismételten tjrajatszanank a zenei torténelmet, vajon a
Beatles mindig vilaghirti zenekar lenne? Nem feltétleniil. Elképzelhetd, hogy egy
maésik, kevésbé ismert egyiittes kapta volna meg azt a kezdeti figyelmet, amely
aztan lavinaszeriien elinditotta volna a sikert.

Osszegzésként elmondhaté, hogy a népszertiség gyakran nem pusztan a mi-
néségen, hanem a korai lathatésagon, tarsas visszajelzéseken és szerencsén mulik.
A hatvanyfiiggvényes eloszlasok nem véletlenek, hanem egy egyszerti, de mélyen
gyokerez6 mechanizmus — a ,gazdag még gazdagabb lesz” dinamika — természetes
kovetkezményei.
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13.4. Viselkedési zuhatagok halézatokban

Tovabbra is azt vizsgaljuk, hogyan hatnak az emberek dontéseire a tarsadalmi
hélézatukban 1év6 masok valasztasai. Fentebb féként a teljes populacié szintjén
torténd dontéshozatalt elemeztiik, most viszont a figyelem a hélézat szerkezeté-
re, kiilonosen a kozvetlen kapcsolatok szerepére iranyul. Az embereket ugyanis
gyakran jobban befolyasoljak kozvetlen ismerdseik — példaul barataik vagy mun-
katarsaik — dontései, mint a tarsadalom egészének viselkedése. Példaul hajlamosak
lehetiink olyan technol6giat valasztani, amely kompatibilis a tarsaink altal hasznalt
eszkozokkel, még akkor is, ha az nem a legnépszertibb megoldas. Ez a megkozeli-
tés otvozi a fentebb targyalt haszonelvii dontéshozatali modelleket a homofiliara
épiil6 hal6zati szemlélettel, amelyrél a 4. fejezetben volt sz6.

Elemzéstink tovabbra is épit arra a két alapvet6 mechanizmusra, ami miatt
az emberek masokat utdnoznak: az informécids hatasra és a kozvetlen haszonra.
A kozéppontba az keriil, hogyan déntenek az emberek sajat hélézati kornyeze-
tiikben, és hogyan vezethetnek ezek a dontések viselkedési zuhatagokhoz — olyan
lancreakci6khoz, amelyek soran Gj szokésok, technoldgidk vagy vélemények ter-
jednek el a tarsadalmi héalézatokon keresztiil.

13.4.1. Az innovaciok terjedése

A 20. szazad kozepén végzett klasszikus szocioldgiai tanulmanyok (pl. Ryan—
Gross 1943; Coleman Katz—Menzel 1966) megmutattak, hogy bar sokan eldszor
kivilrél (pl. igynokoktsl) hallanak egy innovéciorél, a végsé dontést gyakran a
szomszédok vagy kollégak példéja alapjan hozzak meg. Az informéciés hatéssal
0sszhangban az emberek megfigyelik mésok dontéseit, és ezek kozvetett infor-
maéacioként szolgédlnak szdmukra — f6leg, ha az innovacié Gj vagy kockazatos.
Maés esetekben a terjedést az hajtja, hogy az innovacié kozvetlen elényoket nyjt
(pl. konnyebb kommunikacié azokkal, akik mar hasznaljak a technoldgiat — tele-
fon, e-mail stb.).

A kutatéasok feltartak, hogy az innovaciék terjedése esetében az utébbi, vagy-
is a kozvetlen haszon hatds dominal inkabb. Azt is kimutattdk, hogy az 4j tech-
nolégiak korai alkalmazédira sajatos jellemz6k vonatkoznak: gyakran magasabb
tarsadalmi-gazdasagi statusziak, tébbet utaznak, stb. Ok inditjak el a terjedés
folyamatat egy adott kozosségben.

Masfelél, Everett Rogers (1995) tobb olyan akadélyt is azonositott, amelyek
gétolhatjak a terjedést: bonyolultsag (mennyire konnyt megérteni és hasznéalni?);
lathatésdg (mennyire észlelhet6 masoknal?); kiprébalhat6sag (lehet-e fokozatosan,
kis 1épésekben bevezetni?); kompatibilitds (mennyire illeszkedik a meglévé tarsa-
dalmi normakhoz és rendszerekhez?). Ezen tilmenden, mivel az emberek jellem-
z6en hozzajuk hasonlékkal 1épnek kapcsolatba, a homofilia e megnyilvanulésa is
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akadélyozhatja az ,,idegen” Gjitdsok bejutasat egy szorosan Gsszetarté kozosségbe
— ugyanakkor, ha egyszer mar bejutott, a terjedését elésegitheti.

Az innovéciok elterjedése tehat nemcsak magatél az tjdonségtdl fiigg, hanem
a tarsadalmi kornyezettél, a halézati kapcsolatok szerkezetétél és az egyéni mo-
tivacioktdl is. Ezek megértésével modellezhetd, hogy hogyan terjednek Gj dolgok
a tarsadalomban.

Abbdl az alapétletbél indulunk ki, hogy az egyének dontéseit a kozvetlen
kapcsolataik (barataik, kollégéik) vélasztésai befolyasoljak. Ha sokan a kornyeze-
tikben egy 1j viselkedést vesznek at, né a késztetés, hogy 6k is csatlakozzanak.
Mindezt egy héldzati koordinéacids jatékkal modellezhetjiik.

— Minden szerepld két lehetdség kozul valaszthat: A vagy B viselkedés.

— Ha két 6sszekapcsolt (szomszédos) személy ugyanazt véalasztja, pozitiv
nyereséghez jutnak (az a vagy b értékhez attél fiiggéen, hogy A-t vagy B-t
valasztottak).

— Ha kiilonboz6t vélasztanak, nincs nyereség (0).

— Minden egyén a szomszédjaival kiillon-kiillon jatssza le ezt a jatékot, és a
teljes nyeresége ezek 0sszegébdl adodik.

A dontési szabaly egy kiiszobmodellként foghaté fel. Az egyén akkor vélasztja
valamelyik viselkedést (A vagy B), ha a szomszédjai kozott elegen mar azt kovetik.
Egy lehetséges kiiszobérték az A viselkedés valasztasa tekintetében: b / (a + b).
Ha a szomszédok legaldbb ekkora aranya koveti az A-t, akkor az egyén is ezt va-
lasztja. Minél vonzoébb az A (nagyobb a), annél kisebb arany is elég a valtashoz.

A terjedés folyamata igy 6sszegezhetd: (i) kezdetben néhény egyén vélasztja
az A-t; (ii) a tobbiek a szomszédjaik dontései alapjan vélasztanak; (iii) igy lépésrél
lépésre terjed az Gj viselkedés — akér az egész héaldzaton végigsoporhet.

Ez egy egyszertsitett, rovidlaté (mohd) modell, hiszen az egyének csak az
aktualis allapot alapjan dontenek, nem gondolkodnak hosszt tavon. Ennek elle-
nére a modell j6l bemutatja, hogyan alakulhatnak ki viselkedési zuhatagok, azaz,
hogy mar egyszerd, helyi dontési szabalyok alapjan is elindulhat egy Gj viselkedés
széles kort terjedése egy halézatban. Hasonl6 jelenséggel talalkoztunk a Schelling-
modell vizsgalatakor (4.5. alfejezet).

13.4.2. Viselkedési zuhatagok mint koordinacioés jaték

Boncoljuk tovébb ezt a gondolatot, hogy ha az emberek elég nagy hanyada
elég nyereséget lat egy viselkedésben, az lancreakcioként végigsoporhet a ,,tarsadal-
mon”. Koordinaciés jatékban, alapbol, két stabil allapot 1étezik: amikor mindenki
A-t, vagy amikor mindenki B-t vélaszt. Két érdekes kérdés viszont a kovetkezd:
(i) vajon néhany A-t valasztd képes-e ,atbillenteni” a hal6zatot B-r6l A-ra?, (ii) vagy
kialakul egy vegyes allapot, ahol A és B egyttt é17?

Hangoljuk at a modellt a kovetkez6képpen: (i) a kiindulési allapot legyen
az, hogy mindenki B-t kévet; (ii) egy kis csoport (kezdeti alkalmazék) A-ra valt
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valamilyen kiils6 ok miatt; (iii) a tobbi egyén ezutan egy kiiszobszabaly alapjan
dont: dtvaltanak A-ra, ha szomszédjaik legalabb b/ (a + b) hdnyada mér A-t koveti.

A modell tulajdonségai, hogy az id6 lépésenként halad, aki egyszer A-ra
valtott, az nem tér vissza B-re, és a folyamat addig tart, amig senki nem akar mar
valtani — ekkor all be egy végsé allapot.

13.1. dbra. Az 1-es és 3-as cstcs kezdeti elfogadéként beinditja a zuhatagot.

Az a = 3 és b = 2 kifizetések mellett az A viselkedés két Iépésben terjed el az

egész halézatban. A piros szegélyti csticsok az adott 1épésben fogadjdk el az
A viselkedést (a tobbiek B-t kévetnek).
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(b) a 7-es és 8-as cstics kezdeti elfogadoként szerepelnek
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(c) az A viselkedés, 3 lépésben, néhdany tovabbi csticsra dtterjed
(15,10},{4,9},{6}), de nem éri el a halézat dsszes pontjat

A 13.1. és 13.2. abrak egy teljes, illetve egy részleges zuhatagot mutatnak be.
Mindkét esetben a=3 és b=2, ami 2/5-0s A-ra valtasi kiiszobértéket jelent. Az els6
esetben a hal6zat szerkezete és a kiiszob kedvezd, a viselkedés az egész héldza-
ton végigsopor. A masodik példaban a viselkedés elkezd terjedni, de megall, azaz
néhany kor utan elakad, merthogy tovdbbi csomdépontok nem érik el a valtashoz
sziikséges arényt.

E példak jol szemléltetik, hogy hogyan terjed el egy Gj viselkedés a tarsadalmi
hélézaton beliil, amikor az emberek a kornyezetitkh6z igazodva dontenek. Az is
kiérz6dott belélitk, hogy mitél figghet, hogy a folyamat sikeresen végigsopor a
hélézaton vagy elakad: (i) a halézat szerkezetétdl, (ii) a kezdé csoport helyzetétél
és (iii) a kiiszobértéktsl. Bar nagyon leegyszertisitett, a megvizsgélt modell segit
megérteni, hogyan terjednek el Gj szokasok, technolégiak vagy nézetek — vagy
miért nem.

Ami a szerkezeti akadalyokat illeti, egy hal6zatban megfigyelhetd, hogy a
stirtin 6sszekapcsolt csoportokon beliil az 4j viselkedés (példéaul A) kénnyen el-
terjed. Ezzel szemben a gyenge kapcsolatok vagy vélasztévonalak mas kozosségek
felé megakaszthatjédk a terjedést. Ilyenkor a két viselkedés (A és B) egytittélését
latjuk — hasonléan ahhoz, ahogy kiilonb6z6 kozosségek eltéro politikai nézeteket,
technoldgiakat vagy kozosségi platformokat hasznalnak.
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A zuhatagok Gjrainditasara tobbféle stratégiai beavatkozas is megfontolandé,
példaul az innovacié vonzébba tétele (novelt haszon). A korabbi példdban, ha
A jutalma n6 (pl. 3-r6l 4-re), az A-ra valtas kiiszobértéke automatikusan csokken
(2/5 = 1/3), aminek kovetkeztében a megkonnyitett A-ra valtas djraindithatja a
terjedést a korabban ellenall6 teriileteken.

Egy masik modszer lehet a kulcsemberek célzott meggy6zése. Ha A minGsé-
gét nem lehet javitani, akkor a halézatban stratégiailag fontos személyeket kell
meggy06zni a valtasra. Példaul ha a 12-es vagy 13-as csomoépont A-ra valt, az egész
térség 4tvélthat. Vegyilik azonban észre, hogy ha a 11-es vagy 14-es csomépont
valt, nem torténik semmi — vagyis nem mindegy, kit céloz meg a marketing.
E vizsgélédas tovabb mélyithets a B fiiggelék 13. pontja segitségével.

Egyértelm1 tehat, hogy a siker nem pusztan egy termék mingségén milik,
hanem azon is, hogy kiket értink el és hogyan kapcsolédnak masokhoz. Ez a gon-
dolat a virusmarketing alapja, és szdmos hasonl6 modellben is elemzik. A korab-
bi, ,populaciészintd” modellek szerint az emberek az 6sszes tobbi felhasznalé
dontése alapjan dontenek, ami megneheziti az indulést. Az itt targyalt halézati
modellben viszont csak a kozvetlen ismerdsok szamitanak, igy egy kis csoport
hosszt lancreakciot indithat el.

13.4.3. Zuhatagok és klaszterek

A miért és mikor 4ll meg egy viselkedési zuhatag a hal6zatban témakor tovabb
mélyithetd, ugyanis beazonosithaté egy konkrét halozati jelenség e tekintetben:
a str klaszterek (szorosan 6sszekapcsolt kozosségek) alljak utjat a terjedésnek.

Egy p-stirtiségti klaszter egy olyan csoméponthalmaz, ahol minden csomépont
szomszédjainak legalabb p hanyada a klaszteren beliil van. Példaul ha egy klaszter
stirtisége 2/3, akkor minden benne 16vé egyén kapcsolatai legaldbb kétharmadban
a klaszterben vannak.

Kijelenthetd, hogy egy viselkedés (példdul A) terjedése megakad, amikor
olyan klaszterhez ér, amelynek stirtisége nagyobb, mint 1 — ¢, aholq = b/ (a +
b) a kiiszobérték. Ennek nyilvanvalé oka, hogy a klaszteren beliil egy csomoépont
tal kevés A-t hasznal6 szomszédot lat ahhoz, hogy atvaltson.

S6t, a klaszterek nemcsak akadéalyozzak a zuhatagokat — 6k az egyediili aka-
dalyai is. Ezért két kulcsallitas a zuhatagokrol és klaszterekrél a kovetkezd.

— Ha a hal6zatban van olyan klaszter, amelynek stirtisége nagyobb, mint 1 —

q, akkor a zuhatag nem tud végigterjedni.

— Ha a zuhatag valahol megéll, akkor a visszamaradt B-t kovet6k halmaza

szilikségszertien egy ilyen klaszter.

Ezt konny belédtni, ha végiggondoljuk a kovetkezdket.

— Miért nem tud A betorni egy stird klaszterbe? Egy adott ponton az elsé

klaszterbeli egyén, aki A-ra véltana, csak a klaszteren kiviili A szomszédokra
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tdmaszkodhat. De mivel a klaszteren beliili szomszédok aranya nagyobb,
mint 1 — g, ezért az A-t hasznal6 szomszédok ardanya kisebb, mint g, és ez
nem elég a valtashoz.

— Ha a zuhatag megall, akkor ez miért a klaszter miatt torténik? A folyamat
végén, amikor mér senki sem akar A-ra véltani, a B-t hasznalok halmaza
egy (1 — g)-nal nagyobb stirtiségl klasztert alkot, hiszen mindenki til sok
B szomszédot lat ahhoz, hogy valtson.

Ez a preciz elméleti eredmény megmutatja, hogyan fiigg a viselkedés terjedése

a hal6zat szerkezetétdl — killonosen a kozosségek belsé kohézibjatol.

13.4.4. Viselkedési zuhatagok és a gyenge kapcsolatok

Ebben a fejezetben azt vizsgaltuk, miként terjednek viselkedési formék a
tarsadalmi hal6zatokon belil. A fejezet zarasaként hangstlyozzuk, hogy nem
szabad Osszetéveszteni a viselkedések terjedését az informécié terjedésével, hi-
szen egy Uj 6tlet megismerése nem azonos annak elfogadasaval vagy atvételével.
Kozismert, hogy az informacio birtokldsa nem feltétlentil vezet elfogadashoz. Az
emberek gyakran gyorsan értesiilnek egy 1j viselkedésformérél, de annak atvétele
késébb torténik meg — vagy éppen soha. Szamos kutatés, példaul a Ryan-Gross-
féle tanulmény (1943) kimutatta, hogy az ismeret gyorsabban terjed, mint maga
az adaptacio.

A 2. fejezetben megvizsgaltuk, miben rejlik a gyenge kapcsolatok ereje.
Megallapitottuk, hogy mivel ezek — példaul tavoli ismer6sok — hidakat képeznek
kilonéll6 kozosségek kozott, olyan informacidokhoz juttatnak hozza, amelyekhez
a kozvetlen kornyezetinkon keresztiil nem férnénk hozza. Ez a Granovetter-féle
~gyenge kotések ereje” elmélet 1ényege.

Masfel6l azonban a viselkedések terjedése kiiszobalapt folyamatként irha-
t6 le. Ha egy viselkedés kockazatos vagy koltséges, akkor az emberek magasabb
kiiszobértékkel rendelkeznek az atvételhez. Konnyen belathaté, hogy ha valaki
csak akkor hajlandé valtani, ha szomszédjainak legalabb fele mar megtette, akkor
a gyenge kapcsolatokon keresztiil érkez6 informécié énmagaban nem elegendd a
valtozéshoz. A gyenge kapcsolatok tehét kett6s szerepet jatszanak: kivaléan alkal-
masak informacié atadédsara, de gyengék a viselkedések terjesztésében, ha ehhez
tarsadalmi megerdsités sziikséges. Ilyen esetekben az emberek inkabb a kozeli
barétaikra, erés kapcsolataikra hallgatnak.

Ez a felismerés tsszhangban all a tarsadalmi mozgalmak terjedésével kapcso-
latos kutatasokkal is. A magas kiiszobti viselkedések jellemzéen lassan és helyi
szinten terjednek, nem a gyenge kapcsolatok gyorsan eléré hal6zatan keresztiil,
hanem szoros kozosségi tdmogatasra épitve. Ez segit megérteni, hogy mig egy
,virusvide6” pillanatok alatt elterjed, addig a tdrsadalmi mozgalmak csak foko-
zatosan, bizalomra és erds kotésekre éptilve képesek novekedni.
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13.5. Osszegzés és kitekintés

Ez a konyv a grafelmélet és a tarsadalmi héal6zatok sokrét(i kapcsolatét jarta
koriil, az élek és pontok alapvetd szerepétél kezdve egészen a kollektiv viselkedés
hélézati mechanizmusaiig. Az elméleti alapok bemutatasat gyakorlati példék, al-
kalmazésok és interdiszciplinéris kitérok egészitették ki — mindezt azzal a céllal,
hogy az olvasé ne csupén a hélézatok szerkezetét értse meg, hanem azok dinami-
kajat, hatasat és tarsadalmi jelentGségét is atlassa.

Természetesen a halozati gondolkodas és a grafelmélet vilaga itt nem ér véget.
Szamos tovéabbi vetiilet — példaul dinamikus hal6zatok, tobbszintd kapcsolatrend-
szerek, vagy éppen a mesterséges intelligencia hal6zati elemzése — kivankozhatna
még a targyaldsba. Egy konyv azonban sziikségszertien véges. Reméljik, hogy az
itt bemutatott témak nemcsak tudést, hanem inspiréciét is nydjtottak a tovabbi
felfedezéshez, és meger6sitik azt az érzést, hogy a vilag hélézatként val6 értelme-
zése nemcsak hasznos, de szemléletformalo is lehet.



14. Irodalomjegyzék

ADLEMAN, L. M.
1998 Computing with DNA. Scientific American 279. 2. 54-61.

ADLER, I.-ERERA, A. L.-HOCHBAUM, D. S.-OLINICK, E. V.
2002 Baseball, optimization, and the world wide web. Interfaces 32. 2. 12-22.

ANDERSON, L. R.-HOLT, C. A.
1996 Classroom games: Information cascades. Journal of Economic Perspectives
10. 4. 187-193.

ANDERSON, L. R.-HOLT, C. A.
1997 Information cascades in the laboratory. The American Economic
Review 847-862.

ANDRASFAL B.
1983 Grdfelmélet: Folyamok, matrixok. Budapest, Akadémiai Kiadé.

ANSHELEVICH, E.-DASGUPTA, A.-KLEINBERG, J.-TARDOS, E-WEXLER, T—
ROUGHGARDEN, T.
2008 The price of stability for network design with fair cost allocation. SIAM
Journal on Computing 38. 4. 1602-1623.

ANTAL, T-KRAPIVSKY, P. L.-REDNER, S.
2006 Social balance on networks: The dynamics of friendship and enmity.
Physica D: Nonlinear Phenomena 224. 1-2. 130-136.

ASSUN(;AO, R. M.-NEVES, M. C.-CAMARA, G.-DA COSTA FREITAS, C.
2006 Efficient regionalization techniques for socio-economic geographical
units using minimum spanning trees. International Journal of Geographical
Information Science 20. 7. 797-811.

AU, A.
2023 A Theoretical Examination of Homophily Beyond Focus Theory:
Causes, Consequences, and New Directions. Sage Open 13. 2.

BARABASI LAB.
é.n. URL: https://barabasi.com/science/publications#who-supports-american-
art-museums-introducing-a-new-dataset-and-data-sources-about-museum-
funding [2025. aprilis 3.]

BARABASI, A. L.-SHEKHTMAN, L.
2023 Who Supports American Art Museums? Introducing a New Dataset and
Data Sources about Museum Funding. Panorama Journal of the Association
of Historians of American Art 9.

BBC.
2015 The Secret Rules of Modern Living: Algorithms. BBC Four. URL: https://
www.bbc.co.uk/programmes/p030s6b3 [2025. aprilis 3.]


https://www.bbc.co.uk/programmes/p030s6b3
https://www.bbc.co.uk/programmes/p030s6b3

212 B 14. Irodalomjegyzék

BEARMAN, P. S.-MOQODY, ].-STOVEL, K.
2004 Chains of affection: The structure of adolescent romantic and sexual
networks. American Journal of Sociology 110. 1. 44-91.
BERNERS-LEE, T.
1999 Weaving the Web: The original design and ultimate destiny of the World
Wide Web by its inventor. San Francisco, Harper.
BERNERS-LEE, T.-CAILLIAU, R.-LUOTONEN, A.-NIELSEN, H. E-SECRET, A.
1994 The world-wide web. Communications of the ACM 37. 8. 76-82.
BRIN, S.-PAGE, L.
1998 The anatomy of a large-scale hypertextual web search engine. Computer
Networks and ISDN Systems 30. 1-7. 107-117.
BRODER, A.-KUMAR, R-MAGHOUL, E-RAGHAVAN, P-RAJAGOPALAN, S.-
STATA, R-WIENER, J.
2000 Graph structure in the web. Computer Networks 33. 1-6. 309-320.
BROWNE, M.
2013 Computer scientists find new shortcuts to traveling salesman problem.
Quanta Magazine January 29. URL: https://www.quantamagazine.org/computer-
scientists-find-new-shortcuts-to-traveling-salesman-problem-20130129/
BULDU, J. M.-BUSQUETS, ].-ECHEGOYEN, L-SEIRUL. lo, F.
2019 Defining a historic football team: Using Network Science to analyze
Guardiola’s FC Barcelona. Scientific Reports 9. 1. 13602.
BURROWS;, E. G.
1937 Western Polynesia: A study in cultural differentiation. Yale University.
BUSH, V.
1945 As we may think. The Atlantic Monthly 176. 1. 101-108.
CAIRNS, R. B.-CAIRNS, B. D.
1994 Lifelines and risks: Pathways of youth in our time. Cambridge University
Press.
CAYLEY-formula
é. n. URL: https://hu.wikipedia.org/wiki/Cayley-formula [2025. dprilis 3.]
CEDER, A. A.—PERERA, S.
2014 Detecting and improving public-transit connectivity with case studies
of two world sport events. Transport Policy 33. 96—109.
CHRISTAKIS, N. A.-FOWLER, J. H.
2007 The spread of obesity in a large social network over 32 years. New
England Journal of Medicine 357. 4. 370-379.
COHEN, J. M.
1977 Sources of peer group homogeneity. Sociology of Education 227-241.
COLEMAN, J. S.-MENZEL, H.-KATZ, E.
1966 Medical innovations: A diffusion study. Bobbs-Merrill.


https://www.quantamagazine.org/computer-scientists-find-new-shortcuts-to-traveling-salesman-problem-20130129/
https://www.quantamagazine.org/computer-scientists-find-new-shortcuts-to-traveling-salesman-problem-20130129/
https://hu.wikipedia.org/wiki/Cayley-formula

14. Irodalomjegyzék ® 213

COMPEAU, P. E-PEVZNER, P. A.-TESLER, G.
2011 How to apply de Bruijn graphs to genome assembly. Nature Biotechnology
29.11. 987-991.

COMPEAU, P-PEVZNER, P.
2018 Bioinformatics algorithms: An active learning approach (3. kiadés). Active
Learning Publishers.

DAVIS, L.
2005 Talis, Web 2.0, and all that. Internet Alchemy , July 4. URL: http://
internetalchemy.org/2005/07/talis-web-20-and-all-that

DEVILLERS, J.-DORE, J. C.
1989 Heuristic potency of the minimum spanning tree (MST) method in
toxicology. Ecotoxicology and Environmental Safety 17. 2. 227-235.

DU SAUTOQY, M. (Presenter)
2015 The Secret Rules of Modern Living: Algorithms [Television broadcast].
BBC Four szeptember 24. URL: https://www.bbc.co.uk/programmes/p030s6b3

DUCH, J.-WAITZMAN, J. S.~AMARAL, L. A. N.
2010 Quantifying the performance of individual players in a team activity.
PloS one 5. 6. €10937.

EASLEY, D.-KLEINBERG, J.
2010 Networks, crowds, and markets: Reasoning about a highly connected
world (Vol. 1). Cambridge, Cambridge University Press.

FELD, S. L.
1981 The focused organization of social ties. American Journal of Sociology
86. 5. 1015-1035.

GALLO, G.-GRIGORIADIS, M. D.-TARJAN, R. E.
1989 A fast parametric maximum flow algorithm and applications. SIAM
Journal on Computing 18. 1. 30-55.

GAREY, M. R-JOHNSON, D. S.
1979 Computers and intractability: A guide to the theory of NP-completeness.
W. H. Freeman & Co.

GIRVAN, M.-NEWMAN, M. E. J.
2002 Community structure in social and biological networks. Proceedings of
the National Academy of Sciences 99. 12. 7821-7826. URL: https://doi.org/
10.1073/pnas.122653799

GOULD, P-GATRELL, A.
1979 A structural analysis of a game: the Liverpool v Manchester United Cup
Final of 1977. Social Networks 2. 3. 253-273.

GRAHAM, R. L.
1979 On properties of a well-known graph, or, What is your Ramsey number?
Annals of the New York Academy of Sciences 328. 1. 166-172.


http://internetalchemy.org/2005/07/talis-web-20-and-all-that
http://internetalchemy.org/2005/07/talis-web-20-and-all-that
https://www.bbc.co.uk/programmes/p030s6b3
https://doi.org/10.1073/pnas.122653799
https://doi.org/10.1073/pnas.122653799

214 B 14. Irodalomjegyzék

GRANOVETTER, M.
1973 The strength of weak ties. American Journal of Sociology 78. 6. 1360—
1380.

GRANOVETTER, M.
1974 Getting a job: A study of contacts and careers. University of Chicago
Press.

GROSSMAN, J. W-ION, P D. F
1995 On a portion of the well-known collaboration graph. Congressus Nu-
merantium 108, 129-131.

GUARE, J.
1990 Six degrees of separation: A play. Vintage Books.

GUHA, R.-KUMAR, R.-RAGHAVAN, P-TOMKINS, A.
2004 Propagation of trust and distrust. In: Proceedings of the 13" international
conference on World Wide Web, méjus, 403—412.

GUSFIELD, D.-MARTEL, C.
1992 A fast algorithm for the generalized parametric minimum cut problem
and applications. Algorithmica 7. 1-6. 499-519.

HAGE, P-HARARY, F-JAMES, B.
1996 The minimum spanning tree problem in archaeology. American Antiquity
61. 1. 149-155.

HARRISON, C.-ROMHILD, C.
2007 Bible cross-references [Arc diagram visualization]. BibleViz. URL: https:/
www.chrisharrison.net/index.php/visualizations/BibleViz [2025. 4prilis 3.]

HEIDER, E
1946 Attitudes and cognitive organization. Journal of Psychology 21. 1. 107-
112.

HOFFMAN, A.-RIVLIN, T.
1967 When is a team “mathematically” eliminated? In: Proceedings of the
Princeton Symposium on Mathematical Programming. Princeton University,
391-401.

ICOSIAN-game
é. n. URL: https://en.wikipedia.org/wiki/Icosian_game [2025. 4prilis 3.]

ILIG, B.-YANG, Y.-AUBIN, K.-REICHENBACH, R.-KRYLOV, S.-CRAIGHEAD, H. G.
2005 Enumeration of DNA molecules bound to a nanomechanical oscillator.
Nano Letters 5. 5. 925-929.

IRWIN, G.
1992 The prehistoric exploration and colonisation of the Pacific. Cambridge
University Press.

KANDEL, D. B.
1978 Homophily, selection, and socialization in adolescent friendships.
American Journal of Sociology 84. 2. 427-436.


https://www.chrisharrison.net/index.php/visualizations/BibleViz
https://www.chrisharrison.net/index.php/visualizations/BibleViz
https://en.wikipedia.org/wiki/Icosian_game

14. Irodalomjegyzék ®m 215

KANDEL, D. B.
2017 Homophily, selection, and socialization in adolescent friendships 1. In:
Interpersonal development. Routledge, 249-258.

KARINTHY E
1929 Minden mdsképpen van: Otvenkét vasdrnap. Athenaeum. Magyar
Elektronikus Kényvtar. URL: http://mek.oszk.hu/15500/15588

KATAL Z.
2008 Grafelméleti algoritmusok. Kolozsvar, Scientia kiadé.

KHACHATRYAN, T.
2024 How the CIA used network science to win wars. Data Science Collective
jalius 16. URL: https://geometrein.medium.com/how-the-cia-used-network-
science-to-win-wars-d25177d612af

KLEINBERG, J. M.
1999 Authoritative sources in a hyperlinked environment. Journal of the
ACM (JACM) 46. 5. 604-632.

KOSSINETS, G.-WATTS, D. J.
2006 Empirical analysis of an evolving social network. Science 311. 5757.
88-90.

KONIGSBERGI-hidak-problémaéja.
é.n. URL: https:/hu.wikipedia.org/wiki/A_k%C3%3B6nigsbergi hidak probl
9%C3%A9mM%C3%A1ja [2025. 4prilis 3.]

KREBS, V. E.
2002 Mapping networks of terrorist cells. Connections 24. 3. 43-52.

KUHN, H. W.
1955 The Hungarian method for the assignment problem. Naval Research
Logistics Quarterly 2. 1-2. 83-97.

KYI, M. T-NAING, L. L.
2018 Application of Ford-Fulkerson algorithm to maximum flow in water
distribution pipeline network. International Journal of Scientific and Research
Publications 8. 12. 306-310.

LEE, S. U.
2020 Simple algorithm for baseball elimination problem. The Journal of the
Institute of Internet, Broadcasting and Communication 20. 3. 147-152.

LESKOVEC, J.-HORVITZ, E.
2008 Worldwide buzz: Planetary-scale views on an instant messaging network.
In: Proceedings of the 17th International World Wide Web Conference. ACM.

LOVASZ, L-PLUMMER, M. D.
1986 Matching Theory, vol. 29. Annals of Discrete Mathematics, North-
Holland, Amsterdam.

MARVEL, S. A.-MARTIN, T.-DOERING, C. R.-LUSSEAU, D.-NEWMAN, M. E.
2013 The small-world effect is a modern phenomenon. arXiv preprint
arXiv:1310.2636.


http://mek.oszk.hu/15500/15588
https://geometrein.medium.com/how-the-cia-used-network-science-to-win-wars-d25177d612af
https://geometrein.medium.com/how-the-cia-used-network-science-to-win-wars-d25177d612af
https://hu.wikipedia.org/wiki/A_k%C3%B6nigsbergi_hidak_probl%C3%A9m%C3%A1ja
https://hu.wikipedia.org/wiki/A_k%C3%B6nigsbergi_hidak_probl%C3%A9m%C3%A1ja

216 B 14. Irodalomjegyzék

MCCORMICK, S. T.
1999 Fast algorithms for parametric scheduling come from extensions to
parametric maximum flow. Operations Research 47. 5. 744-756.
MILGRAM, S.
1967 The small-world problem. Psychology Today 2. 1. 60-67.
MONTAGUE, P. R-BERNS, G. S.-COHEN, J. D.-MCCLURE, S. M.-PAGNONI,
G.-DHAMALA, M.-FISHER, R. E.
2002 Hyperscanning: simultaneous fMRI during linked social interactions.
Neuroimage 16. 4. 1159-1164.
MOODY, J.
2001 Race, school integration, and friendship segregation in America.
American Journal of Sociology 107. 3. 679-716.
MOBIUS, M. M.-ROSENBLAT, T. S.
2001 The process of ghetto formation: Evidence from Chicago. Unpublished
paper, Harvard University and NBER. [242].
NATIONAL HUMAN GENOME RESEARCH INSTITUTE (NHGRI).
é. n. Human Genome Project. Genome.gov. URL: https://www.genome.gov/
about-genomics/educational-resources/fact-sheets/human-genome-project
NELSON, T.
1981 Literary machines. Mindful Press.
NETO, E. P-CALLOU, G.
2015 An approach based on ford-fulkerson algorithm to optimize network
bandwidth usage. In: Brazilian Symposium on Computing Systems Engineering
(SBESC), 2015. november, 76-79. IEEE.
NEWMAN, M. E. ].-GIRVAN, M.
2004 Finding and evaluating community structure in networks. Physical
Review E 69. 2. 026113. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevE.69.026113
NIELSEN, J.
1990 The art of navigating through hypertext. Communications of the ACM
33. 3. 296-310.
NURK, S.-KOREN, S.-RHIE, A.-RAUTIAINEN, M.-BZIKADZE, A. V-MIKHEENKO,
A.-PHILLIPPY, A. M.
2022 The complete sequence of a human genome. Science 376. 6588. 44-53.
ONNELA, J. P-SARAMAKI, J.-HYVONEN, J.-SZABO, G.—LAZER, D.-KASKI, K.—
BARABASI, A. L.
2007 Structure and tie strengths in mobile communication networks.
Proceedings of the National Academy of Sciences 104. 18. 7332-7336.
ONNELA, J. P-SARAMAKI, ].-HYVONEN, ].~SZABO, G.-LAZER, D.-KASKI, K .-
BARABASI, A. L.
2007 Structure and tie strengths in mobile communication networks.
Proceedings of the National Academy of Sciences 104. 18. 7332-7336.


http://Genome.gov
https://www.genome.gov/about-genomics/educational-resources/fact-sheets/human-genome-project
https://www.genome.gov/about-genomics/educational-resources/fact-sheets/human-genome-project
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.69.026113

14. Irodalomjegyzék ® 217

PIKE, R.-LU, G.-WANG, D.-CHEN, Z. G.-FEI, B.
2015 A minimum spanning forest-based method for noninvasive cancer
detection with hyperspectral imaging. IEEE Transactions on Biomedical
Engineering 63. 3. 653-663.

ROBINSON, L. W.
1991 Baseball playoff eliminations: An application of linear programming.
Operations Research Letters 10. 2. 67-74.

ROGERS, E. M.
1995 Diffusion of innovations (4th ed.). Free Press.

ROUGHGARDEN, T.~TARDOS, E.
2002 How bad is selfish routing? Journal of the ACM (JACM) 49. 2. 236-259.

RUSSELL, T.-VAN BEEK, P.
2009 Determining the number of games needed to guarantee an NHL playoff
spot. In Integration of Al and OR Techniques in Constraint Programming for
Combinatorial Optimization Problems: 6th International Conference, CPAIOR
2009 Pittsburgh, PA, USA, May 27-31. Proceedings 6. 233-247. Springer,
Berlin—-Heidelberg.

RYAN, B.-GROSS, N. C.
1943 The diffusion of hybrid seed corn in two Iowa communities. Rural
Sociology 8. 1. 15.

SCHELLING, T. C.
1971 Dynamic models of segregation. Journal of Mathematical Sociology 1.
2.143-186.

SCHELLING, T. C.
2006 Micromotives and macrobehavior. WW Norton & Company.

SCHWARTZ, B. L.
1966 Possible winners in partially completed tournaments. SIAM Review 8.
3. 302-308.

SEDGEWICK, R.
2002 Computer Science 226: Data Structures and Algorithms, Spring 2003.
Princeton University. URL: https://www.cs.princeton.edu/courses/archive/
spr03/cos226/assignments/baseball.html [2025. 4prilis 3.]

SEDGEWICK, R.-WAYNE, K.
é.n. Algorithms, 4th edition: 4.3 Minimum Spanning Trees. Princeton University.
URL: https://algs4.cs.princeton.edu/43mst/ [2025. aprilis 3.]

STORK
é. n. Citation Network. In: Stork: Powerful algorithms for publication tracking.
URL: https://www.storkapp.me/marketing/templates/Stork1/citenet_en.php
[2025. 4prilis 3.]


https://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spr03/cos226/assignments/baseball.html
https://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spr03/cos226/assignments/baseball.html
https://algs4.cs.princeton.edu/43mst/
https://www.storkapp.me/marketing/templates/Stork1/citenet_en.php

218 W 14. Irodalomjegyzék

STRING Consortium.
é. n. Protein-protein interaction network for Saccharomyces cerevisiae [Interactive
network visualization]. URL: https://string-db.org/cgi/network?taskld=b1GDgY
5bYZaY&sessionld=bnhNutA9mVIJ [2025. aprilis 3.]

SUROWIECKT, J.
2004 The wisdom of crowds: Why the many are smarter than the few and how
collective wisdom shapes business, economies, societies and nations. Little,
Brown.

TAPIA, E.-ROJAS, R.
2003 Recognition of on-line handwritten mathematical expressions using a
minimum spanning tree construction and symbol dominance. In International
workshop on graphics recognition, jalius, 329-340). Berlin—Heidelberg,
Springer.

TIAN, L.-HE, Y.-LIU, H.-XIANG, X.-LIU, J.-LI, D.
2017 Articulation points in complex networks. Nature Communications 8.
14223. URL: https://doi.org/10.1038/ncomms14223

TRAVERS, J.-MILGRAM, S.
1969 An experimental study of the small world problem. Sociometry 32. 4.
425-443.

TU, W. C.-HE, S.-YANG, Q.-CHIEN, S. Y.
2016 Real-time salient object detection with a minimum spanning tree. In:
Proceedings of the IEEE conference on computer vision and pattern recognition,
2334-2342.

WALLIS, C. B.-SAMY, K. P-ROTH, A. E.-REES, M. A.
2011 Kidney paired donation. Nephrology Dialysis Transplantation 26. 7.
2091-2099.

WATTS, D. ].-STROGATZ, S. H.
1998 Collective dynamics of ‘small-world networks. Nature 393. 6684. 440—
4472,

WAYNE, K.
2004 Max flow, min cut (Lecture notes). Princeton University, COS 226:
Algorithms and Data Structures. https://www.cs.princeton.edu/courses/
archive/spr04/cos226/lectures/maxflow.4up.pdf

WAYNE, K. D.
2001 A new property and a faster algorithm for baseball elimination. SIAM
Journal on Discrete Mathematics 14. 2. 223-229.

ZACHARY, W. W.
1977 An information flow model for conflict and fission in small groups.
Journal of Anthropological Research 33. 4. 452—473.


https://string-db.org/cgi/network?taskId=b1GDgY5bYZaY&sessionId=bnhNutA9mVIJ
https://string-db.org/cgi/network?taskId=b1GDgY5bYZaY&sessionId=bnhNutA9mVIJ
https://doi.org/10.1038/ncomms14223
https://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spr04/cos226/lectures/maxflow.4up.pdf
https://www.cs.princeton.edu/courses/archive/spr04/cos226/lectures/maxflow.4up.pdf

A fiiggelék: alapalgoritmusok

Amint a konyv elsé fejezetében jeleztiik, a grafelmélet téméjat gyakorlatori-
entalt megkozelitésben targyaltuk: a fogalmakat nem elvont definici6ként, hanem
val6s jelenségek kontextusdba dgyazva mutattuk be, kiilonos hangsilyt fektetve a
grafok algoritmikus szemléletére. Bar a f6szoveg torekedett arra, hogy érzékeltesse
a médszerek algoritmikai hatterét, a konkrét implementécids részletek ismertetését
- néhany indokolt kivételtdl eltekintve — tudatosan melléztiik. Ennek oka, hogy
a konyv fokusza elsGsorban az alkalmazasorientalt gondolkodasmaéd kialakitasa
volt, nem pedig a kddszinti kivitelezés. Ez a fiiggelék e hidny po6tlasara vallalko-
zik: célja, hogy néhany alapvet6 grafalgoritmus esetében részletesebb algoritmikai
betekintést nytjtson, és a megvaldsitas irant érdekl6dé olvasénak C+ + nyelvi
implementaciés otletekkel is szolgaljon. Az Gsszetettebb vagy elmélyiiltebb al-
goritmusok megértéséhez azonban tovébbra is azokat a forrasmtveket ajanljuk,
amelyeket a konyv megfelel6 részeiben hivatkozasként megadtunk.

1. Grafok abrazolasa a memoériaban

A grafok memoriaban val6 dbrazolésara leggyakrabban szomszédséagi matri-
xot, szomszédsagi listat vagy éllistat hasznalunk. Az alabbi C++ kédrészlet ezek
felépitését mutatja be iranyitatlan grafok esetében. A bemeneti 4llomany elsé
sora a graf pontjainak és éleinek szamat tartalmazza, majd ezt kovetéen az éllista
szerepel soronként, egy-egy él csticspérjaval.

— A szomszédségi matrix egy nXn-es kétdimenziés tomb, ahol n a csticsok

szama. Az adjMatrix[i] [ j] értéke 1, ha van él az i és j cstics ko-
z6tt, egyébként 0.

— A szomszédségi lista egy vektor tomb, ahol az adjList[ 1] lista tartal-
mazza az 1 csticshoz kozvetlentil kapcsol6dé csticsokat (azaz szomszédo-
kat).

— Az éllista egy élparokbol (u, v) 4llé6 vektor vagy tomb, amely felsorolja a
graf 0sszes élét.

C++ kodrészlet

const int MAX N = 100; //maximdlis cstGcsszéam, példaul 100

int adjMatrix[MAX N + 1][MAX N + 1] = {0}; // szomszédsagi matrix
vector<int> adjList[MAX N + 1]; // szomszédsagi lista
vector<pair<int, int>> edgelist; //éllista

int main() {

ifstream infile ("graph.txt");
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int n, m;
infile >> n >> m;

int u, v;
for (int i = 0; 1 < m; ++1)
infile >> u >> v;

// Szomszédsagi matrix
ul [v] = 1;

adjMatrix|[
v][u]l = 1;

adjMatrix|[

// szomszédséagi lista
adjList[u] .push back(v);

adjList[v].push back(u);
swap (u, v); //mindig a kisebb legyen eld&l

if (u > v)
edgelList.push back({u, v});

infile.close () ;

}
A 15.1. dbra egy példagrafon mutatja be a hdrom adatszerkezetet.
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(1, 2) (1, 3) (1, 4) (2, 3) (2, 5) (3, 4) (3, 6) (4, 5) (4, 7) (5, 6) (6, 7)
(d)
15.1. abra. Az 1.5. dbra bemutatta graf (a) szomszédsdgi matrixa (b),
szomszédsagi listdja (c) és éllistdja (d)

Iranyitott graf esetén az élek regisztralasa a harom adatszerkezetben az alabbi
modon torténik:

for (int 1 = 0; 1 < m; ++1) {
infile >> u >> v;

// sszomszédsédgl matrix
adjMatrix[u] [v] = 1;

// szomszédsagi lista
adjList[u] .push back(v);

//éllista
edgelList.push back({u, v});

2. Szélességi bejaras (BFS)

A BFS egy grafbejarasi algoritmus, amely egy adott kezdécsticsbél indulva
szintenként halad, azaz el6szor a kiindulasi csticshoz kozvetleniil kapcsol6dd
cstcsokat latogatja meg, majd azok szomszédait, és igy tovabb. A bejaras soran
egy sor (queue) adatszerkezetet hasznal, amely biztositja, hogy a legkordbban
felfedezett csticsokat dolgozza fel el6szor. Id6bonyolultsdga O(n + m), ahol n a
cstcsok, m az élek szama. (A grafot szomszédsagi listaként tarolja.)

C+ + kodrészlet

vector<int> adjList [MAX N + 1]; //szomszédsdgi lista
bool visited[MAX N + 1]; // latogatottsag jelzd
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void bfs(int start) {
queue<int> qg;
visited[start] = true;
d.push(start);

"

cout << "BFS bejaras sorrendje: ";

while (!qg.empty()) {

int u = g.front();

g.pop () ;

cout << u << " ";

for (int v : adjList[u]) {

if (!visited[v]) {

visited[v] = true;
g.push (v);

cout << endl;

A BFS hatékonyan alkalmazhat6 legrovidebb utak (tdvolsagok) meghataro-
zaséra nem sulyozott grafokban, mivel rétegenként haladva garantélja, hogy egy
cstcsot mindig a legrovidebb tton ér el a kiindulési pontbdl. Minden csticshoz
hozzéarendeltiink egy tavolsagértéket, amely kezdetben végtelen, kivéve a kezdé-
cstcsot, amelyhez nullat rendeliink. Ezutan minden szomszédos cstics tavolsaga
az aktualis cstics tavolsaga plusz 1 lesz. A BFS garantalja, hogy egy csticsot el6szor
mindig a lehetd legkevesebb él érintésével érunk el, igy a hozza tartozo tavolsag-
érték valéban a minimélis lépésszamot tiikrozi.

A BFS-algoritmussal konnyedén ellendrizhet egy graf parossaga is, azaz
hogy a gréf két részre oszthat6-e tigy, hogy minden él két kiilonb6z6 részhalmaz-
ba tartozo6 cstcsot kot 6ssze. Ezt a BFS soran tgy végezzik, hogy minden csticsot
egy kétértékid szinnel (pl. 0 és 1) megjeloliink, kezdve egy tetsz6leges csticesal.
Ezutan a bejaras soran minden szomszédos cstucsnak ellentétes szint adunk, mint
az aktualis csticsnak. Ha a folyamat sordn olyan élhez jutunk, amely két azonos
szinl csticsot kot 6ssze, akkor a graf nem paros (azaz nem kétszinezhetd). Ha ez
a bejards minden komponensre sikeresen végrehajthaté ellentmondas nélkiil,
akkor a graf péros.
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15.2. abra. Szélességi bejards: (a) példagrdf; (b) szélességi fa (amennyiben az
1-es csticsbdl indulunk). A megfeleld BFS-pontsorrend: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
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3. Mélységi bejaras (DFS)

A DFS egy gréafbejarasi algoritmus, amely egy kiindulé csticsbél indulva min-
dig a lehetd legmélyebbre halad a szomszédos csticsok mentén, miel6tt visszalépne
és mas utvonalakat is felfedezne. A bejaras jellemzéen rekurziéval vagy verem
(stack) segitségével torténik, és minden csticsot egyszer latogat meg. Az algoritmus
idébonyolultsdga O(n + m), ahol n a csticsok, m az élek szama.

Az alébbi dfs fuggvény egyetlen osszefliggé komponens bejarasat valésitja
meg. Ha a graf nem 06sszefliggd, akkor a dfs fuggvényt egy ciklusban minden
komponens kezddcsiicsara kilon kell meghivni. Ebbél adédéan a DFS-stratégia
kivéléan alkalmas egy graf 6sszefiigg6ségének vizsgélatara, illetve az 6sszefiiggs
komponensek meghatarozésara.

C++ koédrészlet

vector<int> adjList[MAX N + 1]; //szomszédsadgi lista
bool visited[MAX N + 1]; // latogatottsag jelzd

void dfs(int u) {

visited[u] = true;
cout << u << " "; //bejarési sorrend kiiréasa
for (int v : adjlList[ul]) {

if (!visited[v]) {

dfs(v); // rekurziv hivas szomszédra
t

}
// topo_order.push back(u) ;

Ha a csticsokat a dfs fiiggvény végén irjuk ki (azaz a rekurziv hivasok utan),
akkor irdnyitott kormentes graf (DAG) esetén a csticsok egy topologikus sorrendjét
kapjuk meg forditott sorrendben (kommentként szerepel az alabbi kédrészletben).
A topologikus sorrend a graf olyan linearis rendezése, ahol minden iranyitott él
(u, v) esetén u megeldzi v-t a sorozatban. Ez kiillondsen hasznos fliggéségi viszo-
nyok kezelésében.

Egy iranyitott graf erdsen dsszefiiggd komponensei olyan maximaélis csticshal-
mazok (a koztiik futé élekkel), amelyekben barmely két cstics kozott 1étezik iranyi-
tott it mindkét irdnyban. Ezek meghatarozasara hatékony médszer a kétlépéses
DFS-alapu algoritmus, amely az eredeti és a transzponalt grafon dolgozik. El6szor
végrehajtunk egy mélységi keresést az eredeti grafon, és minden csticsot rogzitiink
a bejaras befejezési sorrendjében. Ezutan a graf transzponaltjat képezziik Ggy, hogy
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az élek iranyéat megforditjuk, majd egy masodik DFS-t futtatunk a kordbban kapott
sorrend (,topologikus” sorrend) alapjan. A masodik keresés minden 14j inditasa
egy 6nallé, er6sen 0sszefuiggd komponenst ad. Ez az eljaras a Kosaraju-algoritmus
néven ismert, és idébonyolultsaga O(n + m), ahol n a csticsok, m az élek szama.

o T
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(b)
15.3. abra. Mélységi bejaras: (a) példagrdf: (b) mélységi fa (amennyiben az 1-es
cstcsbdl indulunk). A megfelelé DFS-pontsorrend: 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 3
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4. Hidak (elvagoélek)

Egy elvagoél (vagy hid) egy olyan él egy iranyitatlan grafban, amelynek elta-
volitasa szétszakitja a grafot, azaz noveli az 6sszefiigg6 komponensek szamat. Egy
DFS sorén az éleket a bejaras maédja alapjan osztalyozhatjuk. Irdnyitatlan grafban
két tipust élt kiillonboztetiink meg:

— faél: olyan él, amelyet a DFS hasznal arra, hogy eljusson egy még nem la-

togatott csticsba;

— visszamutatd él: olyan él, amely egy cstcsot kot 6ssze egy mar latogatott

dsével, de nem a kozvetlen sziilGjével.

Az alabbi DFS algoritmus célja, hogy minden faélhez megallapitsa, vajon ilyen
elvagoél-e. DFS sordn minden cstics kapcsan két id6t vezetiink:

— tin[u]: mikor fedeztiik fel u-t (DFS idébélyeg);

— low{u]: a legkorabbi id6, ahova u ,eljut” visszaél(ek)en keresztiil (beléle és

leszarmazottjaitol indulé visszaélek révén).

Ha egy (u, v) faél esetében tin[u] < low[u], akkor az él hid, mert v nem tud
visszajutni u-hoz vagy u 6seihez més tton. (Ellenkez6 esetben az (u, v) él koron
van, ami kizarja, hogy elvago él legyen.)

Vegyiik észre, hogy ha a DFS bejaras nem detektal egyetlen visszaélet sem,
akkor ez az jelenti, hogy a graf kérmentes.

C++ koédrészlet

vector<int> adj[MAX N];

bool visited[MAX NJ;

int tin[MAX N], low[MAX NJ;

int timer;

vector<pair<int, int>> bridges;

void dfs(int u, int parent = -1) {
visited[u] = true;
tin[u] = low[u] = timer++;
for (int v : adj[ul]l) {
if (v == parent) continue;

if (visited[v]) {
// visszaél
low[u] = min(low[u], tin[v]);
} else {
dfs (v, u);
low
if

u] = min(low[u], low[v]);
low[v] > tin[u]) {
bridges.push back({u, v});

[
(

—
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}

int main () {
timer = 0;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
if (!visited[i]) |
dfs (i) ;

}
cout << "Elvagd élek:\n";
for (auto [u, v] : bridges) {
cout << u << " - " <K< v << "\n";
}

return 0;

5. Artikulaciés pontok (elvagépontok)

Az elvagépontok (mas néven artikuldcios pontok) egy iranyitatlan graf azon
csucsai, amelyek eltéavolitasa a graf 6sszefiiggé komponenseinek szamét megnoveli,
vagyis szétvalasztja a grafot. Az elvagopontok meghatarozasara mélységi keresésen
(DFS) alapulé algoritmus alkalmazhat6, amely minden cstcshoz hozzarendeli
annak belépési idejét (tin) és a legkordbbi cstcsot, azaz idGpontot (low), amely
elérhet6 visszaélen keresztiil a leszarmazottai koziil. Ha egy u cstics valamely v
gyermekére teljesiil, hogy low[v] = tin[u], és u nem a DFS gyokere, akkor u el-
vagépont. A DFS gyokere akkor elvagépont, ha legalabb két kiillonb6z6 gyermek
komponens indul beldle.

C+ + koédrészlet

vector<int> adj[MAX N];

bool visited[MAX NJ;

int tin[MAX N], low[MAX NJ;
int timer;

set<int> articulation points;

void dfs(int u, int parent = -1) {
visited[u] = true;
tin[u] = low[u] = timer++;
int children = 0;
for (int v : adjlu]) |
if (v == parent) continue;
if (visited[v]) {
// Visszaél
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low[u] = min(low([u], tin[v]);
} else {
dfs (v, u);
low[u] = min(low[u], low[Vv]);
if (low([v] >= tin[u] && parent != -1) {

articulation points.insert (u);

}

++children;

// kildn szabaly a gydkérpontra (ha legaldbb 2 gyereke van)
if (parent == -1 && children > 1) {
articulation points.insert (u);

Az elvagdél és az elvagépont algoritmusok kozotti lényegi killonbség abban
rejlik, hogy az elvagoél felismerésének feltétele, hogy (u, v) egy €él esetén low[v]
> tin[u], mig az elvagépontnal a feltétel low[v] = tin[u], figyelembe véve, hogy u
nem gyokércsucs, illetve a gyokér esetén legalabb két kiilon gyermek kell.

Mindkét algoritmus soran minden csticsot egyszer vizsgalunk meg, igy id6-
bonyolultsaguk lineéris: O(n + m), ahol n a cstcsok és m az élek szama.

6. Kruskal-algoritmus

A Kruskal-algoritmus egy stilyozott, iranyitatlan graf minimalis feszitéfa-
janak (MST) meghatarozaséra szolgal. Az algoritmus els6 1épésként novekvd
suly szerint rendezi az éleket, majd sorban végigvizsgélja 6ket (moho stratégia).
Minden él esetén megallapitja, hogy a két végpontja kiillonboz6 komponenshez
tartozik-e. Ha igen, akkor az él nem zarna be kort, igy bekertil a feszit6faba, és a
két komponens egyesitésre keriil. A komponensek nyomon kovetését a hatékony
Union-Find (disjoint-set) adatszerkezet végzi, amely find és union mtveletekkel
biztositja, hogy a csticshalmazok gyorsan lekérdezhet6k és 6sszeftizhet6k legyenek.
A strukturélis optimalizaciok — példaul utvonal-tomorités és rangsorolas szerin-
ti 0sszeflizés — lehet6vé teszik, hogy az algoritmus nagy grafokra is hatékonyan
alkalmazhato legyen. A Kruskal-algoritmus helyes mtikodése garantalja, hogy a
kivalasztott élek halmaza valéban minimaélis stulyt feszit6fat alkot, az algoritmus
id6bonyolultsaga pedig jellemzéen O(m log m), ahol m az élek szdma.

Az implementaciés médszer kulcselemei:

— A gréfot stulyozott éllistaként abrézoljuk (edges|]).

— A parent[] tomb tartja nyilvan, hogy melyik cstics melyik halmazba tartozik.

— A find_set(u) lekérdezi u gyokér-elemét (halmazazonosito).

— A union_sets(u, v) 6sszevonja a két kiillonb6z6 halmazt.

— A rank{] tomb optimalizal: kisebb fat kapcsolunk a nagyobbhoz.
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C+ + koédrészlet

// éltéaroléas: (suly, csucsl, cstcs2)
struct Edge {
int u, v, weight;
bool operator<(const Edge& other) const {
return weight < other.weight;

}i

// Disjoint Set Union (DSU) - Union-Find szerkezet
vector<int> parent, rank;

void make set (int n) {
parent.resize(n + 1);
rank.resize(n + 1, 0);
for (int i = 1; 1 <= n; ++1i)

parent[i] = 1i;

int find set (int u) {
if (u !'= parent(u])
parent [u] = find set (parent[u]);
return parent[u];

bool union sets(int u, int v) {
u = find set (u);
v = find set (v);
if (u == v)
return false; //mar egy komponensben vannak
if (rank[u] < rank([v])
swap (u, Vv);
parent[v] = u;
if (rank[u] == rank[v])
++rank[u];

return true;

int main () {
int n, m;

cin >> n >> m; //cstcsok és élek szama
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vector<Edge> edges;

for (int i = 0; i < m; ++1) {
int u, v, w;
cin >> u >> v >> w;

edges.push back({u, v, w});

// Kruskal-algoritmus
sort (edges.begin (),
make set (n);

int total weight = 0;
vector<Edge> mst;
for (const Edge& e edges) |
if (union sets(e.u, e.v)) {
mst.push back(e);
total weight += e.weight;

// eredmény kiirasa

edges.end());

//él: u-v sulya: w

// élek suly szerint rendezve

cout << "Minimalis feszitdéfa sulya: " << total weight << "\n";

cout << "Elek a feszit&faban:\n";
: mst) |
cout << e.u << "

for (const Edge& e

return O;

7. Prim-algoritmus

A Prim-algoritmus egy masik klasszikus, mohé algoritmus, amely egy sa-
lyozott, 0sszefiiggd, irdnyitatlan graf minimalis feszit6fajanak (MST) meghata-
rozasara szolgal. Miikodésének 1ényege, hogy a feszit6fat fokozatosan épiti fel:
kezdetben kivélaszt egy tetszéleges kiindulé cstiicsot, majd minden 1épésben azt
a legkisebb stlya élt adja hozza, amely egy mér meglévd csticsot kot 0ssze egy
még nem latogatottal. Ez garantéalja, hogy az Gjonnan kivalasztott él nem zar be
kort, és mindig a lehet6 legkisebb koltséggel béviti a részfat. Az algoritmus sordn
altalaban egy prioritasi sort (min-kupacot) haszndlunk a még el nem ért csticsok
legkisebb stlyt éleinek nyilvantartdsara. Az algoritmus addig fut, amig az 6sszes
csucs fel nem keriilt az MST-be. A Prim-algoritmus id6bonyolultsdga prioritasi
sorral megvalésitva O((n + m) log n), ahol n a csticsok, m az élek szama.

- " <K e.wv <"

(" << e.weight << ")\n";
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C++ koédrészlet
const int INF = numeric limits<int>::max();
typedef pair<int, int> PII; // (stly, csucs)

int main () {
int n, m;
cin >> n >> m; //cstucsok és élek szama

vector<vector<PII>> adj(n + 1); //szomszédsagi lista: (szomszéd,
suly)
for (int 1 = 0; 1 < m; ++1i) {
int u, v, w;
cin >> u >> v >> w;
adj [u] .emplace back(v, w);
adj [v].emplace back(u, w); //iradnyitatlan graf

vector<int> key(n + 1, INF); // legkisebb suly, amivel elérhetd
vector<bool> inMST(n + 1, false); //benne van-e mar az MST-ben
vector<int> parent(n + 1, -1); //melyik cstcsb6l jott

priority queue<PII, vector<PII>, greater<PII>> pg;
int start = 1;
key[start] = 0;

pg.push ({0, start});

while (!pg.empty()) {
int u = pg.top() .second;
pg.pop () ;

if (inMST[u]) continue;

inMST[u] = true;
for (auto [v, weight] : adj[u]) {
if (!'inMST[v] && weight < key[v]) |
key[v] = weight;
parent[v] = u;

pg.push ({key([v], Vv});
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// kiiréas

int total weight = 0;

cout << "Elek a minimélis feszit&faban:\n";
for (int v = 1; v <= n; ++v) {

if (parent([v] != -1) {
cout << parent[v] << " - " << v << " (suly: " << key[V]
<< ")\n";
total weight += keyl[v];
}
}
cout << "Osszsuly: " << total weight << "\n";

return 0;

8. Viterbi-algoritmus

A legrévidebb utak meghatérozésa egy iranyitott, kormentes grafban (directed
acyclic graph, DAG) hatékonyan elvégezhet6 topologikus rendezés segitségével.
Az algoritmus egy tdvolsagtombot tart fenn, amelyben minden cstics kezdetben
végtelen tavolsagra van a forrastol, kivéve a forrdscstcsot, amelynek tavolsaga 0.
Az algoritmus elGszor meghatarozza a csticsok topologikus sorrendjét, amely ga-
rantalja, hogy minden él kiindul6 csticsa megel4zi a célcstcsot a sorban. Ezutéan a
cstcsokat ebben a sorrendben feldolgozva, minden él mentén egyszer végrehaijtja
az Un. relaxaciot: ha egy él mentén rovidebb ttra taldl, frissiti a céltdvolsdgot. Mivel
a DAG nem tartalmaz koroket, minden cstcsot pontosan egyszer kell frissiteni,
igy az algoritmus id6bonyolultsdga O(n + m), és még negativ élhosszokkal is biz-
tonsagosan miikodik, amennyiben nincsenek negativ kérok (ami DAG-ban kizart).

A topologikus sorrend feléllitdsa utan az alabbi kodrészlet allitja be a legro-
videbb 1t értékeket. (A grafot mint stlyozott szomszédsagi listat taroljuk.)

C++ koédrészlet

vector<int> dist (n, INF);
dist[source] = 0;

// cstcsok feldolgozésa topologikus sorrendben
while (!topo.empty()) {

int u = topo.top();

topo.pop ()7

if (dist[u] != INF) {
for (auto& [v, w] : adjlul) {//w: az (u,v) él sulya
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if (dist[v] > dist[u] + w) {
dist[v] = dist[u] + w;

}

9. Dijkstra-algoritmus

A Dijkstra-algoritmus célja a legrévidebb utak megtalaldsa egy forrascstcsbdl
kiindulva egy stulyozott graf 6sszes tobbi cstcsaba, feltéve, hogy minden él stlya
nem negativ. Ez az algoritmus is egy tavolsdgtombot tart fenn, amelyben minden
csucs kezdetben végtelen tavolsdgra van a forrastél, kivéve a forrdscsticsot, amely-
nek tdvolsaga 0. A feldolgozast egy prioritasi sor (min-heap) segiti, amely mindig
a jelenleg legkisebb tavolsdgu csicsot veszi el6. Minden kivett cstics szomszédait
vizsgélva az algoritmus megprébal rovidebb utakat taldlni a relaxacié elvének
megfeleléen, és ha sikerrel jar, frissiti a tdvolsagot, majd tjra beilleszti a csticsot a
sorba. A folyamat addig folytat6dik, amig minden csticsot fel nem dolgozunk. Az
algoritmus id6bonyolultsdga O((n + m) log v) prioritasi sor hasznalatéval és csak
pozitiv stulyu élek esetén garantdltan miikodik helyesen. (A grafot mint stlyozott
szomszédsagi listat taroljuk.)

C++ kodrészlet

vector<int> dist(n, INF);
dist[source] = 0;

priority queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int>>, greater<>>

pg:
pg.push ({0, source}); //{tavolsag, csucs}

while (!pg.empty()) {
int d = pg.top() .first;
int u = pg.top() .second;
pdg.pop () ;

if (d > dist[u]) continue; //mar taldltunk jobbat

for (auto& [v, w] : adjlul]) {

if (dist[v] > dist[u]l + w) {
dist[v] = dist[u] + w;
pg.push ({dist[v], v});



234 m A figgelék: alapalgoritmusok

10. Bellman-Ford-algoritmus

A Bellman-Ford-algoritmus célja, hogy meghatarozza a legrévidebb tavolsa-
gokat egy forrascstuicsbdl egy stulyozott irdnyitott graf 6sszes tobbi csticsdba, még
akkor is, ha az élek stilya negativ. Az algoritmus az 6sszes élen sorozatosan végig-
haladva, ismételt relaxacioval frissiti a csticsokhoz tartoz6 minimalis tavolsagokat.
Ezt a folyamatot legfeljebb n — 1 alkalommal hajtja végre, ahol n a csticsok szdma,
mivel a leghosszabb kormentes 1t legfeljebb n — 1 élbél allhat. Ezutan egy plusz
lépésben ellendrzi, hogy van-e negativ silyt kor a grafban: ha egy él mentén még
mindig rovidebb utat lehetne talalni, akkor ilyen kor létezik. Az algoritmus id6-
bonyolultsaga O(nm), tehat lassabb, mint a Dijkstra-mé6dszer, viszont alkalmas
negativ stlyok kezelésére is. (A grafot mint stlyozott éllistét taroljuk.)

C++ koédrészlet

bool bellmanFord(int n, int source,
const vector<Edge>& edges,
vector<long long>& dist)

dist.assign(n, INF);
dist[source] = 0;

//1. lépés: n-1 relaxicié

for (int i = 0; 1 < n - 1; ++1i) {
bool updated = false;
for (const auto& e : edges) {

if (dist[e.u] != INF && dist[e.v] > distle.u] + e.w) {
dist[e.v] = dist[e.u] + e.w;
updated = true;

}

if (!updated) break; //korai kilépés, ha nincs véaltozéas

// 2. lépés: negativ sulya koér detektdlésa
for (const auto& e : edges) {
if (dist[e.u] != INF && dist[e.v] > dist[e.u] + e.w)
return false; //negativ kér taldlhatd
}

return true; //nincs negativ koér
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11. Floyd-Warshall-algoritmus

A Floyd-Warshall-algoritmus egy dinamikus programozason alapulé médszer,
amely minden csticsparra kiszamitja a legrovidebb tavolsagot egy stlyozott iranyi-
tott grafban. A miikodése harom egymaésba agyazott ciklusbél all, ahol minden (i,
j) csucsparra azt vizsgalja, hogy egy koztes k csticson keresztiil lerovidithet6-e az
ut, és ha igen, frissiti a dist[i][]] értéket. Az algoritmus képes negativ élhosszakat is
kezelni, de nem tud megbirkézni negativ silyt korokkel, amelyeket tigy lehet ész-
lelni, ha a dist[i][i] érték valahol negativ lesz. Id6igénye O(n3), ezért f6ként kisebb
grafoknél praktikus, viszont egyszertisége és éltaldnossaga miatt j61 hasznélhat6
algoritmus minden-cstcspar legrovidebb ttjainak meghatdrozésara.

A grafot stilymatrixként taroljuk, azaz a dist[i][j] tombelem kezdetben az (i, j)
él sulyat tartalmazza, és ha nincs ilyen él, akkor végtelent. A dist[i][i] értékek kez-
detben nyilvan 0-k.

C++ kodrészlet

for (int k = 1; k <= n; ++k) {
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
for (int j = 1; j <= n; ++3j) {
if (dist[i][k] < INF && dist[k][j] < INF)
dist([i][J] = min(dist([i][J], dist[i][k] + dist[k]
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A f6szoveg gyakorlatorientélt szemléletét és az A fuggelék alapozo jellegét
kiegészitve ez a fliggelék fejezetenként egy-egy, a targyalt téméhoz szorosan kap-
csol6dé specialisabb algoritmikai kihivast vesz gorcs6 ald. Nem célja, hogy teljes
implementédcidkat nydjtson, sokkal inkdbb az, hogy irdnyt mutasson a megvald-
sitas felé. Az olvasé minden esetben taldlkozhat a probléma megfogalmazésaval,
a felbontési stratégia ismertetésével, az alkalmazhat6 adatstruktirak mérlegelé-
sével, valamint azokkal a C++ kornyezetben kiilondsen hangstlyos tervezési
szempontokkal, amelyek a hatékonysag és az atlathat6sag kozotti egyensily meg-
talalasat segitik. Ajanlatos, mésodik 1épésben, az implementalt algoritmusokat
val6s problémék megoldasara felhasznalni. A konyv megfeleld fejezetei otleteket
adhatnak ehhez.

1. Priifer nyomaban: kédolas, dekédolas

Mi a cél? A Prifer-kédolas célja egy fa kompakt reprezentaci6ja szamsoro-
zat formajaban. Mivel egy n csticst fa mindig pontosan n — 2 élbél all, ezért ele-
gend6 n — 2 szadm ahhoz, hogy egyértelmtien visszaallithaté legyen az eredeti fa.
A kédsorozat minden eleme egy cstics azonositéja, amely az adott 1épésben a fa
szerkezetét jellemzi (rejtett médon).

Osszpontosits az aldbbi részfeladatokra.

— Fa reprezentacio: hasznalhatsz map<int, set<int>> tree tipust szomszéd-
ségi listat. Implementald az addEdge(u, v) és removeEdge(u, v) mtiveleteket
élhozzaadasra és éltorlésre. Tartsd folyamatosan nyilvan az aktuélis fok-
szamértékeket (degree|v]), és hasznélj min-heap vagy set adatszerkezeteket
az aktualis levelek karbantartasahoz.

— Priifer-kédolas 1épései:

« szamitsd ki minden cstcs fokszamat;

« tedd be az 6sszes kezdeti levelet egy min-kupacba (vagy set-be);

« ismételd n — 2 alkalommal: (i) vedd ki a legkisebb cimkéji levelet;
(ii) ird ki annak egyetlen szomszédjat (6 keriil a Priifer-kédba); (ii) to-
rold az élt, csokkentsd a szomszéd fokszamat; (iv) ha a szomszédbdl
levél lett, tedd be a kupacba.

— Priifer-dekédolas lépései:

» legyen a bemeneti kéd n — 2 hosszg;

 kezdetben legyen minden cstcs fokszama 1-gyel egyenld;

« a kddsorozat minden elemére noveld meg a hozz4 tartozé cstcs fok-
szamat (+1);

 hozz létre egy min-kupacot a kezdeti levelekhez;
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- iterdlj a kod elemein: (i) valaszd ki a legkisebb cimkéjii levél-t; (ii) te-
gyél élt a kod aktualis csiicsa és a levél kozé; (iii) csokkentsd mindkettd
fokszamat; (iv) ha a kod aktuélis csticsa levéllé vélt, tedd be a kupacba;

- a végén marad két cstcs — ezek kozé is élt kell tenni.

Feladat: generédljunk egy n cstcsu véletlen fat gy, hogy elészor sorsolunk
egy véletlen Priifer-k6dot (hossz n—2), majd abbdl dekédoljuk vissza a fat és 4b-
razoljuk az eredményt (valamilyen grafmegjelenit6 alkalmazassal).

2. Girvan-Newman-algoritmus

Mi a cél? Feltarni kozosségeket egy nem iranyitott grafban. A graf éleit foko-
zatosan eltavolitva, olyan részegységeket talalunk, amelyek stirtin kapcsolédnak
sajat magukhoz, de gyérebben mas részekhez.

E médszer kozéppontjaban az élkozponttisag fogalma all, amely egy adott él
esetén az Osszes legrovidebb 1t forgalmanak 6sszegét jelenti, amely athalad ezen
az élen. Minél tobb legrovidebb tt halad 4t egy élen, annal ,fontosabb” az az él a
hélézat kapcsolatainak fenntartdsaban. Az algoritmus mindig a legnagyobb élkoz-
pontiisagu élt tavolitja el, mert az val6szintileg két kozosség kozotti hid.

Ahhoz, hogy megvalésitsd az algoritmust, a kovetkezo részeket célszert kii-
lon-kiilon elkészitened.

— Graf reprezentacio: hasznalj map<int, set<int>> adj médon definidlt

szomszédsagi listat, valamint implementald az addEdge(u, v), removeEdge(u,
v) és neighbors(u) miiveleteket.
— Legrovidebb utak szamitasa: minden csticsbdl indits BFS-t, és tartsd nyil-
van az alabbiakat.
- dist[v]: tdvolsag a forrastol;
» numPaths|v]: legrovidebb utak szdma;
 parents[v]: szil6csticsok (amiken keresztil elérhet6 v legrovidebb uta-
kon);
- tarold az ttvonal bejarasi sorrendjét is, hogy visszafelé haladva dol-
gozhass.

— Elkézpontisag-szamitas: minden csticsbol végzett BFS utan haladj vissza-
felé a BFS-sorrendben, és minden w cstics szuléi (v) felé visszaterjeszted
a forgalmat:

dependency(v) += (numPaths[v] /| numPaths[w]) - (1 + dependency[w])

Minden (v, w) él kap egy sulyt, ami az élkozponttségi foka egyik hozzajaru-
lasa. A végén oszd el az értékeket 2-vel (minden él kétszer szamolodott).

— El eltavolitasa: keresd meg a maximalis élkézpontisaga élt vagy éleket, és

torold Gket a grafbél. Ezt iterativan ismételd.

— Kozosségek felismerése: implementalj BFS-t vagy DFS-t az dsszes Ossze-
figgé komponens megtaldlaséhoz. Minden komponens egy kozosség lesz.
Addig folytasd az algoritmust, amig el nem éred a kivant k6zosségszdmot.

— Vezérlé logika — a f6 algoritmus:
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. szamitsd ki az 6sszes él élkozpontisagat;
. tavolitsd el a legnagyobb értékii élt (vagy éleket);
. szamold wjra az élkozpontisagokat (a graf megvaltozott);
. vizsgéld meg, hany kozosség (komponens) jott 1étre;
. ha nem érted el a kivant kozosségszamot, térj vissza 1-re.
Feladat: alkalmazzuk a Girvan—-Newman-algoritmust a 2. fejezetben bemu-
tatott ,karateklub-hal6zat” felbontaséara.

QWb W N =

3. Osszes egyszert kor meghatarozasa

Mi a cél? Olyan algoritmust szeretnénk megvaldsitani, amely egy iranyitat-
lan grafban meghatarozza az 0sszes egyszerii kort (csak a kezd6- és végpontja
azonos), és ezzel lehet6vé teszi, hogy dontést hozzunk példaul egy eléjeles graf
kiegyensulyozottsdgardl a kovetkezo tétel szerint: egy plusz-minusz graf akkor
és csak akkor kiegyensilyozott, ha minden kérében a negativ élek szama paros.
Természetesen sok mas olyan helyzet is lehet, amikor sziikség van egy graf dsszes
korének feltérképezésére.

A korkeres6 algoritmus alapotlete:

— minden csticsbél indits mélységi keresést (DFS);

— tartsd nyilvan az aktuélis Gtvonalat (vector<int> path);

— amikor visszatérsz a kezddcstcsba és az Gt hossza = 3, kort talaltal;

- normalizald a kort (lexikografikusan), hogy kisztird a duplikaciokat;

—mentsd el a koroket egy set<vector<int>> cycles gyiijteménybe.

4. Schelling-modell - tarsadalmi szegregacio
szimulacidja
Mi a cél? A Schelling-modell célja megmutatni, hogy egyszer(, lokélis pre-
ferencidk alapjan hogyan jonnek létre nagyobb 1éptékd szegregacios mintézatok
egy tarsadalmi térben — példaul egy véaros negyedeiben. Két tipust szereplé (pl.
piros és kék lakék) laknak egy négyzetes racson. Mindegyik ,,lak6” csak akkor érzi
jol magat, ha a szomszédainak legaldbb bizonyos szazaléka vele azonos tipusi.
Ha nem elégedett, elkoltozik egy mésik tires helyre.
Mi kell a modellhez?
— Racsreprezentacié
» Hasznalhatsz vector<vector<char> > grid vagy vector<vector<int>>
grid tipust.
« Az tires helyek, illetve a piros és kék lakék kédolhaték a 0, 1, 2 érté-
kekkel.
— Paraméterek
- tolerance: egy float érték (pl. 0,3), ami megadja, milyen ardnyban kell
hasonlé szomszédnak lennie, hogy valaki elégedett legyen.
« numSteps: hany lépésig fut a szimulacié.
- initialDensity: kezdeti bet6ltottség (pl. 0,9, azaz a helyek 90%-a lakott).
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Az algoritmus 1épései az aldbbiak lehetnek.

Inicializaci6: a racsot toltsd fel véletlenszertien a két tipust lakéval és némi
iires hellyel. Fontos a véletlenszerti eloszlas, de aranyosan (pl. fele-fele laké, ma-
radék tires).

Elégedettség ellendrzése: egy cellara nézve vizsgald meg a nyolc szomszéd-
jat. Szamold meg, hogy hany szomszéd van (nem fires), és ebbdl hany azonos
tipust. Ha az azonos szomszédok ardnya kisebb, mint a tolerance, akkor az illeté
elégedetlen.

Elégedetlen lakdk listazasa: végigmegytink a rdacson, és eltaroljuk azok po-
zicidit, akik elégedetlenek.

Mozgatas: véletlenszertien valassz egy masik tires helyet, és oda koltoztesd
a lakot. A régit 0-ra allitod, az Gjat az adott tipusra (1 vagy 2). Mindenki csak egy-
szer mozoghat egy korben. Célszert lehet eltarolni kiillon az iires pozicidkat, és
frissiteni 6ket minden 1épés utan.

Iterdlas: ismételd a fenti lépéseket adott szdm koron at, vagy amig mar senki
nem akar koltozni (stabil allapot).

5. GAPR - Greedy Articulation Points Removal

Mi a cél? A GAPR-algoritmus célja a héalézat hierarchikus rétegz6désének
feltarasa gy, hogy minden iterdciéban egyszerre eltavolitja az aktualisan 1étez6
artikuldcids pontokat (AP), azaz olyan cstcsokat, amelyek eltavolitasa noveli a graf
Osszefiiggé komponenseinek szamat. Az algoritmus minden egyes 1épésben lehént-
ja a hal6zat legérzékenyebb szerkezeti pontjait, rétegeket tarva fel egymas utan.

Implementacié 1épésrdl 1épésre.

— Graf reprezentacié: hasznélhatsz map<int, set<int>> adj vagy
vector<set<int>> adj(n) tipusi szomszédsagi listat. Javasolt alapmiivele-
tek: addEdge(u, v), removeNode(v). Az utébbi minden szomszéd listajabol
is toroli v-t.

— Artikulaciés pontok meghatarozasa: részletek végett lasd az A fuggeléket.

— Artikulaciés pontok eltavolitasa: miutdn meghataroztad az aktualis AP-k
halmazat, tavolitsd el 6ket a grafbdl egy 1épésben. Célszerti lehet megjegyez-
ni, hogy ezek melyik ,réteghez” tartoznak (pl. rétegszam szerint tarolva). Ez
alapjan kés6bb halézati mag-perem elemzés és vizualizécio is készithetd.

— Iteralas: ismételd az AP-keresést és -eltdvolitast a maradék grafra. Minden
iteracio utan Gjabb réteg ,valik le”. A ciklus addig fut, amig méar nincs tobb
artikulacids pont, vagy a graf teljesen fragmental6dik.

6. Kitekintés: egy algoritmus, amely attorte a Dijkstra-
korlatot

A legrovidebb utak keresésére klasszikusan a Dijkstra- és Bellman-Ford-

algoritmusokat alkalmazzuk. Ezek megbizhaté és j6l ismert megoldasok, kiilonb6z6
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feltételek mellett. A Dijkstra-algoritmus hatékonysdga azonban elvélaszthatatlanul
osszefonodik a rendezési 1épésbdl adodo idGbeli korlattal.

Ezt a tobb évtizedes hatart a Tsinghua Egyetem Duan Ran professzoranak
vezetésével a kozelmultban sikeriilt 4ttérni. A 2025-6s STOC (Symposium on
Theory of Computing) konferencia legjobb dolgozatat elnyer6 algoritmus olyan
4j otletet vezet be, amely nem igényli a tavolsag szerinti teljes rendezést, és igy
gyorsabb, mint barmelyik eddig ismert mddszer.

A megkozelités lényege, hogy a feldolgozandé csomépontokat klaszterekbe
rendezi, és minden klaszterbél csak egyet vesz figyelembe minden lépésben. Igy az
algoritmus kijatssza a rendezési korlatot, és gyorsabban talalja meg a legrovidebb
utakat — akar irdnyfitott, tetszéleges stulyt grafokon is. A médszer részben 6tvozi
a Bellman-Ford- és a Dijkstra-elv gondolati sémait, am teljesen 4j szemléletben.

Arra batoritjuk az algoritmikai kihivasokat kedvel6 olvasot, hogy a https://
arxiv.org/pdf/2504.17033 kutatési cikk alapjan implementéalja az Gj m6dszert.

7. Genomrekonstrukcié Euler-vonal alapjan

Mi a cél? Adott egy hibamentes, lexikografikus sorrendd k-mer lista. Végezziik
el az Euler-vonal alapt rekonstrukciét tigy, hogy minden k-mer pontosan egyszer
szerepeljen a visszaallitott DNS-szekvencidban.

Az algoritmus lépései

— de Bruijn-graf épitése: minden k-mer-bdl képezz egy (prefix, suffix) ira-
nyitott élt, ahol prefix az els6 k—1 karakter, suffix pedig az utolsé k—1 ka-
rakter. A (k-1)-mer-ek lesznek a csticsok. Ha a szomszédsagi listahoz
map<string, deque<string>> adj tipust adatszerkezetet hasznélsz, és az
éleket adj[prefix].push_back(suffix) médon adod ehhez, akkor az azonos
(k-1)-mer-ekb6l nem jonnek létre tobbszoros identikus csticsok, de a tobb-
szoros élek megfelelen lesznek eltarolva. E mellett szdmold a csom6pontok
ki- és be-fokszamait is: in_degree[suffix]+ +; out_degree[prefix]+ +;

— Kezddcstics kivalasztasa: a csticsok in_degree, illetve out_degree értékei
alapjan hatarozd meg, hogy melyikkel kezdédik a zart Euler-vonal. Ha
mindenik csomépontra azonos e két fokszamérték, akkor kezdj a lexikog-
rafikusan legkisebb csticcsal. Mivel adj lexikografikusan rendezett (map),
a legelsé kulcs automatikusan a legkisebb.

— Euler-vonal bejarasa (Hierholzer-algoritmus)

« Inicializalj egy vermet (stack<string> s) és egy listat (vector<string>
path), majd tedd a kezdécstcsot a verembe.

» Amig a verem nem tures: (i) ha a verem tetején 1évé csticsbél (u) van
kimend él, akkor a lexikografikusan elsé ki-szomszédjat (v = adj[u].
front()) tedd be a verembe és torold a szomszédsagi listabél (adj[u].
pop_front()); (ii) ha nincs tobb kimend él u-bol, akkor torold u-t a ve-
rembdl, és ragaszd a path végéhez.


https://arxiv.org/pdf/2504.17033
https://arxiv.org/pdf/2504.17033
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» Genom visszaallitdsa: a path lista megforditottan tartalmazza a zart
Euler-vonalat. A rekonstruélt genom-szakaszt igy kapod meg, hogy
path[0]-t teljesen, majd minden tovabbi cstics utolsé karakterét ftizod
Ossze.

8. Ford-Fulkerson-algoritmus - Edmonds-Karp-
modszerrel

Mi a cél? Megtalalni a lehet6 legnagyobb folyamot egy irdnyitott hal6zatban
a forrds és nyeld cstcs kozott, igy, hogy az egyes élekre el6irt kapacitdsokat nem
lépjiik tal, és a folyam a csomépontokon ,,dtmend” legyen (kivéve a forras és nyel6
csucsokat).

A Ford-Fulkerson-algoritmus fokozatosan épiti fel a folyamot, ismételten ke-
res egy javito utat a rezidualis grafban, és megnoveli a folyamot ezen az Gton. Az
Edmonds-Karp-modszer kiegésziti ezt azzal, hogy a javit6 utakat mindig szélességi
bejarassal keresi, igy biztositva a polinomiélis futasidét.

A rezidudlis graf élei azt mutatjak meg, hogy az aktuélis folyamhoz képest
mely éleken lehet még folyamot hozzdadni vagy visszavenni. Minden eredeti élre
(u = v) arezidualis grafban kétféle él jelenhet meg. Az egyik az igynevezett elére-
él (u — v), amely akkor szerepel, ha a kapacitas még nincs teljesen kihasznalva.
Ennek stlya: capacity[u][v] - flow[u][v], vagyis ennyi folyamot tudunk még tovab-
bitani ezen az élen. A masik a vissza-él (v - u), amely akkor kertil be a reziduélis
grafba, ha a jelenlegi folyam pozitiv az eredeti élen. Stlya: flow[u][v], ami azt je-
lenti, hogy ennyit lehetne visszavenni, azaz csokkenteni a folyamot, ha sziikséges.

A graf reprezentécidja

—Javasolt adatszerkezetek a szomszédsagi lista, valamint a kapacités- és

folyamértékek eltarolasahoz a kovetkezék: map<int, vector<int>> adj;
map<pair<int, int>, int> capacity; map<pair<int, int>, int> flow;

Az algoritmus lépései

— Inicializalas: allitsd be a folyamot 0-ra minden élen. Minden élhez add

hozza a megfeleld vissza-élt is a szomszédsagi listaba.

—Javito6 uat keresése: indits BFS-t a forrasboél, és tartsd nyilvan a parent ér-

tékeket, hogy visszakovethetd legyen az tt. Csak olyan élen haladj tovébb
(u - v), ahol a reziduélis kapacitas pozitiv: (i) capacity[u][v] - flow[u][v] >
0 (elére-él) vagy (ii) flow[v][u] > 0 (vissza-él). A parent segitségével épitsd
fel a teljes javité utat a nyeldig.

— Folyam novelése a javité taton: hatdrozd meg a legkisebb rezidualis silyt az

Gt mentén (ez a sziik keresztmetszet; bottleneck). Minden él mentén noveld
vagy csokkentsd a folyamot: (i) elére-élen flow[u][v] += bottleneck, illetve
vissza-élen flow[v][u] -= bottleneck.

— Ismétlés: amig talalsz Gj javito utat, folytasd a 1épéseket. Ha mar nincs javito

ut a forrastdl a nyel6ig, az aktuélis 6sszfolyam a maximalis érték.



242 m B fiiggelék: algoritmikai kihivasok

9. Dinamikus passzhalézat csiiszéablakkal

Mi a cél? Létrehozni és karbantartani egy olyan irdnyitott grafot, amely mindig
az utolsé 50 passzbdl all6 kapcsolatokat jeleniti meg egy futballmérkézés soran.
A cél, hogy nyomon kovessiik a hal6zat szerkezeti valtozasait a meccs ideje alatt.

Minden passz egy iranyitott él a grafban. A jatékosok a cstcsok. Egy passz
akkor torténik, amikor egy jatékos atadja a labdat egy mésiknak. A gréf élei a pasz-
szok irdnyat és gyakorisagat titkkrozik. Jatékoscsere esetén az 1j jatékos atveszi az
el6dje csomodpontjat.

Az algoritmus 1épései

— Bemenet reprezentacié: minden passza kapcsan térold el a passzol6 jaté-
kos (from), fogadé jatékos (to), pozicidk (x1, y1; x2, y2), valamint idébélyeg
(time) adatokat. Tartsd nyilvan a passzokat egy deque-ban, hogy mindig
csak az utols6 50 legyen benne.

- Graf reprezentacio: hasznéald a map <string, map <string, int>> passGraph
adatszerkezetet a (from — to) kapcsolatok gyakorisaganak eltarolasara az
utols6 50 passz alapjan.

— Az els6 halozat (Go) létrehozasa: olvass be 50 passzt, és minden passz ese-
tén noveld a passGraph[from][to] értékét.

— Dinamikus frissités minden j passz érkezésekor: tavolitsd el a legré-
gebbi passzt a deque elejérél (passGraphfold from][old to]--). Ha az él st-
lya 0 lesz, akar el is tavolithatod. Add hozza az Gj passzt a deque végére
(passGraph[new from][new to]++). Frissitsd a hélézatot, és tarsitsd az
aktualis id6bélyeghez, t.

— Elemzési lehetdségek: minden frissités utan kiszamolhatsz mutatékat,
amelyek mentén szeretnéd kovetni a halézat dinamikéjéat (lasd a konyv
9. fejezetét).

10. Nash-egyensily tiszta stratégiaban

Mi a cél? Megtaladlni az 6sszes tiszta stratégiai Nash-egyensilyt egy kétsze-
replés, egyszer jatszott stratégiai jatékban. Egy adott (i, j) stratégiapar akkor Nash-

Formalis feltétel: egy (i, j) stratégiapar Nash-egyenstuly, ha A payoff[i][j] ma-
ximalis az i. sorban (A szempontjabdl), és B_payoff[i][j] maximalis a j. oszlopban
(B szempontjabol).

Bemenet és reprezentacio

- n: az A jatékos stratégiainak szama

— m: a B jatékos stratégidinak szama

—A_payoff[n][m]: az A jatékos kifizetési matrixa

— B_payoff[n][m]: a B jatékos kifizetési méatrixa

— Ajanlott reprezentacio: vector<vector<int>> A, B;

Megoldasi otlet

— Keresd meg és tarold el A sorainak és B oszlopainak a max-pozicioit.
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—Egy (i, j) stratégiapar Nash-egyensiily, ha A i. sordban a j. oszlopban van a
maximum, és B j. oszlopdban az i. sorban van a maximum.

11. Magyar médszer: minimalis koltségii teljes parositas

Mi a cél? Talaljuk meg a minimalis koltségu teljes parositast egy stlyozott,
teljes, paros grafban, ahol a bal és jobb oldalon ugyanannyi cstics van, és minden
élhez tartozik egy nemnegativ koltség. Konkrétabban: talalni az nxn méreti kolt-
ségmatrixban olyan teljes parositast, amelyben minden sort és oszlopot pontosan
egy hozzarendelés érint, és az 6sszkoltség minimélis.

A Magyar-mddszer alapotlete: (i) nullakat hozunk létre a matrixban csokken-
téssel; (ii) ezek mentén probalunk teljes parositast épiteni; (iii) ha ez nem sikertl,
moédositjuk a matrixot gy, hogy 4j nullék keletkezzenek.

Az algoritmus 1épései

Sor- és oszlopcsokkentés (matrix redukcié): minden sorbél vond ki a leg-
kisebb elemet, majd minden oszlopbdl is vond ki a legkisebb elemet. Ez nem
befolyésolja a minimalis hozzarendelés helyét, de segit Gj nullakat létrehozni.

Nullak mentén prébalj teljes parositast keresni: azonosits be maximalis
szamu ,flaggetlen nullast”, azaz olyanokat, hogy ne legyen két nulla ugyanabban
a sorban vagy oszlopban. Hasznélhatsz DFS-t vagy BFS-t ehhez a miivelethez. Ha
sikertl talalnod n darab ilyen nullést, készen vagy. Ha csak részleges parositést
talaltal, folytasd a kovetkez6 lépéssel.

Maitrix médositas: taldld meg a minimalis szdmu sor/oszlop kombinaciot,
amellyel minden nullat lefedhetsz. Keresd meg a legkisebb lefedetlen értéket.
Csokkents minden lefedettlen értéket e minimummal, és add hozzéd e minimumot
minden kétszeresen lefedett (sorral és oszloppal is lefedett) értékhez. A tobbi cella
értékét ne modositsd.

Ismétlés: addig térj vissza a 2. 1épéshez a frissitett matrixszal, mig n fiiggetlen
nullast nem talalsz, azaz teljes parositast. A matrix egyre tobb nullat fog tartal-
mazni, mig végiil elég lesz egy teljes hozzarendeléshez.

12. PageRank-algoritmus: csiicsok fontossaganak
meghatarozasa iranyitott grafban

Mi a cél? Adott iranyitott grafban (példaul egy weboldalakbol allé hal6zatban),
ahol az élek azt jelentik, hogy az egyik csticsb6l hivatkozas mutat a masikra, érde-
keltek vagyunk abban, hogy minden csticshoz hozzérendeljiink egy ,,fontossagi”
értéket — azt jelezve, mekkora a silya a hal6zatban.

A PageRank-algoritmus egy iterativ, stlyelosztédsos elven miikodé stratégia,
miszerint egy cstics akkor fontos, ha sok mas fontos cstics mutat ra. A médszer
alternativ értelmezése egy véletlenszer(i internethasznal6 mozgésat szimulalja,
aki minden lépésben d val6szintiséggel kovet egy hivatkozést az aktuélis oldalrol,
és (1 - d) valészintiséggel ,,megunja” és véletlenszertien egy masik oldalra ugrik.
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A megfeleld képlet: PageRank(i)=(1—-d)/N+d>,_,, PageRank(j)/L(j), ahol N az ol-
dalak szdma, M(i) azoknak az oldalaknak a halmaza, amelyek hivatkoznak az
i. oldalra, és L(j) pedig a j. oldalrél kimend linkek szama. A d csillapitasi tényezét
tipikusan 0,85-ra szokés allitani.

Az algoritmus lépései

- Kezdeti értékadas: minden cstics PageRank értékét allitsuk 1 / N-re.

— Iterativ frissités: minden lépésben minden cstcs (kivéve a nyeléket) 14j
PageRank értéket kap a fentebb megadott képlet szerint. Célszerti hasznélni
egy segédtombot a frissitett értékek kiszdmitasdhoz.

— Nyel6 csomépontok kezelése: ha egy csticsnak nincs kimen6 éle, akkor az
aktudlis PageRank értékét egyenléen szétosztjuk az dsszes cstics kozott. Ez
megakadélyozza, hogy a széban forgé PageRank értékek ,elszivarogjanak”.

— Megallasi feltétel (konvergencia): addig iterdlunk, amig az aktudlis lépés-
ben az értékek valtozasa (6sszeadva minden csticsra) kisebb nem lesz egy
€ tlréshatarnél (példaul: 1e-6).

13. Viselkedési zuhatag szimulacié halézaton

Mi a cél? Modellezni, hogyan terjed egy 1j viselkedés egy hélézatban, ha az
emberek a szomszédaik dontéseihez igazodva valtanak — kiiszobszabély szerint.

A modell 6sszefoglalasa

— Iranyitatlan graf: emberek halézata.

— Allapotok: A vagy B. Kezdetben mindenki a B viselkedést koveti. Egyes
cstcsok, a zuhatag beinditasa végett, A viselkedésre valtanak.

- Kiiszobérték: egy csics csak akkor valt A-ra, ha legalabb b/ (a + b) ardnyban
maér A-viselkedésii szomszédjai vannak.

— Dinamika: a valtasok 1épésenként, szinkron médon torténnek. Az A-ra vél-
tas visszafordithatatlan.

Az algoritmus vézlata

— Inicializalasok: olvasd be a gréfot, és tarold szomszédségi listaként. Allitsd
be az a és b paramétereket, szamitsd kia T = b/ (a + b) kiiszObértéket, va-
lamint tarsits minden csticshoz B viselkedést, kivéve a kezdeti befogaddkat,
akik legyenek A viselkedéstiek.

— Zuhatag szimulaci6 (ismétlés, amig van valtozas): minden koérben allitsd
A-ra azokat a B csticsokat, amelyek elérik a kiiszobértéket.
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In reteaua relatiilor: Teoria grafurilor in slujba retelelor sociale

Aceasta carte ofera o introducere ampla si interdisciplinara in teoria grafu-
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