FREDETI DOLGOZATOK.

Az elsérendii haromszogelési szogmérésekrol.

Irta ifj. BonorA LAJos.®)

Egy egész orszigot slrin behalozé haromszogelésnél a kiegyenlitendd
mérések ¢és a kielégitendd foltételek szama oly nagy, hogy az egész halo-
zatot minden részében Osszefiiggd egésznek tekinfeni és mint olyat kiegyen-
liteni, rendkiviil faradsagos, és barmilyen kiegyenlité rendszer mellett is
szinte megoldhatatlan foladat. Ezért szokas a legnagyobb Kkiterjedést, ugy-
nevezett elsdrendi haromszigek halozatit a tobbitél figgetlenil egymaga-
ban kiegyenliteni, hogy a kisebb haromszigek majdan hozzajuk csatolando
vagy kizzéjiik illesztendd masod-, harmad- és negyedrendiit hélézatai szimara
mintegy valtozatlan alapul szolgiljanak.

S6t az elsérendit halézatok is nagyobb orszagokndl oly nagy Kkiterje-
déstiek, hogy mar azért is, hogy ne kelljen a részletes munkalatokkal az
egész folvétel és kiegyenlités befejeztéig varni, szilkségessé valik azokat is
egyes elkiilonitett részekben kiegyenliteni.

Minden ilyen esetben a mér végrehajtott kiegyenlitések végeredményei
minden tovabbi szamitasnal valtozatlanul megtartandok, mi altal természe-
#) Mid6n mult év tavaszdn a m. kir. Jozsef-milegyetemnek reim nézve rendkiviil
megtiszteld javaslatira, 6 Excellentidja a vallis- és kizoktatisiigyi miniszter tir engemet,
a felsd geodaesia terén teend$ behaté tanulminyok céljabél Allamkoltségen kiilfoldre
kikiildeni kegyeskedett, abban a kivilo szerencsében részesiiltem, hogy a Berlinben
székel( porosz geodaesiai intézet vezetése alatt az idé tdjt Berlin, Zossen, Kiel, Konigs-
berg és Goldap virosok kizelében végzett geodaesiai mérésekben és astronomiai meg-
figyelésekben, nemkiilonben a téli honapokban az intézetben folytatott szdmité mun-
kalatokban, hét honapi szabadsigom lejértiig szakadatlanul részt vehettem.

A fent nevezett intézet nagyhirfi igazgatojinak, Helmert tandr trnak, és tobbi
tudds tagjinak koszimhetem, hogy a fels§ geodaesia minden fontosabb kérdésében
részletes tanulmanyokat tehettem. E tanulményaim egyik, gy gondolom, nem érdektelen
tirgya az, melyrdl szerencsém van jelen cikkben értekezni; reménylem, hogy lesz
késébb alkalmam més, hitem szerint minden geodaetit egyarint érdekls tirgyakrol
is értekezni.

Magy, Mérn.- és Epit.-Egyl. Kozl. 1888. 24



tesen minden utélagosan csatlakozo halozat-részre egy bizonyos kényszer
szarmazik at. E kényszernek azonban, minden olyan esetben, midén a kozos
csatlakozdsi pontok képezte geometriai abrat az 1j halozat kevésbbé ponto-
san hatarozza meg mint a mar kiegyenlitett, alig van karos hatasa.

Az elsérendii halozat tehat mintegy viazat képezi az egész  orszagos
haromszogelésnek, melynek sikere teljesen annak helyes foganatositisa-
tol fiigg.

A célszeriien tervezett altalanos elrendezéstél, a bazis-mérésektsl sth.
eltekintve, a haromsziogelé halozat folvételével célzott geometriai meghataro-
zis pontossiaga lényegesen a szogek mérésének az egyes dllomasokon elért
pontossagatol fiigg.

Erre vonatkozolag, elsérendit haromszogeléseknél, két f6 és ellentétes
méré mo6d kiilonbiztetendé meg. Az egyik szerint minden mérési sorozatba
az allomason meghatarozandé iranyok kozil minél tobbet (lehetéleg mind-
egyiket) toreksziink folvenni; mig ellenben a mdasik szerint mindig esak
kettére, tehat a legkisebb szdmra szoritkozunk. Az elsé méd az irdany-
mérés, a misodik a szogmérés. Amaz Struvetol®) szarmazik, és
Bessel ideje ota, ki klaszikus kelet-poroszorszagi fokmérésénél alkalmazta,®*)
a felsé geodaesiai praxisban majdnem kizarélag kovettetett; emez pedig
lényegére nézve G auss-tél ered, ki azt hannoverai fokmérésénél hasz-
nalta.**¥) A szogmérésnek ugyanis a végrehajtas szempontjabol két modo-
zatat kell megkiilonboztetni: az egyik a Gauss hasznlta ismétld szog-
mérés; a masik a mostani miszereknél elért nagy leolvasisi pontossdgnak
inkabb megfelelé6 egyszeri szigmérés. Fennebb szigmérés alatt ez utobbit
értettiik és ezutan is mindig ezt fogjuk érteni.

Az els6, ki a geodaesiai irodalomban, a mintegy 40 évig kizdrolag ki-
vetett gyakorlat ellenére, elsérendii halozatoknal az egyszerii szogmérésnek
az irAnymérés folott az elséséget foltétleniil oda itélte, Helmert volt. (Zeit-
schrift fiir Vermessungswesen: VI. kotet, 1877, 610 lap.)

Az érdem azonban, hogy e méré mod a gyakorlatban mélté helyet
vivhatott ki magdnak, Schreiber ezredest, a porosz orszagos haromszige-
lés fovezetGjét illeti. Mar 1871 6ta ugyanis Poroszorszagban az & vezetése
alatt tortént valamennyi elsérendii ftrigonometriai halézat- és  lancolat-fol-
vételnél Kkizarolag egyszerii szigmérés alkalmaztatott.

Schreiber féérdemét azonban a szogmérésnek altala adott azon rend-
kiviil egyszerit és szép elrendezése képezi, melynek kimnyen keresztiilviheto
teljes symmetridja folytdn, az egyes allomasok kiegyenlitésébdl nyert irdny-

#) Astronomische Nachrichten: 1I. kitet, 1824, 47. és 48, sz,

##) Gradmessung in Ostpreussen; Berlin 1838; 67 lap. :
##%) Supplementum theoriae combinationis ete. 1826. Borsch és Simon német for-
ditdsaban : , Abhandlungen zur Methode der kleinsten Quadrate, von Carl Friedrich Gauss*:
Berlin, 1887 ; 85 lap.
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értékek, mint egyetlenegy, nagy pontossiggal mért teljes fordulé*) ered-
ményei tekintheték, és igy a rendszer kiegyenlitésébe is mint egyenld sulyu,
egymastol fiiggetlen és kozvetetleniil meghatarozott értékek bevezethetok.
Ez altal a rendszer kiegyenlitése is nagyon egyszerivé valik és folveszi azt
az alakot, melyet Gauss az 6 hannoverai fokmérésénél alkalmazott, habar az
altala kovetett szogmérési elrendezés részletei. melyek ezen eredményre
vezettek, még nem teljesen ismeretesek.

Schreiber szigméré modjanak az iranyméréssel ezen értekezés végén
tirténendd osszehasonlitisabol az is ki fog tinni, hogy az iranymérés mellett
folhozhato azon egyediili elény is, mely szerint az kevesebb irdnyzast és igy
rividebb idét is kivan - mint a szogmérés, az egyenld idék alatt, hasonlo
kortilmények kozt elérhetd pontossag mértékéhez viszonyitva, teljesen illu-
sorius elény.

A mint az eddigiekb6l kivehet6, jelen soraink f6 ecélja a Schreiber-
féle szogmérd-rendszer ismertetése, a miben leginkabb azon két értekezés
lesz segitségiinkre, melyet Schreiber a ,Zeitsehrift fir Vermes-
sungswesen® cimi folyoirat VII. és VIII. kotetében tett kiozzé. Ezek
koziil az elsé (VIL. kotet, 1878; 4. fiizet): ,Ueber die Anordnung
von Horizontalwinkel-Beobachtungen auf der Station¥,
a masodik pedig (VIII. kotet, 1879; 3. fiizet): ,Richtungsbeobach-
tungen und Winkelbeobachtungen® cim alatt jelent meg.

Az alloméas-kiegyenlitésnek a legkisebb négyzetek elmélete alapjan valo
targyalasaban azonban a Schreiberétél kissé eltéré utat fogunk kovetni. Az
elérendé eredmény mindenesetre ugyanaz marad; annak megitélését pedig,
hogy ezen utat kivetve, mennyivel jobban jartunk el a mondott elmélet
szellemében, az olvaséra bizzuk. Az idézett két értekezésrdl csak annyit
jegyziink meg, hogy azok minden geodaetira nézve egyarant érdekes és
tanulsagos olvasmanyt képeznek.

Ezeket elére boesatva, térjiink most at kozvetetleniil a szogmérés azon
gyakorlati elrendezésének leirdsara, melyet Schreiber elsérendi allomasok
folvételénél alkalmaz.

Ha egy Aallomason a meghatarozandé irdnyok sziama », és mindegyik
szig, melyet ezen iranyok egymas kozt képeznek (v irany Osszesen v (r—1)

# Bessel elnevezése modjinak megfelelfen, az egy allomashdl kidgazd két vagy tibb
irny Usszefiigg0 egymasutinban tortént egyszeri megfigyelését: észlelési vagy mérési
sorozatnak (Beobachtungsreihe) nevezziik. Két, egymasra kivvetkezs sorozat: o d a
és vissza: olyan, hogy az egyik, a beirinyzott tirgyak sorrendjét illetfleg, a mésik-
nak megforditottja, egy forduloét (Satz, Gyrus) képez és elvilaszthatatlanul egyiitt
jir. Egy sorozatot vagy fordul6t akkor mondunk teljesnek, ha benne mindegyik,
az dllomdson meghatirozandé iriny egymdsutini sorrendben eléfordul.

A szogmérésnél a sorozatban csak két irdny vétetik fol, péld.: 4, B; a for-
duléban pedig e két irny a kivetkez$ sorrendben fordul el6: A, B, B, A.

24*
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egymastol kiilonbozs szoget képez), Kkiilon-kiilin 2p-szer méretik meg, még
pedig ugy, hogy az iranyoknak minden kettds combinatidja szdmara 2Zp
sorozat p forduloban méretik meg; ha tovabba a silyok egységeiil az egy
forduloba tartozd két szogmérés szamtani kizepének, az 1. n. forduld-kozép-
érteknek stlyat valasztjuk, akkor minden iranyérték a kiegyenlités utan pr
stlylyal fog birni, a mit a késéhb levezetendd kiegyenlité egyenletek iga-
zolni fognak.

Ha tehat azt akarjuk, hogy egy hdlozat isszes allomdsain a kiegyen-
litett iranyok valamennyien P kizis silylyal birjanak, az egyes allomasokon
minden szog szamara megmérendd fordulok szamat, p-t, akként nyerjik
meg, hogy P-t az illeté allomasok iranyszamaval, »-vel, osztjuk.

Emnek értelmében, ha, ugy mint Schreiber, azt akarjuk, hogy vala-
mennyi kiegyenlitett irdnyérték pontosan vagy legalabb is igen megkizeli-
téleg P==24 sfilylyal birjon, akkor :

T U e e S B 8 irdny esetén,
2

el
== 8 65|44 3nak valasztandé, azaz

minden egyes szog:
2p =24 (16|12 |10 8 | 8 | 6-szor megmérends. E
mellett lesz az egyes allomasokon elért stly :
P=pr=2424 24|25|24 28| 24.
A f osztasok végrehajtasanal a p quotiensek, valahinyszor nem egész

szamok, a legkiozelebbi nagyobb egész szamra egészittetnek ki. Az ennek
folytin keletkezd csekély silyeltérések a rendszer kiegyenlitésénél szdmi-
tasha vehetdk, vagy egyszerfien elhanyagolhatok.

? : = aksl)
A mérés tényleg tgy torténik, hogy minden szog p egymistol ——

fokra es6é limbus-allashan méretik meg (mindegyik allasban tehat egy for-
dulé, agymint: 4, B, B, A; vagyis az illeté szog kétszer: egyszer od a,
egyszer Vissza).

Minden oly szog szamara, melynek egy misik szoggel egy kozos iranya van,
a p limbus-allasat a beosztas egy masik pontjatol kezdve kell sziamitani, hogy
ez altal a kozos iranyokat tartalmazd fordulék mind kiilonbozd allasokban
méressenek meg. E végett sziikséges egyikét a p intervallumnak, melyet
kezdé intervallumnak akarunk nevezni, még annyi részre osztani, a mennyi
sziikséges arra, hogy elegends szami kezdd pontot nyerjiink a fent kikotott

foltételnek mind a i y (v — 1)sz0gnél valo kielégitésére. E mellett torekedni

kell a sziikséges minimumra szoritkozni, hogy minden folosleges limbus-
forgatast elkeriilhessiink. E sziikséges minimum paratlan » esetén maga a
v szam, parosnal pedig (» — 1).
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Hogy melyik szignek melyik kezdd allas jusson, azt schematikuson a
kovetkez6 két mintaban taldljuk meg, melyeknek elseje minden paratlan,
masika pedig minden paros »-re szolgal :

5 irdany: » = b. 6irdny: » = 6.

1| | 1 | | [
Fal sl “ El g e
1| 1| o m| v 1| 1| mlm| | v
2 | Im| Iv| v 2 | | Iv| v| I
31 L+ S 8 4 Lo RO B 4
4| 1 4| 1| B
5 111

Ezekben 1, 2, 3,... az iranyokat; I, II, III,... a » illetéleg (»—1)
kezdé allast jelentik. Ez utobbiak minden vizszintes és fiiggoleges sorban
egymasutani sorrendben kovetkeznek ; csak a masodik minta utolso fiiggd-
leges sora képez ez alol kivételt, a mennyiben ott egy hely a sorrendben
mindig atugratik. Egy adott szognek, pl. 2.3-nak p limbus-dllasaira a kezdé
allast mindkét mintdban ott talaljuk meg, a hol a 2-es vizszintes sor a 3-as
fiiggilegest atmetszi: mindkét mintanal tehat a 111

A mérések akadalytalan és gyors végzésének elésegitésére, a limbus-
kor, mely a fliggdleges tengely koriil forgathato, a rendes beosztason kiviil,
sirgaréz szélén még egy misik, szabad szemmel konnyen leolvashato segéd-
beosztassal is bir, mely minden fokot 4 részre oszt. K beosztassal és egy
allo index segitségével, mialatt az észlel6 még az 1) targy beiranyzasaval
van elfoglalva, a segéd (és erre alig egy par masodpere szikséges) megadja
a limbusnak a miiszer mellett tartott schemarél hamarjaban leolvasott uj
allast. Az egész mivelet a méréshen semmi fennakadast nem okoz.

Megemlitendé még, hogy a p fordulé fele része az egyik, 4, masik
fele része pedig a masik, B, latéesG-allasban mérendé meg. Ha a fordulok
szama paratlan, akkor minden szognél a kozépsé fordulé egyik sziogmérése
A, masik szigmérése pedig B latoceso-allasban végzendd; e két szogmérés
kozitt tehat a latoesovet at kell hajtani.™)

r=2,3,4,birany esetén péld. a kozlvttschemak alapjan, a limbus- éslatoesé-
allasok szerinti elrendezés, a p fordulo mindegyikére kiterjesztve, a kivetkezo :

2o dranyiid=—i25n — 12,

Swog:| 4 |4 |4 |4 |44 |B|B|B|B|B|B

m ' ] !
I
i
T

1.2 | 00 157 300 430 60° 75° 90° [105°(120° 135" 150

#) Athajtis, vagy ha a wmiiszer magassiga azt kiozvetetleniil meg nem engedi
kiemelés és dthajtis mindegyik szog 2p mérése folyaman csak egyszer torténik.
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3 irdny 3, p = 8.
| ‘ ‘ 1
Sz'cig:ﬂIA A AiA B|B| B B

12 | ofs 221 45 | 673 90 124135 1574

1.3 | 73 30 | 523 75 | 973120 (1424165

23 | 15 | 373 60 | 823105 1274150 172}

-+ irény- v =4, p.= 6.
3/0g ‘A & 588 B wa NS
i ;::,L: S WO MW T S e Bl PP S
1.2 ;5 0130 60 90 120 150
1.3 |10 | 40 | 70 | 100|130 160
14 | 20 50| 80 110 140|170
23 | 20|50 | 80 | 110 140|170
24 |10 40 70 100 130160
34 | 0/30 60| 90 120150

) irdny: v = 5, p = b.

Suig:| A - 4Bl Bt B
1240 36 | 72 | 108 | 144
1.3 | 71| 48} | 791 | 116} | 1561}
14 | 143 | 50% | 863 | 122§ | 158%
15 | 215 | 573 | 938 | 129% | 1658
23 | 143 | 50§ | 86§ | 122§ | 158§
24 | 215 | 573 | 93§ | 120§ | 165§
2.5 | 283 | 643 | 1003 | 136} | 172}
34 | 287 | 64} | 100} | 136} 1723
35| 0 | 36 | 72 | 108 | 144
45 H 71 | 481 | 791 | 1153 | 151}

|

P

Ez utébbi scheméban a limbus-dllasok nyoleadrész fokokra egészittet-
tek ki, mert a negyedfokokat kozvetetleniil mutaté segédbeosztas fél osztaly-
részeket még igen konnyen enged beallitani.
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Egy mar kiegyenlitett haromszog-lancolathoz valé esatlakozasnal, midén
a csatlakozé allomasokon minden 1j meghatirozandé irdany két régi, mar
kiegyenlitett irinynyal kotenddé ossze, még pedig ugyanannyiszor az egyik-
kel mint a masikkal, a két kapesolati irdny, a mérések elrendezését illetdleg,
egyetlenegy irdnynak tekintendé. Legyenek péld. 1 és 2 a kapesolati ira-
nyok, 3, 4 és b pedig az j csatlakozé iranyok; a szogmérés elrendezése a
kovetkezd lesz:

Subg:| A At AR B B R

(13 @ | —'| 60 | — | 120} —
|23 — | 30 | — | 90| — | 160
(24 ) 10| — 0 | — 130 | —
l24| — | 40 | — | 100 | — | 160
(LB 20 —~1 80 | = | 140} —
8 R (T I RSO R T N i R

341 20 H0 80 1105 140 | - <170
3.5 || 10 40 70 100 '+ 130 160
4.5 0 30 60 Q051 1200160
1
éppen tdgy mint » = 4-nél.

Az elrendezés, mely a kozolt schemakban érvényesiil, a kovetkezo tulaj-
donsdgokkal bir:

1. Mindig programmszertien végrehajthato, mi a Schreiber vezetése
alatt végzett igen szdmos mérésnél allandéan bebizonyult.

2. Minden kiegyenlitett szogérték pontosan, vagy igen megkizelitden
egyenlé salyt nyer (nevezetesen pedig 12-6t, vagyis a kiegyenlitett irany-
értékek sulyanak felét).

3. Az egy és ugyanazon limbus-allasban mért fordulok sohasem tartal-
maznak kizos iranyokat. Igy péld. » = 4 irany esetén a 0° kezddé limbus-

0
allasban (és természetesen a tobbi p = 6, ettdl 1%0 - == 30%nyi intervallu-
mokban kivetkezé dllisban is), csak az 1.2 és 3.4 szigekhez tartozé for-
dul6k méretnek meg, melyeknek nincsen kozos iranyuk. Ennek folytau,
minthogy egy sziognek az ugyanazon limbus-allasban végzett két rendbeli
mérése kozos beosztasi hibaval bir, az egyes szigmérések hibai nem tekint-
heték tobbé csupan esetlege s hibaknak, és az egyes szogmérések ered-
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menyei a kiegyenlité szamitdsba mint flggetlen adatok be nem vihet6k;
az egyes fordulé kozépértékek azonban tébbé semmi kozdés &dllandé hiba-
val nem lesznek terhelve, és igy a legkisebb négyzetek mobdszerével mint
figgetlen meghatadrozadsok targyalhaték. Ellenben, ha péld. ettél eltérbleg, a
2.3 és 2.4 szogek ugyanazon limbus-allasban mérettek volna meg, akkor
a megfelel6 forduldé kozépértékek is egy kodzds beosztasi hibat tartalmazna-
nak, azt t. i., mely e limbus-alldsban a 2-es irany leolvasasanak felel meg.

4. A kiulonbodzé Ilimbus-alldsok, melyekben ugyanazon sz6g méretik
meg, a félkort egyenl6 részekre osztjak.

5. Ep Ggy mint minden més, az iranyokra nézve symmetrias elrende-
zésnél, ennél is az A&llomas kiegyenlitésébdl nyert irdnyértékek a rendszer
kiegyenlitésébe mint egymastél fuggetlen meghatarozdsok vezetheté6k be, a
mit maga az allomas kiegyenlitése, melynek levezetésére most térunk Aat,
kozvetetlentl ki fog mutatni.

Jeloljuk, Ggy mint eddig, az egy allomason meghatarozandé iradnyokat
1, 2, 3, 4, . . . folyé szamokkal, a megfelelé6 iranyértékeket pedig A B,
0, D, . . . hetiukkel. Legyen az iranyok szama vy és legyen minden szdg,
melyet azok egymés kozt bezarnak az el6adott médon 2p szer megmérve;
akkor az egyes szog-kozépértékek maradékhibai (szog-kozépérték alatt értve
az illet6 szognek megfelel6 2p mérésnek vagy p forduldé-kozépértéknek szam-

tani kozepét) a kovetkez6k lesznek:

1)

stb. sth. stb. sth.

hol [1.2], [1.3] stb. a szokasos symbolumos jel6lésben az 1.2, 1.3 stb. szo-
geknek 2p mérésbeli eredményének Osszegét jelentik.
Ap forduldbé-kodozépértékbol alkotott szog- kozépérték

sulyat egyszer mindenkori-a pnek véve,*) a most felirt hiba-

*) Ennek megfeleléen: % Glyegységil egy forduldé - kdzépérték
stulyéat kell vennink. A salyegység e fdlvétele azonban csak addig helyes, mig az
egyes fordulék mentek maradnak oly hibaktél, melyek a szdg-kozépértékben eltlinnek
ugyan, de az egyes fordulékban alland6 jelleggel lépnek fol. llyen hibdk péld. a szabaly-
szem beosztasi hibak, valahanyszor elGjelik valtozasa a limbus-allasokkal véletlenil
0sszefligg, midén ugyanis azok az egyes fordulékban esetleges hibaknak tébbé nem
tekinthet6k. llyenek tovabba a latécsé collimatiohibdja és forgéasi sikjanak a mf(szer
fliigg6leges tengelyéhez hajlott voltabdl szarmazé hibak, valahanyszor az egyes iranyok
igen kiilonb6z6 magassagi szoggel birnak. Ez utébbi hib&dk ugyanis, mivel az el6adott
elrendezés mellett a p forduld fele része az egyik, masik fele része pedig a masik lato-



