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AZ EURO STOXX 50 ES A BUX 5 PORTFOLIOK
HATEKONY FELULETEINEK ANALITIKUS FORMAT!

VOROS JOZSEF — KEHL DANIEL -~ RAPPAI GABOR
Pécsi Tudomdnyegyetem

Feliigyeleti szervek kezében a fedezetlen eladdsok (shortolds) tilalma fontos
szabédlyozé eszkéz. A modellezéknek ekkor a beruhazési valtozdkra nemnega-
tivitasi feltételt kell kironi, melyek megnehezitik altalanosabb tulajdonsagok
megallapitasat. Példaul, mig portfélick hozam-kockazat hatékony feliiletének
analitikus formaja régdta ismert shortolas megengedésével, de még nem lattuk
neves portfélick hatékony feliiletének egzakt lefrasat shortolas tiltasa esetén.
A tanulmédny egy algoritmust ajanl a hatékony felillet analitikus formdjanak
meghatarozasara, a hozza irt komputerkdd pedig elsegiti, hogy szamos port-
f6li6 sokoldalu elemzését végezziik el, melyeket az olvasok figyelmébe ajan-
lunk.

1 Bevezetés

A portfélidanalizis még mindig népszerli téméja a pénziigyi irodalomnak, és
talan értheto is, hiszen a kockazat fogalmanak felvetése és mérése lehetévé
teszi a hozam és kockazat egyiittes értékelését. Modszertandnak vizsgdlata
is népszeri, a kutatok szinte kifogyhatatlanok ujabbndl ujabb otletekbol,
melyek arra irdnyulnak, hogy minél pontosabban, atfogébban és koriiltekin-
tobben modellezziik a valdésagot. Minket az inspiralt, hogy soha nem lattuk
még valds, népszerli portfolick hatékony feliiletének analitikus formdjat, vé-
leményiink szerint még az olvasé sem. A legjelentGsebb konyvek is arra
Osztonoznek benntnket, hogy jeloljiink ki egy elvart hozam szintet, és oldjuk
meg az addédé konvex programozasi feladatot, lehetéleg minél tobbet, s talan
akkor lesz fogalmunk roéla, miként is nézhet ki egy portfolié hatékony feliilete,
azaz azon pontok halmaza, melyek mar nem tokéletesithetok tovabb, nincs
mar olyan pont azon til, mely hozam, vagy kockazat, vagy mindkét szempont
alapjan jobb befektetés lenne. Hogy pétoljuk e hidnyt, Eurdpa 50 legjelen-
tosebb részvényeit magaban foglalé Euro Stoxx 50-r6l, valamint, 6sszehason-
litasi alapként, a BUX 6t legjelentosebb részvényérol adatokat gytjtottiink
az elmult tiz évbdl: 2015. janudar 1-t6l, megfigyelve a havi hozam adatokat.
Ezen adatbankbdl tetszOlegesen valaszthatunk ki iddintervallumot, melyre
vonatkozéan meghatarozzuk a kosarban levl részvények atlagos hozamat, és
a hozza tartozd kovarianciamatrixot, melyek felhasznaldsaval megjelenitjiik a
hatékony feliilet analitikus forméjat. A piaci kapitalizécids értékeket is megfi-
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gyeljiik, és a hdrom input adat (dtlaghozam, kovarianciamdtrix és a részvény
értékhanyada a piaci kapitalizdcié szerint) alapjén jellemezziik a portfélid
valds teljesitményét. Felfedett analitikus formaink igy lehetové teszik egy
adott portféliot felilteljesité portfoliock meghatarozasat és jellemzését. De
nem csak egy hatékony feliiletet hatdrozunk meg: meghatarozzuk a hatékony
feliilet analitikus formajat arra az esetre, amikor a fedezetlen eladasok tilalom
alatt vannak (a shortolds nem megengedett), és akkor is, amikor ez a folya-
mat lehetséges. 2023 novemberében a shortolast betiltottak Dél-Koreaban
(Reuters, 2024. november 11-i jelentés), bevezették a tilalmat Torokorszagban
2025. marcius 23-4n (Bloomberg, e napi jelentés), és a shortolds tiltdsa egy
folytonosan meglevé eszkoéz a pénziigyi piacokat szabélyozdk kezében (Ed-
wards et al., 2024). S6t, elméleti oldalrdl is komoly tdmadés alatt van. Bren-
nan és Lo (2010) kijelentik, hogy a pénziigyi eszk6z0k piaci portfdlija, mely-
ben valamennyi eszk6z stlya a portfélioban aranyos a teljes piaci kapitaliza-
cioval, és a haszon-kockazati hatékony feliileten fekszik, az nem tartalmazhat
negativ befektetési silyokat. Ez azt jelenti, hogy az Gsszes olyan portfélio-
modell, melyben a befektetési valtozokra nincs kiréva a nem-negativitasi fel-
tétel, valosagtartalma megkérddjelezhetod, és gyakorlatilag a befektetésekkel
szemben olyan elvardsokat gerjeszt, melyek nem elérheték. Azon hatékony
feltileteket, melyek negativ stilyokat tartalmaznak, lehetetlen hatékony felii-
letnek nevezik. A konnyti kezelhetéség miatt ugyanakkor a nem-negativitasi
feltételeket mell6z6 modellek nagyon népszeriiek az irodalomban. Példaul, az
Elton et al. (2014) konyvben az akdr végtelen mértékii shortolasi lehetdség
alapfeltétel. Ezért mi mindkét hatékony feliiletet eléallitjuk, és eltérésiiket
mérjik.

A korldtok nélkiili shortoldst feltételezo6 targyalasok alapvetéen Markowitz
(1959) modelljébdl indulnak ki, ahol a befektetd egy ¢ idépontban olyan
portféliot allit 6ssze, melynek hozama a ¢t + 1 id6pontban bizonytalan. Mivel
a befektetét kockazatérzékenynek tekintjiik, a portfélionak haszon-kockazat
hatékonynak kell lennie, vagyis, ha a kockazati szintet régzitjik, akkor a lehe-
t6 legnagyobb hozam elérése a cél, vagy, ha a hozamszintet rogzitjiik, akkor
a lehet6 legkisebb kockézati portféliot valasztjuk. A kockazatot a hozam
szorasnégyzetével, vagy a szérassal mérjik.

A befektetési valtozdkra vonatkozé elGjelkorldtok eltekintése mellett, va-
gyis shortoldsi lehetGség esetén, Merton (1972) felfedte a haszon-kockazat
hatékony feliilet analitikus formdjat. Mivel nincs el6jelmegkotés a befekte-
tési véltozékon, az uigynevezett lehetetlen hatékony feliilet eléfordulhat. A
korlatlan hitelfelvétel, illetve kolcsonadas feltételezésével kockazatmentes ka-
matldb mellett, mely valamennyi befektet szdmdra azonos, Sharpe (1964)
és Lintner (1965) tovabb forradalmasitotta a pénziigyi analizis modern 1tjét.
Té8keeszkoz Arazé Modelljitk (CAPM) ma is alapeszkoze a befektetett t8kétél
elvart hozam megéllapitdsdnak kiilonbo6z6 ipardgakban. Sharpe (1964, 1970)
és Buser (1977) a feltételek és levezetések egyszeriisitésével jutottak el a nép-
szerfi T8keeszkoz Arazé Modellhez (CAPM). Megfigyelve, hogy a részvények
hozama gyakran fiigg koz6s tényezokt6l, Sharpe (1963) indexmodellje tovabb
egyszerlisitette a pénziigyi analizist, hasonléan Elton és tarsaihoz (1978), akik
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allandé korrelaciot tételeztek fel a részvények hozamai kozott. Feldman és
Reisman (2003) olyan eljardst mutattak be, mely minddssze két 16pést igényel
egy tokeeszkoz-arazé egyenesen fekvé portfolié meghatarozasahoz.

A CAPM empirikus tesztelése még ma is sok kutatét vonz. Gibbons és
tarsai (1989) egy tesztelési eljardst vizsgiltak, arra voltak kivéncsiak, hogy
egy elére megadott portfélio hozam-kockazat hatékony-e, és az elméleti és
gyakorlati eredményeket Osszehasonlité tanulméanyok sora elég hosszi. Fama
és French (2004) tanulmdnya ad egy Osszefoglalét e tanulmanyokrél, be-
mutatva egytuttal a hdromfaktoros modelljiket (Fama and French, 1996).
Markowitz (2005) megjegyzi, hogy a jelent0s empirikus eltérések a CAPM-
t6l nem meglepé médon abbdl is eredhetnek, hogy a tényszert feltételezések a
CAPM feltételrendszerétdl eltéréek. Példaul, a CAPM végtelen mennyiségli
hitelezést és kolcsonadast tételez fel, mely a valds életben nem tényszert.
Brennean és Lo (2010) tovabb dssa a sirt, kimutatva, hogy ha még a CAPM
feltételezései fent is allnanak, egy piaci portfélié egyéltalan nem biztos, hogy
hozam-kockazat hatékony. Megmutatjak, hogy a részvényhozamok, kovari-
anciak és varianciak értékeinek létezik olyan kombinacidja, melyre minden ho-
zam-kockazat hatékony portfélié tartalmaz negativ silyokat. Vagyis shorto-
last tételez fel, mely azt jelenti, hogy valdjaban nem lehetnek piaci portfolidk.
Tovabba, ahogy a részvények szama novekszik korlat nélkiil, annak valdszi-
niisége, hogy ilyen paramétereket talalunk, folytonosan novekszik. Kovetke-
zésképpen, nem-negativitasi feltételeket ki kell roni a portfélidoptimalizaléasi
modellekben, ha életszerti eredményeket akarunk. Ezen esetekre viszont nem
all rendelkezéstinkre a hatékony feliilet analitikus forméja, miként az megvan
a shortolasi esetre. Viszont a hozam-kockazat feliilet tartalmazhat meglepe-
téseket nem-negativitasi feltételek mellett.

Ugyan az akkor még nem Nobel-dijas Dybvig (1984) hdrom részvényre
megmutatta, hogy sztenderd esetben (vagyis shortolni nem lehet), amikor a
hatékony feliileten csomé van (azaz olyan téréspont, ami miatt nem diffe-
rencidlhaté), a csomdt meghatérozé portféliéban olyan részvények lehetnek
csak, melyekhez tartozd hozamértékek azonosak. Ennek forditottja viszont
nem igaz. Amikor csomé van, tehdt a haszon-kockézat feliilet nem differen-
cidlhatd, a csomoét meghatdrozé piaci portfélidhoz egy sereg (végtelen sok)
kockazat nélkiili kamatlab kapcsolhatd, kockazat nélkiili kamatlabtdél hizott
érinték mindannyian a csomdban levé piaci portféliét érintik. Amikor a
hatékony feliilet minden pontjdban differencidlhaté, a kockazat nélkili ka-
matlabak csokkenésével a piaci portfolié kockazati szintje mindig csokken,
csomo esetén viszont a kockazati szint befagy egy ideig.

Természetes folyamat, hogy amikor szeretnénk, hogy portfélié modelliink
jobban kozelitse meg a valésagot, tobb és tobb tovabbi feltételt kell model-
liinkben bevezetni. Ezek viszont novelik a modellek kezelhet&ségének nehéz-
ségi fokat.

Zhang és Nie (2005) a kockdzatos részvények hatékony feliiletének tulaj-
donsigait targyalva azt tételezték fel, hogy az dtlagos hozamok és a kovarian-
ciak meghatarozasa soran hibak fordulhatnak el6, ezeket korlatok kozé szorit-
va szarmaztattdk a hatékony feliiletet. Zhang és Wang (2008) tovabb &ltald-
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nositottak ezen vizsgalatukat azzal, hogy hitelfelvételt tettek lehetové. Qi et
al. (2009) kiil6nboz6 hozamértékeket vettek fel, ezek mindegyikében megoldva
az ad6do feladatot, a kapott hatékony feliileten fekvé pontok tulajdonsagai-
bol arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy a hatékony feliilet egyaltalan nem
biztos, hogy olyan sima, miként azt az osztalyteremben meg szoktuk hizni.
Valéban, amikor negativ sulyokat nem engedink meg, a portfélié hatékony
feliilet a két végpontjaban biztosan nem differencialhatd, mert végtelen sok
érint6 hiizhaté mind annak minimum, mind maximum pontjihoz.

De még ennél is t6bb meglepetést tartalmazhat. Kernsterns et al. (2012)
az altaluk kialakitott ,,pénziigyi univerzumra” bemutattak, hogy egy irdny-
vektor megvéltoztatasa miként alakitja a hozam-kockazat hatékony portfolidk
sorrendjét, feltérképezve ezzel a 78 befektetési eszkoz szerkezetét. Guijarro
(2018) egy hasonldségi mérték bevezetésével méri Gssze a hatékony feliileteket
a kirdtt, dgynevezett sarkalatos feltételek (példaul hany részvény lehet egy
portféliéban) mellett. Genetikus eljards, mely Gsszehdzasitja a heurisztikus és
kvadratikus programozast, kellett a megoldashoz. Hasonléan Steuer és tarsai-
hoz (2024), akik egy 1j eljarast mutatnak be, hogy miként kell szdrmaztatni
a hozam-kockézat feliiletet sarkalatos feltételek bevezetésével. A korreldciés
matrix enyhe perturbacidja jelentosen noévelte az eljaras hatékonysagat nagy-
szamu részvényt tartalmazo portfélidkra is.

A kockaztatott érték (VaR) koncepcidjdnak behozatala egy ijabb fejlédési
irdnyt jelentett, ami természetesen technikailag ujabb feltétel bevezetését je-
lentette (Duffie és Pan, 1997). Mivel a VaR-on feliili veszteségeket nem tekint-
jik, Rockafellar és Uryasev (2000) bevezette a feltételesen kockdztatott érték
fogalmét (C-VaR), majd késébb a koncepcidt kiterjesztették altaldnositott
veszteségeloszlasokra is (Rockafellar és Uryasev, 2002). Cesarone és térsai
(2023a) pedig a klasszikus hozam-kockédzat portfélidanalizist olyan feltéte-
lekkel bévitették, melyek figyelembe veszik a feliigyeleti szervek elvarasait,
melyeket szabalyozoi korlatoknak neveztek el. Az eredmény persze egy vegyes
egészértéki kvadratikus programozasi feladat, melyet a Gurobi-féle szoftver-
rel oldanak meg. Az algoritmust alkalmaztak a Euro Stoxx 50 portféliékotegre
is, mely csomag kozponti szerepet jatszik e tanulmanyban. Mittal és Mehlawat
(2014) tanulmanyukban empirikusan vizsgéljdk a National Stock Exchange
(NSE, Mumbai) indiai piacot, hogy teszteljék modelljiiket, melyet genetikus
algoritmussal oldanak meg. Tehat az alapmodell kiterjesztése mindig sza-
mitdstechnikai nehézségekkel jér, hasonléan a Sharma és Mehra (2013) -féle
megkdzelitéshez, akik a GAMS szoftvert haszndljak a hatékony feliilet el64l-
litasdhoz két, linedris célfiiggvény esetében. Xidas és Mavrotas (2014) pedig
oly médon terjesztik ki a haszon-kockazat analizist, hogy sarkalatos felté-
teleik mellé belépési korlatokat hataroznak meg, és tranzakcids koltségeket
is figyelembe vesznek. A keletkezett modellt vegyes egészértékii algoritmu-
sokkal lehet megoldani, amit alkalmaznak a Furo Stoxx 50 csomagra is. Wu
és Wu (2021) szintén a Gurobi-szoftvert hasznaljdk fel a feladat megolddsara,
amikor a sarkalatos feltételek mellé fizetGképességi feltételeket kirénak. Nem
meglep6 médon arra jutnak, hogy ha a feltételekkel korlatozzak a negativ be-
fektetések szamat, sokkal észszeriibb eredményekhez jutnak. Arcuri és térsai
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(2023) befektetési silyokat irnak elé szdmos befektetési kategéridra, 6sszehd-
zasitva a klasszikus Markowitz (1959) modellt a robusztus CVaR-t tartalmazd
Grossi és Laurini (2019) -féle modellel. Szerintiik a R-CVaR megkézelités
jobb hozamokat eredményez szamos esetben, mint az egyszerii klasszikus
modell.

Természetesen az 4j kor 1j szellemet hoz. Megjelentek a ,,z6ld” meg-
kozelitések, példdul Cesarone és tarsai (2023b) egy kétszintli megkozelitést
alkalmaznak, hogy figyelembe lehessen venni veszélyes tevékenységeket is.
Még bizonyitjak is, hogy mind a Dow Jones, mind az NDX adathalmazra
kezdeményezésiik életszerii, és azt a kovetkeztetést vonjak le, hogy az ESG
vonatkozasu teljesitmény hatarozottan jobb.

Bar szinte 6sztondsen egy sima, differencialhatd, konvex goérbét hizunk
fel, amikor a haszon-kockazat Osszefiiggést interpretaljuk, viszont egészen
nagy valdsziniiséggel egy lehetetlen hatékony feliiletet abrazolunk, mert nega-
tiv befektetések lesznek a portfélickban. Tulajdonképpen azt hissziik, senki
sem latta valds, igazi portfolidk hatékony feliiletének analitikus formajat.
Célunk ezért két valés portfolié hatékony feliiletének analitikus feltarasa, az
Euro Stoxx 50-é és a BUX 5-é. Azért BUX 5, mert 6t olyan részvényiink van
jelenleg, melynek piaci kapitalizdsios aranya felilmulja az 1%-ot. A feltaras
mind shortolasi, mind az anélkiili esetre vonatkozik, és a két analitikus forma
ismerete lehetévé teszi a pontos 6sszehasonlitast. Mint emlitettiik, a klasszi-
kus esetre, shortoldssal, Merton (1972) analitikus formajat mar ismerjiik. Qi
et al. (2015) ennél tovabb mennek, amikor a megvaldsitandé célok mellé egy
tjabbat tesznek, és meghatarozzédk a hatékony feliilet analitikus forméjat,
shortoldssal. Kés6bb Bodnar és trsai (2017) a klasszikus portféliéprobléma
globalis minimumpontja analitikus forméajat hataroztdk meg, ismét shortolast
feltételezve. Bodnar és Gupta (2015) megmutattdk, hogy a hozamokban fel-
fedhet6 aszimmetria jelent6sen befolyasolhatja a globélis minimélis kockaza-
tot meghatérozé portfélié szerkezetét. A minimalis kockédzattal jaré portfélié
analitikus forméjéval Qi és Steuer (2020) is foglalkozott, amikor hdrom cél-
fliggvénytlink van, és a befektetési valtozoknak ki kell elégiteni egy linearis
egyenletrendszer altal meghatdrozott feltételrendszert. De Qi és Steuer (2024)
még tovabb mentek, jelenleg analitikus megoldasi formajuk van az esetre,
amikor a célokat tobb, mint egy kvadratikus fiiggvény irja le. Meng és tarsai
(2022) a vérhaté hozamok és maximadlis bizonytalansig kozotti Atvaltdsi
aranyok mellett allitja elé a hatékony feliiletet, de shortolasi lehetGséggel.
Ugyanakkor Kim és Fabozzi-nél (2024) a shortolds nem megengedett, de nem-
linearis programozasi problémat megfogalmazva, 51 pontot felvéve, és ezek
mindegyikére a feladatot megoldva, a DJIA 30 részvényére elallitjdk a ha-
tékony feliiletet. Analitikus formédkat Monte Carlo-szimuldciéval hataroznak
meg,.

Mi az Euro Stoxx 50 és a BUX 5 részvénycsomagra allitjuk el a hozam-
kockézat hatékony feliiletek analitikus formait — shortolési lehetdséget kizarva
— t6bb érdekes idbintervallumra. A vizsgélt intervallumok az aldbbiak:

e 2015. januar 1 — 2020. januar 1;
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e 2015. januar 1 — 2025. januar 1;
e 2015. januar 1 — 2024. januar 1;
e 2020. januar 1 — 2025. januar 1;

e 2022. februar 1- 2025. januar 1.

Hogy megbirkézzunk a hatalmas szamolasi igénnyel, az itt definialt al-
goritmust R-ben kédoltuk, az eredményeket manudlisan (Excel segitségével)
ellenériztiik. Az algoritmus egyszerii és gyors, robusztus, megbizhatéan old
meg nagyméretli feladatokat is. Az analitikus formdk megbizhatéan segitik
el6 annak megallapitdsat, hogy neves portfélick hozam-kockazat hatékony
feltiletei vajon tartalmazhatnak olyan csomoépontokat, amikor a felillet nem
differencidlhaté, és emiatt a CAPM modell labilis.

A kovetkezd fejezet a problémafelvetés elméleti hétterét foglalja Gssze,
tovabbd a vizsgdlat motorjanak szamité algoritmust definidlja. A harmadik
fejezet két portfélidecsomagot vizsgal: az Euro Stoxx 50-t és a BUX 5-6t. Az
utolso fejezet négy fontos kovetkeztetést von le.

2 A hatékony feliileten fekv6 csomépontokra
fokuszalo vizsgalat elméleti hattere

A portfélibanalizis egyik lényeges kérdése a hatékony felillet el6allitdsa, vagyis
azon pontok meghatarozasa, amikor minden szoba joheté kockéazati szintre
nem létezik magasabb varhaté hozamu befektetés, vagy minden lehetséges
varhaté hozamnal nincs olyan portfélio, mely alacsonyabb kockazattal jarna.
A kockazatot a portfolié szorasnégyzetével mérjiik, ezért a varhatd érték-
variancia hatékony feliilet olyan Gsszefliggés, mely tovabb méar nem javithato.
A Stoxx nevet viseld porfélié (melyben csak kockdzatos befektetések vannak)
hatékony feliiletét az alabbi, paraméteres, kvadratikus programozasi feladat
megoldasaval tudjuk el6allitani:

x>0 la
(1a)
1'x=1 (1b)
ax=F (1c)

Stoxx E 1
VRT() = min §XIVX (1d)

E modellben z; a vagyonnak azon hanyadat jelenti, melyet az i-edik
kockdzatos vagyontdrgyba (az egyszeriiség kedvéért legyen ez részvény) fek-
tettiink; i = 1,...,n, X' = [x1,...,2,], és n a kockdzatos részvények szamat
jelenti a Stozx nevet visel§ portféliéban, a ' transzformaltat jel6l (egy nem
vektoridlis lefrast példaul a Wu and Wu, 2021 munkaban talalhatunk kiter-
jesztett feltételek mellett). A portfoliéban levé részvények varhaté hozamat
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az a vektor fogja Gssze, a hozzd tartozé kovariancia-variancia matrixot pedig
V-vel jeloljiik. Feltessziik, hogy V pozitfv definit. V°*®(E) a kockdzatos
részvények minimalis szérasnégyzetét hatarozza meg, amikor a befektetéstol
E hozamot varunk. Az els6 feltétel a fedezetlen eladasokat zarja ki, azt
is szokas mondani, hogy nem lehet shortolni. Ez a feltétel az Euro Stoxx
esetében 50 egyenl6tlenségi korlatot jelent, de az FTSE 100 mar szdzat. Az
(1b) azt hatdrozza meg, hogy egységnyi tékét tekintiink, ezért egy részvénybe
fektetett t6keardny a [0, 1] intervallumba esik. Az (1c) azt biztositja, hogy a
befektetett téke E varhat6 hozamot produkédl majd, az (1d) célja a minimélis
kockdzat biztositdsa, mikozben a varhaté hozam E. A tdkeeszkoz drelmélet
(CAPM) szerint az Osszes részvény piaci portféliéja, melyben minden részvény
sulya piaci kapitalizacids értékével aranyos, a hatékony feltileten fekszik, ezért
ez az ardnyszam nem lehet negativ. Brennan és Lo (2010) ,,lehetetlen” fe-
lilletnek nevez minden olyan hatékony feliiletet, melyben valamelyik rész-
vénynek az ardnya negativ. Bebizonyitjdk, hogy a lehetetlen piaci portfoliok
elofordulasi valdszinlisége a befektetésre széba joheto részvények szaméanak
aranyaban novekszik. Tovabba, a shortoldsra javasolt részvények minimalis
szama linedrisan novekeszik a részvények szamaban. Miként a bevezetOben
megjegyeztiik, Torokorszagban jelenleg is, Dél-Koreaban pedig 2023 6sze 6ta
shortoldsi tilalom van (ez évben vérhatdéan feloldjak), de a 2008-as vélsdg
idején érvényben volt Ausztralidban, az USA-ban, 2012. juilius 23-an tjra
kir6ttak ideiglenesen Spanyolorszdgban és Olaszorszagban (Battalio et al.,
2012).

Ugyancsak emlitettiik, hogy a shortolasi lehet0ség szamos tanulmanyban,
konyvben sztenderd feltétel, 14sd példdul Elton et al. (2014), méghozza vég-
telen mennyiségben. Az ennek megfelel6 modellt megkapjuk, ha az (1la)
feltételeket toroljiik. Jelolje a V51°%*(E) a minimum kockazati szintet (sz6-
résnégyzetet) shortoldsi lehetéség mellett, amikor a befektetés elvart hozam-
szintje F a Stoxx nevi portfoliétol.

Els6dleges célunk az (1) alatti feladat megolddsa, de ehhez egy segéd-
modellt definidlunk, mely egytttal legalabb annyira hires. E modellben azt
tételezziik fel, hogy létezik egy kockazat nélkiili befektetési lehetéség, ennek
pozitiv varhaté hozama pedig r. Tervezett eljarasunkkal az a célunk, hogy az
(1)-(2) feladatot szimultan médon oldjuk meg, ami azt jelenti, hogy analitikus
formaban adjuk meg a haszon-kockazati hatékony feliiletet azon esetekre is,
amikor shortolds nem lehetséges, de mind a csak kockazatos részvényeket
tartalmazo portféliora, mind arra az esetre, amikor a kockézatos részvények
mellett egy kockazat nélkiili befektetési lehetdségiink is van. Az 11j modelliink
tehat egy kockazat nélkili befektetési lehetOség esetén az alabbi lesz:

x>0 (2a)
'x+y=1 (2b)
ax+ry=FE (2¢)

Stoxx
VT(E) = mm %XIVX (2d)
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Az y valtozo az egységnyi t6kébél azt a részardnyt méri, melyet a kockézat
nélkiili helyre fektetiink be r kamatlab mellett, a keletkez6 minimélis kocké-
zatot pedig a V5197 (E) fiiggvény méri, amikor a befektetéstél E hozamot
varunk el, oly médon, hogy shortolasi lehetGség tiltva van.

Mindkét modelliink esetében, ha eltekintiink a befektetési valtozdkra vo-
natkozé nem-negativitasi feltételektdl, akkor a shortoldsi tevékenységet lehe-
tové tevé modellekhez jutunk. E modellekre viszont régéta ismertek anali-
tikus megolddsok. Merton 1972-ben adta meg az (1) alatti feladat explicit
megolddsat a nem-negativitdsi feltételek nélkiil. A hatékony feliiletet az
alabbi fiiggvénnyel lehet meghatarozni:

_ fE2—2dE +e

VStoa:a:(E) ef — . (3)

short
Ahhoz, hogy az F nagysdgu varhaté hozam minimélis kockazat mellett va-
l6suljon meg, az alabbi befektetési ardnyokra van sziikség:

(e — dE)C1 + (fE — d)Ca

x(E) = p— » (4)

ahol C=V~! e=a'Ca, f =1'Cl, d = 1’Ca. Hangstlyozni kell, eme ana-
litikus formak akkor léteznek, amikor a részvények varhaté hozamai kozott
kiilonb6z6k vannak (mely feltétel az eredeti Merton-diszkussziéban nem sze-
repel). A differencidlhatdség szempontjdbdl fontos szerepe lesz e tulajdon-
sagnak, ugyanis, ha a portféliéban olyan részvények lesznek, amikor azok
varhaté hozamai egyformdak, a hatékony feliilet nagy valdsziniiséggel nem
lesz differencidlhaté. A shortoldsi lehetdség feltételezésével tehét, amikor a
részvények varhaté hozamai nem mind egyformék, a hatékony feliilet mindig
differencidlhat6 lesz (ldsd Voros és térsai, 1999).

Amikor egy kockézat nélkiili befektetési lehetéség van r hozammal, és
shortolds lehetséges, azaz a (2a) feltételektdl eltekintiink, akkor Buser (1977)
alapjan a minimdlis kockézat az alabbi lesz:

E—r)?
v () = £ 5
short ( ) f7‘2 — 9dr Je ( )

vagyis az (5) négyzetgyoke egy egyenes vonal, mely az r pontban 1épi at a
vizszintes vonalat. Masként interpretdlva, az y = 0 esetre az (1) és (2) alatti
modelleknek ugyanaz a megoldésa, az (5) alatti parabola érinti a (3) alatti
paraboldt e pontban. (A (3)-(5) alatti kifejezésekhez hasonlé formuldkat 14t-
hatunk a Guijarro, 2018 és Guijarro — Tsinaslanidis, 2021 tanulmanyokban
is.)

Most térjink vissza abba a vilagba, amikor a shortolas tilalom alatt van,
vagy kutatok eleve ugy gondoljék, a hatékony felillet nem is tartalmazhat
olyan portfolickat, melyekben valamelyik részvény aranya negativ sullyal
van jelen. Szokasos mddon, tételezziik fel, hogy egy angyal megmondja ne-
kiink, hogy a portféliétdl elvart E hozam egy adott nyilt intervallumaban
melyek azok a részvények, melyek aranya pozitiv szammal fejezhetd ki, és
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e részvényeket fogja Gssze az M halmaz. Az Gsszes tobbi legyen az N hal-
mazban, vagyis 6k azok a részvények, melyek aranya nulla a portfélidban.
Amennyiben a részvények (véltozok) e kategorizldsa optimélis, akkor a pozi-
tiv valtozdk halmazara Merton fenti képletei alkalmazhatdk, hiszen optimalis
a valtozok kategoriaba sorolasa, és a zérus befektetések olyanok, mintha nem
is léteznének a széban forgd intervallumban.

Interpretécioként nézziink ra a ma mar Nobel-dijas Dybvig 1984-es hires
problémaéjara, ahol

€ 0 0
a=[1 3 4], V=10 1+c¢ 2
0 2 4+4+€

és € egy adott paraméter a kovarianciamatrixban, tovabba shortolas nem le-
hetséges. Porzitiv paraméterre tehat mindegyik részvény kockazatos, és Dyb-
vig arra hivta fel a figyelmet, hogy amennyiben a hatékony feliileten toréspont
van, vagyis nem differencidlhatd, akkor a torésponthoz tartozé részvényben
csak olyan részvények lehetnek, melyekhez tartozo varhaté értékek azonosak,
viszont ennek forditottja nem igaz. Torténetesen az 0 < € < 1/3 paraméter-
értékekre az E = 3 varhaté értéknél a portfolié optimadlis struktirdja (ami
minimalis kockdzatot ad): z2 = 1, 1 = 3 = 0, és a hatékony feliilet nem
differencidlhat6. Azonban amikor € = 1/3, a portfolié optimélis struktirija
ugyan az, vagyis o = 1, 1 = x3 = 0, de a hatékony feliilet simava valik és
differencidlhat6. Most nézziik meg a fenti feladatot € = 0.1 értékre. Az F =4
varhat6 hozamértékre konnyti meghatarozni az optimalis megolddst. Az nem
lehet mds, mint 3 = 1, 21 = 20 = 0, és ngbmg(él) = 4.1, és M, = {Stocks},
ahol M; jelolje az aktudlisan pozitiv véltozdk halmazat.

Tegytik fel, angyalunk eldrulta: a 3 < E < 4 intervallumban, £ = 3-
ban, az 1 < E < 3 intervallumban a pozitiv valtozok halmaza sorjaban a
kovetkez6képpen alakul: My = {Stocks, Stocks}, M3 = {Stocks} és My =
{Stocks, Stock, }. Ekkor My-re: a’ =[4,3] ésV = [4; 121
szamitdsokat elvégezve azt kapjuk (3) felhaszndldsdval, hogy a 3 < E < 4
intervallumban a hatékony feliilet analitikus formaja az alabbi:

, és a szlikséges

V}?ybvig(E) =12F%? —54E+6.5.

Hasonlé eljéréssal az 1 < F < 3 intervallumra (ahol My = {Stocks, Stock; },

& = [3,1] és V = [1(')1 N ] ), a hatékony feliilet:

VRDybvig(E) = 0.3E% - 07E+0.5.

A teljes hatékony feliilet az 1. dbrdn lathatd, és jol lathatéan a hatékony
felillet az E = 3 pontban nem differencialhatd, toréspontja van, és e ponthoz
nagyon sok (végtelen) kockdzat nélkiili hozampontbdl hizhaté érint. A
kockézat beragad, nem csokken a kamatlab csokkenésével egy intervallumon
keresztiil, ellentétben azzal, amikor a feliilet differencidlhatd, és a kockazat
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nélkiili kamatlabakbdl hizott érinték mindig mas és mas, kisebb kockazatu
piaci portféliét érintenek.

A portfélié hatékony feliiletének analitikus forméban torténé felfedése
nagy pontossaggal teszi lehetové a differencidlhatosag megallapitasat. TGobb,
neves portfélié hatékony feliiletének analitikus formajat allitottuk elo, az ér-
telemszert helyhiany miatt most csak az Euro Stoxx 50 csomagot tekintjiik.
Mivel a shortolds melletti analitikus formédkat régéta ismerjiik, megismerve
a shortolas nélkiili feliilet explicit formdit, kinalja magat a két feliilet 6ssze-
hasonlitdsa. A kiilonbség megleps, még a BUX5 esetében is (mely a piaci
kapitalizdci6 alapjan az 1%-ndl magasabb ardnyt képviseld 5 részvényt fog-
lalja magdban), f6leg azért, mert az utébbi esetben a két feliilet egybeesik,
az elébbiben viszont a kiilonbség lényeges. Az explicit formdk eldallitasara
egyedi algoritmust fejlesztettiink ki, mely robusztus és stabil. Tekintve, hogy
1j szoftverrdl van sz6, jésidginak, pontossdgdnak manudlis ellenérzése (Excel
hasznédlatdval) nagy méretii feladat esetén megterheld.

2,5
Kamatlabak kiterjedése
2 azonos piaci portféliéval

I D —

1 —
0,5 |

0

091113151719 21 23 25 27 29 3,1 3,3 3,5 3,7 3,9
-0,5

— \4 M2 CML1 CML2

1. dbra. A Dybvig-féle feladat hatékony feliiletei, amikor egy piaci portféliéhoz
szamos kamatldb tartozhat (CML: capital market line)

A probléma elméleti hattere a 90-es évekre nyulik vissza, amikor Voros

és téarsai (1999) vélaszt adtak Dybvig felvetésére, miszerint amikor az M
halmazban levé részvények varhaté hozamai azonosak, a felillet mégis dif-
ferencidlhat6. A kulcs az M halmaz azon tulajdonsagdnak ismerete, hogy a
varhato hozam egy adott intervalluméban vagy pontjdban, illetve az ehhez
tartozé kamatldb intervallumédban, mely részvények részaranya pozitiv. Az
emlitett angyalunk gondolkodasanak megismeréséhez vezessiik be az aldbbi
jeloléseket: jelolje V1 az M halmazban levo részvények kovarianciamatrixat,
a teljes kovarianciamatrixot pedig particionaljuk ennek megfeleléen: V =
[Vn Vi
Va1 Vo
Legyen C a Vi1 métrix inverze, és amennyiben az M halmazban k elem van,
akkor a C matrix mérete k X k, az a; vektornak pedig k eleme van. Az
angyal a részvények helyes besorolasat akkor végezte el, ha az r kamatlabnak

], hasonlé médon a vérhaté értékbél 4116 vektor: a’ = [a;, as].
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a —oo < r < max;{a;} intervallumban létezik olyan értéke, mely megolddsa
az alabbi egyenlétlenségrendszernek:

Ca; —rC1 >0 (6a)
az M halmazra, és
V3:Ca; —ay + 7‘(1 — Vglcl) >0 (Gb)

az N halmazra, ahol az N halmaz az M komplementere, azaz a zérus értéki
valtozok halmaza. Az y = 0 értékre a részvények ezen elrendezése optimalis
megolddsdt adja az (1) alatti feladatnak is. Ezek alapjén az (1)-(2) alatti
feladatok megoldasara az alabbi algoritmust definialhatjuk:

Az egyszeriliség miatt azt tételezziik fel, hogy a részvények varhaté hozam-
értékei kozott nincsenek azonosak (ha igen, ldsd Vords és térsai, 1999).
Legyen 1o = max;{a;}, és tegyiik fel, ezt a maximélis hozamot a Stock; nevii
részvény adta meg. Ekkor az ALGORITMUS-t az aldbbi mdédon definidljuk:

1. lépés: Legyen k = 1, My = {Stocky}, és legyen igy az Gsszes tobbi
részvény az Nj halmazban, mely nincs az My-ban.

2. 1épés: Particiondljuk a varhato érték vektort és a kovarianciamatrixot
ennek megfelelden. Elsoként szamitsuk ki a kovarianciamatrix inverzét,
valamint az Osszes kifejezés értékét, melyeket a (6) alatti egyenlStlen-
ségrendszerekben hasznalunk. Szamitsuk ki az e, f, d értékeket.

3. lépés: Ha sem Cl-ben, sem (V2;C1 — 1)-ben nincs negativ érték, ugras
az b. 1épésre. Masként legyen rp az a legnagyobb alsé korlat, mely
kielégiti a (6) alatti egyenlStlenségrendszereket, és tételezziik fel, hogy
a korlat a Stockpy1 nevi részvényhez tartozik, és e korlat csak egy
részvényhez tartozik (az egyszeriiség kedvéért).

4. 1épés: Ha 1y értéket egy (6b)-béli egyenlétlenség adja, legyen My 1 =
M, U {Stocky11}, és az Osszes tobbi részvény az Niyi-ben lesz. Ha
r értékét egy (6a)-hoz tartozé egyenlétlenség adja, legyen Nyyq =
Nj, U{Stockyt1}, és az Gsszes tobbi részvény az My halmazban lesz.
Ekkor az ri < r < rg_1 intervallumra a hatékony feliiletet egyetlen
kockézat nélkiili papir esetén, melyet V (E)g-val jeloliink, az (5) alatti
egyenlet adja. Ha az Mj-nak tobb mint egy eleme van, ezen r értékekre
a kockdzatos részvények hatékony feliiletét, melyet Vi (FE)j-val jelolink,
a (3) kifejezés adja. Masként, legyen Stock, az egyetlen részvény az Mj,
halmazban. Ekkor legyen E}, a Stock,, részvény varhato értéke, tovabba
a kockdzatos papirok hatékony feliilete: Vi (Ey)r = Stock, részvény
hozamanak szorasnégyzete. Legyen k = k + 1. Ugras a 2. 1épéshez.

5. 1épés: Felhaszndlva az e, f, d értékeket, a —oco < r < ri_; intervallumra
megkaptuk a V(F) és Vr(E) fiiggvényeket. A teljes portfolié hatékony
felillet minimumpontja az Fni, = d/f pontban van, melyhez tartozd
kockdzati érték: VR(%) =1/f. Stop.
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(Az algoritmusban feltételeztiik, hogy a korlatokat mindig egy egyenlét-
lenség adja. Amikor ez nem igy van, a részvényeket ugyanigy az eléirdsnak
megfeleléen mozgatjuk. Az Osszes vizsgdlatot tekintve gyakorlatilag a tobb
szézas nagysagrendii iterdcids 1épések sordan nem fordult el§ (de megeshet),
hogy egy pontban tobb részvény is kilép vagy belép a pozitiv valtozdok hal-
mazaba, vagy egy belépéskor egy masik kilép).

Egy M}, halmaz a (6a-b) feltételeket kielégiti azon r értékekre, melyekre
r € [rk, Tk—1], vagy méasként, azon E vérhaté hozam értékekre, melyekre F €
[Ek, Ex—1], ahol Ej a megolddsa a VR(E)r = VR(E)kt1, 1l <k <n (n > 3)
egyenletnek. (Amennyiben a felillet differencidlhaté, a Vg(E)y = Vg(E)g41
egyenlet megolddsa egyszerii, mivel a diszkrimindnsnak zérusnak kell lennie.)

Miutan most mar rendelkeziink a kockazatos részvények hatékony feliilete
analitikus forméajaval, pontosan tudjuk Osszehasonlitani azt a shortolassal
add6do hatékony feliilettel. Hasznalva a fenti 3 x 3-as matrixunkat az e = 0.1
input értékkel a (3) alatti képlet megadja a shortolds esetén adédé hatékony
feliiletet:

v Dvbvig gy — 0.2625 B — 0.65E + 0.483 .

short
A 2. dbra mutatja a hatékony feliileteket shortoldssal és a nélkiil, mutatva
egyuttal a kettd kozotti kiilonbséget. Minél nagyobb a szakadék a két haté-
konysagi feliilet kozott, annal nagyobb tévedési lehetoség egy portfélio telje-
sitményének értékelésénél. A shortoldssal kimutatott hatékony feliilet sokszor
fokozott varakozast igér portfélidkkal szemben, melyek a valésdgban nem is
érhetok el.
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2. dbra. A Dybvig-feladat hatékony feliiletei shortoldssal és nélkiile

A kovetkezé fejezetben a Euro Stoxx 50, valamint a BUX5 portfolidcso-
magot elemezziik, az input adatokat kiilénb6z6 idéperiddusokra alapozva.
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Kiilon idészakot jelolink ki a ,,béke” idészakara, melyet a 2015. januar 1.
és 2020. januar 1. kozotti idészakkal azonositottunk, lesz Covid- és hdborts
idOszak, valamint ezeket ativel6 periédusok.

3 Portféliok empirikus elemzése kiilonboz6
idoszakokban

3.1 A Euro Stoxx 50

A Euro Stoxx 50 Eurédpa legtekintélyesebbnek tartott 50 blue chipjét fogja
Ossze 11 kiilonbozé orszaghdl és iparaghdl, melyek a legbefolydsosabbnak és
leglikvidebb papiroknak tekintheték. A Euro Stoxx 50 részvényindexeket a
Deutsche Borse Group kezeli, és nyilvanosan elérheték a finance.yahoo.com
feltileten. Minden részvény esetében a hénap végi arfolyamokat tekintettiik
2015-t6l napjainkig, melyeket adatbankban gytjtottink ossze. Ebbol az
idGintervallumokat tetszolegesen valaszthatjuk ki, majd az analizisre hasznalt,
a fent definialt algoritmusra alapozott szoftveriink a kés6bbiekben lathato
téablazatokat, analitikus formakat és fiiggvényeket adja. Az aldbbi inter-
vallumokat valasztottuk ki: 2015-19, 2015-23, 2015-24, 2020-24 (Covid-
és haboruis iddszak), 2022-24 (hdborts idészak). Minden kezd6 év janudr
elsejével értendd, kivéve a 2022-es évet, mely februdr elsejével kezdddik. A
zaré évek december 31-gyel végzodnek. Mindegyik portfolié esetében az
adatigény és a kapott informaciotomeg jelentds, tulajdonképpen ezért nem
kozlink adatokat és eredményeket az FTSE100-r6l és a DAX 40-rél. Ezek
atfogd analizisét ldsd Vords és Rappai, 2025 tanulméanyban. Az Euro Stoxx
50 input adatait az 1. és a 2. fliggelékek adjak kozre, melyek tartalmazzak a
2015.01.01-2025.01.01 id6szak alatt megfigyelt havi adatokbdl adodé atlagos
hozamértékeket, piaci kapitalizaciés hanyadot, valamint a kovariancia-vari-
ancia matrixot. Hogy noveljitkk az algoritmusunkba vetett bizalmat, az els6
két 1épést részletezziik.

Els6 1épésben a kezdé M halmazt definialjuk, amihez kivalasztjuk azt a
részvényt, melynek legnagyobb volt az atlagos hozama a megfigyelt idoszak
alatt, tehdt My = {Ferrari}, mivel a Ferrari részvénynek volt a legnagyobb
atlagos hozama, mely 0.0203, és kovariancia-variancia matrixbdl a hozza tar-
toz6 szérasnégyzet: 0.00461. Ezért a hozzd tartozé particié: a; = [0.0203] és
V11 = [0.00461], tovdbba Ny a Ferrari kivételével az Gsszes tobbi részvényt
magaban foglalja. Kovetkezésképpen, a, magaban foglalja az Gsszes részvény
atlagos hozamat, kivéve a Ferrariét, mig Vo a Ferrari oszlopvektorat jeloli
a kovariancia-variancia matrixbdl, kizarva abbol a Ferrari szérasnégyzetét.

Most kénnyen kiszamithatok a kulcsosszefiiggések: C = 216.96, Ca; =
4.39, és természetesen C1 = 216.96. Ezen értékeket felhasznalva a (6a) alatti
Osszefiiggésekben egy fels6 korlat adddik, mely természetesen r < 0.0206.
A (6b)-re vonatkozé kalkuldcié most konnyii, mivel Vai-nek csak egy osz
lopa van 49 elemmel. E 49 egyenlotlenségbdl csak a 43.-at mutatjuk be,
mely —0.008 > —0.490167, tekintettel arra, hogy ez adja a legnagyobb alsé
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korlatot: r > 0.0164. Ez az egyenlStlenség az RMA.PA (Hermes) részvényhez
tartozik, azt jelezve, hogy be akar 1épni a pozitiv valtozék halmaziba. Az
eseményt a kovetkezOképpen azonositjuk: Ms : RMA.PA, igy Ms-nek most
mar két eleme van, a Ferrari és a Hermes. Amikor egy részvény el széandékozik
hagyni a pozitiv valtozokat tartalmazé halmazt, gy jelezzik, hogy —, a
részvény neve utan. Széval, a mésodik iteracios 1épésben az alabbi inputjaink
vannak:

és

V.. _ [0:0046 0.0023 o | 28754 —138.44
1710.0022  0.0049 | ° T | -138.44 271.54

a} = [0.0206,0.0184] ,

ahol 0.0184 a Hermes részvény atlagos hozama, melynek variancidja 0.0049,
kovariancigja a Ferrarival pedig 0.0023. Természetesen (6a) adja a felsd
korlatot az r értékének, ugyanakkor W Kluwer szolgéltatja a legnagyobb also
korlatot, amikor » = 0.01402. A 3. fiiggelék listdzza az iteraci6 sziikséges in-
putjait, és dolttel jeloltiikk a kovetkezo alsé korlatot add részvényt. Vagyis,
M; : WKL (Kluwer), {gy az 1 indexhalmaz: M3 = {Ferrari, RMA,WKL}.
Az iteraciés 1épéseket addig kell folytatni, amig el nem érjik, hogy r-nek
nem lesz alsé korlatja. Az eljaras felfedi a portfolié hatékony feliiletének tel-
jes strukturdjat, egészen a minimum pontjaig. Az 1. tdbldzat foglalja Gssze
a hatékony feliilet kifejlodésének ttjat, az intervallumhatarokat mindkét mo-
dellre vonatkozéan. Es persze a legfontosabb eredményt, a hatékony feliilet
analitikus formajat. Mint lathato, a kulcs output informacidkat az e, f, d
értékek adjak, melyek intervallumonként valtoznak.

A 3. dbra az Euro Stoxx 50 hatékony feliiletét abréazolja, melyet 15 kiilén-
b6zé ivii parabolaszakasz feszit ki (melyb6l 13-at mutatunk). A maximum-
pontot adé M; kivételével mindegyik ivet meghatarozé M halmazban le-
galabb két részvény van, amibdl kovetkezik, hogy az azokhoz tartozd atlagos
hozamértékek kozott mindig van kilonbozé. Mint tudjuk, a nem-differen-
cialhatosag sziikséges feltétele, hogy a hatékony feliileten olyan portfolié kell
legyen, melyben levé részvények hozam értékei azonosak. Ez csak az M; hal-
maznal fordul el6, masutt sehol. Ezért a nem-differencidlhatésig sziikséges
feltétele nem teljesiil a bels6 pontokban, igy nyugodtan kijelenthetjik, hogy
a végpontok kivételével a Euro Stoxx 50 portfolié hatékony feliilete egy foly-
tonosan differencidlhaté fiiggvény, egymasba simulé parabolaivek sorozata,
melyek mindig érintik, és nem metszik egymast. A parabolaszakaszok lat-
hatdsaga céljabdl szaggatott vonallal jeloltiik a hatékony feliiletet, a hatér-
pontokban a parabolaivek érintik, vagy metszik egymdst (esetiinkben utébbi
nem fordul el8), és e pontok adjdk meg az intervallumok hatérdt, amikor
azokat a varhaté hozammal jellemezziik.

Az analitikus, explicit forma mellett az 1. tébldzat szdmos informéciét
tartalmaz. A tébla utolsé sora adja az Euro Stoxx 50 részvényekkel elérhetd
minimalis kockazatot, melyet az Mig halmaz részvényeivel lehet elérni. Ezt
az iterdcids eljaras 16-ik lépése adta, és a halmazban 10 részvény van. Az
Mg sor szerint f = 5376.4 és d = 3.1. A (3) meghatdrozds adja meg a
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parabolaiv explicit form&jét, és a parabola minimumpontja az E = d/f

pontban van. Behelyettesitve a sorban levo értékeket, azt kapjuk, hogy
E = 0.000575, mely csak 0.7%-o0s éves hozamra elegendS. A parabola egyen-
letébe helyettesitve az értéket, megkapjuk a minimélis kockazati szintet,
szérdsnégyzetben kifejezve: VE*7°(0.000575) = 0.000186, ahol VE“°(E) a
minimalis szorasnégyzet nagysaga, amikor az elvart hozam szintje F, és csak
kockazatos részvényekben van a pénziink. Ehhez mindossze 10 részvény kell
az H0-bal.

Az r kamatlidb Hozamhatarok A hatékony feliilet Kulcs output A hatékony feliilet analitikus

hatarai (az (1) megolddsa) részvényosszetétele  egyiitthatok formdja, a VEUTO(E) fv.

(a (2) megoldasa) e f d a b c

0.0164, 0.0203) 0.0203] M= {Ferrari} 0.8900 217.0 4.40 0.00461
0.014, 0.0164] 0.0199, 0.0203] Mg: Hermes 0.1070 282.2 5.47 1332.8 -51.6 0.504
0.0079, 0.014] 0.0181, 0.0199] Mgz: W Kluwer 0.1443 473.6 8.15 249.1 -8.6 0.0759
0.0056, 0.0079] 0.0179, 0.0181] My: ASML 0.1445 476.2 8.17 236 -8.1 0.0716
0.0035, 0.0056] 0.0173,0.0179] Mpg: D.Borse 0.1490 619.5 8.98 52.9 -1.53 0.0127
0.00135, 0.0035] 0.01661, 0.0173] Mg: MiuV2 0.1497 676.0 9.18 39.8 -1.08 0.0088
0.00132, 0.00135] 0.01660, 0.01661] M7: Iberdola 0.1499 788.1 9.33 25.3 -0.599 0.0048
—0.0005, 0.0013] 0, 0159, 0, 0166] Mg: ASML— 0.1499 783.3 9.32 25.7 -0.611 0.0049
—0.00131, —0.0005] [0.0155, 0.0159] Mg: PRX.AS 0.1499 889.8 9.27 18.7 -0.39 0.0032
—0.0024, —0.0013] 0.0102, 0.0155] Mjpg: DPWA 0.1574 5231.5 3.59 6.462 -0.00886 0.00019
—0.0087, —0.0024] 0.0038, 0.0102] M11: DeutchTele 0.1580 5345.1 3.31 6.41 -0.00796 0.00019
—0.022, —0.0087] 0.0018, 0.0038] Mjg: Adidas 0.1590 5380.0 3.00 6.29 -0.00704 0.000188
—0.0315, —0.022] 0.0015, 0.0018] Mq3: Hermes— 0.1580 5374.9 3.13 6.4 -0.00746 0.000188
—0.217, —0.0315] 0.000707, 0.0015] Mj4: TTE.PA 0.1610 5376.5 3.08 6.34 -0.00726 0.000188
—0.29, —0.217] 0.00067, 0.000707] Mj5: DB&rse— 0.1560 5376.4 3.10 6.48 -0.00746 0.000188
(—o0, —0.29] 0.000575, 0.00067] Mjg: EL.PA 0.1570 5376.4 3.10 6.43 -0.0074 0.000188

1. tabldzat. A Euro Stoxx 50 részvények hatékony feliiletének struktiardja a varhaté haszon
fliggvényében, shortselling nélkiil, a 2015. janudr 1-2025. janudr 1. adatok alapjan

A 8. dbrdn abrazoltuk a Euro Stoxx 50 teljesitményét, melynek hozam-
értékét tgy kaptuk meg, hogy a részvények atlagos hozamat megszoroztuk a
piaci kapitalizacids arannyal, és ezt Osszegeztiik. Ennek szérasnégyzetét pedig
ugy érjik el, hogy a kovarianciamatrixot szoroztuk meg jobbrdl és balrdl a
piaci kapitalizaciés ardnyt mutato vektorral. Ennek megfelelen a Euro Stoxx
50 varhaté hozama a jelenlegi piaci kapitalizacios aranyok alapjan 0,0073,
mely évesitett nagysiaga kozel 9% (0,0073 x 12 x 100). A havi varhaté hozam
szorasnégyzete 0,0024, és e két szam hatdrozza meg a 3. dbran elhelyezett
X pontot. A 0,0024-es kockézati szinten vizszintes vonalat hizva az dbran
azt latjuk, hogy ez a szaggatott vonal a shortolas nélkiili hatékony feltiletet
az M3 halmazhoz tartozd parabolaivben metszi, kozel a kovetkezo valtasi
ponthoz. Az 1. tabldzat szerint e halmazhoz tartozé parabola egyenlete:
VEwre(E) = 249.1E% —8.6 E+0.0759. Megoldva a 0.0024 = 249.1E? —8.6 E+
0.0759 egyenletet, azt kapjuk, hogy E = 0.0183 (22% évesitett). Masként
fogalmazva, ha ugyanakkora kockazati szintet vallalunk fel, mint amennyit
a jelenlegi piaci kapitalizdcids értéken a Euro Stoxx megvaldsit, évi 22%-os
hozamot érhetnénk el. Ez akkor lenne, ha a portfolié szerkezet az aldbbi
lenne:

TFerrari — 484%) THerm = 142%) TKluwer — 374% .
E befektetési ardnyok a (4) alatti képlet felhasznaldsébdl erednek, melynek
e, f, d értékeit az M3 sorabdl olvashatjuk ki, és az E = 0.0183-as hozamot
helyettesitjiik be.
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—Shortselling

3. dbra. A Euro Stoxx 50 hatékony feliiletei shortoldssal és nélkiile, valamint a portfélié
teljesitménye piaci kapitalizacié alapjan
A (4) alatti képlettel a részvények ardnydnak dinamikus véltozésat kovet-
hetjiik az elvart hozam fiiggvényeként. Az M3 altal meghatdrozott portfélid
Osszetételének valtozasat mutatja a 4. dbra, ahol az ardnyok osszege mindig 1.
Ferrari folyamatosan noveli részesedését, a Kluwer nem birja a versenyt, és
kezd kiszallni, mig a Hermes erdsiti pozicidjat.

The dynamic structure of M3
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4. abra. A portfolié Osszetételének valtozasa a 0,0181 < E < 0, 0199 intervallumban
Miutén ismerjik néhany kritikus pont paramétereit, valamint a hatékony

feliilet analitikus formajat, pontosan meghatarozhatjuk azon portfélick hal-
mazat, melyek feliillirjak az Euro Stoxx 50 piaci kapitalizacids Osszetétele
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alapjan mért teljesitményt. Az Euro Stoxx 50-hez képest feliilteljesité port-
féliok kiterjedését azzal a teriilettel mérjiik, melyet az Euro Stoxx 50 telje-
sitményébdl kiindulé vizszintes (azonos kockdzat mellett nagyobb hozamot
adé portfdliok), fiiggéleges (azonos hozam mellett kisebb kockézattal jard
portféliék) vonalak, valamint a shortolds nélkiili hatékony feliilet (mindkét
dimenziéban jobban teljesité portfdliék) hatarolnak kozre.

Jeloljiik e teriilet méretét T4 szimbélummal. Ekkor

0.0183
TE? = 0.0024 x (0.0183 — 0.0073) — / VEwe(B) dE = 0.0000119.
0.0073

A kovetkezOkben azt mérjiik meg, hogy mekkora a feliilteljesit portfélidk-
nak a kiterjedése, amikor shortolas lehetséges. Ehhez a teljes méretii, 50 rész-
vényre vonatkozo kovarianciamatrix és hozamvektor sziikséges, és mivel nincs
a véltozdkra eldjelmegkotés, a (3) alatti Osszefiiggés a teljes hozamskaldra
hasznalhaté. Vegyiik tehat az eredeti, 50-es kovarianciamatrixot, hasznéaljuk
szintén az 50 elemi hozamvektort, és vegyilk e matrix inverzét. Hatarozzuk
meg a hozamvektor (és az egységvektor) segitségével az e, f és d értékeket:
e = 0.8016, f = 10219.9, d = 21.78. Merton (1972) szerint tehat, alkal-
mazva a (3) alatti Osszefiiggést, a shortolds melletti hatékony feliilet (melyet
VEuro(E) szimbélummal jeléliink), az aldbbi lesz:

short

VEuro(E) = 1.3242E% — 0.005645E 4 0.000104 ,
a 3. abran a legalacsonyabb vonal. Ez a parabola az Euro Stoxx 50 kockazati
szintjével (szérdsnégyzetével, ami 0.0024) azonos értéket akkor veszi fel, ami-
kor £ = 0.0439, mely évi atlagos 53%-0s hozamnak felel meg. Taldn ezért
nevezi tobb komoly szerzé e hatékony feliiletet ,,lehetetlennek”. Hasonldéan a
shortolas tilalmi esethez, az Euro Stoxx 50 teljesitményét feliiliré portfoliok
kiterjedését megmérhetjiik, de most az Euro Stoxx 50 teljesitményét feliilird
portfélick hatdra a ,,lehetetlen” hatékony feliilet hatdrdig terjed. T5uo-vel
jelolve e teriiletet, azt frhatjuk, hogy:

0.0440

TEure = 0.0024 x (0.044 — 0.0073) — / Buro(B) dE = 0.000047 .
0.0073

Osszehasonlitva a két teriiletet azt lathatjuk, hogy a TEuro Tﬁ‘j{o ha-
nyados 4, ami megengedhetetleniil magas elvarasokat tamaszt, vagy masként
nézve, jelentésen leértékeli az Euro Stoxx 50 portféliGecsomag jelenlegi piaci
kapitalizacids arany alapjan mért teljesitményét.

A kifejlesztett algoritmusunkkal kapcsolatban jegyezziik meg, hogy min-
den iteracios 1épés soran egy matrixot kell invertalnunk, el kell végezni néhany
matrix-vektor szorzast, majd meg kell oldani egy 50 egyenldtlenségbdl allo
rendszert, melynek egy valtozdja van, az r. Az invertdlandé matrix mérete
az M halmaz szamossiagaval nd, tehat az els6 matrix 1 x l-es, a legna-
gyobb méretii pedig 10 x 10-es, mivel M-nek soha nincs tiznél tobb eleme.
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Osszességében pedig minddssze 16 iterdciés 1épésre volt sziikség, és rendel-
kezésre &ll a teljes hatékony feliilet analitikus formaja. Az eljards tehat vi-
szonylag egyszert, hatékony, a hozza kidolgozott szoftver robusztus, biztosan
old meg nagyobb feladatokat is.

Nem csak a 2015-25 kozotti idoszakot vizsgaltuk, kivancsiak voltunk, ta-
lalunk-e nem differencidlhaté hatékony felilletet mas idéintervallumokat véve.
A kovetkezd idészakokra végeztiink vizsgdlatokat még: 201524, 2015-20,
2020-25 és 2022. februar — 2025, vagyis Osszességében Ot vizsgalatot végez-
tiink a Euro Stoxx 50 portféliécsomagon. Bar néha kozel voltunk hozzé,
de végiil is egyetlen esetben sem volt nem-differencidlhaté pont a hatékony
felilleteken. Az 5. dbra mutatja egyiitt az 6t hatékony feliiletet, taldn mond-
hatjuk, néhdny érdekes informdciét szolgaltatva. Elészor is a 2015-23 (2024.
janudr 1.) és 2015-24 (2025. janudr 1.) hatékony feliiletek szinte egybeesnek,
ugyanazt az eredményt adjik. Meglehetdsen kockazatos volt a Covid-idészak,
ellentétben a haboris idészakkal, amikor nem csak a hozamok voltak maga-
sabbak, de raadasul a kockézati szintek is alacsonyabbak a békeidészakhoz
(2015-2019) képest.
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5. dbra. Az Euro Stoxx 50 hatékony feliiletei kiilonb6z6 idéintervallumokban

A héborus id6szak nagy jovedelmeit érdekes médon déntéen a pénziigyi
szolgéltatd szektor hozta: a nagy gy6ztes az Unicredit (UCG.MI), mely
domindlja a fels§ hozamszegmenseket a 46.6%-os éves dtlagos hozaméval,
melyet a SAP, a MunV2 és a D. Telekom kovet, és a W Kluwerrel az £ = 0.03
hozamszinten 6t részvény van a piaci portféliéban. A 2015. janudr 1. és
2023. december 31. kozotti adatokat haszndlva mindossze két részvény van
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a portfélioban az F = 0.02 hozamszint kérnyékén, ugyanakkor a haborus
idOszak alatt a részvények szinte sorban allnak, hogy részt vegyenek e ma-
gas hozamot biztosité portfoliéban, és olyannyira verekednek a helyért, hogy
gyakran cserélnek helyet. A helyzet pontosan forditottja a hatékony feliilet
minimumpontja kérnyékén: a pozitiv valtozok tabora stabil, és hosszia ho-
zamintervallumban uraljak a jovedelemszinteket. A héborus idészak alatt az
M5 12%-0s hosszusdgi. Ugyanakkor ugyanezen hozamszakaszon a 2015-25-
0s adatok alapjan a részvények gyakran valtjak egymadst, a haboris idOszak
fels6é hozamszegmenséhez hasonléan. A 2. tdbldzat adja meg a 2022. februar
1.-t6l napjainkig (a haboris iddszak) iddszak alapjén késziilt analizist.

Az r kamatldb Hozamhatédrok A hatékony feliilet Kulcs output A hatékony feliilet analitikus
hatarai (az (1) megolddsa) részvényosszetétele egyiitthatok formdja, a VEUTO(E) fv.

(a (2) megolddsa) e f d a b c

0.02443, 0.03889] 0.03889, 0.03889] M) = UCG.MI 0.1506 99.6 3.87 0.000 0.000 0.0100
0.01615, 0.02443] 0.03358,0.03889] Mo : SAP 0.2454 258.5 7.75 78.1021 -4.686 0.0742
0.01497, 0.01615] 0.03209, 0.03358] M3 : DTE 0.3106 508.3 11.79 26.903 -1.248 0.0164
0.01328,0.01497] 0.02964, 0.03209] My : MUV 2 0.3526 695.7 14.59 21.5406 -0.904 0.0109
0.01125, 0.01328] 0.02696, 0.02964] My : WKL 0.3905 910.5 17.45 17.8054 -0.682 0.0076
0.00905, 0.01125] 0.02514, 0.02696] Mg : RACE 0.3949 945.1 17.84 17.1671 -0.648 0.0072
0.00735, 0.00905] 0.02408, 0.02514] My : PRX 0.3996 1002.9 18.36 15.7456 -0.577 0.0062
0.00351, 0.00735] 0.02239, 0.02408] Mg : DB1.DE 0.4023 1052.6 18.72 14.4517 -0.514 0.0055
—0.00024, 0.00351] 0.02169, 0.02239] Mg : SAP — 0.4014 981.0 18.47 18.6833 -0.704 0.0076
—0.00343, —0.00025] [0.02082,0.02169] Mjg : IBE 0.4014 1130.9 18.44 9.9216 -0.323 0.0035
—0.00372, —0.00343] [0.02069, 0.02082] M7y : TTE.PA 0.4038 1338.8 17.72 5.9102 -0.157 0.0018
—0.01341, —0.00372] [0.01076, 0.02069] M9 : DPWA 0.4293 3175.0 10.89 2.5517 -0.018 0.0004
—0.02307, —0.01341] [0.00884, 0.01076] M;3: UCG — 0.3764 2880.8 14.84 3.3342 -0.034 0.0004
—0.03503, —0.02307] [0.00761, 0.00884] My, : AD.AS 0.3983 2922.1 13.89 3.0091 -0.029 0.0004
—0.05934, —0.03503] [0.00631, 0.00761] Mj5: NOKIA 0.4490 2963.4 12.44 2.5204 -0.021 0.0004
(—o0, —0.05934] 0.00410, 0.00631] Mg : BN.PA 0.4671 2968.5 12.14 2.3955 -0.020 0.0004

2. tdbldzat. Az Euro Stoxx 50 portfélié hatékony feliiletének leirdsa, 2022.02.01 — 2025.01.01,
shortolas nélkiil

3.2 A BUXS5

A BUX 5 portfélioba azon részvényeket helyeztiik el, melyeknek piaci kapi-
talizécids értéke meghaladja az 1%-ot a Budapesti Ertékt6zsde egészén beliil,
a tobbiektdl eltekintettiink, biztositva egyfajta likviditdsat a széban forgd
részvényeknek. Ezek: MOL, MTELE, OPUS, OTP, és a Richter, képviselve
az olajipart, telekommunikaciot, pénzigyi szolgaltatasokat és a gyogyszer-
ipart, kitéve a teljes piaci kapitalizacié tobb, mint 95%-4t. Az input adatok
most konnyen attekinthetok, a 4. fliggelék tartalmazza a felhaszndlt adatokat.

A legnagyobb &tlagos hozamot az Opus adja, ezért az M; halmazba e
részvény keriil, a legnagyobb volatilitdssal. Az My halmaz mind az 6t rész-
vényt magaban foglalja, vagyis ebben az intervallumban minden részvény egy-
idejtileg hasit ki pozitiv hanyadot a portfoliébol. Ebbdl az kévetkezik, hogy
a lehetséges és a lehetetlen hatékony feliilet egybeesik, és nincsenek olyan
teljesitményi elvarasok, melyeket nem lehetne valamilyen befektetési kom-
binacidval valéra véltani. A 8. tdbldzat Gsszegzi a megvaldsithaté hatékony
feltilet teljes leirdasat, a 6. dbra pedig a hatékony feliiletet rajzolja fel. Ebbol
az Opus-szal kezd6do részt levagtuk, hogy ki tudjuk nagyitani az érdekesebb
szakaszokat. A BUX 5 egyediségét legalabb két dolog adja: egyrészt tehat
a lehetséges (shortolds nélkiili) és a lehetetlen hatékony feliilet (shortoldsi
lehetdséggel nyert) egybeesik az 0.0093 < E < 0.01108 intervallumban,
melyet az Ms hataroz meg, masrészt a BUX 5 a jelenlegi piaci kapitalkizacids
értékek alapjan joval hatékonyabb befektetésnek tekinthet6, mint az Euro
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Stoxx 50 jelenlegi befektetési szerkezete. Mindemellett a két hatékony feliilet
még az Ms5-6n kiviil is szorosan egyiitt halad egy ideig, szinte fedik egymast.

A BUX 5 havi varhat6 hozamaira alapozva, a hatékony féliileten elérheté
legkisebb szdérasnégyzet 0.00191, melyet a 0.0094 hozamszint valdsit meg (a
3. tabldzat utolsé sorabdl jové adat). Ehhez négy részvény kell, a 3. tdbldzat
megadja a hatékony feliilet teljes leirdsat. A piaci kapitalizicids struktirét
hasznalva a BUX 5 teljesitményérol azt allithatjuk, hogy e befektetési szerke-
zettel (14sd 4. fliggelék) a havi dtlagosan elérhetd hozam 0.0112, mely kozel
13%-o0s évi hozamnak felel meg, ennek volatilitdsa 0.003, mely évi atlagos
19%-o0s szérasnak felel meg: a kockézatosabb piacok kozé tartozé. Ugyanezen
kockazati szinten viszont havi 0.0137 hozam is elérhetd, mely megvaldsithato,
ha tékénket az aldbbi ardnyban fektetjiik be: xopus = 14.3, zorp = 29.6,
TRichter = 15.4, Tasrere = 40.7%. Vagyis meglehetdsen jol teljesité tékepiac,
hiszen a BUX 5 teljesitménye a hatékony feliilethez nagyon kozel esik, mely
jol lathaté a 6. abran is.

Az r kamatldb Hozamhatédrok A hatékony feliilet Kulcs output A hatékony feliilet analitikus
hatdrai (az (1) megolddsa) részvényosszetétele egyiitthatok formdja, a VEUTO(E) fv.

(a (2) megolddsa) e f d a b c

[0.01348, 0.02534] [0.02534,0.02534] My = OPUS 0.0143 22.2 0.5637 0.0000 0.0000 0.0449
[0.00897, 0.01348] [0.01815,0.02534] Mg : OTP 0.0369 146.8 2.2421 376.6369 -11.5065 0.0947
[0.00741, 0.00897] [0.01562,0.01815] M3 : MTELEK 0.0545 365.2 4.2020 162.8426 -3.7475 0.0243
[—0.01228,0.00741] [0.01108,0.01562] M, : RICHTER 0.0620 501.5 5.2126 128.1587 -2.6643 0.0158
[—0.03855, —0.01228] [0.00993, 0.01108] Mg : MOL 0.0670 534.4 4.8082 42.2087 -0.7595 0.0053
(0o, —0.03855] [0.0094,0.00993] Mg : OTP — 0.0605 530.1 4.9756  72.4943 -1.3610 0.0083

3. tdbldzat. A hatékony feliilet szerkezetének alakuldsa a varhaté hozam figgvényében;
BUX 5 (shortolds nélkiil), 2015. janudr 1.— 2025. janudr 1.

BUX 2015-25
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6. dbra. A BUX 5 hatékony feliilete, shortolds nélkiil, 2015-2025
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Az M5 halmaz tehdt mind az 6t részvényt magédban zarja, nem lehet tehat
kiilonbség a lehetséges és a lehetetlen hatékony feliilet k6zott. Az elébbiekhez
hasonléan megmérve a BUX 5 teljesitményét feliilird portfoliok halmazat, az
aldbbiakat {rhatjuk:

TBUX — mBUX _

short — “posi
0.0137
=0.0034 x (0.0137 — 0.0112) — / VBUX(E) dE = 0.0000027 .
0.0112
Kovetkezésképpen a Tﬁg,)f / Tﬁgix arany 1, meglehetOsen ritka eset.

4 Kovetkeztetések

Bér ideiglenesen, de néha a t6zsdei fedezetlen eladdsok (shortolds) évekre is
tilalom alatt vannak. 2023 6sze éta Dél-Koreaban be van tiltva a shortolas,
talan ebben az évben feloldjak, de Torokorszagban marad. Szamos, jelentos
publikécio kétségbe vonja, hogy a hatékony feliileten lehetnek negativ silyok
egy piaci portfélioban. Modellezési oldalrdl, amikor a shortolast megengedjiik,
a befektetési valtozdk negativ értéket is felvehetnek, de mddszertanilag a
probléma kénnyebben kezelheté. A shortolds tilalmat igy érzékeltetjiik, hogy
a befektetési valtozoink nem vehetnek fel negativ értéket, és a problémara
két parametrikus, konvex programozasi feladatot fogalmaztunk meg. Dyb-
vig nyoman viszont tudjuk, hogy amikor a nem negativitas feltételével éliink,
szinte végtelen mennyiségben generalhaté olyan portfolié probléma, melynek
hatékony feliiletén toréspontok lesznek belsé pontokban. Mivel még senki
nem latta nemnegativitdsi feltétel mellett a hatékony feliilet analitikus for-
majat, ezért nagyon magabiztosnak {télhetd az a jelenség, hogy ilyen esetek-
ben is mindig egy sima, jol viselked6 fiiggvényt tételeziink fel. ElGszor is
egy jol mikodd algoritmust fejlesztettiink ki, melynek outputja a hatékony
feliilet analitikus formé&ja, és ezen analitikus formak ismerete lehetévé teszi
a toréspontok 1étének ellendrzését. Szamitdgépes programunk pedig elsegiti
szinte tetszdleges szamu és méretil eset ellenérzését. Az elmilt tiz év havi
részvényhozam adatait allitottuk el6 az Euro Stoxx 50 és 6t BUX részvényre,
melyekbol atlaghozamokat és a kovarianciamatrixot szarmaztattuk ot kilon-
b6z6 id6periddusra. Figyelembe véve még a hivatkozott Vorés — Rappai
(2025) tanulményt is, négy portfélié csomagra, valamennyi idéperiédusra el-
végezve az elemzést, az igy adddo kozel haromszaz iteracid soran a csatlakozo
parabola ivek mindig érintették, és nem metszették egymast. Vagyis a ha-
tékony feliiletek mindentitt differencidlhaték voltak. Bar néha kozel voltunk
a nem differencidlhatésdghoz, mégis eléggé érdekes meglepetés, hogy mig el-
méletileg végtelen sok portfolié problémat definidlhatunk, melynek feliiletén
csomok vannak, a valds élet nem produkalt ilyen eseményeket. Szamunkra a
masik nagy meglepetés a haboruis idoszak viselkedése. Nem csak a hozamok
voltak nagyobbak, mindez gy valdsult meg, hogy a kockazat is kisebb. Ezzel
szemben a Covid-idészak sokkal hektikusabb volt, minden portféliéra a leg-
magasabb vonalat (kockdzatot) hozta az idGszak. A harmadik meglepetés
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a sok felesleges részvény. A rendelkezésre allé részvények toredéke elég a
hatékony feliilet barmely szegmensének el6allitdsahoz. E tényhez kapcsolddik
a feliilteljesité részvények kiterjedésének megallapitdsa. A BUX esetében
nem lehet tilzott varakozas, az elérheté hozamintervallum hosszu szakaszan
keresztiil a két hatékony feltilet egybeesik. Talan felkelti az olvaso érdeklédését
a mar hivatkozott Vorés — Rappai (2025) cikk utan, ha megemlitjiik, hogy az
Euro Stoxx 50 négyszeres varakozasival szemben a DAX 40 esetében e mutaté
csak kétszeres, az FTSE 100 esetében pedig 10-szeres. Ezek az eredmények a
Brennan és Lo (2010) tanulmany megallapitdsainak empirikus aldtdmaszta-
sai, miszerint a negativ befektetések eléfordulasi valdsziniisége a részvények
szamaval szinte linearisan no.

Végil a 4. tablizat ad egy Gsszefoglalét a két portfélioecsomag legfontosabb
felfedett tulajdonsagairdl, a 7. dbra pedig azonos idOszakra hasonlitja Ossze
kiilonbozé portfolick hatékony feliileteit.

Portfoli6 csomag Euro Stoxx 50 BUX 5

A hatékony feliilet minimumpontja (E) 0.00058 0.00940

A hatékony feliilet minimdlis kockdzati szintje 0.00019 0.00190

A portfélié atlaghozama 0.0073 0.0112
Volatilitdsa (szérasnégyzete) 0.0024 0.0030

A feliilteljesité portfélidk kiterjedése, shortolas nélkil  0.0000120 0.0000027
A feliilteljesité portfélick kiterjedése, shortolassal 0.000047 = 0.0000027
Tshort/Tposi ardny 4 1

Maximum hozam 0.02 0.025

4. tabldzat. Osszegzd informacidk a két portfélidesomagrdl a 2015-2025 kdzdtti adatok alapjan
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7. dbra. A 2015-25 idészakra vonatkozd hatékony feliiletek
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Ko6szonetnyilvanitas

A kutatds a TKP2021-NKTA-19 szdmu projekt keretében késziilt, mely az
Innoviacids és Technoldégiai Minisztérium Nemzeti Kutatasi Fejlesztési és In-
novaciés Alapbdl nytdjtott tdmogatdsaval, a TKP2021-NKTA palyazati prog-
ram finanszirozasaban valdsult meg.
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o »
Fliggelékek
Cégnév Tickers Atlaghozam Aranyok
Pernod Ricard RI.PA 0.0003 0.0078
Eni ENIMI -0.0007 0.0086
Airbus AIR.PA 0.0105 0.0267
Stellantis STLAM.MI 0.0047 0.0134
AXA CS.PA 0.0047 0.0181
Essilor Luxottica EL.PA 0.0084 0.0179
BBVA BBVA.MC 0.0031 0.0166
Iberdrola IBE.MC 0.0067 0.0203
ING Group INGA.AS 0.0031 0.0154
Volkswagen VOW.DE -0.0055 0.0068
Allianz ALV.DE 0.0064 0.0297
Schneider Electric SU.PA 0.0108 0.0375
Saint-Gobain SGO.PA 0.0073 0.0117
Air Liquide ALPA 0.0068 0.0270
UniCredit UCG.MI 0.0044 0.0179
SAFRAN SAF.PA 0.0117 0.0232
Santander SAN.MC -0.0010 0.0217
BMW BMW.DE -0.0023 0.0079
Siemens SIE.DE 0.0076 0.0377
Kering KER.PA 0.0035 0.0065
Ferrari RACE.MI 0.0203 0.0126
Intesa Sanpaolo ISP.MI 0.0040 0.0167
L’Oréal OR.PA 0.0068 0.0307
Sanofi SAN.PA 0.0021 0.0290
AB InBev ABIL.BR -0.0068 0.0148
Prosus PRX.AS 0.0015 0.0147
Bayer BAYN.DE -0.0147 0.0079
Deutsche Borse DB1.DE 0.0105 0.0097
SAP SAP.DE 0.0128 0.0523
Miinchener Riickversicherungs MUV2.DE 0.0090 0.0177
BNP Paribas BNP.PA 0.0028 0.0210
Danone BN.PA 0.0010 0.0108
VINCI DG.PA 0.0067 0.0193
LVMH Moet Hennessy Louis Vuitton MC.PA 0.0132 0.0540
Ahold Delhaize AD.AS 0.0058 0.0078
Wolters Kluwer WKL 0.0158 0.0103
ASML NV ASML.AS 0.0171 0.0926
Nordea Bank Abp Registered Shs NDA.FLHE 0.0001 0.0113
Deutsche Telekom DTE.DE 0.0062 0.0218
Infineon IFX.DE 0.0097 0.0138
DHL Group DPW.DE -0.0018 0.0106
Adidas ADS.DE 0.0119 0.0110
TotalEnergies TTE.PA 0.0018 0.0446
Hermes RMS.PA 0.0184 0.0215
Enel ENEL.MI 0.0045 0.0147
Inditex ITX.MC 0.0058 0.0141
Adyen B.V. Parts Sociales ADYEN.AS 0.0100 0.0097
Nokia NOKIA.HE -0.0034 0.0054
Mercedes-Benz Group MBG.DE -0.0011 0.0151
BASF BAS.DE -0.0044 0.0123

1. flggelék. Euro Stoxx 50 atlaghozamok 2015-25 idéintervallumra, valamint jelenlegi piaci
kapitalizaciés ardanyok
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RI ENI AIR STLAM CS EL BBVA IBE INGA VOW ALV SU  SGO

.PA .MI PA .MI PA PA .MC .MC .AS .DE .DE .PA PA

RI.PA .0030 .0007 .0020 .0017 .0011 .0013 .0014 .0009 .0011 .0016 .0010 .0010 .0011
ENI.MI .0007 .0054 .0043 .0038 .0036 .0020 .0046 .0012 .0043 .0031 .0029 .0016 .0027
AIR.PA .0020 .0043 .0096 .0074 .0053 .0033 .0067 .0016 .0071 .0049 .0043 .0034 .0052
STLAM.MI .0017 .0038 .0074 .0146 .0053 .0031 .0072 .0014 .0073 .0073 .0043 .0042 .0057
CS.PA .0011 .0036 .0053 .0053 .0064 .0024 .0060 .0014 .0062 .0043 .0046 .0028 .0042
EL.PA .0013 .0020 .0033 .0031 .0024 .0036 .0027 .0011 .0028 .0023 .0020 .0019 .0024
BBVA.MC .0014 .0046 .0067 .0072 .0060 .0027 .0100 .0018 .0078 .0049 .0048 .0030 .0049
IBE.MC .0009 .0012 .0016 .0014 .0014 .0011 .0018 .0029 .0014 .0012 .0014 .0011 .0016
INGA.AS .0011 .0043 .0071 .0073 .0062 .0028 .0078 .0014 .0107 .0057 .0046 .0034 .0059
VOW.DE .0016 .0031 .0049 .0073 .0043 .0023 .0049 .0012 .0057 .0104 .0035 .0038 .0046
ALV.DE .0010 .0029 .0043 .0043 .0046 .0020 .0048 .0014 .0046 .0035 .0042 .0021 .0032
SU.PA .0010 .0016 .0034 .0042 .0028 .0019 .0030 .0011 .0034 .0038 .0021 .0042 .0036
SGO.PA .0011  .0027 .0052 .0057 .0042 .0024 .0049 .0016 .0059 .0046 .0032 .0036 .0065
AL PA .0009 .0018 .0024 .0024 .0021 .0015 .0020 .0014 .0021 .0023 .0019 .0021 .0022
UCG.MI .0010 .0049 .0072 .0081 .0067 .0025 .0092 .0017 .0098 .0061 .0050 .0037 .0062
SAF.PA .0015 .0033 .0062 .0051 .0041 .0027 .0051 .0016 .0051 .0031 .0034 .0024 .0038
SAN.MC .0012 .0042 .0062 .0065 .0057 .0021 .0084 .0016 .0077 .0050 .0045 .0029 .0048
BMW.DE .0012 .0030 .0042 .0066 .0038 .0020 .0045 .0010 .0053 .0057 .0033 .0031 .0040
SIE.DE .0012 .0021 .0036 .0044 .0030 .0022 .0032 .0012 .0042 .0040 .0024 .0034 .0042
KER.PA .0020 .0016 .0026 .0046 .0021 .0014 .0023 .0011 .0026 .0038 .0020 .0028 .0023
RACE.MI .0010 .0011 .0020 .0026 .0020 .0010 .0016 .0008 .0015 .0018 .0015 .0020 .0017
ISP.MI .0008 .0041 .0059 .0066 .0060 .0023 .0077 .0017 .0082 .0049 .0047 .0028 .0052
OR.PA .0016 .0011 .0016 .0021 .0015 .0015 .0017 .0013 .0014 .0019 .0014 .0018 .0015
SAN.PA .0005 .0015 0017 0015 .0015 .0010 0017 .0013 .0015 .0015 .0016 .0010 .0015
ABI.BR .0016 .0025 .0039 .0029 .0029 .0019 .0031 .0018 .0033 .0024 .0027 .0016 .0026
PRX.AS .0003 -.0003 -.0003 .0003 .0006 .0002 .0007 .0006 .0015 .0006 .0008 .0005 .0004
BAYN.DE .0018 .0033 .0035 .0042 .0035 .0024 .0039 .0016 .0041 .0039 .0032 .0021 .0033
DB1.DE .0008 .0009 .0020 .0026 .0020 .0014 .0016 .0007 .0017 .0018 .0016 .0013 .0016
SAP.DE .0012 .0017 .0031 .0028 .0028 .0022 .0025 .0014 .0025 .0028 .0024 .0026 .0026
MUV2.DE .0007 .0020 .0034 .0035 .0034 .0017 .0038 .0010 .0041 .0028 .0029 .0017 .0021
BNP.PA .0012 .0045 .0069 .0067 .0065 .0028 .0080 .0017 .0091 .0054 .0050 .0033 .0057
BN.PA .0010 .0015 .0024 .0013 .0017 .0014 .0019 .0011 .0015 .0016 .0015 .0009 .0016
DG.PA .0012 .0025 .0042 .0031 .0031 .0020 .0038 .0012 .0037 .0028 .0024 .0018 .0029
MC.PA .0019 .0019 .0032 .0040 .0027 .0018 .0032 .0011 .0032 .0033 .0023 .0026 .0026
AD.AS .0009 .0007 .0010 .0008 .0009 .0009 .0007 .0005 .0005 .0014 .0007 .0009 .0011
WKL.AS .0009 .0004 .0016 .0015 .0007 .0013 .0005 .0005 .0005 .0018 .0007 .0017 .0012
ASML.AS .0013 .0017 .0027 .0041 .0021 .0018 .0025 .0009 .0029 .0037 .0015 .0033 .0031
NDA.FI.HE .0007 .0021 .0037 .0046 .0032 .0018 .0042 .0006 .0051 .0035 .0024 .0024 .0039
DTE.DE .0005 .0018 .0025 .0026 .0022 .0015 .0024 .0011 .0028 .0020 .0019 .0011 .0020
IFX.DE .0017 .0023 0044 .0068 .0035 .0029 0043 .0017 .0057 .0050 .0028 .0040 .0053
DPWA.DU .0002 .0000 .0000 .0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0000 .0000 .0001
ADS.DE .0011 .0015 .0029 .0032 .0019 .0020 .0026 .0012 .0029 .0022 .0019 .0020 .0026
TTE.PA .0006 .0041 .0035 .0027 .0033 .0015 .0039 .0008 .0039 .0025 .0026 .0012 .0022
RMS.PA .0017 .0007 .0017 .0026 .0012 .0019 .0012 .0005 .0014 .0020 .0010 .0023 .0018
ENEL.MI .0011 .0021 .0027 .0024 .0022 .0015 .0028 .0025 .0029 .0021 .0022 .0016 .0025
ITX.MC .0011 .0023 .0038 .0037 .0029 .0019 .0042 .0014 .0048 .0025 .0024 .0022 .0030
ADYEN.AS .0015 .0004 .0031 .0042 .0020 .0028 .0021 .0016 .0017 .0034 .0011 .0032 .0031
NOKIA.HE .0010 .0012 .0023 .0011 .0020 .0012 .0013 .0015 .0015 .0009 .0013 .0015 .0022
MBG.DE .0015 .0033 .0052 .0072 .0042 .0024 .0053 .0012 .0060 .0060 .0035 .0033 .0048
BAS.DE .0012 .0036 __ .0046 .0058 .0040 .0024 .0048 .0012 .0053 .0043 .0035 .0027 .0041
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Al UuCcG SAF SAN BMW SIE KER RACE ISP OR SAN ABI

PA . MI PA MC .DE .DE PA .MI .MI PA PA .BR
RI.PA .0009 .0010 .0015 .0012 .0012 .0012 .0020 .0010 .0008 .0016 .0005 .0016
ENI.MI .0018 .0049 .0033 .0042 .0030 .0021 .0016 .0011 .0041 .0011 .0015 .0025
AIR.PA .0024 .0072 .0062 .0062 .0042 .0036 .0026 .0020 .0059 .0016 .0017 .0039
STLAM.MI .0024 .0081 .0051 .0065 .0066 .0044 .0046 .0026 .0066 .0021 .0015 .0029
CS.PA .0021 .0067 .0041 .0057 .0038 .0030 .0021 .0020 .0060 .0015 .0015 .0029
EL.PA .0015 .0025 .0027 .0021 .0020 .0022 .0014 .0010 .0023 .0015 .0010 .0019
BBVA.MC .0020 .0092 .0051 .0084 .0045 .0032 .0023 .0016 .0077 .0017 .0017 .0031
IBE.MC .0014 .0017 .0016 .0016 .0010 .0012 .0011 .0008 .0017 .0013 .0013 .0018
INGA.AS .0021 .0098 .0051 .0077 .0053 .0042 .0026 .0015 .0082 .0014 .0015 .0033
VOW.DE .0023 .0061 .0031 .0050 .0057 .0040 .0038 .0018 .0049 .0019 .0015 .0024
ALV.DE .0019 .0050 .0034 .0045 .0033 .0024 .0020 .0015 .0047 .0014 .0016 .0027
SU.PA .0021 .0037 .0024 .0029 .0031 .0034 .0028 .0020 .0028 .0018 .0010 .0016
SGO.PA .0022 .0062 .0038 .0048 .0040 .0042 .0023 .0017 .0052 .0015 .0015 .0026
AL PA .0025 .0028 .0019 .0019 .0022 .0022 .0021 .0012 .0023 .0014 .0013 .0017
UCG.MI .0028 .0149 .0053 .0087 .0060 .0040 .0025 .0019 .0102 .0013 .0014 .0026
SAF.PA .0019 .0053 .0063 .0047 .0031 .0027 .0023 .0017 .0046 .0015 .0015 .0033
SAN.MC .0019 .0087 .0047 .0089 .0044 .0031 .0020 .0012 .0074 .0013 .0013 .0030
BMW.DE .0022 .0060 .0031 .0044 .0064 .0036 .0034 .0015 .0048 .0016 .0016 .0025
SIE.DE .0022 .0040 .0027 .0031 .0036 .0052 .0029 .0015 .0033 .0017 .0013 .0023
KER.PA .0021 .0025 .0023 .0020 .0034 .0029 .0072 .0021 .0021 .0025 .0012 .0018
RACE.MI .0012 .0019 .0017 .0012 .0015 .0015 .0021 .0046 .0013 .0012 .0003 .0016
ISP.MI .0023 .0102 .0046 .0074 .0048 .0033 .0021 .0013 .0094 .0012 .0015 .0029
OR.PA .0014 .0013 .0015 .0013 .0016 .0017 .0025 .0012 .0012 .0026 .0012 .0018
SAN.PA 0013 .0014 0015 .0013 .0016 0013 .0012 .0003 0015 .0012 0029 .0017
ABI.BR .0017 .0026 .0033 .0030 .0025 .0023 .0018 .0016 .0029 .0018 .0017 .0058
PRX.AS .0000 .0009 .0007 .0010 .0007 .0009 .0011 .0004 .0011 .0012 .0001 .0011
BAYN.DE .0024 .0047 .0026 .0037 .0034 .0025 .0030 .0009 .0041 .0017 .0021 .0024
DB1.DE .0009 .0014 .0017 .0014 .0015 .0015 .0013 .0009 .0017 .0010 .0012 .0015
SAP.DE .0021 .0032 .0023 .0020 .0023 .0029 .0030 .0019 .0027 .0016 .0014 .0020
MUV2.DE .0013 .0043 .0028 .0033 .0025 .0021 .0013 .0009 .0037 .0011 .0007 .0020
BNP.PA .0022 .0096 .0050 .0078 .0048 .0038 .0023 .0016 .0082 .0016 .0017 .0031
BN.PA .0011 .0018 .0016 .0014 .0014 .0012 .0010 .0006 .0017 .0011 .0013 .0021
DG.PA .0013 .0039 .0033 .0034 .0021 .0020 .0017 .0012 .0034 .0013 .0011 .0023
MC.PA .0018 .0032 .0026 .0027 .0032 .0026 .0044 .0020 .0028 .0022 .0013 .0019
AD.AS .0008 .0010 .0006 .0004 .0008 .0011 .0004 .0004 .0008 .0009 .0007 .0011
WKL.AS .0011 .0005 .0010 .0001 .0009 .0014 .0017 .0010 .0002 .0013 .0008 .0013
ASML.AS .0017 .0025 .0020 .0022 .0030 .0033 .0032 .0023 .0021 .0021 .0010 .0018
NDA.FI.LHE .0012 .0052 .0028 .0036 .0030 .0026 .0017 .0009 .0040 .0007 .0010 .0014
DTE.DE .0012 .0031 .0019 .0023 .0018 .0016 .0007 .0002 .0024 .0008 .0012 .0014
IFX.DE 0018 .0048 .0034 .0043 .0052 .0050 .0033 .0020 0044 .0023 .0009 .0032
DPWA.DU .0001 .0000 .0000 .0000 .0001 .0000 .0001 -.0001 .0000 .0002 .0001 .0001
ADS.DE .0012 .0022 .0021 .0026 .0021 .0023 .0025 .0017 .0024 .0019 .0008 .0026
TTE.PA .0014 .0042 .0024 .0037 .0023 .0018 .0013 .0007 .0034 .0008 .0012 .0022
RMS.PA .0013 .0013 .0016 .0010 .0019 .0021 .0035 .0023 .0008 .0021 .0006 .0008
ENEL.MI .0018 .0032 .0023 .0026 .0017 .0018 .0017 .0009 .0032 .0016 .0013 .0022
ITX.MC .0015 .0047 .0032 .0035 .0027 .0028 .0024 .0016 .0038 .0015 .0017 .0029
ADYEN.AS .0016 .0014 .0027 .0013 .0027 .0038 .0028 .0035 .0016 .0021 .0005 .0012
NOKIA.HE .0014 .0024 .0020 .0014 .0011 .0013 .0008 .0013 .0019 .0010 .0014 .0025
MBG.DE .0022 .0061 .0037 .0049 .0059 .0041 .0034 .0017 .0052 .0015 .0016 .0027
BAS.DE .0021 .0056 .0034 .0045 .0043 .0035 .0029 .0013 .0047 .0015 .0014 .0025
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PRX BAYN DBI1 SAP MUV2 BNP BN DG MC AD WKL ASML NDA

AS .DE .DE .DE .DE PA .PA PA PA .AS .AS .AS .FI.HE

RI.PA .0003 .0018 .0008 .0012 .0007 .0012 .0010 .0012 .0019 .0009 .0009 .0013 .0007
ENI.MI .0003 .0033 .0009 .0017 .0020 .0045 .0015 .0025 .0019 .0007 .0004 .0017 .0021
AIR.PA .0003 .0035 .0020 .0031 .0034 .0069 .0024 .0042 .0032 .0010 .0016 .0027 .0037
STLAM.MI .0003 .0042 .0026 .0028 .0035 .0067 .0013 .0031 .0040 .0008 .0015 .0041 .0046
CS.PA .0006 .0035 .0020 .0028 .0034 .0065 .0017 .0031 .0027 .0009 .0007 .0021 .0032
EL.PA .0002 .0024 .0014 .0022 .0017 .0028 .0014 .0020 .0018 .0009 .0013 .0018 .0018
BBVA.MC .0007 .0039 .0016 .0025 .0038 .0080 .0019 .0038 .0032 .0007 .0005 .0025 .0042
IBE.MC .0006 .0016 .0007 .0014 .0010 .0017 .0011 .0012 .0011 .0005 .0005 .0009 .0006
INGA.AS .0015 .0041 .0017 .0025 .0041 .0091 .0015 .0037 .0032 .0005 .0005 .0029 .0051
VOW.DE .0006 .0039 .0018 .0028 .0028 .0054 .0016 .0028 .0033 .0014 .0018 .0037 .0035
ALV.DE .0008 .0032 .0016 .0024 .0029 .0050 .0015 .0024 .0023 .0007 .0007 .0015 .0024
SU.PA .0005 .0021 .0013 .0026 .0017 .0033 .0009 .0018 .0026 .0009 .0017 .0033 .0024
SGO.PA .0004 .0033 .0016 .0026 .0021 .0057 .0016 .0029 .0026 .0011 .0012 .0031 .0039
AI.PA .0000 .0024 .0009 .0021 .0013 .0022 .0011 .0013 .0018 .0008 .0011 .0017 .0012
UCG.MI .0009 .0047 .0014 .0032 .0043 .0096 .0018 .0039 .0032 .0010 .0005 .0025 .0052
SAF.PA .0007 .0026 .0017 .0023 .0028 .0050 .0016 .0033 .0026 .0006 .0010 .0020 .0028
SAN.MC .0010 .0037 .0014 .0020 .0033 .0078 .0014 .0034 .0027 .0004 .0001 .0022 .0036
BMW.DE .0007 .0034 .0015 .0023 .0025 .0048 .0014 .0021 .0032 .0008 .0009 .0030 .0030
SIE.DE .0009 .0025 .0015 .0029 .0021 .0038 .0012 .0020 .0026 .0011 .0014 .0033 .0026
KER.PA .0011 .0030 .0013 .0030 .0013 .0023 .0010 .0017 .0044 .0004 .0017 .0032 .0017
RACE.MI .0004 .0009 .0009 .0019 .0009 .0016 .0006 .0012 .0020 .0004 .0010 .0023 .0009
ISP.MI .0011 .0041 .0017 .0027 .0037 .0082 .0017 .0034 .0028 .0008 .0002 .0021 .0040
OR.PA .0012 .0017 .0010 .0016 .0011 .0016 .0011 .0013 .0022 .0009 .0013 .0021 .0007
SAN.PA .0001 0021 .0012 .0014 .0007 .0017 .0013 .0011 .0013 .0007 .0008 0010 0010
ABI.BR .0011 .0024 .0015 .0020 .0020 .0031 .0021 .0023 .0019 .0011 .0013 .0018 .0014
PRX.AS .0051 .0000 .0008 .0003 .0010 .0012 .0003 .0004 .0012 -.0001 -.0004 .0006 .0001
BAYN.DE .0000 .0082 .0017 .0022 .0019 .0043 .0017 .0026 .0028 .0010 .0008 .0021 .0023
DB1.DE .0008 .0017 .0027 .0018 .0013 .0018 .0011 .0013 .0014 .0007 .0009 .0012 .0012
SAP.DE .0003 .0022 .0018 .0053 .0021 .0026 .0018 .0018 .0025 .0010 .0017 .0027 .0014
MUV2.DE .0010 .0019 .0013 .0021 .0038 .0038 .0010 .0019 .0017 .0008 .0006 .0015 .0016
BNP.PA .0012 .0043 .0018 .0026 .0038 .0098 .0016 .0039 .0032 .0005 .0002 .0023 .0047
BN.PA .0003 .0017 .0011 .0018 .0010 .0016 .0025 .0018 .0013 .0008 .0012 .0010 .0010
DG.PA .0004 .0026 .0013 .0018 .0019 .0039 .0018 .0035 .0022 .0007 .0010 .0017 .0018
MC.PA .0012 .0028 .0014 .0025 .0017 .0032 .0013 .0022 .0042 .0005 .0013 .0030 .0017
AD.AS .0001 .0010 .0007 .0010 .0008 .0005 .0008 .0007 .0005 .0028 .0014 .0010 .0005
WKL.AS .0004 .0008 .0009 .0017 .0006 .0002 .0012 .0010 .0013 .0014 .0026 .0016 .0009
ASML.AS .0006 .0021 .0012 .0027 .0015 .0023 .0010 .0017 .0030 .0010 .0016 .0062 .0016
NDA.FILLHE .0001 .0023 .0012 .0014 .0016 .0047 .0010 .0018 .0017 .0005 .0009 .0016 .0054
DTE.DE .0003 .0019 .0013 .0018 .0018 .0026 .0013 .0015 .0011 .0011 .0010 .0009 .0015
IFX.DE 0022 .0034 .0020 .0027 0026 .0052 .0012 .0024 .0030 .0013 0011 0049 .0033
DPWA.DU .0001 .0004 .0000 -.0001 -.0001 .0001 .0000 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0001
ADS.DE .0023 .0016 .0012 .0020 .0016 .0028 .0014 .0019 .0024 .0006 .0010 .0023 .0007
TTE.PA .0003 .0028 .0007 .0014 .0019 .0041 .0014 .0023 .0017 .0005 .0002 .0008 .0019
RMS.PA .0008 .0015 .0009 .0019 .0007 .0014 .0007 .0012 .0032 .0007 .0016 .0029 .0009
ENEL.MI .0010 .0024 .0010 .0019 .0017 .0030 .0015 .0019 .0016 .0008 .0006 .0015 .0010
ITX.MC .0013 .0024 .0013 .0026 .0021 .0040 .0017 .0025 .0023 .0006 .0010 .0022 .0022
ADYEN.AS .0017 .0007 .0024 .0031 .0011 .0018 .0011 .0021 .0032 .0006 .0018 .0041 .0016
NOKIA.HE .0011 .0017 .0017 .0018 .0007 .0016 .0013 .0011 .0012 .0015 .0012 .0017 .0013
MBG.DE .0002 .0036 .0016 .0028 .0028 .0056 .0016 .0026 .0033 .0009 .0011 .0034 .0037
BAS.DE .0005 .0043 .0013 .0024 .0026__.0051 .0016 .0025 .0028 .0007 .0007 .0027 .0027
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DTE IFX DPWA ADS TTE RMS ENEL ITX ADYEN NOKIA MBG BAS

.DE .DE .DU .DE .PA PA .MI .MC AS .HE .DE .DE
RI.PA .0005 .0017 .0002 .0011 .0006 .0017 .0011 .0011 .0015 .0010 .0015 .0012
ENI.MI .0018 .0023 .0000 .0015 .0041 .0007 .0021 .0023 .0004 .0012 .0033 .0036
AIR.PA .0025 .0044 .0000 .0029 .0035 .0017 .0027 .0038 .0031 .0023 .0052 .0046
STLAM.MI .0026 .0068 -.0002 .0032 .0027 .0026 .0024 .0037 .0042 .0011 .0072 .0058
CS.PA .0022 .0035 .0000 .0019 .0033 .0012 .0022 .0029 .0020 .0020 .0042 .0040
EL.PA .0015 .0029 .0000 .0020 .0015 .0019 .0015 .0019 .0028 .0012 .0024 .0024
BBVA.MC .0024 .0043 .0000 .0026 .0039 .0012 .0028 .0042 .0021 .0013 .0053 .0048
IBE.MC .0011 .0017 .0000 .0012 .0008 .0005 .0025 .0014 .0016 .0015 .0012 .0012
INGA.AS .0028 .0057 .0000 .0029 .0039 .0014 .0029 .0048 .0017 .0015 .0060 .0053
VOW.DE .0020 .0050 .0001 .0022 .0025 .0020 .0021 .0025 .0034 .0009 .0060 .0043
ALV.DE .0019 .0028 .0000 .0019 .0026 .0010 .0022 .0024 .0011 .0013 .0035 .0035
SU.PA .0011 .0040 .0000 .0020 .0012 .0023 .0016 .0022 .0032 .0015 .0033 .0027
SGO.PA .0020 .0053 .0001 .0026 .0022 .0018 .0025 .0030 .0031 .0022 .0048 .0041
AL PA .0012 .0018 .0001 .0012 .0014 .0013 .0018 .0015 .0016 .0014 .0022 .0021
UCG.MI .0031 .0048 .0000 .0022 .0042 .0013 .0032 .0047 .0014 .0024 .0061 .0056
SAF.PA .0019 .0034 .0000 .0021 .0024 .0016 .0023 .0032 .0027 .0020 .0037 .0034
SAN.MC .0023 .0043 .0000 .0026 .0037 .0010 .0026 .0035 .0013 .0014 .0049 .0045
BMW.DE .0018 .0052 .0001 .0021 .0023 .0019 .0017 .0027 .0027 .0011 .0059 .0043
SIE.DE .0016 .0050 .0000 .0023 .0018 .0021 .0018 .0028 .0038 .0013 .0041 .0035
KER.PA .0007 .0033 .0001 .0025 .0013 .0035 .0017 .0024 .0028 .0008 .0034 .0029
RACE.MI .0002 .0020 -.0001 .0017 .0007 .0023 .0009 .0016 .0035 .0013 .0017 .0013
ISP.MI .0024 .0044 .0000 .0024 .0034 .0008 .0032 .0038 .0016 .0019 .0052 .0047
OR.PA .0008 .0023 .0002 .0019 .0008 .0021 .0016 .0015 .0021 .0010 .0015 .0015
SAN.PA .0012 .0009 .0001 .0008 .0012 .0006 0013 .0017 .0005 0014 .0016 .0014
ABI.BR .0014 .0032 .0001 .0026 .0022 .0008 .0022 .0029 .0012 .0025 .0027 .0025
PRX.AS .0003 .0022 -.0001 .0023 .0003 .0008 .0010 .0013 .0017 .0011 .0002 .0005
BAYN.DE .0019 .0034 .0004 .0016 .0028 .0015 .0024 .0024 .0007 .0017 .0036 .0043
DB1.DE .0013 .0020 .0000 .0012 .0007 .0009 .0010 .0013 .0024 .0017 .0016 .0013
SAP.DE .0018 .0027 -.0001 .0020 .0014 .0019 .0019 .0026 .0031 .0018 .0028 .0024
MUV2.DE .0018 .0026 -.0001 .0016 .0019 .0007 .0017 .0021 .0011 .0007 .0028 .0026
BNP.PA .0026 .0052 .0001 .0028 .0041 .0014 .0030 .0040 .0018 .0016 .0056 .0051
BN.PA .0013 .0012 .0000 .0014 .0014 .0007 .0015 .0017 .0011 .0013 .0016 .0016
DG.PA .0015 .0024 .0001 .0019 .0023 .0012 .0019 .0025 .0021 .0011 .0026 .0025
MC.PA .0011 .0030 .0001 .0024 .0017 .0032 .0016 .0023 .0032 .0012 .0033 .0028
AD.AS .0011 .0013 .0000 .0006 .0005 .0007 .0008 .0006 .0006 .0015 .0009 .0007
WKL.AS .0010 .0011 .0000 .0010 .0002 .0016 .0006 .0010 .0018 .0012 .0011 .0007
ASML.AS .0009 .0049 .0000 .0023 .0008 .0029 .0015 .0022 .0041 .0017 .0034 .0027
NDA.FIL.HE .0015 .0033 .0001 .0007 .0019 .0009 .0010 .0022 .0016 .0013 .0037 .0027
DTE.DE .0030 .0018 -.0001 .0010 .0015 .0002 .0016 .0018 .0007 .0014 .0019 .0018
IFX.DE .0018 .0098 .0000 .0035 .0018 .0028 0025 .0035 .0053 0022 .0055 .0044
DPWA.DU -.0001 .0000 .0003 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0000 -.0001 .0000 .0000
ADS.DE .0010 .0035 .0000 .0067 .0012 .0022 .0019 .0022 .0028 .0015 .0021 .0023
TTE.PA .0015 .0018 .0000 .0012 .0044 .0003 .0015 .0021 -.0006 .0009 .0026 .0030
RMS.PA .0002 .0028 .0000 .0022 .0003 .0049 .0008 .0013 .0039 .0009 .0022 .0017
ENEL.MI .0016 .0025 .0001 .0019 .0015 .0008 .0037 .0020 .0015 .0015 .0019 .0022
ITX.MC .0018 .0035 -.0001 .0022 .0021 .0013 .0020 .0054 .0020 .0013 .0032 .0032
ADYEN.AS .0007 .0053 .0000 .0028 -.0006 .0039 .0015 .0020 .0162 .0013 .0030 .0022
NOKIA.HE .0014 .0022 -.0001 .0015 .0009 .0009 .0015 .0013 .0013 .0083 .0009 .0006
MBG.DE .0019 .0055 .0000 .0021 .0026 .0022 .0019 .0032 .0030 .0009 .0073 .0047
BAS.DE .0018 .0044 .0000 .0023 .0030 .0017 .0022 .0032 .0022 .0006 .0047 .0057
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Részvények Ktlag Va1 V31Ca; V21Caj —as Va1 Cl Va2 Cl — 1 Korlat rre
N-ben (ag)

RI.PA 0.0003 0.0010 0.0017 0.006807 0.0065 0.366363 -0.63364 -0.010310
ENI.MI -0.0007 0.0011 0.0007 0.004971 0.0057 0.248996 -0.75100 -0.007550
AIR.PA 0.0105 0.0020 0.0017 0.010186 -0.0003 0.518553 -0.48145 0.000727
STLAM.MI 0.0047 0.0026 0.0026 0.014157 0.0095 0.729494 -0.27051 -0.034970
CS.PA 0.0047 0.0020 0.0012 0.009233 0.0045 0.460502 -0.53950 -0.008410
EL.PA 0.0084 0.0010 0.0019 0.007299 -0.0011 0.394610 -0.60539 0.001821
BBVA.MC 0.0031 0.0016 0.0012 0.007795 0.0047 0.394360 -0.60564 -0.007720
IBE.MC 0.0067 0.0008 0.0005 0.003765 -0.0029 0.186948 -0.81305 0.003570
INGA.AS 0.0031 0.0015 0.0014 0.008036 0.0050 0.412421 -0.58758 -0.008460
VOW.DE -0.0055 0.0018 0.0020 0.010260 0.0158 0.534714 -0.46529 -0.033960
ALV.DE 0.0064 0.0015 0.0010 0.007090 0.0007 0.357151 -0.64285 -0.001120
SU.PA 0.0108 0.0020 0.0023 0.011369 0.0006 0.592912 -0.40709 -0.001360
SGO.PA 0.0073 0.0017 0.0018 0.009536 0.0023 0.492790 -0.50721 -0.004500
AILPA 0.0068 0.0012 0.0013 0.006804 0.0000 0.351877 -0.64812 0.000001
UCG.MI 0.0044 0.0019 0.0013 0.009194 0.0048 0.461732 -0.53827 -0.008920
SAF.PA 0.0117 0.0017 0.0016 0.009159 -0.0025 0.469543 -0.53046 0.004719
SAN.MC -0.0010 0.0012 0.0010 0.006315 0.0073 0.321698 -0.67830 -0.010830
BMW.DE -0.0023 0.0015 0.0019 0.008942 0.0112 0.470077 -0.52992 -0.021190
SIE.DE 0.0076 0.0015 0.0021 0.009386 0.0018 0.496193 -0.50381 -0.003640
KER.PA 0.0035 0.0021 0.0035 0.014537 0.0110 0.777521 -0.22248 -0.049660
ISP.MI 0.0040 0.0013 0.0008 0.005986 0.0020 0.298670 -0.70133 -0.002850
OR.PA 0.0068 0.0012 0.0021 0.008464 0.0017 0.456723 -0.54328 -0.003110
SAN.PA 0.0021 0.0003 0.0006 0.002286 0.0002 0.122684 -0.87732 -0.000260
ABI.BR -0.0068 0.0016 0.0008 0.007221 0.0140 0.356444 -0.64356 -0.021820
PRX.AS 0.0015 0.0004 0.0008 0.003143 0.0016 0.171197 -0.82880 -0.001990
BAYN.DE -0.0147 0.0009 0.0015 0.006219 0.0209 0.331779 -0.66822 -0.031280
DB1.DE 0.0105 0.0009 0.0009 0.004754 -0.0057 0.244868 -0.75513 0.007544
SAP.DE 0.0128 0.0019 0.0019 0.010356 -0.0024 0.533790 -0.46621 0.005220
MUV2.DE 0.0090 0.0009 0.0007 0.004664 -0.0043 0.235897 -0.76410 0.005637
BNP.PA 0.0028 0.0016 0.0014 0.008070 0.0052 0.412625 -0.58737 -0.008910
BN.PA 0.0010 0.0006 0.0007 0.003348 0.0023 0.175190 -0.82481 -0.002800
DG.PA 0.0067 0.0012 0.0012 0.006628 -0.0001 0.341783 -0.65822 0.000089
MC.PA 0.0132 0.0020 0.0032 0.013721 0.0005 0.731890 -0.26811 -0.001760
AD.AS 0.0058 0.0004 0.0007 0.002796 -0.0030 0.151468 -0.84853 0.003537
WKL.AS 0.0158 0.0010 0.0016 0.006869 -0.0089 0.366626 -0.63337 0.014024
ASML.AS 0.0171 0.0023 0.0029 0.013905 -0.0032 0.730012 -0.26999 0.011692
NDA.FI.HE 0.0001 0.0009 0.0009 0.004783 0.0047 0.247941 -0.75206 -0.006190
DTE.DE 0.0062 0.0002 0.0002 0.001149 -0.0051 0.059887 -0.94011 0.005424
IFX.DE 0.0097 0.0020 0.0028 0.012682 0.0030 0.671647 -0.32835 -0.009000
DPW.DE -0.0018 -0.0001 0.0000 -0.00048 0.0014 -0.022650 -1.02265 -0.001320

3. figgelék. Input adatok a mésodik iteraciés lépéshez, Euro Stoxx 50 (2015-2025)

Részvény Ardny Atlag A\ MOL MTELEKOM OPUS OTP RICHTER
MOL 0.2185 0.0052 MOL 0.0048 0.0012 0.0034 0.0034 0.0014
MTELEKOM 0.0968 0.0109 MTELEKOM 0.0012 0.0029 0.0023 0.0020 0.0009
OPUS 0.0331 0.0253 OPUS 0.0034 0.0023 0.0449 0.0031 0.0002
oTP 0.4379 0.0143 oTP 0.0034 0.0020 0.0031 0.0072 0.0018
RICHTER 0.2138 0.0091 RICHTER 0.0014 0.0009 0.0002 0.0018 0.0035

4. fliggelék. Piaci kapitalizdciés aranyok, atlagos hozamok és a V kovarianciamétrix, BUX 5

(2015-2025)

ANALYTICAL FORMS OF EFFICIENT FRONTIER OF EURO STOXX 50
AND BUX 5 PORTFOLIOS

In the hand of supervisory bodies short selling bans are important controlling tools.
In this case we must invoke non-negativity assumptions, which decreases the gen-
erality of the model and computationally means difficulties. For example, the an-
alytical form of the mean-variance efficient frontier has been known for long time,
on the other hand, we have never seen the analytical form of the efficient frontier
of portfolios under short selling ban. This study offers an algorithm with com-
puter code to identify the analytical form of efficient frontier for the case when
non-negativity assumptions are invoked. Knowing the analytical forms facilitates
the interpretations of novel characteristics over the time.

Keywords: portfolio efficient frontier, short selling, risk rigidity, Euro Stoxx, BUX





