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AZ EURO STOXX 50 ¶ES A BUX 5 PORTF¶OLI¶OK
HAT¶EKONY FELÄULETEINEK ANALITIKUS FORM¶AI1

VÄORÄOS J¶OZSEF { KEHL D¶ANIEL { RAPPAI G¶ABOR
P¶ecsi Tudom¶anyegyetem

FelÄugyeleti szervek kez¶eben a fedezetlen elad¶asok (shortol¶as) tilalma fontos
szab¶alyoz¶o eszkÄoz. A modellez}oknek ekkor a beruh¶az¶asi v¶altoz¶okra nemnega-
tivit¶asi felt¶etelt kell kir¶oni, melyek megnehez¶³tik ¶altal¶anosabb tulajdons¶agok
meg¶allap¶³t¶as¶at. P¶eld¶aul, m¶³g portf¶oli¶ok hozam-kock¶azat hat¶ekony felÄulet¶enek
analitikus form¶aja r¶eg¶ota ismert shortol¶as megenged¶es¶evel, de m¶eg nem l¶attuk
neves portf¶oli¶ok hat¶ekony felÄulet¶enek egzakt le¶³r¶as¶at shortol¶as tilt¶asa eset¶en.
A tanulm¶any egy algoritmust aj¶anl a hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aj¶anak
meghat¶aroz¶as¶ara, a hozz¶a¶³rt komputerk¶od pedig el}oseg¶³ti, hogy sz¶amos port-
f¶oli¶o sokoldal¶u elemz¶es¶et v¶egezzÄuk el, melyeket az olvas¶ok ¯gyelm¶ebe aj¶an-
lunk.

1 Bevezet¶es

A portf¶oli¶oanal¶³zis m¶eg mindig n¶epszer}u t¶em¶aja a p¶enzÄugyi irodalomnak, ¶es
tal¶an ¶erthet}o is, hiszen a kock¶azat fogalm¶anak felvet¶ese ¶es m¶er¶ese lehet}ov¶e
teszi a hozam ¶es kock¶azat egyÄuttes ¶ert¶ekel¶es¶et. M¶odszertan¶anak vizsg¶alata
is n¶epszer}u, a kutat¶ok szinte kifogyhatatlanok ¶ujabbn¶al ¶ujabb Äotletekb}ol,
melyek arra ir¶anyulnak, hogy min¶el pontosabban, ¶atfog¶obban ¶es kÄorÄultekin-
t}obben modellezzÄuk a val¶os¶agot. Minket az inspir¶alt, hogy soha nem l¶attuk
m¶eg val¶os, n¶epszer}u portf¶oli¶ok hat¶ekony felÄulet¶enek analitikus form¶aj¶at, v¶e-
lem¶enyÄunk szerint m¶eg az olvas¶o sem. A legjelent}osebb kÄonyvek is arra
ÄosztÄonÄoznek bennÄunket, hogy jelÄoljÄunk ki egy elv¶art hozam szintet, ¶es oldjuk
meg az ad¶od¶o konvex programoz¶asi feladatot, lehet}oleg min¶el tÄobbet, s tal¶an
akkor lesz fogalmunk r¶ola, mik¶ent is n¶ezhet ki egy portf¶oli¶o hat¶ekony felÄulete,
azaz azon pontok halmaza, melyek m¶ar nem tÄok¶eletes¶³thet}ok tov¶abb, nincs
m¶ar olyan pont azon t¶ul, mely hozam, vagy kock¶azat, vagy mindk¶et szempont
alapj¶an jobb befektet¶es lenne. Hogy p¶otoljuk e hi¶anyt, Eur¶opa 50 legjelen-
t}osebb r¶eszv¶enyeit mag¶aban foglal¶o Euro Stoxx 50-r}ol, valamint, Äosszehason-
l¶³t¶asi alapk¶ent, a BUX Äot legjelent}osebb r¶eszv¶eny¶er}ol adatokat gy}ujtÄottÄunk
az elm¶ult t¶³z ¶evb}ol: 2015. janu¶ar 1-t}ol, meg¯gyelve a havi hozam adatokat.
Ezen adatbankb¶ol tetsz}olegesen v¶alaszthatunk ki id}ointervallumot, melyre
vonatkoz¶oan meghat¶arozzuk a kos¶arban lev}o r¶eszv¶enyek ¶atlagos hozam¶at, ¶es
a hozz¶a tartoz¶o kovarianciam¶atrixot, melyek felhaszn¶al¶as¶aval megjelen¶³tjÄuk a
hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aj¶at. A piaci kapitaliz¶aci¶os ¶ert¶ekeket is meg¯-
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gyeljÄuk, ¶es a h¶arom input adat (¶atlaghozam, kovarianciam¶atrix ¶es a r¶eszv¶eny
¶ert¶ekh¶anyada a piaci kapitaliz¶aci¶o szerint) alapj¶an jellemezzÄuk a portf¶oli¶o
val¶os teljes¶³tm¶eny¶et. Felfedett analitikus form¶aink ¶³gy lehet}ov¶e teszik egy
adott portf¶oli¶ot felÄulteljes¶³t}o portfoli¶ok meghat¶aroz¶as¶at ¶es jellemz¶es¶et. De
nem csak egy hat¶ekony felÄuletet hat¶arozunk meg: meghat¶arozzuk a hat¶ekony
felÄulet analitikus form¶aj¶at arra az esetre, amikor a fedezetlen elad¶asok tilalom
alatt vannak (a shortol¶as nem megengedett), ¶es akkor is, amikor ez a folya-
mat lehets¶eges. 2023 november¶eben a shortol¶ast betiltott¶ak D¶el-Kore¶aban
(Reuters, 2024. november 11-i jelent¶es), bevezett¶ek a tilalmat TÄorÄokorsz¶agban
2025. m¶arcius 23-¶an (Bloomberg, e napi jelent¶es), ¶es a shortol¶as tilt¶asa egy
folytonosan meglev}o eszkÄoz a p¶enzÄugyi piacokat szab¶alyoz¶ok kez¶eben (Ed-
wards et al., 2024). S}ot, elm¶eleti oldalr¶ol is komoly t¶amad¶as alatt van. Bren-
nan ¶es Lo (2010) kijelentik, hogy a p¶enzÄugyi eszkÄozÄok piaci portf¶oli¶oja, mely-
ben valamennyi eszkÄoz s¶ulya a portf¶oli¶oban ar¶anyos a teljes piaci kapitaliz¶a-
ci¶oval, ¶es a haszon-kock¶azati hat¶ekony felÄuleten fekszik, az nem tartalmazhat
negat¶³v befektet¶esi s¶ulyokat. Ez azt jelenti, hogy az Äosszes olyan portf¶oli¶o-
modell, melyben a befektet¶esi v¶altoz¶okra nincs kir¶ova a nem-negativit¶asi fel-
t¶etel, val¶os¶agtartalma megk¶erd}ojelezhet}o, ¶es gyakorlatilag a befektet¶esekkel
szemben olyan elv¶ar¶asokat gerjeszt, melyek nem el¶erhet}ok. Azon hat¶ekony
felÄuleteket, melyek negat¶³v s¶ulyokat tartalmaznak, lehetetlen hat¶ekony felÄu-
letnek nevezik. A kÄonny}u kezelhet}os¶eg miatt ugyanakkor a nem-negativit¶asi
felt¶eteleket mell}oz}o modellek nagyon n¶epszer}uek az irodalomban. P¶eld¶aul, az
Elton et al. (2014) kÄonyvben az ak¶ar v¶egtelen m¶ert¶ek}u shortol¶asi lehet}os¶eg
alapfelt¶etel. Ez¶ert mi mindk¶et hat¶ekony felÄuletet el}o¶all¶³tjuk, ¶es elt¶er¶esÄuket
m¶erjÄuk.

A korl¶atok n¶elkÄuli shortol¶ast felt¶etelez}o t¶argyal¶asok alapvet}oen Markowitz
(1959) modellj¶eb}ol indulnak ki, ahol a befektet}o egy t id}opontban olyan
portf¶oli¶ot ¶all¶³t Äossze, melynek hozama a t+1 id}opontban bizonytalan. Mivel
a befektet}ot kock¶azat¶erz¶ekenynek tekintjÄuk, a portf¶oli¶onak haszon-kock¶azat
hat¶ekonynak kell lennie, vagyis, ha a kock¶azati szintet rÄogz¶³tjÄuk, akkor a lehe-
t}o legnagyobb hozam el¶er¶ese a c¶el, vagy, ha a hozamszintet rÄogz¶³tjÄuk, akkor
a lehet}o legkisebb kock¶azat¶u portf¶oli¶ot v¶alasztjuk. A kock¶azatot a hozam
sz¶or¶asn¶egyzet¶evel, vagy a sz¶or¶assal m¶erjÄuk.

A befektet¶esi v¶altoz¶okra vonatkoz¶o el}ojelkorl¶atok eltekint¶ese mellett, va-
gyis shortol¶asi lehet}os¶eg eset¶en, Merton (1972) felfedte a haszon-kock¶azat
hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aj¶at. Mivel nincs el}ojelmegkÄot¶es a befekte-
t¶esi v¶altoz¶okon, az ¶ugynevezett lehetetlen hat¶ekony felÄulet el}ofordulhat. A
korl¶atlan hitelfelv¶etel, illetve kÄolcsÄonad¶as felt¶etelez¶es¶evel kock¶azatmentes ka-
matl¶ab mellett, mely valamennyi befektet}o sz¶am¶ara azonos, Sharpe (1964)
¶es Lintner (1965) tov¶abb forradalmas¶³totta a p¶enzÄugyi anal¶³zis modern ¶utj¶at.
T}okeeszkÄoz ¶Araz¶o ModelljÄuk (CAPM) ma is alapeszkÄoze a befektetett t}ok¶et}ol
elv¶art hozam meg¶allap¶³t¶as¶anak kÄulÄonbÄoz}o ipar¶agakban. Sharpe (1964, 1970)
¶es Buser (1977) a felt¶etelek ¶es levezet¶esek egyszer}us¶³t¶es¶evel jutottak el a n¶ep-
szer}u T}okeeszkÄoz ¶Araz¶o Modellhez (CAPM). Meg¯gyelve, hogy a r¶eszv¶enyek
hozama gyakran fÄugg kÄozÄos t¶enyez}okt}ol, Sharpe (1963) indexmodellje tov¶abb
egyszer}us¶³tette a p¶enzÄugyi anal¶³zist, hasonl¶oan Elton ¶es t¶arsaihoz (1978), akik
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¶alland¶o korrel¶aci¶ot t¶eteleztek fel a r¶eszv¶enyek hozamai kÄozÄott. Feldman ¶es
Reisman (2003) olyan elj¶ar¶ast mutattak be, mely mindÄossze k¶et l¶ep¶est ig¶enyel
egy t}okeeszkÄoz-¶araz¶o egyenesen fekv}o portf¶oli¶o meghat¶aroz¶as¶ahoz.

A CAPM empirikus tesztel¶ese m¶eg ma is sok kutat¶ot vonz. Gibbons ¶es
t¶arsai (1989) egy tesztel¶esi elj¶ar¶ast vizsg¶altak, arra voltak k¶³v¶ancsiak, hogy
egy el}ore megadott portf¶oli¶o hozam-kock¶azat hat¶ekony-e, ¶es az elm¶eleti ¶es
gyakorlati eredm¶enyeket Äosszehasonl¶³t¶o tanulm¶anyok sora el¶eg hossz¶u. Fama
¶es French (2004) tanulm¶anya ad egy Äosszefoglal¶ot e tanulm¶anyokr¶ol, be-
mutatva egy¶uttal a h¶aromfaktoros modelljÄuket (Fama and French, 1996).
Markowitz (2005) megjegyzi, hogy a jelent}os empirikus elt¶er¶esek a CAPM-
t}ol nem meglep}o m¶odon abb¶ol is eredhetnek, hogy a t¶enyszer}u felt¶etelez¶esek a
CAPM felt¶etelrendszer¶et}ol elt¶er}oek. P¶eld¶aul, a CAPM v¶egtelen mennyis¶eg}u
hitelez¶est ¶es kÄolcsÄonad¶ast t¶etelez fel, mely a val¶os ¶eletben nem t¶enyszer}u.
Brennean ¶es Lo (2010) tov¶abb ¶assa a s¶³rt, kimutatva, hogy ha m¶eg a CAPM
felt¶etelez¶esei fent is ¶alln¶anak, egy piaci portf¶oli¶o egy¶altal¶an nem biztos, hogy
hozam-kock¶azat hat¶ekony. Megmutatj¶ak, hogy a r¶eszv¶enyhozamok, kovari-
anci¶ak ¶es varianci¶ak ¶ert¶ekeinek l¶etezik olyan kombin¶aci¶oja, melyre minden ho-
zam-kock¶azat hat¶ekony portf¶oli¶o tartalmaz negat¶³v s¶ulyokat. Vagyis shorto-
l¶ast t¶etelez fel, mely azt jelenti, hogy val¶oj¶aban nem lehetnek piaci portf¶oli¶ok.
Tov¶abb¶a, ahogy a r¶eszv¶enyek sz¶ama nÄovekszik korl¶at n¶elkÄul, annak val¶osz¶³-
n}us¶ege, hogy ilyen param¶etereket tal¶alunk, folytonosan nÄovekszik. KÄovetke-
z¶esk¶eppen, nem-negativit¶asi felt¶eteleket ki kell r¶oni a portf¶oli¶ooptimaliz¶al¶asi
modellekben, ha ¶eletszer}u eredm¶enyeket akarunk. Ezen esetekre viszont nem
¶all rendelkez¶esÄunkre a hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aja, mik¶ent az megvan
a shortol¶asi esetre. Viszont a hozam-kock¶azat felÄulet tartalmazhat meglepe-
t¶eseket nem-negativit¶asi felt¶etelek mellett.

Ugyan az akkor m¶eg nem Nobel-d¶³jas Dybvig (1984) h¶arom r¶eszv¶enyre
megmutatta, hogy sztenderd esetben (vagyis shortolni nem lehet), amikor a
hat¶ekony felÄuleten csom¶o van (azaz olyan tÄor¶espont, ami miatt nem diffe-
renci¶alhat¶o), a csom¶ot meghat¶aroz¶o portf¶oli¶oban olyan r¶eszv¶enyek lehetnek
csak, melyekhez tartoz¶o hozam¶ert¶ekek azonosak. Ennek ford¶³tottja viszont
nem igaz. Amikor csom¶o van, teh¶at a haszon-kock¶azat felÄulet nem differen-
ci¶alhat¶o, a csom¶ot meghat¶aroz¶o piaci portf¶oli¶ohoz egy sereg (v¶egtelen sok)
kock¶azat n¶elkÄuli kamatl¶ab kapcsolhat¶o, kock¶azat n¶elkÄuli kamatl¶abt¶ol h¶uzott
¶erint}ok mindannyian a csom¶oban lev}o piaci portf¶oli¶ot ¶erintik. Amikor a
hat¶ekony felÄulet minden pontj¶aban di®erenci¶alhat¶o, a kock¶azat n¶elkÄuli ka-
matl¶abak csÄokken¶es¶evel a piaci portf¶oli¶o kock¶azati szintje mindig csÄokken,
csom¶o eset¶en viszont a kock¶azati szint befagy egy ideig.

Term¶eszetes folyamat, hogy amikor szeretn¶enk, hogy portf¶oli¶o modellÄunk
jobban kÄozel¶³tse meg a val¶os¶agot, tÄobb ¶es tÄobb tov¶abbi felt¶etelt kell model-
lÄunkben bevezetni. Ezek viszont nÄovelik a modellek kezelhet}os¶eg¶enek neh¶ez-
s¶egi fok¶at.

Zhang ¶es Nie (2005) a kock¶azatos r¶eszv¶enyek hat¶ekony felÄulet¶enek tulaj-
dons¶agait t¶argyalva azt t¶etelezt¶ek fel, hogy az ¶atlagos hozamok ¶es a kovarian-
ci¶ak meghat¶aroz¶asa sor¶an hib¶ak fordulhatnak el}o, ezeket korl¶atok kÄoz¶e szor¶³t-
va sz¶armaztatt¶ak a hat¶ekony felÄuletet. Zhang ¶es Wang (2008) tov¶abb ¶altal¶a-
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nos¶³tott¶ak ezen vizsg¶alatukat azzal, hogy hitelfelv¶etelt tettek lehet}ov¶e. Qi et
al. (2009) kÄulÄonbÄoz}o hozam¶ert¶ekeket vettek fel, ezek mindegyik¶eben megoldva
az ad¶od¶o feladatot, a kapott hat¶ekony felÄuleten fekv}o pontok tulajdons¶agai-
b¶ol arra a kÄovetkeztet¶esre jutottak, hogy a hat¶ekony felÄulet egy¶altal¶an nem
biztos, hogy olyan sima, mik¶ent azt az oszt¶alyteremben meg szoktuk h¶uzni.
Val¶oban, amikor negat¶³v s¶ulyokat nem engedÄunk meg, a portf¶oli¶o hat¶ekony
felÄulet a k¶et v¶egpontj¶aban biztosan nem di®erenci¶alhat¶o, mert v¶egtelen sok
¶erint}o h¶uzhat¶o mind annak minimum, mind maximum pontj¶ahoz.

De m¶eg enn¶el is tÄobb meglepet¶est tartalmazhat. Kernsterns et al. (2012)
az ¶altaluk kialak¶³tott ,,p¶enzÄugyi univerzumra" bemutatt¶ak, hogy egy ir¶any-
vektor megv¶altoztat¶asa mik¶ent alak¶³tja a hozam-kock¶azat hat¶ekony portf¶oli¶ok
sorrendj¶et, felt¶erk¶epezve ezzel a 78 befektet¶esi eszkÄoz szerkezet¶et. Guijarro
(2018) egy hasonl¶os¶agi m¶ert¶ek bevezet¶es¶evel m¶eri Äossze a hat¶ekony felÄuleteket
a kir¶ott, ¶ugynevezett sarkalatos felt¶etelek (p¶eld¶aul h¶any r¶eszv¶eny lehet egy
portf¶oli¶oban) mellett. Genetikus elj¶ar¶as, mely Äosszeh¶azas¶³tja a heurisztikus ¶es
kvadratikus programoz¶ast, kellett a megold¶ashoz. Hasonl¶oan Steuer ¶es t¶arsai-
hoz (2024), akik egy ¶uj elj¶ar¶ast mutatnak be, hogy mik¶ent kell sz¶armaztatni
a hozam-kock¶azat felÄuletet sarkalatos felt¶etelek bevezet¶es¶evel. A korrel¶aci¶os
m¶atrix enyhe perturb¶aci¶oja jelent}osen nÄovelte az elj¶ar¶as hat¶ekonys¶ag¶at nagy-
sz¶am¶u r¶eszv¶enyt tartalmaz¶o portf¶oli¶okra is.

A kock¶aztatott ¶ert¶ek (VaR) koncepci¶oj¶anak behozatala egy ¶ujabb fejl}od¶esi
ir¶anyt jelentett, ami term¶eszetesen technikailag ¶ujabb felt¶etel bevezet¶es¶et je-
lentette (Du±e ¶es Pan, 1997). Mivel a VaR-on felÄuli vesztes¶egeket nem tekint-
jÄuk, Rockafellar ¶es Uryasev (2000) bevezette a felt¶etelesen kock¶aztatott ¶ert¶ek
fogalm¶at (C-VaR), majd k¶es}obb a koncepci¶ot kiterjesztett¶ek ¶altal¶anos¶³tott
vesztes¶egeloszl¶asokra is (Rockafellar ¶es Uryasev, 2002). Cesarone ¶es t¶arsai
(2023a) pedig a klasszikus hozam-kock¶azat portf¶oli¶oanal¶³zist olyan felt¶ete-
lekkel b}ov¶³tett¶ek, melyek ¯gyelembe veszik a felÄugyeleti szervek elv¶ar¶asait,
melyeket szab¶alyoz¶oi korl¶atoknak neveztek el. Az eredm¶eny persze egy vegyes
eg¶esz¶ert¶ek}u kvadratikus programoz¶asi feladat, melyet a Gurobi-f¶ele szoftver-
rel oldanak meg. Az algoritmust alkalmazt¶ak a Euro Stoxx 50 portf¶oli¶okÄotegre
is, mely csomag kÄozponti szerepet j¶atszik e tanulm¶anyban. Mittal ¶es Mehlawat
(2014) tanulm¶anyukban empirikusan vizsg¶alj¶ak a National Stock Exchange
(NSE, Mumbai) indiai piacot, hogy tesztelj¶ek modelljÄuket, melyet genetikus
algoritmussal oldanak meg. Teh¶at az alapmodell kiterjeszt¶ese mindig sz¶a-
m¶³t¶astechnikai neh¶ezs¶egekkel j¶ar, hasonl¶oan a Sharma ¶es Mehra (2013) -f¶ele
megkÄozel¶³t¶eshez, akik a GAMS szoftvert haszn¶alj¶ak a hat¶ekony felÄulet el}o¶al-
l¶³t¶as¶ahoz k¶et, line¶aris c¶elfÄuggv¶eny eset¶eben. Xidas ¶es Mavrotas (2014) pedig
oly m¶odon terjesztik ki a haszon-kock¶azat anal¶³zist, hogy sarkalatos felt¶e-
teleik mell¶e bel¶ep¶esi korl¶atokat hat¶aroznak meg, ¶es tranzakci¶os kÄolts¶egeket
is ¯gyelembe vesznek. A keletkezett modellt vegyes eg¶esz¶ert¶ek}u algoritmu-
sokkal lehet megoldani, amit alkalmaznak a Euro Stoxx 50 csomagra is. Wu
¶es Wu (2021) szint¶en a Gurobi-szoftvert haszn¶alj¶ak fel a feladat megold¶as¶ara,
amikor a sarkalatos felt¶etelek mell¶e ¯zet}ok¶epess¶egi felt¶eteleket kir¶onak. Nem
meglep}o m¶odon arra jutnak, hogy ha a felt¶etelekkel korl¶atozz¶ak a negat¶³v be-
fektet¶esek sz¶am¶at, sokkal ¶eszszer}ubb eredm¶enyekhez jutnak. Arcuri ¶es t¶arsai
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(2023) befektet¶esi s¶ulyokat ¶³rnak el}o sz¶amos befektet¶esi kateg¶ori¶ara, Äosszeh¶a-
zas¶³tva a klasszikus Markowitz (1959) modellt a robusztus CVaR-t tartalmaz¶o
Grossi ¶es Laurini (2019) -f¶ele modellel. SzerintÄuk a R-CVaR megkÄozel¶³t¶es
jobb hozamokat eredm¶enyez sz¶amos esetben, mint az egyszer}u klasszikus
modell.

Term¶eszetesen az ¶uj kor ¶uj szellemet hoz. Megjelentek a ,,zÄold" meg-
kÄozel¶³t¶esek, p¶eld¶aul Cesarone ¶es t¶arsai (2023b) egy k¶etszint}u megkÄozel¶³t¶est
alkalmaznak, hogy ¯gyelembe lehessen venni vesz¶elyes tev¶ekenys¶egeket is.
M¶eg bizony¶³tj¶ak is, hogy mind a Dow Jones, mind az NDX adathalmazra
kezdem¶enyez¶esÄuk ¶eletszer}u, ¶es azt a kÄovetkeztet¶est vonj¶ak le, hogy az ESG
vonatkoz¶as¶u teljes¶³tm¶eny hat¶arozottan jobb.

B¶ar szinte ÄosztÄonÄosen egy sima, di®erenci¶alhat¶o, konvex gÄorb¶et h¶uzunk
fel, amikor a haszon-kock¶azat ÄosszefÄugg¶est interpret¶aljuk, viszont eg¶eszen
nagy val¶osz¶³n}us¶eggel egy lehetetlen hat¶ekony felÄuletet ¶abr¶azolunk, mert nega-
t¶³v befektet¶esek lesznek a portf¶oli¶okban. Tulajdonk¶eppen azt hisszÄuk, senki
sem l¶atta val¶os, igazi portf¶oli¶ok hat¶ekony felÄulet¶enek analitikus form¶aj¶at.
C¶elunk ez¶ert k¶et val¶os portf¶oli¶o hat¶ekony felÄulet¶enek analitikus felt¶ar¶asa, az
Euro Stoxx 50-¶e ¶es a BUX 5-¶e. Az¶ert BUX 5, mert Äot olyan r¶eszv¶enyÄunk van
jelenleg, melynek piaci kapitaliz¶asi¶os ar¶anya felÄulm¶ulja az 1%-ot. A felt¶ar¶as
mind shortol¶asi, mind az an¶elkÄuli esetre vonatkozik, ¶es a k¶et analitikus forma
ismerete lehet}ov¶e teszi a pontos Äosszehasonl¶³t¶ast. Mint eml¶³tettÄuk, a klasszi-
kus esetre, shortol¶assal, Merton (1972) analitikus form¶aj¶at m¶ar ismerjÄuk. Qi
et al. (2015) enn¶el tov¶abb mennek, amikor a megval¶os¶³tand¶o c¶elok mell¶e egy
¶ujabbat tesznek, ¶es meghat¶arozz¶ak a hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aj¶at,
shortol¶assal. K¶es}obb Bodnar ¶es t¶arsai (2017) a klasszikus portf¶oli¶oprobl¶ema
glob¶alis minimumpontja analitikus form¶aj¶at hat¶arozt¶ak meg, ism¶et shortol¶ast
felt¶etelezve. Bodn¶ar ¶es Gupta (2015) megmutatt¶ak, hogy a hozamokban fel-
fedhet}o aszimmetria jelent}osen befoly¶asolhatja a glob¶alis minim¶alis kock¶aza-
tot meghat¶aroz¶o portf¶oli¶o szerkezet¶et. A minim¶alis kock¶azattal j¶ar¶o portf¶oli¶o
analitikus form¶aj¶aval Qi ¶es Steuer (2020) is foglalkozott, amikor h¶arom c¶el-
fÄuggv¶enyÄunk van, ¶es a befektet¶esi v¶altoz¶oknak ki kell el¶eg¶³teni egy line¶aris
egyenletrendszer ¶altal meghat¶arozott felt¶etelrendszert. De Qi ¶es Steuer (2024)
m¶eg tov¶abb mentek, jelenleg analitikus megold¶asi form¶ajuk van az esetre,
amikor a c¶elokat tÄobb, mint egy kvadratikus fÄuggv¶eny ¶³rja le. Meng ¶es t¶arsai
(2022) a v¶arhat¶o hozamok ¶es maxim¶alis bizonytalans¶ag kÄozÄotti ¶atv¶alt¶asi
ar¶anyok mellett ¶all¶³tja el}o a hat¶ekony felÄuletet, de shortol¶asi lehet}os¶eggel.
Ugyanakkor Kim ¶es Fabozzi-n¶el (2024) a shortol¶as nem megengedett, de nem-
line¶aris programoz¶asi probl¶em¶at megfogalmazva, 51 pontot felv¶eve, ¶es ezek
mindegyik¶ere a feladatot megoldva, a DJIA 30 r¶eszv¶eny¶ere el}o¶all¶³tj¶ak a ha-
t¶ekony felÄuletet. Analitikus form¶akat Monte Carlo-szimul¶aci¶oval hat¶aroznak
meg.

Mi az Euro Stoxx 50 ¶es a BUX 5 r¶eszv¶enycsomagra ¶all¶³tjuk el}o a hozam-
kock¶azat hat¶ekony felÄuletek analitikus form¶ait { shortol¶asi lehet}os¶eget kiz¶arva
{ tÄobb ¶erdekes id}ointervallumra. A vizsg¶alt intervallumok az al¶abbiak:

² 2015. janu¶ar 1 { 2020. janu¶ar 1;
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² 2015. janu¶ar 1 { 2025. janu¶ar 1;

² 2015. janu¶ar 1 { 2024. janu¶ar 1;

² 2020. janu¶ar 1 { 2025. janu¶ar 1;

² 2022. febru¶ar 1{ 2025. janu¶ar 1.

Hogy megbirk¶ozzunk a hatalmas sz¶amol¶asi ig¶ennyel, az itt de¯ni¶alt al-
goritmust R-ben k¶odoltuk, az eredm¶enyeket manu¶alisan (Excel seg¶³ts¶eg¶evel)
ellen}oriztÄuk. Az algoritmus egyszer}u ¶es gyors, robusztus, megb¶³zhat¶oan old
meg nagym¶eret}u feladatokat is. Az analitikus form¶ak megb¶³zhat¶oan seg¶³tik
el}o annak meg¶allap¶³t¶as¶at, hogy neves portf¶oli¶ok hozam-kock¶azat hat¶ekony
felÄuletei vajon tartalmazhatnak olyan csom¶opontokat, amikor a felÄulet nem
di®erenci¶alhat¶o, ¶es emiatt a CAPM modell labilis.

A kÄovetkez}o fejezet a probl¶emafelvet¶es elm¶eleti h¶atter¶et foglalja Äossze,
tov¶abb¶a a vizsg¶alat motorj¶anak sz¶am¶³t¶o algoritmust de¯ni¶alja. A harmadik
fejezet k¶et portf¶oli¶ocsomagot vizsg¶al: az Euro Stoxx 50-t ¶es a BUX 5-Äot. Az
utols¶o fejezet n¶egy fontos kÄovetkeztet¶est von le.

2 A hat¶ekony felÄuleten fekv}o csom¶opontokra
f¶okusz¶al¶o vizsg¶alat elm¶eleti h¶attere

A portf¶oli¶oanal¶³zis egyik l¶enyeges k¶erd¶ese a hat¶ekony felÄulet el}o¶all¶³t¶asa, vagyis
azon pontok meghat¶aroz¶asa, amikor minden sz¶oba jÄohet}o kock¶azati szintre
nem l¶etezik magasabb v¶arhat¶o hozam¶u befektet¶es, vagy minden lehets¶eges
v¶arhat¶o hozamn¶al nincs olyan portf¶oli¶o, mely alacsonyabb kock¶azattal j¶arna.
A kock¶azatot a portfoli¶o sz¶or¶asn¶egyzet¶evel m¶erjÄuk, ez¶ert a v¶arhat¶o ¶ert¶ek-
variancia hat¶ekony felÄulet olyan ÄosszefÄugg¶es, mely tov¶abb m¶ar nem jav¶³that¶o.
A Stoxx nevet visel}o porf¶oli¶o (melyben csak kock¶azatos befektet¶esek vannak)
hat¶ekony felÄulet¶et az al¶abbi, param¶eteres, kvadratikus programoz¶asi feladat
megold¶as¶aval tudjuk el}o¶all¶³tani:

x ¸ 0 (1a)

10x = 1 (1b)

a0x = E (1c)

V Stoxx
R (E)

2
= min

x

1

2
x0Vx (1d)

E modellben xi a vagyonnak azon h¶anyad¶at jelenti, melyet az i-edik
kock¶azatos vagyont¶argyba (az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert legyen ez r¶eszv¶eny) fek-
tettÄunk; i = 1; . . . ; n, x0 = [x1; . . . ; xn], ¶es n a kock¶azatos r¶eszv¶enyek sz¶am¶at
jelenti a Stoxx nevet visel}o portf¶oli¶oban, a 0 transzform¶altat jelÄol (egy nem
vektori¶alis le¶³r¶ast p¶eld¶aul a Wu and Wu, 2021 munk¶aban tal¶alhatunk kiter-
jesztett felt¶etelek mellett). A portfoli¶oban lev}o r¶eszv¶enyek v¶arhat¶o hozam¶at
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az a vektor fogja Äossze, a hozz¶a tartoz¶o kovariancia-variancia m¶atrixot pedig
V-vel jelÄoljÄuk. FeltesszÄuk, hogy V pozit¶³v de¯nit. V Stoxx

R (E) a kock¶azatos
r¶eszv¶enyek minim¶alis sz¶or¶asn¶egyzet¶et hat¶arozza meg, amikor a befektet¶est}ol
E hozamot v¶arunk. Az els}o felt¶etel a fedezetlen elad¶asokat z¶arja ki, azt
is szok¶as mondani, hogy nem lehet shortolni. Ez a felt¶etel az Euro Stoxx
eset¶eben 50 egyenl}otlens¶egi korl¶atot jelent, de az FTSE 100 m¶ar sz¶azat. Az
(1b) azt hat¶arozza meg, hogy egys¶egnyi t}ok¶et tekintÄunk, ez¶ert egy r¶eszv¶enybe
fektetett t}okear¶any a [0; 1] intervallumba esik. Az (1c) azt biztos¶³tja, hogy a
befektetett t}oke E v¶arhat¶o hozamot produk¶al majd, az (1d) c¶elja a minim¶alis
kock¶azat biztos¶³t¶asa, mikÄozben a v¶arhat¶o hozam E. A t}okeeszkÄoz ¶arelm¶elet
(CAPM) szerint az Äosszes r¶eszv¶eny piaci portf¶oli¶oja, melyben minden r¶eszv¶eny
s¶ulya piaci kapitaliz¶aci¶os ¶ert¶ek¶evel ar¶anyos, a hat¶ekony felÄuleten fekszik, ez¶ert
ez az ar¶anysz¶am nem lehet negat¶³v. Brennan ¶es Lo (2010) ,,lehetetlen" fe-
lÄuletnek nevez minden olyan hat¶ekony felÄuletet, melyben valamelyik r¶esz-
v¶enynek az ar¶anya negat¶³v. Bebizony¶³tj¶ak, hogy a lehetetlen piaci portf¶oli¶ok
el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege a befektet¶esre sz¶oba jÄohet}o r¶eszv¶enyek sz¶am¶anak
ar¶any¶aban nÄovekszik. Tov¶abb¶a, a shortol¶asra javasolt r¶eszv¶enyek minim¶alis
sz¶ama line¶arisan nÄovekeszik a r¶eszv¶enyek sz¶am¶aban. Mik¶ent a bevezet}oben
megjegyeztÄuk, TÄorÄokorsz¶agban jelenleg is, D¶el-Kore¶aban pedig 2023 }osze ¶ota
shortol¶asi tilalom van (ez ¶evben v¶arhat¶oan feloldj¶ak), de a 2008-as v¶als¶ag
idej¶en ¶erv¶enyben volt Ausztr¶ali¶aban, az USA-ban, 2012. j¶ulius 23-¶an ¶ujra
kir¶ott¶ak ideiglenesen Spanyolorsz¶agban ¶es Olaszorsz¶agban (Battalio et al.,
2012).

Ugyancsak eml¶³tettÄuk, hogy a shortol¶asi lehet}os¶eg sz¶amos tanulm¶anyban,
kÄonyvben sztenderd felt¶etel, l¶asd p¶eld¶aul Elton et al. (2014), m¶eghozz¶a v¶eg-
telen mennyis¶egben. Az ennek megfelel}o modellt megkapjuk, ha az (1a)
felt¶eteleket tÄorÄoljÄuk. JelÄolje a V Stoxx

short (E) a minimum kock¶azati szintet (sz¶o-
r¶asn¶egyzetet) shortol¶asi lehet}os¶eg mellett, amikor a befektet¶es elv¶art hozam-
szintje E a Stoxx nev}u portf¶oli¶ot¶ol.

Els}odleges c¶elunk az (1) alatti feladat megold¶asa, de ehhez egy seg¶ed-
modellt de¯ni¶alunk, mely egy¶uttal legal¶abb annyira h¶³res. E modellben azt
t¶etelezzÄuk fel, hogy l¶etezik egy kock¶azat n¶elkÄuli befektet¶esi lehet}os¶eg, ennek
pozit¶³v v¶arhat¶o hozama pedig r. Tervezett elj¶ar¶asunkkal az a c¶elunk, hogy az
(1)-(2) feladatot szimult¶an m¶odon oldjuk meg, ami azt jelenti, hogy analitikus
form¶aban adjuk meg a haszon-kock¶azati hat¶ekony felÄuletet azon esetekre is,
amikor shortol¶as nem lehets¶eges, de mind a csak kock¶azatos r¶eszv¶enyeket
tartalmaz¶o portf¶oli¶ora, mind arra az esetre, amikor a kock¶azatos r¶eszv¶enyek
mellett egy kock¶azat n¶elkÄuli befektet¶esi lehet}os¶egÄunk is van. Az ¶uj modellÄunk
teh¶at egy kock¶azat n¶elkÄuli befektet¶esi lehet}os¶eg eset¶en az al¶abbi lesz:

x ¸ 0 (2a)

10x + y = 1 (2b)

a0x + ry = E (2c)

V Stoxx(E)

2
= min

x

1

2
x0Vx (2d)
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Az y v¶altoz¶o az egys¶egnyi t}ok¶eb}ol azt a r¶eszar¶anyt m¶eri, melyet a kock¶azat
n¶elkÄuli helyre fektetÄunk be r kamatl¶ab mellett, a keletkez}o minim¶alis kock¶a-
zatot pedig a V Stoxx(E) fÄuggv¶eny m¶eri, amikor a befektet¶est}ol E hozamot
v¶arunk el, oly m¶odon, hogy shortol¶asi lehet}os¶eg tiltva van.

Mindk¶et modellÄunk eset¶eben, ha eltekintÄunk a befektet¶esi v¶altoz¶okra vo-
natkoz¶o nem-negativit¶asi felt¶etelekt}ol, akkor a shortol¶asi tev¶ekenys¶eget lehe-
t}ov¶e tev}o modellekhez jutunk. E modellekre viszont r¶eg¶ota ismertek anali-
tikus megold¶asok. Merton 1972-ben adta meg az (1) alatti feladat explicit
megold¶as¶at a nem-negativit¶asi felt¶etelek n¶elkÄul. A hat¶ekony felÄuletet az
al¶abbi fÄuggv¶ennyel lehet meghat¶arozni:

V Stoxx
short (E) =

fE2 ¡ 2dE + e

ef ¡ d2
: (3)

Ahhoz, hogy az E nagys¶ag¶u v¶arhat¶o hozam minim¶alis kock¶azat mellett va-
l¶osuljon meg, az al¶abbi befektet¶esi ar¶anyokra van szÄuks¶eg:

x(E) =
(e ¡ dE)C1 + (fE ¡ d)Ca

ef ¡ d2
; (4)

ahol C = V¡1, e = a0Ca, f = 10C1, d = 10Ca. Hangs¶ulyozni kell, eme ana-
litikus form¶ak akkor l¶eteznek, amikor a r¶eszv¶enyek v¶arhat¶o hozamai kÄozÄott
kÄulÄonbÄoz}ok vannak (mely felt¶etel az eredeti Merton-diszkusszi¶oban nem sze-
repel). A di®erenci¶alhat¶os¶ag szempontj¶ab¶ol fontos szerepe lesz e tulajdon-
s¶agnak, ugyanis, ha a portf¶oli¶oban olyan r¶eszv¶enyek lesznek, amikor azok
v¶arhat¶o hozamai egyform¶ak, a hat¶ekony felÄulet nagy val¶osz¶³n}us¶eggel nem
lesz di®erenci¶alhat¶o. A shortol¶asi lehet}os¶eg felt¶etelez¶es¶evel teh¶at, amikor a
r¶eszv¶enyek v¶arhat¶o hozamai nem mind egyform¶ak, a hat¶ekony felÄulet mindig
differenci¶alhat¶o lesz (l¶asd VÄorÄos ¶es t¶arsai, 1999).

Amikor egy kock¶azat n¶elkÄuli befektet¶esi lehet}os¶eg van r hozammal, ¶es
shortol¶as lehets¶eges, azaz a (2a) felt¶etelekt}ol eltekintÄunk, akkor Buser (1977)
alapj¶an a minim¶alis kock¶azat az al¶abbi lesz:

V Stoxx
short (E) =

(E ¡ r)2

fr2 ¡ 2dr + e
; (5)

vagyis az (5) n¶egyzetgyÄoke egy egyenes vonal, mely az r pontban l¶epi ¶at a
v¶³zszintes vonalat. M¶ask¶ent interpret¶alva, az y = 0 esetre az (1) ¶es (2) alatti
modelleknek ugyanaz a megold¶asa, az (5) alatti parabola ¶erinti a (3) alatti
parabol¶at e pontban. (A (3)-(5) alatti kifejez¶esekhez hasonl¶o formul¶akat l¶at-
hatunk a Guijarro, 2018 ¶es Guijarro { Tsinaslanidis, 2021 tanulm¶anyokban
is.)

Most t¶erjÄunk vissza abba a vil¶agba, amikor a shortol¶as tilalom alatt van,
vagy kutat¶ok eleve ¶ugy gondolj¶ak, a hat¶ekony felÄulet nem is tartalmazhat
olyan portfoli¶okat, melyekben valamelyik r¶eszv¶eny ar¶anya negat¶³v s¶ullyal
van jelen. Szok¶asos m¶odon, t¶etelezzÄuk fel, hogy egy angyal megmondja ne-
kÄunk, hogy a portf¶oli¶ot¶ol elv¶art E hozam egy adott ny¶³lt intervallum¶aban
melyek azok a r¶eszv¶enyek, melyek ar¶anya pozit¶³v sz¶ammal fejezhet}o ki, ¶es
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e r¶eszv¶enyeket fogja Äossze az M halmaz. Az Äosszes tÄobbi legyen az N hal-
mazban, vagyis }ok azok a r¶eszv¶enyek, melyek ar¶anya nulla a portf¶oli¶oban.
Amennyiben a r¶eszv¶enyek (v¶altoz¶ok) e kategoriz¶al¶asa optim¶alis, akkor a pozi-
t¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶ara Merton fenti k¶epletei alkalmazhat¶ok, hiszen optim¶alis
a v¶altoz¶ok kateg¶ori¶aba sorol¶asa, ¶es a z¶erus befektet¶esek olyanok, mintha nem
is l¶etezn¶enek a sz¶oban forg¶o intervallumban.

Interpret¶aci¶ok¶ent n¶ezzÄunk r¶a a ma m¶ar Nobel-d¶³jas Dybvig 1984-es h¶³res
probl¶em¶aj¶ara, ahol

a0 = [1 3 4 ] ; V =

2
4

² 0 0
0 1 + ² 2
0 2 4 + ²

3
5

¶es ² egy adott param¶eter a kovarianciam¶atrixban, tov¶abb¶a shortol¶as nem le-
hets¶eges. Pozit¶³v param¶eterre teh¶at mindegyik r¶eszv¶eny kock¶azatos, ¶es Dyb-
vig arra h¶³vta fel a ¯gyelmet, hogy amennyiben a hat¶ekony felÄuleten tÄor¶espont
van, vagyis nem di®erenci¶alhat¶o, akkor a tÄor¶esponthoz tartoz¶o r¶eszv¶enyben
csak olyan r¶eszv¶enyek lehetnek, melyekhez tartoz¶o v¶arhat¶o ¶ert¶ekek azonosak,
viszont ennek ford¶³tottja nem igaz. TÄort¶enetesen az 0 < ² < 1=3 param¶eter-
¶ert¶ekekre az E = 3 v¶arhat¶o ¶ert¶ekn¶el a portfoli¶o optim¶alis strukt¶ur¶aja (ami
minim¶alis kock¶azatot ad): x2 = 1, x1 = x3 = 0, ¶es a hat¶ekony felÄulet nem
di®erenci¶alhat¶o. Azonban amikor ² = 1=3, a portfoli¶o optim¶alis strukt¶ur¶aja
ugyan az, vagyis x2 = 1, x1 = x3 = 0, de a hat¶ekony felÄulet sim¶av¶a v¶alik ¶es
di®erenci¶alhat¶o. Most n¶ezzÄuk meg a fenti feladatot ² = 0:1 ¶ert¶ekre. Az E = 4
v¶arhat¶o hozam¶ert¶ekre kÄonny}u meghat¶arozni az optim¶alis megold¶ast. Az nem
lehet m¶as, mint x3 = 1, x1 = x2 = 0, ¶es V Dybvig

R (4) = 4:1, ¶es M1 = fStock3g,
ahol Mi jelÄolje az aktu¶alisan pozit¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶at.

TegyÄuk fel, angyalunk el¶arulta: a 3 < E < 4 intervallumban, E = 3-
ban, az 1 < E < 3 intervallumban a pozit¶³v v¶altoz¶ok halmaza sorj¶aban a
kÄovetkez}ok¶eppen alakul: M2 = fStock3; Stock2g, M3 = fStock2g ¶es M4 =

fStock2; Stock1g. Ekkor M2-re: a0 = [4; 3] ¶es V =

·
4:1 2
2 1:1

¸
, ¶es a szÄuks¶eges

sz¶am¶³t¶asokat elv¶egezve azt kapjuk (3) felhaszn¶al¶as¶aval, hogy a 3 < E < 4
intervallumban a hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aja az al¶abbi:

V Dybvig
R (E) = 1:2E2 ¡ 5:4E + 6:5 :

Hasonl¶o elj¶ar¶assal az 1 < E < 3 intervallumra (ahol M4 = fStock2; Stock1g,

a0 = [3; 1] ¶es V =

·
1:1 0
0 0:1

¸
), a hat¶ekony felÄulet:

V Dybvig
R (E) = 0:3E2 ¡ 0:7E + 0:5 :

A teljes hat¶ekony felÄulet az 1. ¶abr¶an l¶athat¶o, ¶es j¶ol l¶athat¶oan a hat¶ekony
felÄulet az E = 3 pontban nem di®erenci¶alhat¶o, tÄor¶espontja van, ¶es e ponthoz
nagyon sok (v¶egtelen) kock¶azat n¶elkÄuli hozampontb¶ol h¶uzhat¶o ¶erint}o. A
kock¶azat beragad, nem csÄokken a kamatl¶ab csÄokken¶es¶evel egy intervallumon
keresztÄul, ellent¶etben azzal, amikor a felÄulet di®erenci¶alhat¶o, ¶es a kock¶azat
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n¶elkÄuli kamatl¶abakb¶ol h¶uzott ¶erint}ok mindig m¶as ¶es m¶as, kisebb kock¶azat¶u
piaci portf¶oli¶ot ¶erintenek.

A portf¶oli¶o hat¶ekony felÄulet¶enek analitikus form¶aban tÄort¶en}o felfed¶ese
nagy pontoss¶aggal teszi lehet}ov¶e a di®erenci¶alhat¶os¶ag meg¶allap¶³t¶as¶at. TÄobb,
neves portf¶oli¶o hat¶ekony felÄulet¶enek analitikus form¶aj¶at ¶all¶³tottuk el}o, az ¶er-
telemszer}u helyhi¶any miatt most csak az Euro Stoxx 50 csomagot tekintjÄuk.
Mivel a shortol¶as melletti analitikus form¶akat r¶eg¶ota ismerjÄuk, megismerve
a shortol¶as n¶elkÄuli felÄulet explicit form¶ait, k¶³n¶alja mag¶at a k¶et felÄulet Äossze-
hasonl¶³t¶asa. A kÄulÄonbs¶eg meglep}o, m¶eg a BUX5 eset¶eben is (mely a piaci
kapitaliz¶aci¶o alapj¶an az 1%-n¶al magasabb ar¶anyt k¶epvisel}o 5 r¶eszv¶enyt fog-
lalja mag¶aban), f}oleg az¶ert, mert az ut¶obbi esetben a k¶et felÄulet egybeesik,
az el}obbiben viszont a kÄulÄonbs¶eg l¶enyeges. Az explicit form¶ak el}o¶all¶³t¶as¶ara
egyedi algoritmust fejlesztettÄunk ki, mely robusztus ¶es stabil. Tekintve, hogy
¶uj szoftverr}ol van sz¶o, j¶os¶ag¶anak, pontoss¶ag¶anak manu¶alis ellen}orz¶ese (Excel
haszn¶alat¶aval) nagy m¶eret}u feladat eset¶en megterhel}o.

1. ¶abra. A Dybvig-f¶ele feladat hat¶ekony felÄuletei, amikor egy piaci portf¶oli¶ohoz
sz¶amos kamatl¶ab tartozhat (CML: capital market line)

A probl¶ema elm¶eleti h¶attere a 90-es ¶evekre ny¶ulik vissza, amikor VÄorÄos
¶es t¶arsai (1999) v¶alaszt adtak Dybvig felvet¶es¶ere, miszerint amikor az M
halmazban lev}o r¶eszv¶enyek v¶arhat¶o hozamai azonosak, a felÄulet m¶egis dif-
ferenci¶alhat¶o. A kulcs az M halmaz azon tulajdons¶ag¶anak ismerete, hogy a
v¶arhat¶o hozam egy adott intervallum¶aban vagy pontj¶aban, illetve az ehhez
tartoz¶o kamatl¶ab intervallum¶aban, mely r¶eszv¶enyek r¶eszar¶anya pozit¶³v. Az
eml¶³tett angyalunk gondolkod¶as¶anak megismer¶es¶ehez vezessÄuk be az al¶abbi
jelÄol¶eseket: jelÄolje V11 az M halmazban lev}o r¶eszv¶enyek kovarianciam¶atrix¶at,
a teljes kovarianciam¶atrixot pedig particion¶aljuk ennek megfelel}oen: V =·
V11 V12

V21 V22

¸
, hasonl¶o m¶odon a v¶arhat¶o ¶ert¶ekb}ol ¶all¶o vektor: a0 = [a1;a2].

Legyen C a V11 m¶atrix inverze, ¶es amennyiben az M halmazban k elem van,
akkor a C m¶atrix m¶erete k £ k, az a1 vektornak pedig k eleme van. Az
angyal a r¶eszv¶enyek helyes besorol¶as¶at akkor v¶egezte el, ha az r kamatl¶abnak
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a ¡1 < r < maxifaig intervallumban l¶etezik olyan ¶ert¶eke, mely megold¶asa
az al¶abbi egyenl}otlens¶egrendszernek:

Ca1 ¡ rC1 ¸ 0 (6a)

az M halmazra, ¶es

V21Ca1 ¡ a2 + r(1 ¡ V21C1) ¸ 0 (6b)

az N halmazra, ahol az N halmaz az M komplementere, azaz a z¶erus ¶ert¶ek}u
v¶altoz¶ok halmaza. Az y = 0 ¶ert¶ekre a r¶eszv¶enyek ezen elrendez¶ese optim¶alis
megold¶as¶at adja az (1) alatti feladatnak is. Ezek alapj¶an az (1)-(2) alatti
feladatok megold¶as¶ara az al¶abbi algoritmust de¯ni¶alhatjuk:

Az egyszer}us¶eg miatt azt t¶etelezzÄuk fel, hogy a r¶eszv¶enyek v¶arhat¶o hozam-
¶ert¶ekei kÄozÄott nincsenek azonosak (ha igen, l¶asd VÄorÄos ¶es t¶arsai, 1999).
Legyen r0 = maxifaig, ¶es tegyÄuk fel, ezt a maxim¶alis hozamot a Stock1 nev}u
r¶eszv¶eny adta meg. Ekkor az Algoritmus-t az al¶abbi m¶odon de¯ni¶aljuk:

1. l¶ep¶es: Legyen k = 1, Mk = fStockkg, ¶es legyen ¶³gy az Äosszes tÄobbi
r¶eszv¶eny az Nk halmazban, mely nincs az Mk-ban.

2. l¶ep¶es: Particion¶aljuk a v¶arhat¶o ¶ert¶ek vektort ¶es a kovarianciam¶atrixot
ennek megfelel}oen. Els}ok¶ent sz¶am¶³tsuk ki a kovarianciam¶atrix inverz¶et,
valamint az Äosszes kifejez¶es ¶ert¶ek¶et, melyeket a (6) alatti egyenl}otlen-
s¶egrendszerekben haszn¶alunk. Sz¶am¶³tsuk ki az e, f , d ¶ert¶ekeket.

3. l¶ep¶es: Ha sem C1-ben, sem (V21C1 ¡ 1)-ben nincs negat¶³v ¶ert¶ek, ugr¶as
az 5. l¶ep¶esre. M¶ask¶ent legyen rk az a legnagyobb als¶o korl¶at, mely
kiel¶eg¶³ti a (6) alatti egyenl}otlens¶egrendszereket, ¶es t¶etelezzÄuk fel, hogy
a korl¶at a Stockk+1 nev}u r¶eszv¶enyhez tartozik, ¶es e korl¶at csak egy
r¶eszv¶enyhez tartozik (az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert).

4. l¶ep¶es: Ha rk ¶ert¶eket egy (6b)-b¶eli egyenl}otlens¶eg adja, legyen Mk+1 =
Mk [ fStockk+1g, ¶es az Äosszes tÄobbi r¶eszv¶eny az Nk+1-ben lesz. Ha
rk ¶ert¶ek¶et egy (6a)-hoz tartoz¶o egyenl}otlens¶eg adja, legyen Nk+1 =
Nk [ fStockk+1g, ¶es az Äosszes tÄobbi r¶eszv¶eny az Mk+1 halmazban lesz.
Ekkor az rk · r < rk¡1 intervallumra a hat¶ekony felÄuletet egyetlen
kock¶azat n¶elkÄuli pap¶³r eset¶en, melyet V (E)k-val jelÄolÄunk, az (5) alatti
egyenlet adja. Ha az Mk-nak tÄobb mint egy eleme van, ezen r ¶ert¶ekekre
a kock¶azatos r¶eszv¶enyek hat¶ekony felÄulet¶et, melyet VR(E)k-val jelÄolÄunk,
a (3) kifejez¶es adja. M¶ask¶ent, legyen Stocku az egyetlen r¶eszv¶eny az Mk

halmazban. Ekkor legyen Ek a Stocku r¶eszv¶eny v¶arhat¶o ¶ert¶eke, tov¶abb¶a
a kock¶azatos pap¶³rok hat¶ekony felÄulete: VR(Ek)k = Stocku r¶eszv¶eny
hozam¶anak sz¶or¶asn¶egyzete. Legyen k = k + 1. Ugr¶as a 2. l¶ep¶eshez.

5. l¶ep¶es: Felhaszn¶alva az e, f , d ¶ert¶ekeket, a ¡1 < r < rk¡1 intervallumra
megkaptuk a V (E) ¶es VR(E) fÄuggv¶enyeket. A teljes portfoli¶o hat¶ekony
felÄulet minimumpontja az Emin = d=f pontban van, melyhez tartoz¶o
kock¶azati ¶ert¶ek: VR

¡
d
f

¢
= 1=f . Stop.
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(Az algoritmusban felt¶eteleztÄuk, hogy a korl¶atokat mindig egy egyenl}ot-
lens¶eg adja. Amikor ez nem ¶³gy van, a r¶eszv¶enyeket ugyan¶ugy az el}o¶³r¶asnak
megfelel}oen mozgatjuk. Az Äosszes vizsg¶alatot tekintve gyakorlatilag a tÄobb
sz¶azas nagys¶agrend}u iter¶aci¶os l¶ep¶esek sor¶an nem fordult el}o (de megeshet),
hogy egy pontban tÄobb r¶eszv¶eny is kil¶ep vagy bel¶ep a pozit¶³v v¶altoz¶ok hal-
maz¶aba, vagy egy bel¶ep¶eskor egy m¶asik kil¶ep).

Egy Mk halmaz a (6a-b) felt¶eteleket kiel¶eg¶³ti azon r ¶ert¶ekekre, melyekre
r 2 [rk; rk¡1], vagy m¶ask¶ent, azon E v¶arhat¶o hozam ¶ert¶ekekre, melyekre E 2
[Ek;Ek¡1], ahol Ek a megold¶asa a VR(E)k = VR(E)k+1, 1 < k < n (n ¸ 3)
egyenletnek. (Amennyiben a felÄulet di®erenci¶alhat¶o, a VR(E)k = VR(E)k+1

egyenlet megold¶asa egyszer}u, mivel a diszkrimin¶ansnak z¶erusnak kell lennie.)
Miut¶an most m¶ar rendelkezÄunk a kock¶azatos r¶eszv¶enyek hat¶ekony felÄulete

analitikus form¶aj¶aval, pontosan tudjuk Äosszehasonl¶³tani azt a shortol¶assal
ad¶od¶o hat¶ekony felÄulettel. Haszn¶alva a fenti 3 £ 3-as m¶atrixunkat az ² = 0:1
input ¶ert¶ekkel a (3) alatti k¶eplet megadja a shortol¶as eset¶en ad¶od¶o hat¶ekony
felÄuletet:

V Dybvig
short (E) = 0:2625E2 ¡ 0:65E + 0:483 :

A 2. ¶abra mutatja a hat¶ekony felÄuleteket shortol¶assal ¶es a n¶elkÄul, mutatva
egy¶uttal a kett}o kÄozÄotti kÄulÄonbs¶eget. Min¶el nagyobb a szakad¶ek a k¶et hat¶e-
konys¶agi felÄulet kÄozÄott, ann¶al nagyobb t¶eved¶esi lehet}os¶eg egy portf¶oli¶o telje-
s¶³tm¶eny¶enek ¶ert¶ekel¶es¶en¶el. A shortol¶assal kimutatott hat¶ekony felÄulet sokszor
fokozott v¶arakoz¶ast ¶³g¶er portf¶oli¶okkal szemben, melyek a val¶os¶agban nem is
¶erhet}ok el.

2. ¶abra. A Dybvig-feladat hat¶ekony felÄuletei shortol¶assal ¶es n¶elkÄule

A kÄovetkez}o fejezetben a Euro Stoxx 50, valamint a BUX5 portfoli¶ocso-
magot elemezzÄuk, az input adatokat kÄulÄonbÄoz}o id}operi¶odusokra alapozva.
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KÄulÄon id}oszakot jelÄolÄunk ki a ,,b¶eke" id}oszak¶ara, melyet a 2015. janu¶ar 1.
¶es 2020. janu¶ar 1. kÄozÄotti id}oszakkal azonos¶³tottunk, lesz Covid- ¶es h¶abor¶us
id}oszak, valamint ezeket ¶at¶³vel}o peri¶odusok.

3 Portf¶oli¶ok empirikus elemz¶ese kÄulÄonbÄoz}o
id}oszakokban

3.1 A Euro Stoxx 50

A Euro Stoxx 50 Eur¶opa legtekint¶elyesebbnek tartott 50 blue chipj¶et fogja
Äossze 11 kÄulÄonbÄoz}o orsz¶agb¶ol ¶es ipar¶agb¶ol, melyek a legbefoly¶asosabbnak ¶es
leglikvidebb pap¶³roknak tekinthet}ok. A Euro Stoxx 50 r¶eszv¶enyindexeket a
Deutsche BÄorse Group kezeli, ¶es nyilv¶anosan el¶erhet}ok a finance.yahoo.com

felÄuleten. Minden r¶eszv¶eny eset¶eben a h¶onap v¶egi ¶arfolyamokat tekintettÄuk
2015-t}ol napjainkig, melyeket adatbankban gy}ujtÄottÄunk Äossze. Ebb}ol az
id}ointervallumokat tetsz}olegesen v¶alaszthatjuk ki, majd az anal¶³zisre haszn¶alt,
a fent de¯ni¶alt algoritmusra alapozott szoftverÄunk a k¶es}obbiekben l¶athat¶o
t¶abl¶azatokat, analitikus form¶akat ¶es fÄuggv¶enyeket adja. Az al¶abbi inter-
vallumokat v¶alasztottuk ki: 2015{19, 2015{23, 2015{24, 2020{24 (Covid-
¶es h¶abor¶us id}oszak), 2022{24 (h¶abor¶us id}oszak). Minden kezd}o ¶ev janu¶ar
elsej¶evel ¶ertend}o, kiv¶eve a 2022-es ¶evet, mely febru¶ar elsej¶evel kezd}odik. A
z¶ar¶o ¶evek december 31-gyel v¶egz}odnek. Mindegyik portf¶oli¶o eset¶eben az
adatig¶eny ¶es a kapott inform¶aci¶otÄomeg jelent}os, tulajdonk¶eppen ez¶ert nem
kÄozlÄunk adatokat ¶es eredm¶enyeket az FTSE100-r¶ol ¶es a DAX 40-r}ol. Ezek
¶atfog¶o anal¶³zis¶et l¶asd VÄorÄos ¶es Rappai, 2025 tanulm¶anyban. Az Euro Stoxx
50 input adatait az 1. ¶es a 2. fÄuggel¶ekek adj¶ak kÄozre, melyek tartalmazz¶ak a
2015.01.01{2025.01.01 id}oszak alatt meg¯gyelt havi adatokb¶ol ad¶od¶o ¶atlagos
hozam¶ert¶ekeket, piaci kapitaliz¶aci¶os h¶anyadot, valamint a kovariancia-vari-
ancia m¶atrixot. Hogy nÄoveljÄuk az algoritmusunkba vetett bizalmat, az els}o
k¶et l¶ep¶est r¶eszletezzÄuk.

Els}o l¶ep¶esben a kezd}o M halmazt de¯ni¶aljuk, amihez kiv¶alasztjuk azt a
r¶eszv¶enyt, melynek legnagyobb volt az ¶atlagos hozama a meg¯gyelt id}oszak
alatt, teh¶at M1 = fFerrarig, mivel a Ferrari r¶eszv¶enynek volt a legnagyobb
¶atlagos hozama, mely 0.0203, ¶es kovariancia-variancia m¶atrixb¶ol a hozz¶a tar-
toz¶o sz¶or¶asn¶egyzet: 0.00461. Ez¶ert a hozz¶a tartoz¶o part¶³ci¶o: a1 = [0:0203] ¶es
V11 = [0:00461], tov¶abb¶a N1 a Ferrari kiv¶etel¶evel az Äosszes tÄobbi r¶eszv¶enyt
mag¶aban foglalja. KÄovetkez¶esk¶eppen, a2 mag¶aban foglalja az Äosszes r¶eszv¶eny
¶atlagos hozam¶at, kiv¶eve a Ferrari¶et, m¶³g V21 a Ferrari oszlopvektor¶at jelÄoli
a kovariancia-variancia m¶atrixb¶ol, kiz¶arva abb¶ol a Ferrari sz¶or¶asn¶egyzet¶et.

Most kÄonnyen kisz¶am¶³that¶ok a kulcsÄosszefÄugg¶esek: C = 216:96, Ca1 =
4:39, ¶es term¶eszetesen C1 = 216:96. Ezen ¶ert¶ekeket felhaszn¶alva a (6a) alatti
ÄosszefÄugg¶esekben egy fels}o korl¶at ad¶odik, mely term¶eszetesen r < 0:0206.
A (6b)-re vonatkoz¶o kalkul¶aci¶o most kÄonny}u, mivel V21-nek csak egy osz-
lopa van 49 elemmel. E 49 egyenl}otlens¶egb}ol csak a 43.-at mutatjuk be,
mely ¡0:008 ¸ ¡0:49016r, tekintettel arra, hogy ez adja a legnagyobb als¶o
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korl¶atot: r ¸ 0:0164. Ez az egyenl}otlens¶eg az RMA.PA (Hermes) r¶eszv¶enyhez
tartozik, azt jelezve, hogy be akar l¶epni a pozit¶³v v¶altoz¶ok halmaz¶aba. Az
esem¶enyt a kÄovetkez}ok¶eppen azonos¶³tjuk: M2 : RMA:PA, ¶³gy M2-nek most
m¶ar k¶et eleme van, a Ferrari ¶es a Hermes. Amikor egy r¶eszv¶eny el sz¶and¶ekozik
hagyni a pozit¶³v v¶altoz¶okat tartalmaz¶o halmazt, ¶ugy jelezzÄuk, hogy !, a
r¶eszv¶eny neve ut¶an. Sz¶oval, a m¶asodik iter¶aci¶os l¶ep¶esben az al¶abbi inputjaink
vannak:

V11 =

·
0:0046 0:0023
0:0022 0:0049

¸
; C =

·
287:54 ¡138:44

¡138:44 271:54

¸
¶es

a0
1 = [0:0206; 0:0184] ;

ahol 0.0184 a Hermes r¶eszv¶eny ¶atlagos hozama, melynek varianci¶aja 0.0049,
kovarianci¶aja a Ferrarival pedig 0.0023. Term¶eszetesen (6a) adja a fels}o
korl¶atot az r ¶ert¶ek¶enek, ugyanakkor W Kluwer szolg¶altatja a legnagyobb als¶o
korl¶atot, amikor r = 0:01402. A 3. fÄuggel¶ek list¶azza az iter¶aci¶o szÄuks¶eges in-
putjait, ¶es d}olttel jelÄoltÄuk a kÄovetkez}o als¶o korl¶atot ad¶o r¶eszv¶enyt. Vagyis,
M3 : WKL (Kluwer), ¶³gy az ¶uj indexhalmaz: M3 = fFerrari;RMA; WKLg.
Az iter¶aci¶os l¶ep¶eseket addig kell folytatni, am¶³g el nem ¶erjÄuk, hogy r-nek
nem lesz als¶o korl¶atja. Az elj¶ar¶as felfedi a portfoli¶o hat¶ekony felÄulet¶enek tel-
jes strukt¶ur¶aj¶at, eg¶eszen a minimum pontj¶aig. Az 1. t¶abl¶azat foglalja Äossze
a hat¶ekony felÄulet kifejl}od¶es¶enek ¶utj¶at, az intervallumhat¶arokat mindk¶et mo-
dellre vonatkoz¶oan. ¶Es persze a legfontosabb eredm¶enyt, a hat¶ekony felÄulet
analitikus form¶aj¶at. Mint l¶athat¶o, a kulcs output inform¶aci¶okat az e, f , d
¶ert¶ekek adj¶ak, melyek intervallumonk¶ent v¶altoznak.

A 3. ¶abra az Euro Stoxx 50 hat¶ekony felÄulet¶et ¶abr¶azolja, melyet 15 kÄulÄon-
bÄoz}o ¶³v}u parabolaszakasz fesz¶³t ki (melyb}ol 13-at mutatunk). A maximum-
pontot ad¶o M1 kiv¶etel¶evel mindegyik ¶³vet meghat¶aroz¶o M halmazban le-
gal¶abb k¶et r¶eszv¶eny van, amib}ol kÄovetkezik, hogy az azokhoz tartoz¶o ¶atlagos
hozam¶ert¶ekek kÄozÄott mindig van kÄulÄonbÄoz}o. Mint tudjuk, a nem-differen-
ci¶alhat¶os¶ag szÄuks¶eges felt¶etele, hogy a hat¶ekony felÄuleten olyan portfoli¶o kell
legyen, melyben lev}o r¶eszv¶enyek hozam ¶ert¶ekei azonosak. Ez csak az M1 hal-
mazn¶al fordul el}o, m¶asutt sehol. Ez¶ert a nem-di®erenci¶alhat¶os¶ag szÄuks¶eges
felt¶etele nem teljesÄul a bels}o pontokban, ¶³gy nyugodtan kijelenthetjÄuk, hogy
a v¶egpontok kiv¶etel¶evel a Euro Stoxx 50 portfoli¶o hat¶ekony felÄulete egy foly-
tonosan di®erenci¶alhat¶o fÄuggv¶eny, egym¶asba simul¶o parabola¶³vek sorozata,
melyek mindig ¶erintik, ¶es nem metszik egym¶ast. A parabolaszakaszok l¶at-
hat¶os¶aga c¶elj¶ab¶ol szaggatott vonallal jelÄoltÄuk a hat¶ekony felÄuletet, a hat¶ar-
pontokban a parabola¶³vek ¶erintik, vagy metszik egym¶ast (esetÄunkben ut¶obbi
nem fordul el}o), ¶es e pontok adj¶ak meg az intervallumok hat¶ar¶at, amikor
azokat a v¶arhat¶o hozammal jellemezzÄuk.

Az analitikus, explicit forma mellett az 1. t¶abl¶azat sz¶amos inform¶aci¶ot
tartalmaz. A t¶abla utols¶o sora adja az Euro Stoxx 50 r¶eszv¶enyekkel el¶erhet}o
minim¶alis kock¶azatot, melyet az M16 halmaz r¶eszv¶enyeivel lehet el¶erni. Ezt
az iter¶aci¶os elj¶ar¶as 16-ik l¶ep¶ese adta, ¶es a halmazban 10 r¶eszv¶eny van. Az
M16 sor szerint f = 5376:4 ¶es d = 3:1. A (3) meghat¶aroz¶as adja meg a
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parabola¶³v explicit form¶aj¶at, ¶es a parabola minimumpontja az E = d=f
pontban van. Behelyettes¶³tve a sorban lev}o ¶ert¶ekeket, azt kapjuk, hogy
E = 0:000575, mely csak 0.7%-os ¶eves hozamra elegend}o. A parabola egyen-
let¶ebe helyettes¶³tve az ¶ert¶eket, megkapjuk a minim¶alis kock¶azati szintet,
sz¶or¶asn¶egyzetben kifejezve: V Euro

R (0:000575) = 0:000186, ahol V Euro
R (E) a

minim¶alis sz¶or¶asn¶egyzet nagys¶aga, amikor az elv¶art hozam szintje E, ¶es csak
kock¶azatos r¶eszv¶enyekben van a p¶enzÄunk. Ehhez mindÄossze 10 r¶eszv¶eny kell
az 50-b}ol.

Az r kamatl¶ab Hozamhat¶arok A hat¶ekony felÄulet Kulcs output A hat¶ekony felÄulet analitikus

hat¶arai (az (1) megold¶asa) r¶eszv¶enyÄosszet¶etele egyÄutthat¶ok form¶aja, a V Euro
R

(E) fv.

(a (2) megold¶asa) e f d a b c

[0:0164; 0:0203) [0.0203] M1= fFerrarig 0.8900 217.0 4.40 0.00461
[0:014; 0:0164] [0:0199; 0:0203] M2: Hermes 0.1070 282.2 5.47 1332.8 -51.6 0.504
[0:0079; 0:014] [0:0181; 0:0199] M3: W Kluwer 0.1443 473.6 8.15 249.1 -8.6 0.0759
[0:0056; 0:0079] [0:0179; 0:0181] M4: ASML 0.1445 476.2 8.17 236 -8.1 0.0716
[0:0035; 0:0056] [0:0173; 0:0179] M5: D.BÄorse 0.1490 619.5 8.98 52.9 -1.53 0.0127
[0:00135; 0:0035] [0:01661; 0:0173] M6: MÄuV2 0.1497 676.0 9.18 39.8 -1.08 0.0088
[0:00132; 0:00135] [0:01660; 0:01661] M7: Iberdola 0.1499 788.1 9.33 25.3 -0.599 0.0048
[¡0:0005; 0:0013] [0; 0159; 0; 0166] M8: ASML! 0.1499 783.3 9.32 25.7 -0.611 0.0049
[¡0:00131; ¡0:0005] [0:0155; 0:0159] M9: PRX.AS 0.1499 889.8 9.27 18.7 -0.39 0.0032
[¡0:0024; ¡0:0013] [0:0102; 0:0155] M10: DPWA 0.1574 5231.5 3.59 6.462 -0.00886 0.00019
[¡0:0087; ¡0:0024] [0:0038; 0:0102] M11: DeutchTele 0.1580 5345.1 3.31 6.41 -0.00796 0.00019
[¡0:022; ¡0:0087] [0:0018; 0:0038] M12: Adidas 0.1590 5380.0 3.00 6.29 -0.00704 0.000188
[¡0:0315; ¡0:022] [0:0015; 0:0018] M13: Hermes! 0.1580 5374.9 3.13 6.4 -0.00746 0.000188
[¡0:217; ¡0:0315] [0:000707; 0:0015] M14: TTE.PA 0.1610 5376.5 3.08 6.34 -0.00726 0.000188
[¡0:29; ¡0:217] [0:00067; 0:000707] M15: DBÄorse! 0.1560 5376.4 3.10 6.48 -0.00746 0.000188
(¡1; ¡0:29] [0:000575; 0:00067] M16: EL.PA 0.1570 5376.4 3.10 6.43 -0.0074 0.000188

1. t¶abl¶azat. A Euro Stoxx 50 r¶eszv¶enyek hat¶ekony felÄulet¶enek strukt¶ur¶aja a v¶arhat¶o haszon
fÄuggv¶eny¶eben, shortselling n¶elkÄul, a 2015. janu¶ar 1{2025. janu¶ar 1. adatok alapj¶an

A 3. ¶abr¶an ¶abr¶azoltuk a Euro Stoxx 50 teljes¶³tm¶eny¶et, melynek hozam-
¶ert¶ek¶et ¶ugy kaptuk meg, hogy a r¶eszv¶enyek ¶atlagos hozam¶at megszoroztuk a
piaci kapitaliz¶aci¶os ar¶annyal, ¶es ezt ÄosszegeztÄuk. Ennek sz¶or¶asn¶egyzet¶et pedig
¶ugy ¶erjÄuk el, hogy a kovarianciam¶atrixot szoroztuk meg jobbr¶ol ¶es balr¶ol a
piaci kapitaliz¶aci¶os ar¶anyt mutat¶o vektorral. Ennek megfelel}oen a Euro Stoxx
50 v¶arhat¶o hozama a jelenlegi piaci kapitaliz¶aci¶os ar¶anyok alapj¶an 0,0073,
mely ¶eves¶³tett nagys¶aga kÄozel 9% (0; 0073£12£100). A havi v¶arhat¶o hozam
sz¶or¶asn¶egyzete 0,0024, ¶es e k¶et sz¶am hat¶arozza meg a 3. ¶abr¶an elhelyezett
X pontot. A 0,0024-es kock¶azati szinten v¶³zszintes vonalat h¶uzva az ¶abr¶an
azt l¶atjuk, hogy ez a szaggatott vonal a shortol¶as n¶elkÄuli hat¶ekony felÄuletet
az M3 halmazhoz tartoz¶o parabola¶³vben metszi, kÄozel a kÄovetkez}o v¶alt¶asi
ponthoz. Az 1. t¶abl¶azat szerint e halmazhoz tartoz¶o parabola egyenlete:
V Euro

R (E) = 249:1E2¡8:6E+0:0759. Megoldva a 0:0024 = 249:1E2¡8:6E+
0:0759 egyenletet, azt kapjuk, hogy E = 0:0183 (22% ¶eves¶³tett). M¶ask¶ent
fogalmazva, ha ugyanakkora kock¶azati szintet v¶allalunk fel, mint amennyit
a jelenlegi piaci kapitaliz¶aci¶os ¶ert¶eken a Euro Stoxx megval¶os¶³t, ¶evi 22%-os
hozamot ¶erhetn¶enk el. Ez akkor lenne, ha a portfoli¶o szerkezet az al¶abbi
lenne:

xF errari = 48:4%; xHerm = 14:2%; xKluwer = 37:4% :

E befektet¶esi ar¶anyok a (4) alatti k¶eplet felhaszn¶al¶as¶ab¶ol erednek, melynek
e, f , d ¶ert¶ekeit az M3 sor¶ab¶ol olvashatjuk ki, ¶es az E = 0:0183-as hozamot
helyettes¶³tjÄuk be.
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3. ¶abra. A Euro Stoxx 50 hat¶ekony felÄuletei shortol¶assal ¶es n¶elkÄule, valamint a portf¶oli¶o
teljes¶³tm¶enye piaci kapitaliz¶aci¶o alapj¶an

A (4) alatti k¶eplettel a r¶eszv¶enyek ar¶any¶anak dinamikus v¶altoz¶as¶at kÄovet-
hetjÄuk az elv¶art hozam fÄuggv¶enyek¶ent. Az M3 ¶altal meghat¶arozott portf¶oli¶o
Äosszet¶etel¶enek v¶altoz¶as¶at mutatja a 4. ¶abra , ahol az ar¶anyok Äosszege mindig 1.
Ferrari folyamatosan nÄoveli r¶eszesed¶es¶et, a Kluwer nem b¶³rja a versenyt, ¶es
kezd kisz¶allni, m¶³g a Hermes er}os¶³ti poz¶³ci¶oj¶at.

4. ¶abra. A portf¶oli¶o Äosszet¶etel¶enek v¶altoz¶asa a 0; 0181 · E · 0; 0199 intervallumban

Miut¶an ismerjÄuk n¶eh¶any kritikus pont param¶etereit, valamint a hat¶ekony
felÄulet analitikus form¶aj¶at, pontosan meghat¶arozhatjuk azon portf¶oli¶ok hal-
maz¶at, melyek felÄul¶³rj¶ak az Euro Stoxx 50 piaci kapitaliz¶aci¶os Äosszet¶etele
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alapj¶an m¶ert teljes¶³tm¶enyt. Az Euro Stoxx 50-hez k¶epest felÄulteljes¶³t}o port-
f¶oli¶ok kiterjed¶es¶et azzal a terÄulettel m¶erjÄuk, melyet az Euro Stoxx 50 telje-
s¶³tm¶eny¶eb}ol kiindul¶o v¶³zszintes (azonos kock¶azat mellett nagyobb hozamot
ad¶o portf¶oli¶ok), fÄugg}oleges (azonos hozam mellett kisebb kock¶azattal j¶ar¶o
portf¶oli¶ok) vonalak, valamint a shortol¶as n¶elkÄuli hat¶ekony felÄulet (mindk¶et
dimenzi¶oban jobban teljes¶³t}o portf¶oli¶ok) hat¶arolnak kÄozre.

JelÄoljÄuk e terÄulet m¶eret¶et TEuro
posi szimb¶olummal. Ekkor

TEuro
posi = 0:0024 £ (0:0183 ¡ 0:0073) ¡

Z 0:0183

0:0073

V Euro
R (E) dE = 0:0000119:

A kÄovetkez}okben azt m¶erjÄuk meg, hogy mekkora a felÄulteljes¶³t}o portf¶oli¶ok-
nak a kiterjed¶ese, amikor shortol¶as lehets¶eges. Ehhez a teljes m¶eret}u, 50 r¶esz-
v¶enyre vonatkoz¶o kovarianciam¶atrix ¶es hozamvektor szÄuks¶eges, ¶es mivel nincs
a v¶altoz¶okra el}ojelmegkÄot¶es, a (3) alatti ÄosszefÄugg¶es a teljes hozamsk¶al¶ara
haszn¶alhat¶o. VegyÄuk teh¶at az eredeti, 50-es kovarianciam¶atrixot, haszn¶aljuk
szint¶en az 50 elem}u hozamvektort, ¶es vegyÄuk e m¶atrix inverz¶et. Hat¶arozzuk
meg a hozamvektor (¶es az egys¶egvektor) seg¶³ts¶eg¶evel az e, f ¶es d ¶ert¶ekeket:
e = 0:8016, f = 10219:9, d = 21:78. Merton (1972) szerint teh¶at, alkal-
mazva a (3) alatti ÄosszefÄugg¶est, a shortol¶as melletti hat¶ekony felÄulet (melyet
V Euro

short (E) szimb¶olummal jelÄolÄunk), az al¶abbi lesz:

V Euro
short (E) = 1:3242E2 ¡ 0:005645E + 0:000104 ;

a 3. ¶abr¶an a legalacsonyabb vonal. Ez a parabola az Euro Stoxx 50 kock¶azati
szintj¶evel (sz¶or¶asn¶egyzet¶evel, ami 0.0024) azonos ¶ert¶eket akkor veszi fel, ami-
kor E = 0:0439, mely ¶evi ¶atlagos 53%-os hozamnak felel meg. Tal¶an ez¶ert
nevezi tÄobb komoly szerz}o e hat¶ekony felÄuletet ,,lehetetlennek". Hasonl¶oan a
shortol¶as tilalmi esethez, az Euro Stoxx 50 teljes¶³tm¶eny¶et felÄul¶³r¶o portf¶oli¶ok
kiterjed¶es¶et megm¶erhetjÄuk, de most az Euro Stoxx 50 teljes¶³tm¶eny¶et felÄul¶³r¶o
portf¶oli¶ok hat¶ara a ,,lehetetlen" hat¶ekony felÄulet hat¶ar¶aig terjed. TEuro

short -vel
jelÄolve e terÄuletet, azt ¶³rhatjuk, hogy:

TEuro
short = 0:0024 £ (0:044 ¡ 0:0073) ¡

Z 0:0440

0:0073

V Euro
short (E) dE = 0:000047 :

ÄOsszehasonl¶³tva a k¶et terÄuletet azt l¶athatjuk, hogy a TEuro
short=TEuro

posi h¶a-
nyados 4, ami megengedhetetlenÄul magas elv¶ar¶asokat t¶amaszt, vagy m¶ask¶ent
n¶ezve, jelent}osen le¶ert¶ekeli az Euro Stoxx 50 portf¶oli¶ocsomag jelenlegi piaci
kapitaliz¶aci¶os ar¶any alapj¶an m¶ert teljes¶³tm¶eny¶et.

A kifejlesztett algoritmusunkkal kapcsolatban jegyezzÄuk meg, hogy min-
den iter¶aci¶os l¶ep¶es sor¶an egy m¶atrixot kell invert¶alnunk, el kell v¶egezni n¶eh¶any
m¶atrix-vektor szorz¶ast, majd meg kell oldani egy 50 egyenl}otlens¶egb}ol ¶all¶o
rendszert, melynek egy v¶altoz¶oja van, az r. Az invert¶aland¶o m¶atrix m¶erete
az M halmaz sz¶amoss¶ag¶aval n}o, teh¶at az els}o m¶atrix 1 £ 1-es, a legna-
gyobb m¶eret}u pedig 10 £ 10-es, mivel M -nek soha nincs t¶³zn¶el tÄobb eleme.
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ÄOsszess¶eg¶eben pedig mindÄossze 16 iter¶aci¶os l¶ep¶esre volt szÄuks¶eg, ¶es rendel-
kez¶esre ¶all a teljes hat¶ekony felÄulet analitikus form¶aja. Az elj¶ar¶as teh¶at vi-
szonylag egyszer}u, hat¶ekony, a hozz¶a kidolgozott szoftver robusztus, biztosan
old meg nagyobb feladatokat is.

Nem csak a 2015{25 kÄozÄotti id}oszakot vizsg¶altuk, k¶³v¶ancsiak voltunk, ta-
l¶alunk-e nem di®erenci¶alhat¶o hat¶ekony felÄuletet m¶as id}ointervallumokat v¶eve.
A kÄovetkez}o id}oszakokra v¶egeztÄunk vizsg¶alatokat m¶eg: 2015{24, 2015{20,
2020{25 ¶es 2022. febru¶ar { 2025, vagyis Äosszess¶eg¶eben Äot vizsg¶alatot v¶egez-
tÄunk a Euro Stoxx 50 portf¶oli¶ocsomagon. B¶ar n¶eha kÄozel voltunk hozz¶a,
de v¶egÄul is egyetlen esetben sem volt nem-di®erenci¶alhat¶o pont a hat¶ekony
felÄuleteken. Az 5. ¶abra mutatja egyÄutt az Äot hat¶ekony felÄuletet, tal¶an mond-
hatjuk, n¶eh¶any ¶erdekes inform¶aci¶ot szolg¶altatva. El}oszÄor is a 2015{23 (2024.
janu¶ar 1.) ¶es 2015-24 (2025. janu¶ar 1.) hat¶ekony felÄuletek szinte egybeesnek,
ugyanazt az eredm¶enyt adj¶ak. Meglehet}osen kock¶azatos volt a Covid-id}oszak,
ellent¶etben a h¶abor¶us id}oszakkal, amikor nem csak a hozamok voltak maga-
sabbak, de r¶aad¶asul a kock¶azati szintek is alacsonyabbak a b¶ekeid}oszakhoz
(2015{2019) k¶epest.

5. ¶abra. Az Euro Stoxx 50 hat¶ekony felÄuletei kÄulÄonbÄoz}o id}ointervallumokban

A h¶abor¶us id}oszak nagy jÄovedelmeit ¶erdekes m¶odon dÄont}oen a p¶enzÄugyi
szolg¶altat¶o szektor hozta: a nagy gy}oztes az Unicredit (UCG.MI), mely
domin¶alja a fels}o hozamszegmenseket a 46.6%-os ¶eves ¶atlagos hozam¶aval,
melyet a SAP, a MunV2 ¶es a D. Telekom kÄovet, ¶es a W Kluwerrel az E = 0:03
hozamszinten Äot r¶eszv¶eny van a piaci portf¶oli¶oban. A 2015. janu¶ar 1. ¶es
2023. december 31. kÄozÄotti adatokat haszn¶alva mindÄossze k¶et r¶eszv¶eny van
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a portf¶oli¶oban az E = 0:02 hozamszint kÄorny¶ek¶en, ugyanakkor a h¶abor¶us
id}oszak alatt a r¶eszv¶enyek szinte sorban ¶allnak, hogy r¶eszt vegyenek e ma-
gas hozamot biztos¶³t¶o portf¶oli¶oban, ¶es olyannyira verekednek a hely¶ert, hogy
gyakran cser¶elnek helyet. A helyzet pontosan ford¶³tottja a hat¶ekony felÄulet
minimumpontja kÄorny¶ek¶en: a pozit¶³v v¶altoz¶ok t¶abora stabil, ¶es hossz¶u ho-
zamintervallumban uralj¶ak a jÄovedelemszinteket. A h¶abor¶us id}oszak alatt az
M12 12%-os hossz¶us¶ag¶u. Ugyanakkor ugyanezen hozamszakaszon a 2015{25-
Äos adatok alapj¶an a r¶eszv¶enyek gyakran v¶altj¶ak egym¶ast, a h¶abor¶us id}oszak
fels}o hozamszegmens¶ehez hasonl¶oan. A 2. t¶abl¶azat adja meg a 2022. febru¶ar
1.-t}ol napjainkig (a h¶abor¶us id}oszak) id}oszak alapj¶an k¶eszÄult anal¶³zist.

Az r kamatl¶ab Hozamhat¶arok A hat¶ekony felÄulet Kulcs output A hat¶ekony felÄulet analitikus

hat¶arai (az (1) megold¶asa) r¶eszv¶enyÄosszet¶etele egyÄutthat¶ok form¶aja, a V Euro
R

(E) fv.

(a (2) megold¶asa) e f d a b c

[0:02443; 0:03889] [0:03889; 0:03889] M1 = UCG:MI 0.1506 99.6 3.87 0.000 0.000 0.0100
[0:01615; 0:02443] [0:03358; 0:03889] M2 : SAP 0.2454 258.5 7.75 78.1021 -4.686 0.0742
[0:01497; 0:01615] [0:03209; 0:03358] M3 : DT E 0.3106 508.3 11.79 26.903 -1.248 0.0164
[0:01328; 0:01497] [0:02964; 0:03209] M4 : MUV 2 0.3526 695.7 14.59 21.5406 -0.904 0.0109
[0:01125; 0:01328] [0:02696; 0:02964] M5 : WKL 0.3905 910.5 17.45 17.8054 -0.682 0.0076
[0:00905; 0:01125] [0:02514; 0:02696] M6 : RACE 0.3949 945.1 17.84 17.1671 -0.648 0.0072
[0:00735; 0:00905] [0:02408; 0:02514] M7 : P RX 0.3996 1002.9 18.36 15.7456 -0.577 0.0062
[0:00351; 0:00735] [0:02239; 0:02408] M8 : DB1:DE 0.4023 1052.6 18.72 14.4517 -0.514 0.0055
[¡0:00024; 0:00351] [0:02169; 0:02239] M9 : SAP ! 0.4014 981.0 18.47 18.6833 -0.704 0.0076
[¡0:00343; ¡0:00025] [0:02082; 0:02169] M10 : IBE 0.4014 1130.9 18.44 9.9216 -0.323 0.0035
[¡0:00372; ¡0:00343] [0:02069; 0:02082] M11 : T T E:P A 0.4038 1338.8 17.72 5.9102 -0.157 0.0018
[¡0:01341; ¡0:00372] [0:01076; 0:02069] M12 : DP WA 0.4293 3175.0 10.89 2.5517 -0.018 0.0004
[¡0:02307; ¡0:01341] [0:00884; 0:01076] M13 : UCG ! 0.3764 2880.8 14.84 3.3342 -0.034 0.0004
[¡0:03503; ¡0:02307] [0:00761; 0:00884] M14 : AD:AS 0.3983 2922.1 13.89 3.0091 -0.029 0.0004
[¡0:05934; ¡0:03503] [0:00631; 0:00761] M15 : NOKIA 0.4490 2963.4 12.44 2.5204 -0.021 0.0004
(¡1; ¡0:05934] [0:00410; 0:00631] M16 : BN:P A 0.4671 2968.5 12.14 2.3955 -0.020 0.0004

2. t¶abl¶azat. Az Euro Stoxx 50 portf¶oli¶o hat¶ekony felÄulet¶enek le¶³r¶asa, 2022.02.01 { 2025.01.01,
shortol¶as n¶elkÄul

3.2 A BUX 5

A BUX 5 portf¶oli¶oba azon r¶eszv¶enyeket helyeztÄuk el, melyeknek piaci kapi-
taliz¶aci¶os ¶ert¶eke meghaladja az 1%-ot a Budapesti ¶Ert¶ekt}ozsde eg¶esz¶en belÄul,
a tÄobbiekt}ol eltekintettÄunk, biztos¶³tva egyfajta likvidit¶as¶at a sz¶oban forg¶o
r¶eszv¶enyeknek. Ezek: MOL, MTELE, OPUS, OTP, ¶es a Richter, k¶epviselve
az olajipart, telekommunik¶aci¶ot, p¶enzÄugyi szolg¶altat¶asokat ¶es a gy¶ogyszer-
ipart, kit¶eve a teljes piaci kapitaliz¶aci¶o tÄobb, mint 95%-¶at. Az input adatok
most kÄonnyen ¶attekinthet}ok, a 4. fÄuggel¶ek tartalmazza a felhaszn¶alt adatokat.

A legnagyobb ¶atlagos hozamot az Opus adja, ez¶ert az M1 halmazba e
r¶eszv¶eny kerÄul, a legnagyobb volatilit¶assal. Az M5 halmaz mind az Äot r¶esz-
v¶enyt mag¶aban foglalja, vagyis ebben az intervallumban minden r¶eszv¶eny egy-
idej}uleg has¶³t ki pozit¶³v h¶anyadot a portf¶oli¶ob¶ol. Ebb}ol az kÄovetkezik, hogy
a lehets¶eges ¶es a lehetetlen hat¶ekony felÄulet egybeesik, ¶es nincsenek olyan
teljes¶³tm¶enyi elv¶ar¶asok, melyeket nem lehetne valamilyen befektet¶esi kom-
bin¶aci¶oval val¶ora v¶altani. A 3. t¶abl¶azat Äosszegzi a megval¶os¶³that¶o hat¶ekony
felÄulet teljes le¶³r¶as¶at, a 6. ¶abra pedig a hat¶ekony felÄuletet rajzolja fel. Ebb}ol
az Opus-szal kezd}od}o r¶eszt lev¶agtuk, hogy ki tudjuk nagy¶³tani az ¶erdekesebb
szakaszokat. A BUX 5 egyedis¶eg¶et legal¶abb k¶et dolog adja: egyr¶eszt teh¶at
a lehets¶eges (shortol¶as n¶elkÄuli) ¶es a lehetetlen hat¶ekony felÄulet (shortol¶asi
lehet}os¶eggel nyert) egybeesik az 0:0093 · E · 0:01108 intervallumban,
melyet az M5 hat¶aroz meg, m¶asr¶eszt a BUX 5 a jelenlegi piaci kapitalkiz¶aci¶os
¶ert¶ekek alapj¶an j¶oval hat¶ekonyabb befektet¶esnek tekinthet}o, mint az Euro
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Stoxx 50 jelenlegi befektet¶esi szerkezete. Mindemellett a k¶et hat¶ekony felÄulet
m¶eg az M5-Äon k¶³vÄul is szorosan egyÄutt halad egy ideig, szinte fedik egym¶ast.

A BUX 5 havi v¶arhat¶o hozamaira alapozva, a hat¶ekony f¶elÄuleten el¶erhet}o
legkisebb sz¶or¶asn¶egyzet 0.00191, melyet a 0.0094 hozamszint val¶os¶³t meg (a
3. t¶abl¶azat utols¶o sor¶ab¶ol jÄov}o adat). Ehhez n¶egy r¶eszv¶eny kell, a 3. t¶abl¶azat
megadja a hat¶ekony felÄulet teljes le¶³r¶as¶at. A piaci kapitaliz¶aci¶os strukt¶ur¶at
haszn¶alva a BUX 5 teljes¶³tm¶eny¶er}ol azt ¶all¶³thatjuk, hogy e befektet¶esi szerke-
zettel (l¶asd 4. fÄuggel¶ek) a havi ¶atlagosan el¶erhet}o hozam 0.0112, mely kÄozel
13%-os ¶evi hozamnak felel meg, ennek volatilit¶asa 0.003, mely ¶evi ¶atlagos
19%-os sz¶or¶asnak felel meg: a kock¶azatosabb piacok kÄoz¶e tartoz¶o. Ugyanezen
kock¶azati szinten viszont havi 0.0137 hozam is el¶erhet}o, mely megval¶os¶³that¶o,
ha t}ok¶enket az al¶abbi ar¶anyban fektetjÄuk be: xOpus = 14:3, xOTP = 29:6,
xRichter = 15:4, xMTele = 40:7%. Vagyis meglehet}osen j¶ol teljes¶³t}o t}okepiac,
hiszen a BUX 5 teljes¶³tm¶enye a hat¶ekony felÄulethez nagyon kÄozel esik, mely
j¶ol l¶athat¶o a 6. ¶abr¶an is.

Az r kamatl¶ab Hozamhat¶arok A hat¶ekony felÄulet Kulcs output A hat¶ekony felÄulet analitikus

hat¶arai (az (1) megold¶asa) r¶eszv¶enyÄosszet¶etele egyÄutthat¶ok form¶aja, a V Euro
R

(E) fv.

(a (2) megold¶asa) e f d a b c

[0:01348; 0:02534] [0:02534; 0:02534] M1 = OP US 0.0143 22.2 0.5637 0.0000 0.0000 0.0449
[0:00897; 0:01348] [0:01815; 0:02534] M2 : OT P 0.0369 146.8 2.2421 376.6369 -11.5065 0.0947
[0:00741; 0:00897] [0:01562; 0:01815] M3 : MT ELEK 0.0545 365.2 4.2020 162.8426 -3.7475 0.0243
[¡0:01228; 0:00741] [0:01108; 0:01562] M4 : RICHT ER 0.0620 501.5 5.2126 128.1587 -2.6643 0.0158
[¡0:03855; ¡0:01228] [0:00993; 0:01108] M5 : MOL 0.0670 534.4 4.8082 42.2087 -0.7595 0.0053
(1; ¡0:03855] [0:0094; 0:00993] M6 : OT P ! 0.0605 530.1 4.9756 72.4943 -1.3610 0.0083

3. t¶abl¶azat. A hat¶ekony felÄulet szerkezet¶enek alakul¶asa a v¶arhat¶o hozam fÄuggv¶eny¶eben;
BUX 5 (shortol¶as n¶elkÄul), 2015. janu¶ar 1.{ 2025. janu¶ar 1.

6. ¶abra. A BUX 5 hat¶ekony felÄulete, shortol¶as n¶elkÄul, 2015-2025
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Az M5 halmaz teh¶at mind az Äot r¶eszv¶enyt mag¶aban z¶arja, nem lehet teh¶at
kÄulÄonbs¶eg a lehets¶eges ¶es a lehetetlen hat¶ekony felÄulet kÄozÄott. Az el}obbiekhez
hasonl¶oan megm¶erve a BUX 5 teljes¶³tm¶eny¶et felÄul¶³r¶o portfoli¶ok halmaz¶at, az
al¶abbiakat ¶³rhatjuk:

TBUX
short ´ TBUX

posi =

= 0:0034 £ (0:0137 ¡ 0:0112) ¡
Z 0:0137

0:0112

V BUX
R (E) dE = 0:0000027 :

KÄovetkez¶esk¶eppen a TBUX
short =TBUX

posi ar¶any 1, meglehet}osen ritka eset.

4 KÄovetkeztet¶esek

B¶ar ideiglenesen, de n¶eha a t}ozsdei fedezetlen elad¶asok (shortol¶as) ¶evekre is
tilalom alatt vannak. 2023 }osze ¶ota D¶el-Kore¶aban be van tiltva a shortol¶as,
tal¶an ebben az ¶evben feloldj¶ak, de TÄorÄokorsz¶agban marad. Sz¶amos, jelent}os
publik¶aci¶o k¶ets¶egbe vonja, hogy a hat¶ekony felÄuleten lehetnek negat¶³v s¶ulyok
egy piaci portf¶oli¶oban. Modellez¶esi oldalr¶ol, amikor a shortol¶ast megengedjÄuk,
a befektet¶esi v¶altoz¶ok negat¶³v ¶ert¶eket is felvehetnek, de m¶odszertanilag a
probl¶ema kÄonnyebben kezelhet}o. A shortol¶as tilalm¶at ¶ugy ¶erz¶ekeltetjÄuk, hogy
a befektet¶esi v¶altoz¶oink nem vehetnek fel negat¶³v ¶ert¶eket, ¶es a probl¶em¶ara
k¶et parametrikus, konvex programoz¶asi feladatot fogalmaztunk meg. Dyb-
vig nyom¶an viszont tudjuk, hogy amikor a nem negativit¶as felt¶etel¶evel ¶elÄunk,
szinte v¶egtelen mennyis¶egben gener¶alhat¶o olyan portf¶oli¶o probl¶ema, melynek
hat¶ekony felÄulet¶en tÄor¶espontok lesznek bels}o pontokban. Mivel m¶eg senki
nem l¶atta nemnegativit¶asi felt¶etel mellett a hat¶ekony felÄulet analitikus for-
m¶aj¶at, ez¶ert nagyon magabiztosnak ¶³t¶elhet}o az a jelens¶eg, hogy ilyen esetek-
ben is mindig egy sima, j¶ol viselked}o fÄuggv¶enyt t¶etelezÄunk fel. El}oszÄor is
egy j¶ol m}ukÄod}o algoritmust fejlesztettÄunk ki, melynek outputja a hat¶ekony
felÄulet analitikus form¶aja, ¶es ezen analitikus form¶ak ismerete lehet}ov¶e teszi
a tÄor¶espontok l¶et¶enek ellen}orz¶es¶et. Sz¶am¶³t¶og¶epes programunk pedig el}oseg¶³ti
szinte tetsz}oleges sz¶am¶u ¶es m¶eret}u eset ellen}orz¶es¶et. Az elm¶ult t¶³z ¶ev havi
r¶eszv¶enyhozam adatait ¶all¶³tottuk el}o az Euro Stoxx 50 ¶es Äot BUX r¶eszv¶enyre,
melyekb}ol ¶atlaghozamokat ¶es a kovarianciam¶atrixot sz¶armaztattuk Äot kÄulÄon-
bÄoz}o id}operi¶odusra. Figyelembe v¶eve m¶eg a hivatkozott VÄorÄos { Rappai
(2025) tanulm¶anyt is, n¶egy portf¶oli¶o csomagra, valamennyi id}operi¶odusra el-
v¶egezve az elemz¶est, az ¶³gy ad¶od¶o kÄozel h¶aromsz¶az iter¶aci¶o sor¶an a csatlakoz¶o
parabola ¶³vek mindig ¶erintett¶ek, ¶es nem metszett¶ek egym¶ast. Vagyis a ha-
t¶ekony felÄuletek mindenÄutt di®erenci¶alhat¶ok voltak. B¶ar n¶eha kÄozel voltunk
a nem di®erenci¶alhat¶os¶aghoz, m¶egis el¶egg¶e ¶erdekes meglepet¶es, hogy m¶³g el-
m¶eletileg v¶egtelen sok portf¶oli¶o probl¶em¶at de¯ni¶alhatunk, melynek felÄulet¶en
csom¶ok vannak, a val¶os ¶elet nem produk¶alt ilyen esem¶enyeket. Sz¶amunkra a
m¶asik nagy meglepet¶es a h¶abor¶us id}oszak viselked¶ese. Nem csak a hozamok
voltak nagyobbak, mindez ¶ugy val¶osult meg, hogy a kock¶azat is kisebb. Ezzel
szemben a Covid-id}oszak sokkal hektikusabb volt, minden portf¶oli¶ora a leg-
magasabb vonalat (kock¶azatot) hozta az id}oszak. A harmadik meglepet¶es
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a sok felesleges r¶eszv¶eny. A rendelkez¶esre ¶all¶o r¶eszv¶enyek tÄored¶eke el¶eg a
hat¶ekony felÄulet b¶armely szegmens¶enek el}o¶all¶³t¶as¶ahoz. E t¶enyhez kapcsol¶odik
a felÄulteljes¶³t}o r¶eszv¶enyek kiterjed¶es¶enek meg¶allap¶³t¶asa. A BUX eset¶eben
nem lehet t¶ulzott v¶arakoz¶as, az el¶erhet}o hozamintervallum hossz¶u szakasz¶an
keresztÄul a k¶et hat¶ekony felÄulet egybeesik. Tal¶an felkelti az olvas¶o ¶erdekl}od¶es¶et
a m¶ar hivatkozott VÄorÄos { Rappai (2025) cikk ut¶an, ha megeml¶³tjÄuk, hogy az
Euro Stoxx 50 n¶egyszeres v¶arakoz¶as¶aval szemben a DAX 40 eset¶eben e mutat¶o
csak k¶etszeres, az FTSE 100 eset¶eben pedig 10-szeres. Ezek az eredm¶enyek a
Brennan ¶es Lo (2010) tanulm¶any meg¶allap¶³t¶asainak empirikus al¶at¶amaszt¶a-
sai, miszerint a negat¶³v befektet¶esek el}ofordul¶asi val¶osz¶³n}us¶ege a r¶eszv¶enyek
sz¶am¶aval szinte line¶arisan n}o.

V¶egÄul a 4. t¶abl¶azat ad egy Äosszefoglal¶ot a k¶et portf¶oli¶ocsomag legfontosabb
felfedett tulajdons¶agair¶ol, a 7. ¶abra pedig azonos id}oszakra hasonl¶³tja Äossze
kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶ok hat¶ekony felÄuleteit.

Portfoli¶o csomag Euro Stoxx 50 BUX 5

A hat¶ekony felÄulet minimumpontja (E) 0.00058 0.00940
A hat¶ekony felÄulet minim¶alis kock¶azati szintje 0.00019 0.00190
A portf¶oli¶o ¶atlaghozama 0.0073 0.0112
Volatilit¶asa (sz¶or¶asn¶egyzete) 0.0024 0.0030
A felÄulteljes¶³t}o portf¶oli¶ok kiterjed¶ese, shortol¶as n¶elkÄul 0.0000120 0.0000027
A felÄulteljes¶³t}o portf¶oli¶ok kiterjed¶ese, shortol¶assal 0.000047 ¼ 0:0000027
Tshort=Tposi ar¶any 4 1
Maximum hozam 0.02 0.025

4. t¶abl¶azat. ÄOsszegz}o inform¶aci¶ok a k¶et portf¶oli¶ocsomagr¶ol a 2015{2025 kÄozÄotti adatok alapj¶an

7. ¶abra. A 2015{25 id}oszakra vonatkoz¶o hat¶ekony felÄuletek
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KÄoszÄonetnyilv¶an¶³t¶as

A kutat¶as a TKP2021-NKTA-19 sz¶am¶u projekt keret¶eben k¶eszÄult, mely az
Innov¶aci¶os ¶es Technol¶ogiai Miniszt¶erium Nemzeti Kutat¶asi Fejleszt¶esi ¶es In-
nov¶aci¶os Alapb¶ol ny¶ujtott t¶amogat¶as¶aval, a TKP2021-NKTA p¶aly¶azati prog-
ram ¯nansz¶³roz¶as¶aban val¶osult meg.
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FÄuggel¶ekek

C¶egn¶ev Tickers ¶Atlaghozam Ar¶anyok

Pernod Ricard RI.PA 0.0003 0.0078
Eni ENI.MI -0.0007 0.0086
Airbus AIR.PA 0.0105 0.0267
Stellantis STLAM.MI 0.0047 0.0134
AXA CS.PA 0.0047 0.0181
Essilor Luxottica EL.PA 0.0084 0.0179
BBVA BBVA.MC 0.0031 0.0166
Iberdrola IBE.MC 0.0067 0.0203
ING Group INGA.AS 0.0031 0.0154
Volkswagen VOW.DE -0.0055 0.0068
Allianz ALV.DE 0.0064 0.0297
Schneider Electric SU.PA 0.0108 0.0375
Saint-Gobain SGO.PA 0.0073 0.0117
Air Liquide AI.PA 0.0068 0.0270
UniCredit UCG.MI 0.0044 0.0179
SAFRAN SAF.PA 0.0117 0.0232
Santander SAN.MC -0.0010 0.0217
BMW BMW.DE -0.0023 0.0079
Siemens SIE.DE 0.0076 0.0377
Kering KER.PA 0.0035 0.0065
Ferrari RACE.MI 0.0203 0.0126
Intesa Sanpaolo ISP.MI 0.0040 0.0167
L'Or¶eal OR.PA 0.0068 0.0307
Sano¯ SAN.PA 0.0021 0.0290
AB InBev ABI.BR -0.0068 0.0148
Prosus PRX.AS 0.0015 0.0147
Bayer BAYN.DE -0.0147 0.0079
Deutsche BÄorse DB1.DE 0.0105 0.0097
SAP SAP.DE 0.0128 0.0523
MÄunchener RÄuckversicherungs MUV2.DE 0.0090 0.0177
BNP Paribas BNP.PA 0.0028 0.0210
Danone BN.PA 0.0010 0.0108
VINCI DG.PA 0.0067 0.0193
LVMH Moet Hennessy Louis Vuitton MC.PA 0.0132 0.0540
Ahold Delhaize AD.AS 0.0058 0.0078
Wolters Kluwer WKL 0.0158 0.0103
ASML NV ASML.AS 0.0171 0.0926
Nordea Bank Abp Registered Shs NDA.FI.HE 0.0001 0.0113
Deutsche Telekom DTE.DE 0.0062 0.0218
In¯neon IFX.DE 0.0097 0.0138
DHL Group DPW.DE -0.0018 0.0106
Adidas ADS.DE 0.0119 0.0110
TotalEnergies TTE.PA 0.0018 0.0446
Hermµes RMS.PA 0.0184 0.0215
Enel ENEL.MI 0.0045 0.0147
Inditex ITX.MC 0.0058 0.0141
Adyen B.V. Parts Sociales ADYEN.AS 0.0100 0.0097
Nokia NOKIA.HE -0.0034 0.0054
Mercedes-Benz Group MBG.DE -0.0011 0.0151
BASF BAS.DE -0.0044 0.0123

1. fÄuggel¶ek. Euro Stoxx 50 ¶atlaghozamok 2015{25 id}ointervallumra, valamint jelenlegi piaci
kapitaliz¶aci¶os ar¶anyok
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RI ENI AIR STLAM CS EL BBVA IBE INGA VOW ALV SU SGO
.PA .MI .PA .MI .PA .PA .MC .MC .AS .DE .DE .PA .PA

RI.PA .0030 .0007 .0020 .0017 .0011 .0013 .0014 .0009 .0011 .0016 .0010 .0010 .0011
ENI.MI .0007 .0054 .0043 .0038 .0036 .0020 .0046 .0012 .0043 .0031 .0029 .0016 .0027
AIR.PA .0020 .0043 .0096 .0074 .0053 .0033 .0067 .0016 .0071 .0049 .0043 .0034 .0052
STLAM.MI .0017 .0038 .0074 .0146 .0053 .0031 .0072 .0014 .0073 .0073 .0043 .0042 .0057
CS.PA .0011 .0036 .0053 .0053 .0064 .0024 .0060 .0014 .0062 .0043 .0046 .0028 .0042
EL.PA .0013 .0020 .0033 .0031 .0024 .0036 .0027 .0011 .0028 .0023 .0020 .0019 .0024
BBVA.MC .0014 .0046 .0067 .0072 .0060 .0027 .0100 .0018 .0078 .0049 .0048 .0030 .0049
IBE.MC .0009 .0012 .0016 .0014 .0014 .0011 .0018 .0029 .0014 .0012 .0014 .0011 .0016
INGA.AS .0011 .0043 .0071 .0073 .0062 .0028 .0078 .0014 .0107 .0057 .0046 .0034 .0059
VOW.DE .0016 .0031 .0049 .0073 .0043 .0023 .0049 .0012 .0057 .0104 .0035 .0038 .0046
ALV.DE .0010 .0029 .0043 .0043 .0046 .0020 .0048 .0014 .0046 .0035 .0042 .0021 .0032
SU.PA .0010 .0016 .0034 .0042 .0028 .0019 .0030 .0011 .0034 .0038 .0021 .0042 .0036
SGO.PA .0011 .0027 .0052 .0057 .0042 .0024 .0049 .0016 .0059 .0046 .0032 .0036 .0065
AI.PA .0009 .0018 .0024 .0024 .0021 .0015 .0020 .0014 .0021 .0023 .0019 .0021 .0022
UCG.MI .0010 .0049 .0072 .0081 .0067 .0025 .0092 .0017 .0098 .0061 .0050 .0037 .0062
SAF.PA .0015 .0033 .0062 .0051 .0041 .0027 .0051 .0016 .0051 .0031 .0034 .0024 .0038
SAN.MC .0012 .0042 .0062 .0065 .0057 .0021 .0084 .0016 .0077 .0050 .0045 .0029 .0048
BMW.DE .0012 .0030 .0042 .0066 .0038 .0020 .0045 .0010 .0053 .0057 .0033 .0031 .0040
SIE.DE .0012 .0021 .0036 .0044 .0030 .0022 .0032 .0012 .0042 .0040 .0024 .0034 .0042
KER.PA .0020 .0016 .0026 .0046 .0021 .0014 .0023 .0011 .0026 .0038 .0020 .0028 .0023
RACE.MI .0010 .0011 .0020 .0026 .0020 .0010 .0016 .0008 .0015 .0018 .0015 .0020 .0017
ISP.MI .0008 .0041 .0059 .0066 .0060 .0023 .0077 .0017 .0082 .0049 .0047 .0028 .0052
OR.PA .0016 .0011 .0016 .0021 .0015 .0015 .0017 .0013 .0014 .0019 .0014 .0018 .0015
SAN.PA .0005 .0015 .0017 .0015 .0015 .0010 .0017 .0013 .0015 .0015 .0016 .0010 .0015
ABI.BR .0016 .0025 .0039 .0029 .0029 .0019 .0031 .0018 .0033 .0024 .0027 .0016 .0026
PRX.AS .0003 -.0003 -.0003 .0003 .0006 .0002 .0007 .0006 .0015 .0006 .0008 .0005 .0004
BAYN.DE .0018 .0033 .0035 .0042 .0035 .0024 .0039 .0016 .0041 .0039 .0032 .0021 .0033
DB1.DE .0008 .0009 .0020 .0026 .0020 .0014 .0016 .0007 .0017 .0018 .0016 .0013 .0016
SAP.DE .0012 .0017 .0031 .0028 .0028 .0022 .0025 .0014 .0025 .0028 .0024 .0026 .0026
MUV2.DE .0007 .0020 .0034 .0035 .0034 .0017 .0038 .0010 .0041 .0028 .0029 .0017 .0021
BNP.PA .0012 .0045 .0069 .0067 .0065 .0028 .0080 .0017 .0091 .0054 .0050 .0033 .0057
BN.PA .0010 .0015 .0024 .0013 .0017 .0014 .0019 .0011 .0015 .0016 .0015 .0009 .0016
DG.PA .0012 .0025 .0042 .0031 .0031 .0020 .0038 .0012 .0037 .0028 .0024 .0018 .0029
MC.PA .0019 .0019 .0032 .0040 .0027 .0018 .0032 .0011 .0032 .0033 .0023 .0026 .0026
AD.AS .0009 .0007 .0010 .0008 .0009 .0009 .0007 .0005 .0005 .0014 .0007 .0009 .0011
WKL.AS .0009 .0004 .0016 .0015 .0007 .0013 .0005 .0005 .0005 .0018 .0007 .0017 .0012
ASML.AS .0013 .0017 .0027 .0041 .0021 .0018 .0025 .0009 .0029 .0037 .0015 .0033 .0031
NDA.FI.HE .0007 .0021 .0037 .0046 .0032 .0018 .0042 .0006 .0051 .0035 .0024 .0024 .0039
DTE.DE .0005 .0018 .0025 .0026 .0022 .0015 .0024 .0011 .0028 .0020 .0019 .0011 .0020
IFX.DE .0017 .0023 .0044 .0068 .0035 .0029 .0043 .0017 .0057 .0050 .0028 .0040 .0053
DPWA.DU .0002 .0000 .0000 -.0002 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0000 .0000 .0001
ADS.DE .0011 .0015 .0029 .0032 .0019 .0020 .0026 .0012 .0029 .0022 .0019 .0020 .0026
TTE.PA .0006 .0041 .0035 .0027 .0033 .0015 .0039 .0008 .0039 .0025 .0026 .0012 .0022
RMS.PA .0017 .0007 .0017 .0026 .0012 .0019 .0012 .0005 .0014 .0020 .0010 .0023 .0018
ENEL.MI .0011 .0021 .0027 .0024 .0022 .0015 .0028 .0025 .0029 .0021 .0022 .0016 .0025
ITX.MC .0011 .0023 .0038 .0037 .0029 .0019 .0042 .0014 .0048 .0025 .0024 .0022 .0030
ADYEN.AS .0015 .0004 .0031 .0042 .0020 .0028 .0021 .0016 .0017 .0034 .0011 .0032 .0031
NOKIA.HE .0010 .0012 .0023 .0011 .0020 .0012 .0013 .0015 .0015 .0009 .0013 .0015 .0022
MBG.DE .0015 .0033 .0052 .0072 .0042 .0024 .0053 .0012 .0060 .0060 .0035 .0033 .0048
BAS.DE .0012 .0036 .0046 .0058 .0040 .0024 .0048 .0012 .0053 .0043 .0035 .0027 .0041

2. fÄuggel¶ek. Euro Stoxx 50 r¶eszv¶enyek kovarianciam¶atrixa (2015-25)
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AI UCG SAF SAN BMW SIE KER RACE ISP OR SAN ABI
.PA .MI .PA .MC .DE .DE .PA .MI .MI .PA .PA .BR

RI.PA .0009 .0010 .0015 .0012 .0012 .0012 .0020 .0010 .0008 .0016 .0005 .0016
ENI.MI .0018 .0049 .0033 .0042 .0030 .0021 .0016 .0011 .0041 .0011 .0015 .0025
AIR.PA .0024 .0072 .0062 .0062 .0042 .0036 .0026 .0020 .0059 .0016 .0017 .0039
STLAM.MI .0024 .0081 .0051 .0065 .0066 .0044 .0046 .0026 .0066 .0021 .0015 .0029
CS.PA .0021 .0067 .0041 .0057 .0038 .0030 .0021 .0020 .0060 .0015 .0015 .0029
EL.PA .0015 .0025 .0027 .0021 .0020 .0022 .0014 .0010 .0023 .0015 .0010 .0019
BBVA.MC .0020 .0092 .0051 .0084 .0045 .0032 .0023 .0016 .0077 .0017 .0017 .0031
IBE.MC .0014 .0017 .0016 .0016 .0010 .0012 .0011 .0008 .0017 .0013 .0013 .0018
INGA.AS .0021 .0098 .0051 .0077 .0053 .0042 .0026 .0015 .0082 .0014 .0015 .0033
VOW.DE .0023 .0061 .0031 .0050 .0057 .0040 .0038 .0018 .0049 .0019 .0015 .0024
ALV.DE .0019 .0050 .0034 .0045 .0033 .0024 .0020 .0015 .0047 .0014 .0016 .0027
SU.PA .0021 .0037 .0024 .0029 .0031 .0034 .0028 .0020 .0028 .0018 .0010 .0016
SGO.PA .0022 .0062 .0038 .0048 .0040 .0042 .0023 .0017 .0052 .0015 .0015 .0026
AI.PA .0025 .0028 .0019 .0019 .0022 .0022 .0021 .0012 .0023 .0014 .0013 .0017
UCG.MI .0028 .0149 .0053 .0087 .0060 .0040 .0025 .0019 .0102 .0013 .0014 .0026
SAF.PA .0019 .0053 .0063 .0047 .0031 .0027 .0023 .0017 .0046 .0015 .0015 .0033
SAN.MC .0019 .0087 .0047 .0089 .0044 .0031 .0020 .0012 .0074 .0013 .0013 .0030
BMW.DE .0022 .0060 .0031 .0044 .0064 .0036 .0034 .0015 .0048 .0016 .0016 .0025
SIE.DE .0022 .0040 .0027 .0031 .0036 .0052 .0029 .0015 .0033 .0017 .0013 .0023
KER.PA .0021 .0025 .0023 .0020 .0034 .0029 .0072 .0021 .0021 .0025 .0012 .0018
RACE.MI .0012 .0019 .0017 .0012 .0015 .0015 .0021 .0046 .0013 .0012 .0003 .0016
ISP.MI .0023 .0102 .0046 .0074 .0048 .0033 .0021 .0013 .0094 .0012 .0015 .0029
OR.PA .0014 .0013 .0015 .0013 .0016 .0017 .0025 .0012 .0012 .0026 .0012 .0018
SAN.PA .0013 .0014 .0015 .0013 .0016 .0013 .0012 .0003 .0015 .0012 .0029 .0017
ABI.BR .0017 .0026 .0033 .0030 .0025 .0023 .0018 .0016 .0029 .0018 .0017 .0058
PRX.AS .0000 .0009 .0007 .0010 .0007 .0009 .0011 .0004 .0011 .0012 .0001 .0011
BAYN.DE .0024 .0047 .0026 .0037 .0034 .0025 .0030 .0009 .0041 .0017 .0021 .0024
DB1.DE .0009 .0014 .0017 .0014 .0015 .0015 .0013 .0009 .0017 .0010 .0012 .0015
SAP.DE .0021 .0032 .0023 .0020 .0023 .0029 .0030 .0019 .0027 .0016 .0014 .0020
MUV2.DE .0013 .0043 .0028 .0033 .0025 .0021 .0013 .0009 .0037 .0011 .0007 .0020
BNP.PA .0022 .0096 .0050 .0078 .0048 .0038 .0023 .0016 .0082 .0016 .0017 .0031
BN.PA .0011 .0018 .0016 .0014 .0014 .0012 .0010 .0006 .0017 .0011 .0013 .0021
DG.PA .0013 .0039 .0033 .0034 .0021 .0020 .0017 .0012 .0034 .0013 .0011 .0023
MC.PA .0018 .0032 .0026 .0027 .0032 .0026 .0044 .0020 .0028 .0022 .0013 .0019
AD.AS .0008 .0010 .0006 .0004 .0008 .0011 .0004 .0004 .0008 .0009 .0007 .0011
WKL.AS .0011 .0005 .0010 .0001 .0009 .0014 .0017 .0010 .0002 .0013 .0008 .0013
ASML.AS .0017 .0025 .0020 .0022 .0030 .0033 .0032 .0023 .0021 .0021 .0010 .0018
NDA.FI.HE .0012 .0052 .0028 .0036 .0030 .0026 .0017 .0009 .0040 .0007 .0010 .0014
DTE.DE .0012 .0031 .0019 .0023 .0018 .0016 .0007 .0002 .0024 .0008 .0012 .0014
IFX.DE .0018 .0048 .0034 .0043 .0052 .0050 .0033 .0020 .0044 .0023 .0009 .0032
DPWA.DU .0001 .0000 .0000 .0000 .0001 .0000 .0001 -.0001 .0000 .0002 .0001 .0001
ADS.DE .0012 .0022 .0021 .0026 .0021 .0023 .0025 .0017 .0024 .0019 .0008 .0026
TTE.PA .0014 .0042 .0024 .0037 .0023 .0018 .0013 .0007 .0034 .0008 .0012 .0022
RMS.PA .0013 .0013 .0016 .0010 .0019 .0021 .0035 .0023 .0008 .0021 .0006 .0008
ENEL.MI .0018 .0032 .0023 .0026 .0017 .0018 .0017 .0009 .0032 .0016 .0013 .0022
ITX.MC .0015 .0047 .0032 .0035 .0027 .0028 .0024 .0016 .0038 .0015 .0017 .0029
ADYEN.AS .0016 .0014 .0027 .0013 .0027 .0038 .0028 .0035 .0016 .0021 .0005 .0012
NOKIA.HE .0014 .0024 .0020 .0014 .0011 .0013 .0008 .0013 .0019 .0010 .0014 .0025
MBG.DE .0022 .0061 .0037 .0049 .0059 .0041 .0034 .0017 .0052 .0015 .0016 .0027
BAS.DE .0021 .0056 .0034 .0045 .0043 .0035 .0029 .0013 .0047 .0015 .0014 .0025

2. fÄuggel¶ek. Euro Stoxx 50 r¶eszv¶enyek kovarianciam¶atrixa (2015-25) (folyt.)
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PRX BAYN DB1 SAP MUV2 BNP BN DG MC AD WKL ASML NDA
.AS .DE .DE .DE .DE .PA .PA .PA .PA .AS .AS .AS .FI.HE

RI.PA .0003 .0018 .0008 .0012 .0007 .0012 .0010 .0012 .0019 .0009 .0009 .0013 .0007
ENI.MI -.0003 .0033 .0009 .0017 .0020 .0045 .0015 .0025 .0019 .0007 .0004 .0017 .0021
AIR.PA -.0003 .0035 .0020 .0031 .0034 .0069 .0024 .0042 .0032 .0010 .0016 .0027 .0037
STLAM.MI .0003 .0042 .0026 .0028 .0035 .0067 .0013 .0031 .0040 .0008 .0015 .0041 .0046
CS.PA .0006 .0035 .0020 .0028 .0034 .0065 .0017 .0031 .0027 .0009 .0007 .0021 .0032
EL.PA .0002 .0024 .0014 .0022 .0017 .0028 .0014 .0020 .0018 .0009 .0013 .0018 .0018
BBVA.MC .0007 .0039 .0016 .0025 .0038 .0080 .0019 .0038 .0032 .0007 .0005 .0025 .0042
IBE.MC .0006 .0016 .0007 .0014 .0010 .0017 .0011 .0012 .0011 .0005 .0005 .0009 .0006
INGA.AS .0015 .0041 .0017 .0025 .0041 .0091 .0015 .0037 .0032 .0005 .0005 .0029 .0051
VOW.DE .0006 .0039 .0018 .0028 .0028 .0054 .0016 .0028 .0033 .0014 .0018 .0037 .0035
ALV.DE .0008 .0032 .0016 .0024 .0029 .0050 .0015 .0024 .0023 .0007 .0007 .0015 .0024
SU.PA .0005 .0021 .0013 .0026 .0017 .0033 .0009 .0018 .0026 .0009 .0017 .0033 .0024
SGO.PA .0004 .0033 .0016 .0026 .0021 .0057 .0016 .0029 .0026 .0011 .0012 .0031 .0039
AI.PA .0000 .0024 .0009 .0021 .0013 .0022 .0011 .0013 .0018 .0008 .0011 .0017 .0012
UCG.MI .0009 .0047 .0014 .0032 .0043 .0096 .0018 .0039 .0032 .0010 .0005 .0025 .0052
SAF.PA .0007 .0026 .0017 .0023 .0028 .0050 .0016 .0033 .0026 .0006 .0010 .0020 .0028
SAN.MC .0010 .0037 .0014 .0020 .0033 .0078 .0014 .0034 .0027 .0004 .0001 .0022 .0036
BMW.DE .0007 .0034 .0015 .0023 .0025 .0048 .0014 .0021 .0032 .0008 .0009 .0030 .0030
SIE.DE .0009 .0025 .0015 .0029 .0021 .0038 .0012 .0020 .0026 .0011 .0014 .0033 .0026
KER.PA .0011 .0030 .0013 .0030 .0013 .0023 .0010 .0017 .0044 .0004 .0017 .0032 .0017
RACE.MI .0004 .0009 .0009 .0019 .0009 .0016 .0006 .0012 .0020 .0004 .0010 .0023 .0009
ISP.MI .0011 .0041 .0017 .0027 .0037 .0082 .0017 .0034 .0028 .0008 .0002 .0021 .0040
OR.PA .0012 .0017 .0010 .0016 .0011 .0016 .0011 .0013 .0022 .0009 .0013 .0021 .0007
SAN.PA .0001 .0021 .0012 .0014 .0007 .0017 .0013 .0011 .0013 .0007 .0008 .0010 .0010
ABI.BR .0011 .0024 .0015 .0020 .0020 .0031 .0021 .0023 .0019 .0011 .0013 .0018 .0014
PRX.AS .0051 .0000 .0008 .0003 .0010 .0012 .0003 .0004 .0012 -.0001 -.0004 .0006 .0001
BAYN.DE .0000 .0082 .0017 .0022 .0019 .0043 .0017 .0026 .0028 .0010 .0008 .0021 .0023
DB1.DE .0008 .0017 .0027 .0018 .0013 .0018 .0011 .0013 .0014 .0007 .0009 .0012 .0012
SAP.DE .0003 .0022 .0018 .0053 .0021 .0026 .0018 .0018 .0025 .0010 .0017 .0027 .0014
MUV2.DE .0010 .0019 .0013 .0021 .0038 .0038 .0010 .0019 .0017 .0008 .0006 .0015 .0016
BNP.PA .0012 .0043 .0018 .0026 .0038 .0098 .0016 .0039 .0032 .0005 .0002 .0023 .0047
BN.PA .0003 .0017 .0011 .0018 .0010 .0016 .0025 .0018 .0013 .0008 .0012 .0010 .0010
DG.PA .0004 .0026 .0013 .0018 .0019 .0039 .0018 .0035 .0022 .0007 .0010 .0017 .0018
MC.PA .0012 .0028 .0014 .0025 .0017 .0032 .0013 .0022 .0042 .0005 .0013 .0030 .0017
AD.AS -.0001 .0010 .0007 .0010 .0008 .0005 .0008 .0007 .0005 .0028 .0014 .0010 .0005
WKL.AS -.0004 .0008 .0009 .0017 .0006 .0002 .0012 .0010 .0013 .0014 .0026 .0016 .0009
ASML.AS .0006 .0021 .0012 .0027 .0015 .0023 .0010 .0017 .0030 .0010 .0016 .0062 .0016
NDA.FI.HE .0001 .0023 .0012 .0014 .0016 .0047 .0010 .0018 .0017 .0005 .0009 .0016 .0054
DTE.DE .0003 .0019 .0013 .0018 .0018 .0026 .0013 .0015 .0011 .0011 .0010 .0009 .0015
IFX.DE .0022 .0034 .0020 .0027 .0026 .0052 .0012 .0024 .0030 .0013 .0011 .0049 .0033
DPWA.DU -.0001 .0004 .0000 -.0001 -.0001 .0001 .0000 .0001 .0001 .0000 .0000 .0000 .0001
ADS.DE .0023 .0016 .0012 .0020 .0016 .0028 .0014 .0019 .0024 .0006 .0010 .0023 .0007
TTE.PA .0003 .0028 .0007 .0014 .0019 .0041 .0014 .0023 .0017 .0005 .0002 .0008 .0019
RMS.PA .0008 .0015 .0009 .0019 .0007 .0014 .0007 .0012 .0032 .0007 .0016 .0029 .0009
ENEL.MI .0010 .0024 .0010 .0019 .0017 .0030 .0015 .0019 .0016 .0008 .0006 .0015 .0010
ITX.MC .0013 .0024 .0013 .0026 .0021 .0040 .0017 .0025 .0023 .0006 .0010 .0022 .0022
ADYEN.AS .0017 .0007 .0024 .0031 .0011 .0018 .0011 .0021 .0032 .0006 .0018 .0041 .0016
NOKIA.HE .0011 .0017 .0017 .0018 .0007 .0016 .0013 .0011 .0012 .0015 .0012 .0017 .0013
MBG.DE .0002 .0036 .0016 .0028 .0028 .0056 .0016 .0026 .0033 .0009 .0011 .0034 .0037
BAS.DE .0005 .0043 .0013 .0024 .0026 .0051 .0016 .0025 .0028 .0007 .0007 .0027 .0027
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DTE IFX DPWA ADS TTE RMS ENEL ITX ADYEN NOKIA MBG BAS
.DE .DE .DU .DE .PA .PA .MI .MC .AS .HE .DE .DE

RI.PA .0005 .0017 .0002 .0011 .0006 .0017 .0011 .0011 .0015 .0010 .0015 .0012
ENI.MI .0018 .0023 .0000 .0015 .0041 .0007 .0021 .0023 .0004 .0012 .0033 .0036
AIR.PA .0025 .0044 .0000 .0029 .0035 .0017 .0027 .0038 .0031 .0023 .0052 .0046
STLAM.MI .0026 .0068 -.0002 .0032 .0027 .0026 .0024 .0037 .0042 .0011 .0072 .0058
CS.PA .0022 .0035 .0000 .0019 .0033 .0012 .0022 .0029 .0020 .0020 .0042 .0040
EL.PA .0015 .0029 .0000 .0020 .0015 .0019 .0015 .0019 .0028 .0012 .0024 .0024
BBVA.MC .0024 .0043 .0000 .0026 .0039 .0012 .0028 .0042 .0021 .0013 .0053 .0048
IBE.MC .0011 .0017 .0000 .0012 .0008 .0005 .0025 .0014 .0016 .0015 .0012 .0012
INGA.AS .0028 .0057 .0000 .0029 .0039 .0014 .0029 .0048 .0017 .0015 .0060 .0053
VOW.DE .0020 .0050 .0001 .0022 .0025 .0020 .0021 .0025 .0034 .0009 .0060 .0043
ALV.DE .0019 .0028 .0000 .0019 .0026 .0010 .0022 .0024 .0011 .0013 .0035 .0035
SU.PA .0011 .0040 .0000 .0020 .0012 .0023 .0016 .0022 .0032 .0015 .0033 .0027
SGO.PA .0020 .0053 .0001 .0026 .0022 .0018 .0025 .0030 .0031 .0022 .0048 .0041
AI.PA .0012 .0018 .0001 .0012 .0014 .0013 .0018 .0015 .0016 .0014 .0022 .0021
UCG.MI .0031 .0048 .0000 .0022 .0042 .0013 .0032 .0047 .0014 .0024 .0061 .0056
SAF.PA .0019 .0034 .0000 .0021 .0024 .0016 .0023 .0032 .0027 .0020 .0037 .0034
SAN.MC .0023 .0043 .0000 .0026 .0037 .0010 .0026 .0035 .0013 .0014 .0049 .0045
BMW.DE .0018 .0052 .0001 .0021 .0023 .0019 .0017 .0027 .0027 .0011 .0059 .0043
SIE.DE .0016 .0050 .0000 .0023 .0018 .0021 .0018 .0028 .0038 .0013 .0041 .0035
KER.PA .0007 .0033 .0001 .0025 .0013 .0035 .0017 .0024 .0028 .0008 .0034 .0029
RACE.MI .0002 .0020 -.0001 .0017 .0007 .0023 .0009 .0016 .0035 .0013 .0017 .0013
ISP.MI .0024 .0044 .0000 .0024 .0034 .0008 .0032 .0038 .0016 .0019 .0052 .0047
OR.PA .0008 .0023 .0002 .0019 .0008 .0021 .0016 .0015 .0021 .0010 .0015 .0015
SAN.PA .0012 .0009 .0001 .0008 .0012 .0006 .0013 .0017 .0005 .0014 .0016 .0014
ABI.BR .0014 .0032 .0001 .0026 .0022 .0008 .0022 .0029 .0012 .0025 .0027 .0025
PRX.AS .0003 .0022 -.0001 .0023 .0003 .0008 .0010 .0013 .0017 .0011 .0002 .0005
BAYN.DE .0019 .0034 .0004 .0016 .0028 .0015 .0024 .0024 .0007 .0017 .0036 .0043
DB1.DE .0013 .0020 .0000 .0012 .0007 .0009 .0010 .0013 .0024 .0017 .0016 .0013
SAP.DE .0018 .0027 -.0001 .0020 .0014 .0019 .0019 .0026 .0031 .0018 .0028 .0024
MUV2.DE .0018 .0026 -.0001 .0016 .0019 .0007 .0017 .0021 .0011 .0007 .0028 .0026
BNP.PA .0026 .0052 .0001 .0028 .0041 .0014 .0030 .0040 .0018 .0016 .0056 .0051
BN.PA .0013 .0012 .0000 .0014 .0014 .0007 .0015 .0017 .0011 .0013 .0016 .0016
DG.PA .0015 .0024 .0001 .0019 .0023 .0012 .0019 .0025 .0021 .0011 .0026 .0025
MC.PA .0011 .0030 .0001 .0024 .0017 .0032 .0016 .0023 .0032 .0012 .0033 .0028
AD.AS .0011 .0013 .0000 .0006 .0005 .0007 .0008 .0006 .0006 .0015 .0009 .0007
WKL.AS .0010 .0011 .0000 .0010 .0002 .0016 .0006 .0010 .0018 .0012 .0011 .0007
ASML.AS .0009 .0049 .0000 .0023 .0008 .0029 .0015 .0022 .0041 .0017 .0034 .0027
NDA.FI.HE .0015 .0033 .0001 .0007 .0019 .0009 .0010 .0022 .0016 .0013 .0037 .0027
DTE.DE .0030 .0018 -.0001 .0010 .0015 .0002 .0016 .0018 .0007 .0014 .0019 .0018
IFX.DE .0018 .0098 .0000 .0035 .0018 .0028 .0025 .0035 .0053 .0022 .0055 .0044
DPWA.DU -.0001 .0000 .0003 .0000 .0000 .0000 .0001 -.0001 .0000 -.0001 .0000 .0000
ADS.DE .0010 .0035 .0000 .0067 .0012 .0022 .0019 .0022 .0028 .0015 .0021 .0023
TTE.PA .0015 .0018 .0000 .0012 .0044 .0003 .0015 .0021 -.0006 .0009 .0026 .0030
RMS.PA .0002 .0028 .0000 .0022 .0003 .0049 .0008 .0013 .0039 .0009 .0022 .0017
ENEL.MI .0016 .0025 .0001 .0019 .0015 .0008 .0037 .0020 .0015 .0015 .0019 .0022
ITX.MC .0018 .0035 -.0001 .0022 .0021 .0013 .0020 .0054 .0020 .0013 .0032 .0032
ADYEN.AS .0007 .0053 .0000 .0028 -.0006 .0039 .0015 .0020 .0162 .0013 .0030 .0022
NOKIA.HE .0014 .0022 -.0001 .0015 .0009 .0009 .0015 .0013 .0013 .0083 .0009 .0006
MBG.DE .0019 .0055 .0000 .0021 .0026 .0022 .0019 .0032 .0030 .0009 .0073 .0047
BAS.DE .0018 .0044 .0000 .0023 .0030 .0017 .0022 .0032 .0022 .0006 .0047 .0057
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R¶eszv¶enyek ¶Atlag V21 V21Ca1 V21Ca1 ¡ a2 V21C1 V21C1 ¡ 1 Korl¶at r-re
N-ben (a2)

RI.PA 0.0003 0.0010 0.0017 0.006807 0.0065 0.366363 -0.63364 -0.010310
ENI.MI -0.0007 0.0011 0.0007 0.004971 0.0057 0.248996 -0.75100 -0.007550
AIR.PA 0.0105 0.0020 0.0017 0.010186 -0.0003 0.518553 -0.48145 0.000727
STLAM.MI 0.0047 0.0026 0.0026 0.014157 0.0095 0.729494 -0.27051 -0.034970
CS.PA 0.0047 0.0020 0.0012 0.009233 0.0045 0.460502 -0.53950 -0.008410
EL.PA 0.0084 0.0010 0.0019 0.007299 -0.0011 0.394610 -0.60539 0.001821
BBVA.MC 0.0031 0.0016 0.0012 0.007795 0.0047 0.394360 -0.60564 -0.007720
IBE.MC 0.0067 0.0008 0.0005 0.003765 -0.0029 0.186948 -0.81305 0.003570
INGA.AS 0.0031 0.0015 0.0014 0.008036 0.0050 0.412421 -0.58758 -0.008460
VOW.DE -0.0055 0.0018 0.0020 0.010260 0.0158 0.534714 -0.46529 -0.033960
ALV.DE 0.0064 0.0015 0.0010 0.007090 0.0007 0.357151 -0.64285 -0.001120
SU.PA 0.0108 0.0020 0.0023 0.011369 0.0006 0.592912 -0.40709 -0.001360
SGO.PA 0.0073 0.0017 0.0018 0.009536 0.0023 0.492790 -0.50721 -0.004500
AI.PA 0.0068 0.0012 0.0013 0.006804 0.0000 0.351877 -0.64812 0.000001
UCG.MI 0.0044 0.0019 0.0013 0.009194 0.0048 0.461732 -0.53827 -0.008920
SAF.PA 0.0117 0.0017 0.0016 0.009159 -0.0025 0.469543 -0.53046 0.004719
SAN.MC -0.0010 0.0012 0.0010 0.006315 0.0073 0.321698 -0.67830 -0.010830
BMW.DE -0.0023 0.0015 0.0019 0.008942 0.0112 0.470077 -0.52992 -0.021190
SIE.DE 0.0076 0.0015 0.0021 0.009386 0.0018 0.496193 -0.50381 -0.003640
KER.PA 0.0035 0.0021 0.0035 0.014537 0.0110 0.777521 -0.22248 -0.049660
ISP.MI 0.0040 0.0013 0.0008 0.005986 0.0020 0.298670 -0.70133 -0.002850
OR.PA 0.0068 0.0012 0.0021 0.008464 0.0017 0.456723 -0.54328 -0.003110
SAN.PA 0.0021 0.0003 0.0006 0.002286 0.0002 0.122684 -0.87732 -0.000260
ABI.BR -0.0068 0.0016 0.0008 0.007221 0.0140 0.356444 -0.64356 -0.021820
PRX.AS 0.0015 0.0004 0.0008 0.003143 0.0016 0.171197 -0.82880 -0.001990
BAYN.DE -0.0147 0.0009 0.0015 0.006219 0.0209 0.331779 -0.66822 -0.031280
DB1.DE 0.0105 0.0009 0.0009 0.004754 -0.0057 0.244868 -0.75513 0.007544
SAP.DE 0.0128 0.0019 0.0019 0.010356 -0.0024 0.533790 -0.46621 0.005220
MUV2.DE 0.0090 0.0009 0.0007 0.004664 -0.0043 0.235897 -0.76410 0.005637
BNP.PA 0.0028 0.0016 0.0014 0.008070 0.0052 0.412625 -0.58737 -0.008910
BN.PA 0.0010 0.0006 0.0007 0.003348 0.0023 0.175190 -0.82481 -0.002800
DG.PA 0.0067 0.0012 0.0012 0.006628 -0.0001 0.341783 -0.65822 0.000089
MC.PA 0.0132 0.0020 0.0032 0.013721 0.0005 0.731890 -0.26811 -0.001760
AD.AS 0.0058 0.0004 0.0007 0.002796 -0.0030 0.151468 -0.84853 0.003537
WKL.AS 0.0158 0.0010 0.0016 0.006869 -0.0089 0.366626 -0.63337 0.014024
ASML.AS 0.0171 0.0023 0.0029 0.013905 -0.0032 0.730012 -0.26999 0.011692
NDA.FI.HE 0.0001 0.0009 0.0009 0.004783 0.0047 0.247941 -0.75206 -0.006190
DTE.DE 0.0062 0.0002 0.0002 0.001149 -0.0051 0.059887 -0.94011 0.005424
IFX.DE 0.0097 0.0020 0.0028 0.012682 0.0030 0.671647 -0.32835 -0.009000
DPW.DE -0.0018 -0.0001 0.0000 -0.00048 0.0014 -0.022650 -1.02265 -0.001320

3. fÄuggel¶ek. Input adatok a m¶asodik iter¶aci¶os l¶ep¶eshez, Euro Stoxx 50 (2015-2025)

R¶eszv¶eny Ar¶any ¶Atlag V MOL MTELEKOM OPUS OTP RICHTER

MOL 0.2185 0.0052 MOL 0.0048 0.0012 0.0034 0.0034 0.0014
MTELEKOM 0.0968 0.0109 MTELEKOM 0.0012 0.0029 0.0023 0.0020 0.0009
OPUS 0.0331 0.0253 OPUS 0.0034 0.0023 0.0449 0.0031 0.0002
OTP 0.4379 0.0143 OTP 0.0034 0.0020 0.0031 0.0072 0.0018
RICHTER 0.2138 0.0091 RICHTER 0.0014 0.0009 0.0002 0.0018 0.0035

4. fÄuggel¶ek. Piaci kapitaliz¶aci¶os ar¶anyok, ¶atlagos hozamok ¶es a V kovarianciam¶atrix, BUX 5
(2015-2025)

ANALYTICAL FORMS OF EFFICIENT FRONTIER OF EURO STOXX 50

AND BUX 5 PORTFOLIOS

In the hand of supervisory bodies short selling bans are important controlling tools.
In this case we must invoke non-negativity assumptions, which decreases the gen-
erality of the model and computationally means di±culties. For example, the an-
alytical form of the mean-variance e±cient frontier has been known for long time,
on the other hand, we have never seen the analytical form of the e±cient frontier
of portfolios under short selling ban. This study o®ers an algorithm with com-
puter code to identify the analytical form of e±cient frontier for the case when
non-negativity assumptions are invoked. Knowing the analytical forms facilitates
the interpretations of novel characteristics over the time.

Keywords: portfolio e±cient frontier, short selling, risk rigidity, Euro Stoxx, BUX




