ALAPVETES A% ELEKTROMOSSAG ES MAGNESSEG
FOILYTONOSSAGI ELMELETEHEZ.

FARKAS GYULA 1. tagtél.

(Mésodik kozlemény.

MiNngowsKI nyoman Borx is publikilt folytonossigi elmé-
letet (Math. Ann. 68). Azonban az 06vé kevésbbé egyszeri s a
mellett kevésbbé altalénos és a kifejtésében a physikai tartalom
nagyon elburkolédik. Fenntartom tehat a magamét és most
tovabb fejlesztem.

A VIL czikk a sziikséges transformalé kifejezések gytijte-
ménye és a targy természetébsl folydlag nagy részét teszi a
dolgozatnak. A kozonséges haromméretii vectorjelvényeket hasz-
nalom benne, mert a kifejezései igy is elég egyszertiek és alkal-
mazasaikban igy jobban érvényre jut a physikai folfogas. Som-
MERFELD ugyan idékozben kozelebb vitte a képzelethez a négy-
méretii vectorok tanat (Ann. d. Phys. 1910. Nr. 9, Nr. 14), d¢
még nala is sokat szenved a physikai folfoghatdsag.

A VIIL. czikk az elektromos és magneses momentum trans-
formatiéjat még egyszer kifejti, mert most a VII. czikk alap-
Jan sokkal egyszeriibb moédon intézheté el, mint a hogyan az
V. czikk teszi.

A IX. czikkben a relativitis elvén (mindig a Lorexntz-féle

1 Els6 kozleményemben (XXVIIL kotet, 1- -25. lap) felejtett hibak :

A 4. lap végén a X alol kimaradt az t; szorzé. — A 16. lapon (42), alatt
[n] ﬂﬁ.' van 2] helyett. --- A 20. lap elsé soriban az utolsé tagban
(n%;) ¥y van (n¥;) T helyett. — Ugyanezen lap végén (42); alatt (nu) van

(m,) helyett.
XXIX 50
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relativitas értetvén) mozgd izotrop testekben az elektromossigok
mozgasinak kétféle igen altalanos ogyenlet-tipusiat hatirozom
meg. Kétfélét az inertiaeré kétféle (kozdnséges és MINKOWSKI-
féle) definitidja szerint.

A X. czikkben a relativitas elvén elektromagneses pondero-
motoros erét hatdrozok meg. Abbol indulok ki, hogy a Mix-
kowsKI-féle inertiaerd értelmeben Newrox reactio-térvénye nyugvé
izotrop testekben megilleti az elektromossagok és a matéria
viszonyat; de arra az esetre szoritkozom, hogy az elektromos-
sagok inertiaereje elhanyagolhaté. Ily médon a Lorextz-féle
elemi er6hoz jutok vissza. Azutdn mozgd testekben a LoRENTZ-
féle transformatio a relativitis elvével egyezfen juttat el az
elektromagneses tér ponderomdtoros erejéhez. Fz nem szenved
a Minkowski-félének a hibajaban.

A XI. czikkben 'a kozonséges mechanikabol a virtualis
munka torvényét a relativitas (elektromagneses, azaz LomreEnTz-
féle relativitas) elvéhez "alkalmazom a virtualis elmozduldsok
megfelelé definitiéja altal.

A XII. czikkben a relativitds elvén merev testet definialok.
Végtelen sokféle olyan definitidja lehetséges, a mely a legsziik-
ségesebb foltételeket kielégiti. Ilyen példaul az ujabb Born-féle
definitio (Gott. Nachr. 1910, Heft 2). En abbol indulok ki, hogy
a emerev test» valamely térid6rendszerben a kozonséges mecha-
nika értelmében valg merev test legyen.

A XIII. czikkben ideslis folyés testnek (belsé surlodis nél-
kiil valé légnek, compressibilis folyadéknak) a belsé kényszerét.
a XIV. czikkben idedlis (belsd surlodas nélkiil valo) rugalmas
testnek a belsdé kényszerét, a XV. czikkben surlédastalan érint-
kezésnek a kényszerét definidlom a relativitas elvén, mindezt
ugy, hogy az alkalmazdsok masodrendii kis eltérésekkel a régi
mechanikai egyenletekhez vezetnek; ennek a kimutatasat azon-
ban melléztem, mert a XI. czikk végének az alapjan koénnyen
folismerhetd az.
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VIL. Transformél¢é képletek.

1. A «speczialis» Lorentz-féle transformatiét altalinos vec-
torjelvényekkel egyszert alakban tartalmazza (32). Az t vectort
€5 | 1d6t mint az v’ vector és ¢’ id6 fiiggvényét pedig és viszont,
az utobbiakat mint az elobbiek fliggvényét, a kovetkez6 vonat-
koztatasok egybefoglalva fejezik ki:

%4 1
r—t' = wl, (= - * los
to = x (t—n0) = x ({"+nr'), (66)
__ 1 x
X = —=— -, =
Y1—mn? z+1

2. Ha q, és g, transformatidja olyan mint v és ¢ transfor-
matidja 8 g, 68 ¢, transformatidja is olyan, azaz, ha a IV. sza-
kaszban alkalmazott jelolésmod értelmében

(gu ,(/1) ki (93, !/2) o (1', f), (67)0

akkor ,0,—8,8, = §10o— %0, vagyis g,9,—9,8, invarians alak a
Lozinrz-féle transformatioban, a mit egyszertien dgy irok, mint
{67)° kovetkezményét, hogy

J1d2— 810, = Inv. (67)
Ha tovabba
N,=1Inv, N,=Inv, (67)3
akkor (67)-bél
(N8, +Nay s Nigy+DNags) ~ (@, 8). (67),
3. Ha
((I, a‘) o (gp ,(/1) o (gﬁi .(/E) ~ (T, t)y (68)0

(ag,—0ag,) 8, — (@G, —as,) 4, = @,
akkor (67) és (67), kovetkeztében

i .
(go’ ; go) o~ (1', b (68)
4. Ha

5‘1) ~ (gz: % 912) ~ (r, 1), (69)°

, a
(A, @) ~(0,, ap) ~ (,a], a_l a

1
akkor

@

S0
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(@485 — 20) (—“i — —“—‘) = Inv.,
a‘l

mert azt irvan, hogy

a (69)-nek a baloldala =

(35— 01,85) + (00, — 0:4,),
a hol (67) szerint mindkét tag = Inv.
5. Ha azt irjuk, hogy

; =3,

akkor (1%, £) ~ (v, 8), ¢t 1/ 1 —3% = Inv., tehat

B 1
’ ——=| ~ 1, l’
(1/'1 \\» ‘/'1_%2) (1 )

és kovetkezbleg

8 RS Fot N B S C L)

— e % —_——

Yicw 11w ¢1—w 1/1—\)"'

(69»

U

(70)

R

]/1—%"“ 40’ 1
= — =+t = — —-
Yy 1= 1R xt) x(1~—m‘l~)
6. Ha

r
(0gs G0 ~ (@a» Go) =~ (1, 1), (V) ~ (,t_),
R
YVi—v® "kt

=1m,

akkor
{3y, —go) v} 10, 4(ng,— 1) yko} = Inv.,

mert a baloldal =

88— 919 Tk (08, —y,) k (0g,--gy),

(70),

70

(71}
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a minek az elsé tagja pedig (67) szerint s a masodik tagjaban
mindegyik zarjeles kifejezés k-szorosa (67) és (70) értelmsé-
ben = Inv.

7. Ha

() =~ ( ; ) r—U =3, (72)°
-akkor a 3 vector olyan viszonyban van a I vectorral, hogy

V1 B
§—3 =Wy m‘ls (08 e 1R = 8 —ny +
gl‘)lf

(8" Ty (72)
Kitlinik ez, ha v és t transformatidjaban
=3+, 1'=373+ty

irjuk s azutan az idéket eliminaljuk.
Ha

W~ () @~ @3

akkor g—Ug transformatiéja olyan, mint r—U¢ transformatidja :

@—y) ~ =V, (73)
8. Ha '
] ) = (—r—), £) ~ (r—0! s
® ={4) ®~ =) 74°)
+Go =6,

akkor mindig van olyan & és G, hogy
(@, G) ~ @, b, 74

Ugyanis, barmely zérustél kilonbozo értéket tulajdonitunk a
G scalarisnak, ha ugy szabjuk meg a transformatiéjat, hogy

G' = x(l —wv) G—x (wf)

legyen, akkor mar (74) teljesil. Egyszeriien kovetkezik ez v és
f transformatid¢jébol az 5. és 7. alapjan.
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9. Ha
((I, (l) ~ (a09 ao) ~ (T, t)’ (f) ~ (r - g t)a (75)0

(aga—a0)t+(a b)) a =g,
akkor

Q
(0 S g) s, 00 (75)
' 0
Ugyanis azt irvan g kifejezésében (75)° alatt, hogy
t=6— G
a

és az elébbi pont engedelmével kizarvan, hogy (8, G) ~ (r, t)
legyen, azt kapjuk, hogy
g = (@ —a,0) 8—(a, (i —0a,S) q,

tehat a 3. pont értelmében a (75) csakugyan teljesiil.
Speczidlisan

téve (75)° és (75) alatt, kitiinik, hogy: ha

@~(1) O~eow = e
akkor
(1, vu) ~ (x, £), (76)
a minek egy kovetkezménye, hogy
2
f"" + —1(?5)1)*2" = Inv. (76)1
10. Ha
@~(F) @o~eh O~a—o) a7
akkor
fg = Inv,, 77
mert azt irvin, hogy
t=0—-0G

és a 8. pont alapjan kirévin, hogy (G, G) ~ (r, {) legyen, (67)
szerint
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0®—(vg) G = Inv.,

a mi pedig nem mas, mint (77), mert =(@-—-vG)g.
11. Ha
Ty, £) e (ty, ) =~ (1, £),
(] =1y, [la—lr, =1,
akkor
Uet [0ty = v, —[nt,],
t,— (M) = t+nry,),
a honnan
Ty, = x {v—[wt,y]—(vr,,) n},
ty, = 2 {te+ [wr,]—(wt,) n},
Ty, = % Ve [0t} ] — (ot ) 1),
tyy = x {t},—[Wwr},]—(wt},) n}.
A (41)-bl lathato, hogy

(SB) @) o~ (rlgy t1v3)~

Ha
(G gl) ~ (gg’ ga) ~ (T, t),
akkor »
9 H (1684820 J18e—a8s) ~ 1oy te):
2. Ha
())3, u) ~ (rw’ tlz)v
akkor
U, =9~ (=W, W~ (=N, =) ~ (v, L),
U = Inv.
13. Ha
kk (ml, ul) ~ (\Rz’ 1]'3) ~ (Vya) tm):
akkor .

9L, — WU, = Inv., 9,911, = Inv.,

O, 9, Wk L)~ O A1, Uy—R,) ~ (1, to).

14. Ha
GOL W)~ (g, t), (@, @) ~ (1, t),
all+{aN) =T,
akkor
(Et, : %) = (all+4-[ad], all) ~ (x, D).
15. Ha

. e,
W, a) ~(t), E~ (1 ” t),

(78),
(79)°

(79
(80)°

(80)
(80),

(81)°

81
(81),
(82)°

(82)

(83)°
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akkor
([af), ab) ~ (v, to) (83)
mert, ha azt irjuk, hogy
E=6— G,
» a
akkor

[af] = [a@®), af = a®— Ga.
Mivel tehat a 8. pont szerint
((85’ G) ~ {1, t)

lehet, a (79) kovetkeztében csakugyan helyes a (83).
16. A (83) alatt irt kiovetkezmény (80) szerint igy is irhato :

: a’
(ut, [(tf : EJ) ~ (f1gs o)

Mihelyt pedig olyan vector a v és a &, hogy

(n)«:(—;-), (T, (T0]) ~ (s to, (84y°
akkor
(), v [{T]) ~ (1, B), 84
mert, ha azt irjuk, hogy
f: @ —vG,
akkor

(2] = G [Tu]+[6GT), v [IT] =t[Tv] = G [Tv].

tehat azon kikotéssel, hogy a 8. pont engedelmével (8, G)~(z, {)
legyen, a 14. pont alapjan csakugyan kovetkezik (84) a (84)°-bol.

17. A t pillanatban t helyen egy materidlis vagy elektromos
pont sebessége t legyen a ¢ idszamitds értelmében. Ha tehat
dt idéelemben dr a pont elemi elmozduldsa, akkor t = dr:df.
A (32) vagy (66) differenczialasan pedig (dr, dt)~(r, {). Ha tehdt

1
Y1—i

teszszik, akkor dt : k = Inv. és kovetkezileg

=k (85)°

(kt, k) ~ (v, 1), (85)
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a melybél pedig (70), hasonlatara

F—EY =k(l—ni)xw =k (1-+nt) a0 = kn+k'n,
ko tnt" L 1 (85),
P e e =T
A (85) tovabbi kovetkezménye, hogy dt : L invaridns voltanal
fogva

| dit ﬂ):( dky dl.'f) )
(lv )= e S s w @),
Ebbdl pedig (73) értelmében
Cdkt d/c) e .
( i tk 4 = (%) ~ (r—1t) (85),
kévetkezik.
18. Ha
. T
(¥) ~ (7) (86),
akkor (85) és (73) nyoman
k(@ —2) ~ (x—U4. (86)

Bérmely pontnak barmikori sebessége i, és t, azt irvan,

hogy
1 1
T ———— k > —_— = l{,
yi—e Y ¢Y1—¢ (87),
8y = Kok (1 —1,%) kit — ki,

il

az kovetkezik (85) és a 3. pont értelmében, hogy

(8o» 180) ~ (¥ 1), (87)
kiovetkezik pedig ez olyképen, hogy (68)°-ban
a=g=ht, a=g,=k; g, =k, y,=k
teszsziik.
19. Ha egy materialis vagy elektromos continuum két vég-
telen kozeli pontia P® és P ugyanazon t pillanatban t° illets-
leg v helyen van, akkor ¢ pillanatban a PP°P vector Dr(=t—1t?)

transformatidja olyan mint r—if transformatiéja, odaértve, hogy
a P pont sebessége t.
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Ha ugyanis a P pont ¢ pillanati v helyének ¢ pillanati v”
hely felel meg a vesszGs rendszerben és ha ezen rendszerben
a P° pont a t’ pillanatban ¢ hLelyen van, akkor a Dr(=1—1")
tavolsagi vectornak a vesszds rendszerben megfelelé Dr' tavol-
sdgi vector =t'—t%, t. i. mint a {' idészdmitds szerint egy-
idejii helyek tavolsagi vectora. Az t® hely és {' idé r, helynek
és t, idének feleljen meg, mihez képest

(X—714, t—1Lg) ~ (z, 1)
Azonban i lévén a I’ pont sebessége:

t—1, (=Sr—1°41"—1)) = Dr--(t—t) 1,
tehat
(Dr+(t—ty) b, t—to) ~ (r, ).

Ebbél pedig (73) modjara

(D) ~ (x—1hH (88)
kovetkezik.

20. Ha T valamely invarians id6t jelent és ha egy con-
tinnum P, és P pontjanak ugyanazon T pillanati helye 1,
illetéleg v s a vesszés rendszerben 1, illetéleg 1/, akkor az
t—1, = Drr tavolsigi vectornak a 7 idészamitds értelméhen
t'—1, = D tavolsagi vector felel meg.

Ezen T idészamitds T idépontjahoz, v, helyen {,, t helyen
t s a vesszés rendszerben tj helyen ¢,, v’ helyen ' tartozzek
mint Lorentz-féle id6. Ha P, és P végtelen kozel van egyv-
mashoz és ¢ differenczialhatd fiiggvénye r és T-nek, akkor

T
t—to = DfT = DI'T grad L
/- T
t'—t, = Dty = Dry grad't,

a hol a gradiensek képzésében { mint T és v fiiggvénye, ¢’ mint
T és v’ fiiggvénye szerepel. E szerint

T
(Drp, Drp grad 1) ~ (v, 1) (89)

az invarians T idészamitds szerint valé elemi vectoregyének
transformatio-szabdlya.



ALAPVETES A% ELEKTROMOSSAG KBS MAGNESSEG STB. i8I

21. A t idészamités szerint gondolt Dr elemi vectoregyén
transformatiojat az (r', {') rendszerbe (88) szabja meg, tehat (72)
értelmében
1

D' = Dy+(wDr) 1t:1;11

Innen a I componensei mell§l valé determinans =

1
x(1—wi)’
tehdt (85), szerint =Fk: k. Ha tehat az t hely kornyezetét
alkoté egyéni elemi rész pontjai kézos ¢ pillanatban elfoglalt
helyeikkel a DV térelemet toltik be és az elemi rész sebes-
sége T, akkor ezen pontok a vesszés rendszerben az t' hely
koril a kozos t' pillanatban a DV'=kDV : k' térelemet toltik
be. Kovetkezdleg K'DV ' =

kDV = Inv. (90)

Ugy rovan ki pedig az elemi rész p sfiriiségének a trans-
formatidjat, hogy

pDV =Inv. (91),,
legyen, (90)-b6l folyolag
~’£— = Inv. on

és azért (85), (85),, (8H), szerint

(/or’ ,0) ~ (T, t)’ (91)1
dkt d/c) _ ( dkt dkt) )
(”TF’ ) =\ g g et G0
(ki) ~ (1 —1l). D),
Tovabba, ha csak
T

@~ (1) (92)

akkor (86) értelmében
p (E—3) ~ (r—Bf). ’ (92)

22. Az invaridns T idészamitds szerini gondolt Drr elemi
vector-egyén transformatiéjat az (v, £') rendszerbe (89) szabja
meg, tehat (66) értelmében
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"
Dy = Drr 4 ((n — grad () Dry) xw.
Innen a Drr vector componensei mellél valé determinans =

arT ) or
——{—m grad T T

T
x(1—w grad ) = z(

Azonban, mihelyt az r-nek és f{-nek valamely invaridns scalaris
fiiggvénye a ¢, ha csak derivalhaté fiiggvényiik, akkor

. 3¢) .

(-— grad ¢, ¥ (, b). (93)

Ebbél folydlyag (66) szerint

x+1 (dT - aT orT ) T
P + n gr d]) (%_7( + wgrad T} = T

a hol a széls6 oldalon T mint t' és ¢’ fiiggvénye van.

Ha tehat az v hely kirnyezetét alkoté elemi rész pontjai
kozos T pillanatban elfoglalt helyeikkel a DV térelemet toltik
be, akkor a vessz6s rendszerben ezen pontok az 1’ hely koriil a

kozos T pillanatban elfoglalt helyeikkel a DV = 0] — DVr: (?9;
térelemet toltik be. Kovetkezéleg DVy : (2)_3: B
;L 0T ot —
DVr: %= g DVr=Iov, ©b

odaertve, hogy ¢ és T egvmas niévo fiiggvényeinek tételezvék fol.
Ugy rovan pedig ki most az elemi rész pr strtiségének a
transformatiojat, hogy

orD Ve = Inv. 95),

legyen,
dt or
orT ()—T o=z IllV. (90)

Ha (91), és (95), ugyanazon elemi részre vonatkozik, akkor
egyez6 értelemben jelenthetik az elemi rész tomegét, 1. i. in-
varians tulajdonsaguknal fogva.

23. Figyelembe kell venniink, hogy ha kilonbozd egyiitt-
16vé continuumokban (kiilonboz6en viselked elektromossagok,
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kiilonb6z6 materidlis componensek continuumjai kézos térben)
ugyanazon t helyen a kiilénbézé continuumok elemi reszeit
ugyanazon ¢ pillanatban tekintjiik, akkor &ltalaban kiilonb6zé
T pillanatok tartoznak hozzajuk, mint példaul a Minkowski-féle
egyéni idd (Kigenzeit = r) esetében olyankor, a mikor a kiilonbdzé
continuumok kiilénb6éz6en mozognak. Viszont ugyanazon 7' pil-
lanatnak ugyanazon v helyen altalaban a kiilénbozé continuumok
szerint kiilonb6zé ¢ pillanatok felelnek meg.

Hogyha azonban minden continuumhoz ugyanazon figg-
vényt rendeljik valami médon az invarians T id meghataro-
zasara, akkor wugyanazon t helyen kozos ¢ pillanatban vald
allapotaik egyszersmind kozos T pillanatban valé allapotaik.
Igy van ez példaul, ha a Minkowski-féle egyéni id6 gyanént a

- 11/1 ('h) 6,

it

id6t egyetemlegesen azon kikotéssel hasznaljuk, hogy dr: df az
v hely kéril ¢ kozds pillanatban agyanazon térelemben foglalt
materidlis elemi részek témegezentrumanak a sebességét jelentse
(tomegen Mingowski-féle értelemben dllandé tomeget gondolval
és t° ezen elemi részek tomegezentrumanak a r=0 pillanati
w? sebességébdl és r° origoi vectorabdl képezett r°w® scalaris-
szorzat legyen, gy hogy

/ .I‘()ln() ‘ l/ - (/1_) . (96)’

Hogy pedig a °=1n° speczmlls valasztas megfelel azon kove-
telésnek, hogy r invarians idé legyen, ez kitiinik abbél, hogy
(85) és (67) szerint

[ Inm(‘h

Inv..

j -

minélfogva a {"=1rw° vonatkozas invarians.

24. Egy pontcontinuumban a P, és P végtelen kozeli pont-
egyéneket egyszer a ¢ idészamités szerint, kozds ¢ pillanatban,
egyszer az invarians 7' idGszdmitds szerint, kozos 1' pillanat-
ban tekintve, a P,I’ vectoregyént az elsé idészamitasban Dr,



784 FARKAS GYULA.

a masodikban Dry jeldlte (19., 20.). Meg akarjuk most Gsmerni
e két tavolsagi vectornak egymasba vald- transformatiojat.

A P pont t pillanati r helye- egyszersmind az 6 T pillanati
helye legyen. A P, pont ¢ pillanati helyét v° T pillanati helyét
t, jelolje s ezen t, helyen T-nek t, feleljen meg; T mindig a
T idészamités szerint, ¢ és:f, pedig a ¢ id6szdmitds szerint
értetvén. Ezeknél fogva

Dr=1—1° Dip=r1—1, 1°—1,=(F—1)1,
a hol ¥ a P pont sebességét jelenti. Innen
" Drp—Dr = (t—t)t

Minthogy az t helyhez ¢ pillanat és az t, helyhez {, pillanat
tartozik a { iddszamitasban s mindkét helyhez 7 pillanat tar-
tozik a T idSszamitasban,

T
—t, = Drp grad {,
a hol a jobboldalon a t.mint v és T figgvénye van, Kovet-
kezdleg
7
Dr = Dvy— (Drp grad t) 1,

T
Drp=Dp 4 Dreradl ©7)
1—1t gradt
25. Ha az (¢, ') rendszerben Lepezett rotatiot, divergentiat
rot’, div’ jeloli, akkor

oy 11 — O __ 5‘;”] ot 1+ ﬂ@]—, (98)
div' 0 — "%‘;Il — divil + ("u) (99)
gy hogy
rot’ = rot x {U—mW)w} + w div » [nU] -+ i"_%’l}l, (98),
div' 1 = div ’ll—-}-x (nll) m} -+ M (99),

és a forditott kifejezések w és n helyett —1 és —n szerint.
Tovabbé
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ou dxll AT . -
o = rot » (1wl -+w div xU, (100)
Oh dxh . j

()[, = - ’T + (]JV Zhn‘ (1()1)

és a forditott kifojesések w helyett —w szerint.

26. Ha a ¢ scalaris invarians derivalhaté fiiggvénye t-nek
és t-nek, vagy ha nem invaridns ugyan, de &t magit nem
transtormaljuk, hanem csak a derivilasat transformaljuk, akkor
—grad ¢ és O¢ : It nugy transformalédik mint r és ¢ Eat
iltalénosan

)
(—grad o, :TSZ).,,N @6 (102)

jelentse, Kovetkezik példaul, hogy ha az (¢/, t') rendszerben a
gradienst grad’ jeloli, akkor

P |
T/ , , P o
4 X —— = oYy X h— —— 2
grad @ grad ¢ ST grad’' @ grad FTRT: (102),
és ha
W g) =~ (, 1), (103),
akkor
dd
g egrad ¢+g —ai’;— =g’ grad’ ¢+¢' 3—5;— .y (103)

Ha tovabba u és u derivdlhaté fiigevénye a helynek és id6-
nek és
@ )~ U, 1) ~ (1, D),
(g grad ugy, qgradiy,, ograd et = ¢ grad 1, (104),

akkor (103)-bol folydlag
Jdu du
(g grad w4y a0 o grad u4g Tt) ~(r, 1. (104)

27. Ha a p scalaris invarians, vagy nem invarians ugyan,
de nem transformaljuk, akkor a p szerint valé derivaltak ugy
transformalédnak, mint a derivdlandd fiiggvények. Ha tehat
4; 6s g; derivalhato fiiggvénye a p-nek és vagy invaridns a p,
vagy nem transformaljuk azt és

Qi) gi) ~ (@, 8), (105),
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akko rdg;: dp és dg,: dp is ugy transformalédik, mint v és ¢:

(%‘ , ﬂ) ~ (1, 8). (105)

I
Kovetkezik példaul, hogy ha g, és g, derivilhaté fiiggvénye
¢-nak :
98, 09, 0y, 909, _ 99, 98, _ 99, 99,
dp dq dp dq dp dq ap dy

28. Ha g; és g, derivalhato fiiggvénye a helynek és id6nek
€s (; componenseit g;, sth. jeloli, akkor (103) szerint

Yo _‘193:-;) _
at ot

(105),

Ty Ys %
3% (grad gup - grad aap —
D

d N
- (grad g, - grad g, — %{tl_l 8'(2") =

i ' ' dgi ()gg
=3 (grad gip - grad’ ggy — 7 0 | —

' ’ ag 8-(/2
— (grad iy - grad g, — =0 )
Kissé mas alakban irva:

®, Y, 3
2 (&&_%%)_(_&i&_%%)z
dp dp dp dp

T

XT,Y,2

\_‘ (691 a4, _ 99, ag‘z) . (dgx ag, _ dg, 3{/2) .
] al' at’ at’ at’
p

. ap' dp'  ap' ap
Ha mar most
(@15 g0) =~ (89, o) ~ (1, B), (106),

akkor (105), értelmében egyenléségiink jobboldalaban a deri-

valando figgvények helyett beirhatjuk a vesszés rendszerbe

tartozo oy, ¢,, o, ¢, figgvényeket, tehat

@Y,z

QUKL g, dy, ‘9.‘]2) (091 ay, dy, 8.’]2)_

A—I((’)p Fp " ap ap) " \ar ot~ o e ) = oy (109

p
29. Ha N és It a hely és id6 olyan derivdlhaté fiiggvénye,

hogy (78) értelmében
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O, 1) =~ (0, ), (107),
akkor
)
(rot N — % div u) ~ (1, §) (107
és kovetkezlleg
(lot %N - )u) — (div 1* = Tnv 107
3 ¥* = Inv. (107),

30. Ha 3, U, %N,, N, a hely és id6 derivalhaté fiige-
vénye és

Ay, 1) ~ O, 1) ~ (1, o),

M, . oou, . o, an, o, aL\
G T2 = — 2 E 2 =%
(J: —u G e, e e e, )mt;(».
o, o, |
w0, =G, (108,

akkor
@, G)~ (, 1), (10%)

31. Ha ¢ és g olyan derivalhaté fiiggvénye a helynek és
idének, hogy

@ ¢~ (@b, (109,
akkor

dy L . ;
St + div ¢ = Inv. (109)

32. Ha g, g, u, u a hely és id§ derivilhato figgvénye és

(@, ) ~ (1, u) ~ (v, ), (L10),
akkor
e Z
Buq,, dur/ Y dug, 3‘,”’) i \
(2J - , 24dp o )~ w0 (1)

Kitinik ez abbdl, hogy ha ggradu azt jelenti, a mit (104),
alatt, akkor (I110) baloldalan a vector =

)
(dlvq-{— )11—{—qgladu+g((;tl
68 a scalaris =
(1_ o,r/) 4ogaradu 4 g 2%
ary q+7’/‘ (14 g gra /) ot ’

tehat (109), (104) és (67), nyoman (110} csakugyan kovetkezik.
XXIX 51
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VIII. Az elektromos momentum s a médgneses momentum
Lorentz-féle transformatiéja azok kinematikai jelentményén.

Most formasabban végezhetem ezt a {ransformatiét, mint
elobbi kozleményem V. ezikkében.

1. Az T; elektromos eltolédds az 1. szakasz elején adott
definitioja szerint oly vector, a mely egyv testelem ¢ pillanati
1? helyébol egy végtelen kozeli testelem ¢ pillanati t; helyébe
nyulik (abbol, a melybdl eltolodott, abba, a melybe eliolédott
valamely p; stirtiségl elektromos quantumelem). Ha tehdt az v;
helyli testelem sehessége vy, akkor (88) mintdja szerint

(=17 = T~ (T—0y0). (111)

THa tovabba az T; eltolédassal ellolédott p; stirtiségi elektromos
quantumelem sebessége a ¢ pillanatban t;, akkor fi=d (v;—19) : dt,
a hol dif:dt az 1) helyll testelem sebessége, tehat végtelen
nagy pontossaggal irhaté, hogy

£ = t—0,, (112),
tehat (92) értelmeében

pi(ti—0,) = (pify) ~ (x—,l). (112)

2. irjuk most, hogy

[
Y 1—02 o’

o, - 0 113
B R0, =g Rd) =g =g, ok
P EE0pit) 0y = a5, k3 (0,000 = (0,0) = ;.

Akkor (76) értelmében (111) és (112) alapjan
(63 ga) ~ (i, @) ~ (¢, B (113)

De azon féltevéstinkben, hogy a (L1) alattiak végtelen kiesinyek,
> pi {(0gTy) i (0, T}
1

végtelen kicsiny, tehit a P és M definitidja, 4. m.:

;'B = Z,”zfi’ ] =3z ZPL [rlrl] + PL Lrlnoj
i
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igy is irhaté:

P = X (08— gipit) + 3 X (Fiui—ain),
1 i

M= X (g + 3 X (gl
1

1

Avonban (113), (91),, (79), (80) alapjén :

( Jii—aig (a0 )
2 ’ 9

(0i0i—gipiti, [8ipitid) ~ ~ (U4, o)

tehat (81), szerint
(B, D~ (1, t,) C(114)

a P elektromos momentum és a (Mixrowskr-féle) I méigneses
momentum transformatio-szabilya.

3. Konnyt szerrel részletesen kimutathaté most az is,
hogy azon foltevésiinkben, hogy a (11) alatt foglalt kifejezések
végtelen kicsinyek, az (1', ¢') rendszerben hasonléan képezett

ST N (115)

TIOL /t! ’

kifejezések szintén végtelen kicsinyek (tehat az elektromos aram-
lasnak az I. czikkben végzett tagolasa az (t', t') rendszerben is
érvényes).

Ugyanis a (115), 1. m. szétbontva

- ,d“ , dii
}__,rz I —}—_J g sth.

i
a (111) és (112) alapjan (72) alkalmazisaval =

—n
mn
— g

. L Dy—1
Z EoE) 22 M oy + (woi T5) —2—— ), sth.
(x‘ mr,) mno )(‘0 L) I —1wv, ) Stb

n().v Ny
—ip,

)+

(r‘ + (0§ —— ) (pt i+ (wp; rz)

Misodrendli végtelen kicsinyeket mellézve =

Zp, G {(r,—{— 111,) mn )(x,—{— (xm)—m::-)} stb

Ezen Osszegek pedig a (11) alattiak végtelen kicsiségénél fogva
végtelen kiesinyek. :

Blx
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IX. Elektromossdgok mozgdsa mozgé matéridban.

1. Elektromossdgok wmozgdsa wnyugvo testben. Az (v', 'y
téridérendszerben nyugvo izotrop testben szdmos elektromos és
magneses jelenség magyarazatat tartalmazza a

P Aot alv- s Bt O ==

Gl Gl TE R () ) (v 1.2, = ) . RRGY!
IS I A
egyenletrendszer, a melyben 1’ helyen ¢’ pillanatban egy elek-
tromos quantumelem tomottsége (materidlis stirtisége) P;, elek-
tromos stirtisége p;, sebessége i}, gyorsuldsa ij, eltolodasa ¥ és
az A, ai, B}, C;, €y egyitthatok a materialis mindségnek és
allapotnak (az utolsé ezen mindség és allapot egyenetlenségé-
nek) s eczeken kivil a p; sirtiségeknek s az i sebességek és
T; eltolodasok nagysdgainak a fiiggvényei. Valamivel altalanosabb
rendelkezések ezek mint a VI. czikkben lévik.

A (116) alatti egyenletek egyiitthatéinak alkalmasan valasy-
tott fiiggvényalakjai s az egyenletek alkalmas Osszekapesoldsai
juttatnak el szamos jelenség leirasdhoz az (t', {') rendszerben
nyugvé izotrop testben; azutin az egyenletek Osszekapesoldwai-
bél szdrmazd vonatkozasok LorENTz-féle transformatidjaval els-
keriilnek a mozgé matéridba tartozé vonatkozdsok. Ezek meg-
allapitasa jart utakon halad. Azonban most moédunkban van
magukon a (116) alatti egyenleteken hajtani végre a transfor-
matiét. Az eredménye pedig oly alakra vezethets, a mely bar-
miként mozgd matéridban teljesiti a viszonossag (rvelativitas)
torvényét.

A matéria «elektrométoros erejének», u. m. az €p; vectorok-
nak a transformatidjara természetesen kiilon hypothesisre szoru-
lunk. Ilyeniil kinalkozik példaul, hogy (€o) ~ (T;). Egyel6re azon-
ban olyan testrél legyen csak a szd, a melyben €p=0 tehetd.

Eive a kovetkezd jelolésekkel :

,
[
My

I

Pi=P, pi=p t=t, f=t, k=K,

= A B L (1D,
Al— kr) Cl'—“kyy

! ’
e ai=ka, B;=
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:a (L16) alatti egvenletrendszert (€p; = O esetére)
PEY 4 A rot ak't'+Bi' -+ Ct' = p' {€'+ ['®']—('€) '} (117)

‘képviseli, a melyben az A, «, B, C egyiitthatok a materialis
mingségnek és allapotnak, a o'-féle stirliségeknek és az 1’ és
§'-féle vectorok nagysagainak a fiiggvényei.

2. A transforinatio. Szamtsuk a1 a vesszdés mennyiségeket
a VIL ezikkb6l (91),, (98),, (85),, (78), (91),, (82), (73), (66),
(72) alatt rendelkezésiinkon lévé formulak és (111) segitségével
az (t, f) rendszerbe, a melyre nézve a test és egyszersmind az
(¢, t') rendszer v, alland) sebességgel haladé mozgasban legyen.
Jelolje az atszamitdas utan (117) baloldalat réviden f,, a jobb-
oldalat f;, gy hogy az itszimitas utin roviden f,=f{; képviseli
egyenletrendszeriinket. Nyilvanvalo, hogy a f, =f; egyenlettel
equivalens egyenlet a kivetkezd:

ky-+t
kg=1:¢ 1—0.

Részletesen irva pedig ezen egyveunletet, azt kapjuk (117) trans-

formaltja gvandnt, hogy ’

fo—hy (0ot (1 —

. .y k
no)ztj~—lc0(v0tj)(1' —_ /.”,}{31 1)0),

dalkk [tv,)
at
= By (F— 09+ € [t —k2 (1) (t—1p)} = p {€ +[1B]—(#€) t}, (118)
g=1: [/l—ng)

s az A, a, B, (0 egyiitthatok Dbarmelyikét jelolje &, ha ennek
az elektromossdgokil fiiggését (t. i. a p'-féle siriiségektSl s
az t'-féle sebességek és t'-féle eltolodasok nagysdgaitél vald
fiiggését) a (117)-ben ) '

Plki+ A Jrot a bk (t—v,) — — i div akk [ty ]I -+
| 0 o o (i [

P =P, I, %) (119),
szemlélteti, akkor (9b), (85), (LL1), (66) és (72) szerint
D= Phyo koot kgk—kevokt, T2HkiweD?).  (119)

3. Elekiromossdgok mozgdsa mozgd matéridban a viszo-
nossdg elvén. A viszonossiag térvénye megengedi, hogy az (r, t)
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rendszerben v, sebesség szerint mozgd matéridban (117), értel-
mében az A4, a, B, C egyiitthatoknak (119) alatt gondolt fiigg-
vényalakjaval a (118) altal képviselt egyenleteket tekintsiik az
egyszerlibb elektromégneses jelenségek alapegyenleteinek, és pedig
még akkor is, ha a matéridban a v, sebesség hely és id6 sze-
rint valtozoé vector, de egyediil jellemzi a matéria mozgasat.
Ennek a kimutatdsa kovetkezik itt.

Az A, a, B, C egyiitthatok az elektromdgneses allapot in-
varians figgvényei, mert a @-ben (119) alatt kiirt argumen-
tumok invaridnsok, és pedig az elsé a (91), és (67), a mdsodik
a (85) és (67), a harmadik a (111) és (76), tanusdga szerint.
A (118) egyéb tartalmat illet6leg vegyik figyelembe, hogy (118)
baloldalanak az elsé tagja (91), szerint, a jobboldala pedig (73),,
(91),, (82) és (73) szerint ~(r—it). Ha tehdt A, B, C szorzdjat
rendre a,, a,, a, jeloli a (118)-ban, akkor azt kivdnja a viszo-
nossag térvénye, hogy

(lll) ~ (aa) ~ (as) ~ (r—rt)

legyen. Sorjaban ki fog tiinni most, hogy valéban igy van.
(ay). Minthogy (85) szerint

(aki, ak) ~ (ki, k) ~ (ky0,, ko) ~ (v, 1),
ennélfogva A szorzdjaban, ai-ban (79) és (R0) szerint
(ko [0,), @kl (E—0g) ~ (tyas Tyo)-
Kaovetkezdleg (107) szerint

_ Oalkg o]

(rot akyl (t—v,) a0

, div ak.k [i‘vo]) ~ (t, 1),
a mibdl mar (73) nyomén (a,) ~ (t—if) lathato.

(a). Abbél, hogy (k,v,, ko) ~ (v, t), a (73) rendén egyenesen
kovetkezik, hogy B szorzoja, vagyis (ap) ~ (r—1tf).

(o). A (111) és (76) értelmében

(f—{-]{ﬁ (D) vy, KD (Dof)) ~ (v, ),
tehat (73) kovetkeztében (a,) ~ (v—it).
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Ha a matéria «elektromoétoros erejer €, nem hanyagolhaté
el és folteszsziik, hogy
(€p) ~ (t—1,t), (120),,

akkor (118) jobboldaldhoz a viszonossag elvén
kop (1 —148) { €y — k2 (0,6,) (E—1,)} (120)

Jarul es(x—ti).

4. Mozgo wmatéridban elektromossdgok mds mozgdsa a
viszonossdg elvén. Ha azt a valtoztatast teszsziik a (117) alatti
cgyenleten, hogy a baloldalinak elsé tagja helyett térfog;’;?gy-

rI
“a)
irjuk és a jobb oldalanak utolsé tagjat, 4. m. —p'({'€)i’ el-
hagyjuk, azutdn az (r, {) rendszerbe transformalvan az egyenletet,
a bal- és jobboldaldt azon miivelet ala fogjuk. a melyet a kdvet-
kez6 kifejezés az a vectoron mutat:

( b — i‘) a

ségre szdmitott inertiaeré gyanant a Minkowski-félét (P'

oV I-k, N
. l—p
akkor a kovetkez$ egyenletiink lessz:
k
p d’i‘r A (@ " 18— G_ kokno) LB vki— ovo 4
- C(r + — k ko ) =0 ((S—}—[i‘éB]), (121)
a melyben
v =kl (1—p,i),
G = div ak,f [tv,), (121),
® = rot akjk (i—v,) — —()—ali’gt[rL"] .

Akdar A, akar B, akidr C szorzdjat jelolje (121)-ben g, ali,
hogy (g, ig) ~ (v, ) és épen ez most a viszonossag foltétele,
mert (121) jobboldala és baloldalanak elsé tagja igy transfor-
malédik. Ezek felismerésére szolgalé képletek: (85), (67), (85),.
(68), (87), (75), (78),, (82), (L11).
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X Ponderowmétoros erd.

1. Pusztan rovidség kedvéért folyviast azon esetre szorit-
kozom, hogy a materidlis rendszerek mozgédsat egyetlen sebes-
ség jellemzi mint a hely és id6 fiiggvénye. Még pedig egyeldre
esak oly testet gondolok, a mely az (r', {') térid6rendszerben
allandé nyugalomban van.

Ezen test egy elemi részének a helyét t', a térfogatat
(a t' idészamitds értelmében a VIL 21. szerint) DV’ jelolje
a 1' pillanatban s a testelemben e pillanatban a val6ésdgos elek-
tromos toltés stirtisége pl,), a conductiés dramlasban 1évé elek-

tromossagok striisége pi,,, i, s - - -, Sebessége V'), v, . . . legyen.
A testelembe toldédott dielektromos .toltéseknek az eltolédasa
¥y, T;,..., slrisége p), p,,..., sebessége v, v,,... legyen '

pillanatban. Mindezeknek az elektromossdgoknak a testelemben
foglalt elemi részei DV’ térfogatiak mint maga a testelem.
dlenben a testelemho6l eltolodott dielektromos toltéseknek a
térfogata altaldban mds; e toltéseknek a siiriisége, sebessége,
térfogata :
pi " = pittigrad’ pi,
v}’ = vj+ grad vj, G=12..) (122)
DVi'=+div i) DV’

a {' pillanatban, a hol a kozépsé kifejezés jobboldalan a mésodik
tag a (104), méasodik sordban foltiintetett értelemben gondolando.
Az elektromos térerdsséget €', a mdgneses gerjesztést B' az '
helyen jelolvén, az t'-+fi-féle helyeken, (104), mésodik soranak
jololésmodja szerint:

Cf = @' + 1 grad’ €'

123
%;g —_ %I + i,: gr&dl %I ( )

a7 elektromos térerésség, illetSleg a magneses gerjesztés.

2. Abb6l indulok ki, hogy egy testelem ponderométoros
hatdst az épen benne lévé valdsdgos toltés, a conductiés ara-
moknak épen benne 1évé elemei és a beldle eltolodott dielek- ,
tromos t6ltések révén visel az elektromagneses tert6l. E mellett
izotrop testekre szoritkozva folteszem, hogy ha egy nyugvo
izotrop testben az elektromossigok mozgasénak az egyenleteit
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{milyenek a (116) alatt gondoltak) a MiNkowski-féle inertia-erékre
vonatkoztatjuk, akkor a matéridhoz valo viszonyuk megfelel
NEwToN reactio-torvényének. Altalinosan

’ ik,f' 1ot YAl U
P =0 (€ EB)+ 3

trvan, Mmnkowskr-féle inertia-erd értelmében Fy jelenti térfogat-
egységre szdmitva a matéridnak a mozgato hatasat a p' silirtségd
elektromossdgon. Kovetkezileg a Nuwrox-féle lex tertia szerint,
térfogategységre szamitva
— Fu=p"(C'+[IV) — P d—(];L}A
az elektromdgneses tér ponderomotoros hatasa a p' siirdségii
elektromossidg révén. Azonban csak azt az eshetéséget tekintem
itt, hogy az elektromossidgok inertia-ereje oly kiesiny, hogy
figyelmen kiviil maradhat.

Abbél indulok ki tehat, hogy az (', ') rendszerben nyugvo
testnek a DV’ térelemben 18vi elemi része az elektromdgneses
tértél a

o€ D V/+2 o0 (€' + B ) DV’ +
+3 o (€ BE)DVE =DV (129
¢
ponderomotoros hatast viseli. Minthogy a test nyugalomban
van az (v, t') rendszerben, kozombos, hogy kozonséges mecha-
nikai értelemben vagy Minrowski-félében gondoljuk-e ezen erdt.

Ha ¥ componenseit &, 7;, z; jeloli, akkor (122) és (123)
rendén térfogategységre szdmitva

&' =piwC + X oo (€' +0iaB') + X 0i (€' +-[0}8]) +

ad IR T [N LA J TS 'N’'1Y 7
t oo Z 0i (G- [0;8) & + ETa Zﬂ (€' +0iB) 7: +
o Sl (E )2 (125

ezen er6é (1=1, 2,...)
3. Transformaljuk ezt most az (r, ) rendszerbe, a melyben
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a testet és egyben az (t', ') rendszert v,(=w) allandd sebes-
séggel haladé mozgasban lévének gondoljuk. A jobboldalon a
VII. czikkben talalhato formulak és (111) segitségével végre-
hajtva az atalakitist és élve a kovetkez jelolésekkel:

B2 (0,8) 0, = Ovi,  K2(Wet) = 60, ko= 1: ¢ 1—0v%, (126)
o) (€+[v,B]) + P (C+[v@B]) + X i (€4 [v:8]) +

P , PR )
+ ¥ > pi(C+[0:8]) ot; + e > oi (C+[vB))oxi+ - + - =1
P (0,8) + ;0 0@ €) + X o0 (0,€) 4

d .
0 (0;C) ot + Pl Mo oxi++ -+ - =f (128

+6t—u

azt kapjuk, hogy az (v, {) rendszerben az elektromagneses tér-
bél a testelemre haté ponderomoétoros eré térfogategységre sza-
mitva, kozonséges mechanikai értelemben =

» »_f’_fno 90y,
R = Ty (129)

és a Mixgowski-féle inertia-eré értelmében
R = f4kS (0of—1) v, (130)-

foltéve, hogy az elektromossigok inertia-ereje nem tesz szdmot.

4. Most kimutatom, hogy a viszonossig torvénye meg-
engedi, hogy még oly matéridban is a (129) (lletileg a 130)
alatt gondolt vector lehessen, térfogategységre szamitva, az elek-
tromagneses tér ponderométoros hatdsa, a melyben az elemi
részek v, sebessége hely és idé szerint valtozik, hacsak az
elektromossagok inertia-ereje elhanyagolhaté.

A (78),, (91),, (82) és (67), tanusaga szerint lathato, hogy ha
(127) elsd sorat g és (128) elsé sorat g jeloli, akkor (g, g)~(, .
A masodik sorokat (127 és 128 masodik sorat) illetéleg vegyiik
tekintetbe, hogy (126) értelmében (111) és (76) alapjan (d1;, oty)
~(t, ). Ilyen lévén a (78),-nak, (91),-nek és (82)-nek a foglalata
szerint (0.6+p;[vB)], v,€) is, (110) aldl az kovetkezik, hogy
ha (127) méasodik sorat a és (128) masodik sorat a jeloli, nem-
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kiloénben (a, @) ~ (v, ). Minthogy (g, 9) ~ (a, @) ~ (z, {), ennél-
fogva (67); nyomdn '

G~ (131),
Ebbél pedig (129)-re (73) alapjan
(kR) ~ (t—,}) (131),
é8 (130)-ra (83) és (68) alapjan
(Res Dy« 8) ~ (1, 1) (13 1),

kovetkezik. Amaz a kizonséges mechanika értelmében, emez a
Minkowsgi-féle mechanika értelmében valéban a viszonossig
foltétele a LoreENTz-féle transformatidn, mert a kéiféle mechanika
szerint térfogategységre szamitva

dv,

dk,o
AOO dt ’ —

illetéleg 1l

Do

az inertia-eré, mar pedig (91),, illetleg (19), alapjan

o I d
(fopo ) ~ e=aa (0 G2 s ) ~ 5 )

Megjegyzendd, hogy a térelemek és kovetkezdleg a stlirtisé-
gek, tomottségek is, itt mindig a ¢ idészamitas szerint gon-
dolanddok a VII czikk 21. pontjanak értelmében, ugy hogy egy
testelem pontjai az (v, !) rendszerben a { id0szdmitds szerint
egyidejii pontok, az (r', {') rendszerben a f iddszdmitds szerint
egyideji pontok.

5. Hatra van még az f vector és [ scalaris kifejezésének
(127 és 128) az I. czikk modjara kelld kifejtése. Az I esikk
értelmében, most hasznalt jel6léseink fenntartdsdval:

2oni=P Mo=p8 Yp0i=L, (Ye[tn] =M,

doZ; Ay av;Z;
. v, il <3

N pi 0 &0 g > o At végtelen kicsinyek, (132),

E LV = S, E Py = 0, D0 = .Q,

a hol P az elektromos momentum ; p¥ a dielektromos téltések
siirtisége («latszatos» siirdség); O a dielektromos téltések aram-
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lasa; MM a magneses momentum (Lorentz-féle értelemben); J
a conductios elektromos dramlds; p, a «valosigos» slirtiség,
illetéleg & a convectids elektromos aramlas (v, lévén a matéria
sebessége); mindez az v helyen ¢ pillanatban. A III. czikkhél
pedig
C+P=D, B-M=9, _
M+ [Po,) = W, H-+[vB) = B,

a hol € az elektromos térerdsség, D az elektromos gerjesztés,
B a magneses gerjesziés, § a magnesos térerdsség (LorkNtz-féle
értelemben), M a méagneses momentum Mixkowski-féle értelem-
ben és © a magneses térerdsség Minkowski-féle értelemben.
Még a

139),

P [Mo,] = L (132),
Jeloléssel is élve, irjuk, hogy
E = div {k2 ($€) v,+ (D6} +

) [, e CDLHB  PEHMB ‘
+ o g - G240 FOHIRL 1,

X = I3 {(058) €t (1B} V02 +CoDot 9B
CD1-HB PE+MB

X = k5 {(00F) Cat (P8} v0, +6.Dy+ 0By, (133),

x\'z = kg {(Doqs) @x‘f‘[q}%]m} Vo2 +@x®z +$§,m%27

X = k3 {(0oP) Cot- (18]} +B,D. —B:D,

és (133),-hoz gondoljunk hasonlé kifejezéseket Y, stb., Z, stb.

szamdara az indexek megfeleld valtoztatasaval.

Az L ezikknek a médjara az kovetkezik (128)-bél és (127)-bél,
hogy

f=E
_ 0X,  0X, , 9X, , oX,
o= Ty Tz T oa
Y, oY, oY, oY, .
L 34
4, | 07, 04 |
L=ty T T a
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A VIL czikk némely képletének a segitségével ezeken a
kifejezéseken is konnyd szerrel mutathaté ki (131),, a mib6l
pedig a viszonossag kovetelményeinck megfeleléen (131), és (132),
kovetkezik.

A (130)-ban meghatérozott &, vector (134)-nek (133), és
(133), szerint valo jelentményénél fogva killonbozik a MiNgowski-
félo K4-(wh)w vectortol, de elénydsen kiilonbozik annyiban,
hogy a dielektromos aramlisok révén is tartalmaz pondero-
moétoros hatast. A MiNgowski-féle vector ugyanis az &, vector-
bol gy keriil el6, hogy (133), és (133), alél a k% szorzés tago-
kat és a PEH+MY tartalmiakat elhagyjuk.

XI. A virtualis munka térvénye.

A targyalds alakjanak az egyszerlisitése végett folteszem,
hogy a testek belsejében egyetlen sebesség jellemzi mint hely
és idd fiiggvénye a matéria minden lehetséges mozgasat, ugv
hogy legfeljebb a kiilonbozé testek érintkezési rétegeiben jellemzi
két sebesség, a melyek egyvike az érintkezd testek egyikéhez,
masika az érintkezé testek mésikahoz tartozik.

i. Ho T a Lorexntz-féle transformatiéban invaridns idét
jelent, akkor egy testelem 7 szerint valé gyorsuldsanak a trans-
formatidjat meghatarozza

d® a2t ) .
(W’ arzl T {t, ), (135)
Minkowskinal _
13
o [dt (.__ ) - ._(117) on
,1_._11{. k=1 ¢y 1—12 r_(/t , {135),

FAd
a hol {° kiillonboz6 testelemekhez dltalaban kilonbozd kezdeti
id6 és ¢ is kiilonboz6, ha a testelemek egyidejliségét r szerint
gondoljuk. Jeldlje (135)-ben r° w® a testelem kezdeti helyét,
illetleg sebességét. A véghdl, hogy (° legaldbb az origétol nem
nagy ,t°| tavolokban kozonségesen igen kiesiny legyen, (®=1rw®
teszem. Kzzel ¢ invarians volta nem esorbul meg (VIL. 23.). Szerinte
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t=w% + "lcclr, (k = 1/1 + Z—) > (136),
0' T

Minthogy pedig
dd dk 1 dvodh o d

a2 = dr Tk dr def o deR?

ennélfogva (135) értelmében
(d“zr _dx

—— l —
dz? ' 7 dr®

) ~ (1, 1). (137)

2. Masfelsl, ha a testelemnek a 9t id6elemben valamely
lehetséges elmozdulasa dr, akkor a virtualis elmozduldsat

or = dr—1at (138)

kifejezéssel definidlom. Minthogy

(@, ) ~ (x, b) (138),
-ennélfogva (73) szerint
(1) ~ (¢t —tb). (138),
3. A (137) és (138) kovetkeztében (77) szerint
2
g»;i or = Inv. | (139)

Ha pedig a testelem témegét Dm (= Inv.) jel6li 8 a red hatéd
szabad eré §Dm, akkor abban a féltevésben, hogy & transfor-
matioja olyan, mint d®v transformatidja, azaz, hogy

(&, tR) ~ (v, B), (140),
a {139) moédjara ugyancsak
Kov = Inv. (140)

Mar most egy materialis rendszerben az S Gsszegelést egy
test elemi részeire 8 a N Osszegelést a killonbozd testekre
vonatkoztatva

| l[z S (74-; — sx)ar : Dm} dr =0 (141)

1 kg
m
ol S aLvamIe E

. L
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kinalkozik (a kozonséges mechanika utmutatdsa szerint) a vir-
tudlis munka torvénye gyandnt, azzal a hozzaadissal, hogy az
S és N osszegelésben minden tag ugyanazon z pillanatban gon-
dolandd. E mellett a virtudlis kényszer oly tag értelemben gon-
dolando, hogy a surlddasi kényszert is magédban foglalja.

4. A kovetkezendSkben mindig az oly 8f (=kdr) idéelemek-
ben lehetséges dr elemi elmozduldsokat hasonlilom Ossze, a
mely 0t iddelemek rendén

k (Ot—1idr) = dr. (142)
Ez az Gsszehasonlitas lehetséges, mert (142) baloldala invarians

(mint dr) (85), (138),, (67) és egyezésben van a dt=kdr vonat-
kozassal, mert

kE(dt—ridr) = %t = dr. (143)

Azt irvan pedig, hogy
dt—dt = ot,
a (142)-b6l és (143)-bol
Ot = 1 (dr—dr) = i {dr—1dL+-t (9t —db),
tehdt (138)-at is figvelembe véve :

ol = dt—dt = k®(ior). (144)
Masfelsl, (138)-bol
or = dr—dr—1 (dt—dt)
1évén : /
A = dr—idt = dv—dr—(t (dr—dv)) 1,

(145
dr—dr = gr+k (ion) 1.

5. Midén a virtualis kényszerek kifejezéseiben (egyenletek,
-egyenlbtlenségek a virtualis elmozdulasok kozott) a virtuslis
elmozduldsok componenseinek derivalijai fordulnak eld, akkor
azon kifejezések multiplicatoros osszefoglaldsa utdn partialis
iddbeli és térbeli integratiokat kell végezni. E végbol figyelembe
veendd, hogy a virtuilis munka egyenletében (141)-ben meg-
hatdrozdsunk rendén a materialis pontok helyeinek egyidejiisége
a r 1dészamitds szerint valo. Ennélfogva a kényszerkifejezések-
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ben is a r szerint szamitandd az egyidejliség és a VII. szakasz
22. pontjanak értelmében térelem gyanant DV, hasznilando.

A kovetkezend6k a relativitdas elvén a legegyszeriibb keény-
szerek definitidjat tartalmazzdk, u. m. a merevség, surlodastalan
izotrop folyékonysag, surlodastalan izotrop rugalmassig, sur-
lodastalan érintkezés kényszerének a definiti6jat.

XII. Merev test.

1. Merevnek mondok egy testet, ha van olyan térid6rend-
szer (%, 1), a melyben a r id8szamitas szerint a kozonséges
mechanika értelmében valo merev test az, ugy hogy ha a test
két pontja r pillanatban %,, T, helyen van, akkor

(t,—1,)? valtozhatatlan. (146)

Mindjart ki fog tinni, hogy ez a meghatirozés egyezésben
van a viszonossag torvényével. Ha ugyanis olyan az (v, ) tér-
id8rendszer, hogy benme az (%, I) teridérendszer a r iddszamitas
értelmében

)
— 0 = 1, (147)
V' 1—w?
allando sebességgel haladé mozgisban van és az origdja (=0

pillanatban egybeesett az (f, f) rendszer orig6javal, akkor (136),
és (66) szerint

T =1—(ur—1£) xw,, ( 251, )
= 148
I = x5 t—wy0). ‘o %+ 1 (138)
Kzek elsejébdl
T,—F, = r,—r,—(,r,—nyr, — 1)) %1, (149

Azonban (1,v,, {,—{;) ~ (v, ?), tehat (149) jobboldalanak a négy-
zete (71)-bdl lathatéan invarians a LorenTz-féle transformatiobuan :
{rg—r,— (g, —nt,— lo 1) x,10,)2 = Inv. (150).

Az a kovetelés tehdt, hogy (150) az (r, ) rendszerben valtoz-
hatatlan legyen, a viszonossdg térvényével Osszefér. Ha pedig
az elSfordulé sebességek (a melyek mindig a fénysebességhez.
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viszonyitvak) kicsinyek, akkor (136),-bél folyélag a (149) maésod-
rendli kicsinyben kiilénbozik v,—rv, négyzetétsl, tehat a merev-
ségnek (150)-hoz fliz6ds definitioja masodrendd kicsinynyel tér
el a kozonséges mechanika definitidjatél.

2. Ha 0f, iddelemben az 1, pont lehetséges elmozduldsa
(142) értelmében dr, és di, iddelemben az v, pont lehetséges
elmozdulasa (142) értelmében dr,, akkor a dr idéelemre sz610
differenczialassal, (150) vialtozhatatlansagandl fogva

{r, =1, — (gl — gt — Ly £,) %10

, a1
{9ty — 1, — (1,91, — 1,91, — 8,4+ 8t,) 2,105} =0. (15D

Szérmazasanal fogva ennek a baloldala is invarians a Lorentz-
féle transformatidéban, de (71)-bsl is lathals, hogy invarians.
A (149) alapjan rovidebben irva:
(E,—¥,) (0F,—dt) = 0. (151),
Ezen egyenlet paramétrumos megoldasa pedig
0t = da+(Toit], (151),

a hol 9d és dit esupan a ¢ 1d6t6l fiiggé parametrumok, kilon-
ben a test belsejében tetszésszerinti vectorok, és ha szabad a
test, akkor a hatdran is. Hogy a r idé fiiggvényei gyandnt
jelentkeznek, az sziikségképen kovetkezik abbdl, hogy mar (146)-
ban a test pontjainak a helyei a ¢ iddszamitds értelmében
egyidejtiek.
Azonban (148)-bol
It —(nyd1) w, = dr—w o,
. - dii ol
(Foi]—(n, [Fol)) w, = [(r—-fxomo) M]
X
Ha tehat azt irjuk, hogy
M—(n,dd) w, = dq,
A+ (N di) xgiv, = x,0,
akkor (151), kifejtett alakja gyandnt ezt kapjuk:
It —wydt = da+[(v—Txyw,) du, (152)
XXIX v 52
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a hol (148) és (136),, illetéleg (142) értelmében:
T = 2o (t—Wot) = 2, ( | klr+wor’—wyr) (=Inv.),
0 (159),

ot = (1dr) + -~

Ir )

k
3. Minthogy (73) szerint (9r—wydf) ~ (t—mwyf) és a I ki-

fejezése (85) meg (67) szerint invaridns, (73) és (67), szerint

(r—Txgly, t—1Txg) = (v—Txgl0,, Wy (r—Txghg)) ~ (x, t).

Ebbél és abbdl. hogy (dr—w,dl) ~ (r—wyl), kinnyen megalla-
pithaté mdar a (152) alatt da és ou transformatioja. Még pedig
az kovetkezik, hogy

(00) ~ (t—wgt), (20U, x00u) ~ (r, 1) (152),
4. A tényleges mozgasra az kovetkeszik (152) aldl, hogy

dr—wydi=({—w,) dt= (gl; — kmo) dr=da+[r—Ix,w,) dul, (153)

a hol a da és du vectorok a z id6tél fiiggé paramétrumok.

A virtualis elmozdulasokra pedig (132) és (153) kiilonb-
ségén (144) és (145) alkalmazasaval azt kapjuk, hogy ha

da—da = da, Ju—du = du
irjuk, akkor
or + (% - Icwo) (%i— 3r) = da+[(r —Txwg) o), (154

a hol a da és du vectorok r fiiggvényei. Minthogy pedig (153)-ban
a da és du sziikségképen nugy transformalédik, mint (152)-ben
a da ég ou, vagyis (152), moédjara transformalédik, ennélfogva
da—da és du—du, azaz da és du szintén ugy transformalodik,
mert a (152), linedris homogén transformatiokat jelent.

XIII. Eszményi folyés test.

Minthogy
(o, ) ~ (r, t),

kovetkezdleg (109) nyoman
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gt— (0t -+ div (dr) = Inv. (153)

Folteszem, hogy a (MQ) alatt .
k(0t—tdy) = dr (154)

rendén gondolandé dr idéelemben mint a helytdl fiiggetlen id6-
elemben minden olyan kizavarasok lehetségesek a testhen, hogy
a {153) alatt irt invaridng, 0. m.:

—%— ((ii]r (@) — t grad (0l + div (o) (155)
azzal, hogy t-dt, dv=dr teszszilk, nem valtozik meg. Irjuk
fel a tényleges mozgasra is, azutan vonjuk ki (155)-bdl a tény-
leges mozgdsra sz6l6 kifejezést. A (144) és (145) alkalmazdsaval
azt kapjuk, hogy

d (k%)
kdr
Eszményi folyés testen olyan testet értek, a melynek a bel-
seje alavethetd a (1)56)-t61 megengedett virtudlis kizavardasoknak.

+ k2 (£6) div t4div or = 0. (156)

XIV. Eszményi rugalmas test.

1 Ugyanazon r egyéni idében tekintve egy «rugalmas»
test elemi részeit is, (136), alol

t =0 4 fkdr.
]

Masfeldl képzeljiink egy merev pontrendszert (XII. értelmében),
a melyet a rugalmas test torzsének nevezziink és ennek az
osszes pontjait szintén a r pillanatban tekintve, egy pontjanak
a helye 1, legyen a megfelelé {,, pillanathan, ugy hogy

T
tm = toaibh, + ) Fendlz.
0

A rugalmas test egy pontjanak a helyét r jelentvén, irjuk, hogy
T =1+ (157)

H2*
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Folteszem, hogy minden t-hez tartozik olyan v, hogy
=1}, w’=mw, (157),

és hogy 1, valamint di : dr is végtelen kicsiny.
A (157),-nél fogva

t—tm = .l"(k'—km) df-

. o
Amde
k2 dvy, df dry, d¥
. — m __9 m Q. — Zrm
h—om = k-ky, T dr de 2km Aty dr

Arra az esetre szoritkozom, hogy a merev tdrzs csak haladé
mozgdst végezhet az (r, {) téridérendszerben, és pedig csak
alland6 sebességgel valdot végezhet valamely kényszerviszonyok
kovetkeztében, mihez képest

dr —
™ = w, — const, (157),
dt, 2
é5 mas nem 18 lehet. E szerint és az el6bbi meghatdrozds szerint

t—1tm = Wi (157),

Ebbdl kifejlik ¥ transformatidja: minthogy (Xm, fm)~(r, ), akkor
(t—1m, t—1m) ~ (1, t), tehat .

(¥, Wyl) ~ (1, ). (158)

A mi ¥ lehetséges elemi megvaltozasanak, df-nek a trans-
formatigjat illeti, kitinik (158)-bél, hogy ugyanesak

(0F, W, 07) ~ (x, D). (159)

De of kifejezheté ugy is, mint v virtualis megvaltozédsidnak,
dr-nek a vonalas homogén fiiggvénye. Ugyanis

oF = dr—dr,,, = (Fr—1al)-+(tat—ory,).
Azonban a merev torzsben dr,, csak =dr,==wydt lehet, tehdt

9t = (v —1dt)+w, (At —di)+Tot.
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A (144) és (145) alkalmazasaval és masodrendd végtelen kicsinyek
elhanyagolasdval

OFf = ov+-k3 (w,dr) w,, (ko=1: V’iiﬁo)

or = It — (1w, 07) w,. (160)
Ha pedig
I—Hw, =1 (161)
irjuk, akkor (158)-bdl folydlag (73) szerint
(B) ~ (t—1,t), (162)
yalamint (160) nyoman (161) és (162) rendén
(01) = (8F —(401) 0,) ~ (v-—10,), (163)

a mi kilonben (138)-bél is kovetkezik a miatt, hogy t—w,=f%
a foltevés szerint végtelen kicsiny. Vegyilk még figyelembe, hogy
{(162)-bél, illetsleg (163)-bol (83) és (83) értelmében

(Ko [10E], Kot) ~ (ko [webt], KofT) =~ (145, £y) (164)
kovetkezik.

2. Ezek el6reboesitasa utdn vegyik szamba, hogy (164) és
(107) meg (80) folytdn

Ok, [Tg)

op s diviy [fmo]) ~(1, 1),

(rot kgt —

tehat (67) szerint

0k, [Fwy)] ')’
ot

I = (rot kgt — — (div K, [Erg))? = Inv. (165),

Masfeldl (158) és (106), illetdleg (L0Y) értelmében

= Sy -

- v
{ OG0 | giv }z: Tnv. (165),

lII
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Olyan kényszert rovok ki a test belsé pontjaira, hogy
invarians H és K constansok szerint a test belsejében
| !S(HI,—2H1,+ K1) Din} dr = const,
legyen, azaz minden lehetséges I-hez ugyanaz legyen az értéke.
Akkor

| {SHol,—2Hol,+ KoL) Din} dr = 0 (166)
oly modon hatarozza meg az idealis rugalmas test kényszerét,
hogy, ha csak igen kis sebességek fordulnak el (t. i. a fény-
sebességhez mérten), akkor masodrendd kis eltérésékkel a kozon-
séges mechanika klasszikus rugalmassagi egyenletei keriilnek
eld (166) alapjan, illetéleg (160} segitségével (166) mint vir-
tualis kényszer alapjan.

XV. Erintkezési kényszer.

1. Két test érintkezési rétegében a r invaridans idszamitas
szerint egyideji pontokkal gondolt materialis folileten O pont-
bol két szomszédos pontba nyuld materidlis elemi vectorok
legyenek Dr, és Dr, s az O ponthoz r pillanatban a ¢ idé-
szamitas szerint { pillanat tartozzék. A Dv, és Dr, vector tan-
gentidlis iranyd. Azt irvan pedig a VIL ezikk 20. pontjanak
értelmében, hogy

Dr,grad t = Dt,, Dr, grad { = DL, (L67)

a két elemi vector transformatiéjat (89) médjara
Dr,, DE) ~ (Dry, Dty) ~ (1, 1) (168)

hatarozza meg. Kovetkezdleg (79) és (80) alapjan
(IDrDr}), Dt Dy, — Dt Dr) ~ (t,, 1)) (169)

Ha tovabba az O pontnak mint az egyik testhez tartozé-
nak a sebessége i, és mint a mdsikhoz tartozénak i, a sebes-
sége a t idészamitds szerint és
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Liy1i—i2=k, L:y1—2=k,, (170)

akkor a r kozos idészdmitds szerint kb, és k,i, jelenti az ()
helyen a sebességeket. A virtudlis elmozduldsokat pedig O helyen
az egyik testben Jr, a masikban dv, jelentvén, (138), (85), (83),
{80y és (81) alapjan

(kydry—kdr,, Ky [ty00,)—k, [1,00,]) ~ (ty,, 1. (L7

2

2. Azt kovetelvén mar most, hogy

[ Dr, Dr ] (k,dv,—Fk,01,) —
— (D1, Dy, —Dt, D)y (b, [t,01,)— K, [1,01]) = 0 (172)

legyen, ezen egyenlétlenség baloldala (169), (171) és (81) értel-
mében invarians a LorenTz-féle transformatiéban.

Abban a foltevésben tehdat, hogy a két érintkezd test nem
hatolhat egymdasba, de nem is surlédik, és azon rendelkezéssel,
hogy a mnormalis iranyd [Dr,Dr] vector az 1 indexes testhdl
a 2 indexesbe mutasson, ezen egyenldtlenség a viszonossig tor-
vényével egyezden tekinthetd az érintkezés virtualis kényszeré-
nek. Ha pedig az 1 indexes test merev és virtualisan nem moz-
dithaté (4gy hogy red alkalmazvin a (134)-et, da=0, du=:0),
akkor a masik test vele valé érintkezésének a virtualis kény-
szerét a viszonossdg térvényével megféréon

Dy, D] hyor,—(DEDe — Dt Dr) I, [1,01,] = 0 (173)

fejezi ki. .
Atosztvan egyenlétlenségeinket a (81) szerint invaridns

(Dy, Dt — (Dt Dr,,— Dt Dr)?

scalaris pozitiv négyzetgyokével, baloldalaik invariansok marad-
nak és egylitthatoik véges nagygya valnak.

(A M. T. Akadémia IIL osztélyinak 1910 nov. 14.-én tartott {ilésébél.)
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