
ALAPVETÉS AZ ELEKTROMOSSÁG ÉS MÁGNESSÉG 
FOLYTONOSSÁGI ELMÉLETÉHEZ. 

FARKAS GYULA 1. tagtól. 

(Második k ö z l e m é n y . ) 1 

MINKOWSKI nyomán B O R N is publikált folytonossági elmé-
letet (Math. Ann. 68). Azonban az övé kevésbbé egyszerű s a 
mellett kevésbbé általános és a kifejtésében a physikai tartalom 
nagyon elburkolódik. Fenntar tom tehát a magamét és most 
tovább fejlesztem. 

A VII. czikk a szükséges t ransformáló kifejezések gyűjte-
ménye és a tárgy természetéből folyólag nagy részét teszi a 
dolgozatnak. A közönséges háromméretű vectorjelvényeket hasz-
nálom benne, mert a kifejezései így is elég egyszerűek és alkal-
mazásaikban így jobban érvényre ju t a physikai fölfogás. SOM-
MERFELD ugyan időközben közelebb vitte a képzelethez a négy-
méretű vectorok tanát (Ann. d. Phys. 1910. Nr. 9, Nr. 141, de 
még nála is sokat szenved a physikai fölfoghatóság. 

A VIII. czikk az elektromos és mágneses momentum trans-
formatióját még egyszer kifejti, mert most a VII. czikk alap-
ján sokkal egyszerűbb módon intézhető el, mint a hogyan az 
V. czikk teszi. 

A IX. czikkben a relativitás elvén (mindig a LoRENTz-féle 

1 Első k ö z l e m é n y e m b e n ( X X V I I I . k ö t e t , 1- -25. lap) fe le j te t t h i b á k : 
A 4. l ap végén a 2 alól k i m a r a d t az t ; szorzó . —• A 16. l apon (42)0 a l a t t 
[n] 3DÍ' v a n [nSDi'] he lye t t . — A 20. l ap első s o r á b a n az u to l só t a g b a n 
(nr4) r{ v a n (nf j ) r f he lye t t . — U g y a n e z e n l a p végén (42) t a l a t t (n„u) van 
(nu0) he lye t t . 

X X I X 50 
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relativitás értetvén) mozgó izotrop testekben az elektromosságok 
mozgásának kétféle igen általános egyenlet-tipusát határozom 
meg. Kétfélét az inertiaerő kétféle (közönséges és MINKOWSKI-

féle) definitiója szerint. 
A X. czikkben a relativitás elvén elektromágneses pondero-

mótoros erőt határozok meg. Abból indulok ki, hogy a MIN-
KowsKi-féle inertiaerő értelmében NEWTON reactio-törvénye nyugvó 
izotrop testekben megilleti az elektromosságok és a matéria 
viszonyát; de arra az esetre szorítkozom, hogy az elektromos-
ságok inertiaereje elhanyagolható. Ily módon a LoRENTz-féle 
elemi erőhöz jutok vissza. Azután mozgó testekben a LORENTZ-

féle transformatio a relativitás elvével egyezően juttat el az 
elektromágneses tér ponderomótoros erejéhez. Ez nem szenved 
a MINKOWSKI-félének a h i b á j á b a n . 

A XI. czikkben a közönséges mechanikából a virtuális 
munka törvényét a relativitás (elektromágneses, azaz LORENTZ-

féle relativitás) elvéhez alkalmazom a virtuális elmozdulások 
megfelelő definitiója által. 

A XII. czikkben a relativitás elvén merev testet definiálok. 
Végtelen sokféle olyan definitiója lehetséges, a mely a legszük-
ségesebb föltételeket kielégíti. Ilyen például az újabb BoRN-féle 
definitio (Gött. Naclir. 1910. Heft 2). Én abból indulok ki, hogy 
a «merev test» valamely téridőrendszerben a közönséges mecha-
nika értelmében való merev test legyen. 

A XIII. czikkben ideális folyós testnek (belső súrlódás nél-
kül való légnek, compressibilis folyadéknak) a belső kényszerét, 
a XIV. czikkben ideális (belső súrlódás nélkül való) rugalmas 
testnek a belső kényszerét, a XV. czikkben surlódástalan érint-
kezésnek a kényszerét definiálom a relativitás elvén, mindezt 
úgy, hogy az alkalmazások másodrendű kis eltérésekkel a régi 
mechanikai egyenletekhez vezetnek; ennek a kimutatását azon-
ban mellőztem, mert a XI. czikk végének az alapján könnyen 
fölismerhető az. 
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VII. Transformáló képletek. 

1. A «specz iá l i s» LoRENTz-féle t r a n s f o r m a t i ó t á l t a l á n o s vec-
t o r jel v é n y e k k e l e g y s z e r ű a l a k b a n t a r t a l m a z z a (32). Az r v e c t o r t 
•és t i dő t m i n t az r ' vec to r és t' i dő f ü g g v é n y é t p e d i g és v i s zon t , 
az u t ó b b i a k a t m i n t az e lőbb iek f ü g g v é n y é t , a köve tkező v o n a t -
k o z t a t á s o k e g y b e f o g l a l v a fe jez ik k i : 

r—t' = tt>í0, í - f í ' = 

t0 = x{t—n r) = *(í '+nr'), (66) 

1 *tu n = A r , II 
/ l - T O ä x + l 

2. Ha gt és gt transformatiója olyan mint r és t transfor-
matiója s gs és <j„2 transformatiója is olyan, azaz, ha a IV. sza-
kaszban alkalmazott jelölésmód értelmében 

(0i. <), (67)° 
a k k o r g ^ = g\g'«,—ÖISJ, v a g y i s g^—gtgs i n v a r i a n s a l a k a 
LoRENTz-féle t r a n s f o r m a t i ó b a n , a m i t e g y s z e r ű e n ú g y í rok, m i n t 
(67)° k ö v e t k e z m é n y é t , h o g y 

M r 9i9» = I n v - (67) 
H a t o v á b b á 

A \ = Inv . , N„ = Inv. , (67)? 
a k k o r (67)-ből 

(N^+N^, N^+NtfJ ~ (r, t). (67). 
3. H a 

(a, a) ~ (0!, gy) ~ (gä, ~ (r, t), 
(a9i~aQi) 02—(«Í/Ü—«02) 0i = 0o. 

(68)° 

a k k o r (67) ós (67) t k ö v e t k e z t é b e n 

(flo. ^ 0 o ) ~ ( t . <)• (68) 

4. Ha 

(a^ a,) ~ («2, a,) ~ (g,, g,) ~(<&t,~ g 2 ) ~ (r, í), (69)° 
\ CÍ-j / \ Clgf f 

a k k o r 

50* 
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mert azt írván, hogy 

a 
' 9i = 9i> = 

a (69)-nek a baloldala = 

(" íUi—ttjfl^H- {a,jj t—«. ^,), 

a hol (67) szerint mindkét tag = Inv. 
5. Ha azt írjuk, hogy 

akkor (tl\ /;) ~ (r, t), t = luv., tehát 

33 1 
(r, í) 

és következőleg 

58 33' 1—n33 l+n3S' 7 ziu = — ~ — = XID = 
.e>, 

-33' 1 - 3 3 2 / 1 - 3 ? ' 2 / l — / l 

" : + 
"l^l — 33s / l 

I ^ E E = i ± * L = , ( i + = — yf x(l—1t)33) 

6. Ha 

(öi> 3x) ~ 0«) ~ (r ' (») - ( y ) , 

1 _ k kv _ i)( 

}f l - o 2 ' Ä+1 
akkor 

{fli+Onfe—0»)*»} {fli+(n»ftt—flf,)Ä»} = Inv., 

mert a baloldal = 
Mt-9i9t+k (»«i—(h)k ("Sí" d»J> 
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a minek az első tagja pedig (67) szerint s a második tagjában 
mindegyik zárjeles kifejezés k-szorosa (67) és (70) értelmé-
ben — Inv. 

7. Ha 

= (72)° 

akkor a 3 vector olyan viszonyban van a Ü vectorral, hogy 

A ' - A = = T ^ = ^ + 

Kitűnik ez, ha r és í transformatiójában 

r = 3 + m , r ' = 3 ' + « ' « ' 

irjuk s azután az időket elimináljuk. 
Ha 

( 8 ) ~ ( y ) . (8, j/) ~ (r, t), (73)° 

akkor g—23gr transformatiója olyan, mint r — Üí transformatiója: 

( 9 - % ) ~ (r—Üí). (73) 
8. Ha 

' (») = (T)> ( í ) ~ ( r - » f ) , 

\ t I (74°) 

f+Gt> = ©, 
akkor mindig van olyan © és G, hogy 

(©, G) ~ (r, <). (74) 

Ugyanis, bármely zérustól különböző értéket tulajdonítunk a 
G scalarisnak, ha úgy szabjuk meg a transformatióját, hogy 

G' = *(l-rot>) G—* (rof) 

legyen, akkor már (74) teljesül. Egyszerűen következik ez » és 
í transformatiójából az 5. és 7. alapján. 
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9. Ha 

(75 r 

akkor 

(a, a) ~ (a0, a0) ~ (r, t), (f) ~ (r - í), 

(c/0a—a0a) f+(a 0 f ) a = g, 

(ö , 9 ) ~ (r, í>- (75) 
\ «'A / 

Ugyanis azt írván $ kifejezésében (75)° alatt, hogy 

f = © —G 
a 

és az előbbi pont engedelmével kizárván, hogy (@, G) ~ (r, t)> 
legyen, azt kapjuk, hogy 

g = (a0a—a0a) ©—(a0G—a0©) a, 

tehát a 3. pont értelmében a (75) csakugyan teljesül. 
Specziálisan 

a — rt5- — ii 
a a0 

téve (75)° és (75) alatt, kitűnik, hogy: ha 

( » ) - ( " ) > (f) ~ (r—uí), l + M ^ s u , (76)» 
akkor 

(u, ru) ~ (r, t), (76) 

a minek egy következménye, hogy 

P + - y z ^ r = I ™ ( 7 6 ) t 

10. Ha 

( ® ) ~ ( j ) , (0 .®0)~(r , 't), (f) ~ (r-t)/.), (77)» 
akkor 

fg = Inv., (77> 
mert azt írván, hogy 

f = @ - t ) G 

és a 8. pont alapján kiróván, hogy (©, G) ~ (r, t) legyen, (67) 
szerint 
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9©—(t>g) G — Inv., 

a mi pedig nem más, mint (77), mert =(©—»(?) g. 
11. Ha 

(r i ; í,) ~ (ra, Q ~ (r, t), 

akkor 

a honnan 

ti;+[nt'„] = r,a—[itt,a], 
t',9—[nr',a] = tn+[nrM ] , 

r',a = *{rls—[wtjj]—(roris) n}, 
t',, = * {t,a+[tor,,]—(mt,a) n}, 
r13 = * {r'ia+[rot'ia]-(iür'ia)n;, 
t ia = * (t'ia—[ror,a] —(rat'12) tt}. 

15. Ha 

(78,° 

(78) 

(78), 

(78). 

3 

A (41)-böl látható, hogy 

(8, 6) ~ (r ia, tia). (78), 
Ha 

(6i>ffi)~(0«. í), (79)° 
akkor 

([0,0,]. í/i0s—5,i0i) ~ (ti-2 - tia). (79) 
12. Ha 

(91, U ) ~ ( r i a , tia), (80)° 
a]<]ÍOr 

(U, -91) ~ (—U, SR) ~ (-91, - U ) ~ (ria, tia), (80) 

m i = Inv. (80), 
13. Ha 

(9i,, U,) ~ (9ta, U,) ~ (ria, tla), (81)° 
akkor 

91,91,-11,11, = Inv., 3ítU3+!R3Ut = Inv., (81) 
(9t,+9ía, U t+U a ) ~ (9L+U,, 11,-91,) ~ (ria, tia). (81), 

14. Ha 
(91, U ) ~ ( t M , t,a), (a, a) ~ (r, t), 

all+[a9í] = X, 
akkor 

(82)° 

(% " %) = (aU-f [a9í], all) ~ (r, t). (82) 

(a, a) ~ (r, t), (f) ~ ír - — <), (83)° 
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([a?], at) ~ ( tM , t t í), (83) 

mert, ha azt írjuk, hogy 

! = © — — £, 
a 

cil\ kor 

[aí] = [a©], at = a©— Ga. 

Mivel tehát a 8. pont szerint 
G) ~ (r, t) 

lehet, a (79) következtében csakugyan helyes a (83). 
16. A (83) alatt írt következmény (80) szerint így is írható : 

("«> «I • y ) ~ ( t j . . W-

Mihelyt pedig olyan vector a u és a %, hogy 

(x,) ~ ), (£ , [St>]) ~ (r13, t12), (84)° 

(LIÍC], v [EE]) ~ (r, t), (84) 

mert, ha azt írjuk, hogy 

t - &-vG, 
akkor 

[t%] = G [£ r ] + [©£], v [KE] = í [3Tü] = © [£»], 

tehát azon kikötéssel, hogy a 8 pont engedelmével (©, G)~( r , t) 
legyen, a 14. pont alapján csakugyan következik (84) a (84)°-ból. 

17. A t pillanatban r helyen egy materiális vagy elektromos 
pont sebessége t legyen a t időszámítás értelmében. Ha tehát 
dt időelemben dx a pont elemi elmozdulása, akkor i = dv : dt. 
A (32) vagy (66) differencziálásán pedig (dx, dt)~>(X, t). Ha tehát 

1 = ft (85)° 
/ " l - t 

teszszük, akkor dt : k = Inv. és következőleg 

(ftt, ft;) ~ (t, t), (85) 
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.a melyből pedig (70)x hasonlatára 

kx—k'i' = fc(l—nr)xro = k' (1+itr ' ) xro = kn+k'n, 
k 1 + n t ' 1 (85^ 

A (85) további következménye, hogy dt, : k invariáns voltánál 
fogva 

/ dkx . dlc\_t dkx .. dki \ r „ /or> 

Ebből pedig (73) értelmében 
(86). 

következik. 
18. Ha 

(®) ~ ( y ) . (86)0 

akkor (85) és (73) nyomán 

/í (t-33) ~ (r—33í)- (86) 
Bármely pontnak bármikori sebessége r0 és r, azt írván, 

bogy 

- L= = k 1 _ j. 
V l - i ' o ' (87)0 

9o — k0k (1 — r0r) ki—k0x0, 
az következik (85) és a 3. pont értelmében, hogy 

(9o. *9o) ~ (r> í). (87) 

következik pedig ez olyképen, hogy (68)°-ban 

A = 0 Í = A• = = K ' 0 I = ^ O . Í / I = K 

teszsziik. 
19. Ha egy materiális vagy elektromos continuum két vég-

telen közeli pontja P° és P ugyanazon t pillanatban r°, illető-
leg r helyen van, akkor t pillanatban a P°P vector D r ( = r — r ° ) 
transformatiója olyan mint r—rí transformatiója, odaértve, hogy 
a P pont sebessége r. 
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Ha ugyanis a P pont t pillanati r helyének t' pillanati xr 

hely felel meg a vesszős rendszerben és ha ezen rendszerben 
a P° pont a t' pillanatban r0 ' helyen van, akkor a Dx (==V—r°> 
távolsági vectornak a vesszős rendszerben megfelelő Dv' távol-
sági vector =r '—r 0 ' , t. i. mint a V időszámítás szerint egy-
idejű helyek távolsági vectora. Az r0 ' hely és t' idő r0 helynek 
és t0 időnek feleljen meg, mihez képest 

(r—r0, t—í0) ~ (r, t). 

Azonban r lévén a P pont sebessége : 

r—r 0 (=r—r°+r°-r 0 ) = Dr+(í—í0)t , 
tehát 

(Dr+(<—í0)r, í - í o ) ~ ( t , í). 

Ebből pedig (73) módjára 
(Dr) ~ ( r - i t ) (88) 

következik. 
20. Ha T valamely invariáns időt jelent és ha egy con-

tinuum P0 és P pontjának ugyanazon T pillanati helye ru, 
illetőleg r s a vesszős rendszerben r^, illetőleg r', akkor az 
X — X 0 = D X T távolsági vectornak a T időszámítás értelmében 
r' — ró = DX'T távolsági vector felel meg. 

Ezen T időszámítás T időpontjához, r0 helyen í0, r helyen 
í s a vesszős rendszerben r'0 helyen t0, x' helyen V tartozzék 
mint LoRENTz-féle idő. Ha P0 és P végtelen közel van egy-
máshoz és t differencziálható függvénye r és T-nek, akkor 

T 
t—t0 = DtT — Ü X T grad t, 

t'-t'0 = Dt'T = Dx'T grad' t', 

a hol a gradiensek képzésében í mint T és r függvénye, t' mint 
T és r ' függvénye szerepel. E szerint 

{ D X t , D X T grad I ) ~ (r, t) (89) 

az invariáns T időszámítás szerint való elemi vectoregyének 
transformatio-szabálya. 
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21. A t időszámítás szerint gondolt Dr elemi vectoregyén 
transformatióját az (r', V) rendszerbe (88) szabja meg, tehát (72} 
értelmében 

Dx'= Dv+{xoDx) • 
1—tor 

Innen a Dx componensei mellől való determináns = 

1 
x(l—TOt) ' 

tehát (85)j szerint = k:k'. Ha tehát az r hely környezetét 
alkotó egyéni elemi rész pontjai közös t pillanatban elfoglalt 
helyeikkel a DV térelemet töltik be és az elemi rész sebes-
sége t, akkor ezen pontok a vesszős rendszerben az x' hely 
körül a közös t' pillanatban a DV'=kDV:k' térelemet töltik 
be. Következőleg k'D V' — 

kD V = Inv. (90) 

Úgy róván ki pedig az elemi rész p sűrűségének a trans-
formatióját, hogy 

pDV = Inv. (91)0, 
legyen, (90)-ből folyólag 

-j- = Inv. (91) 

és azért (85), (85)s, (85)s szerint 

(px, p) ~ (r, t), (91), 
/ dkx dk\ I dkx . dkx\ , 
\p~W p~dt) = \P~W' pX~dx ) ~ ( r ' ( 9 1 ) -

(pkx) ~ ( r - t t ) . (91)3. 

Továbbá, ha csak 

(«) ~ {-] ), (92)0 

akkor (86) értelmében p(x-33)~(r-aSZ). - (92) 

22. Az invariáns T időszámítás szerint gondolt Dx? elemi 
vector-egyén transformatióját az (r', t') rendszerbe (89) szabja 
meg, tehát (66) értelmében 
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T 

BX'T = D X T + ((n — grad /) DxT) xit>. 

Innen a Dx? vector componensei mellől való determináns = 

l d T , -> r.\ dT X (1 —ni grad t)=x + «> grad 1) : • 

Azonban, mihelyt az r-nek és í-nek valamely invariáns scalaris 
függvénye a <p, ha csak deriválható függvényük, akkor 

( - g r a d (93) 

Ebből folyólyag (66) szerint 

x±l I dT \ ÖT IdT , , _A dT 
— r x \ - d f + n g r a d T) — a r 5 5 » t a r + " g r a d r ) dt i > 

a hol a szélső oldalon T mint t ' ós V függvénye van. 
Ha tehát az r hely környezetét alkotó elemi rész pontjai 

közös T pillanatban elfoglalt helyeikkel a DV? térelemet töltik 
be, akkor a vesszős rendszerben ezen pontok az r ' hely körül a 

S y 3 y 
közös T pillanatban elfogla-lt helyeikkel a D V'T — —j- D VT: -—-

öt dt 
térelemet töltik be. Következőleg 1) V j : = 

D V T : ~ = - ^ D V T = Inv., (94) 

odaértve, hogy t és T egymás növő függvényeinek tételezvék föl. 
Úgy róván peclig ki most az elemi rész pT sűrűségének a 

transformátióját, hogy 
pTDVT= Inv. (95)0 

legyen, 

pT • -Qj — Inv. (95) 

Ha (91)0 és (95)0 ugyanazon elemi részre vonatkozik, akkor 
egyező értelemben jelenthetik az elemi rész tömegét, t. i. in-
variáns tulajdonságuknál fogva. 

23. Figyelembe kell vennünk, hogy ha különböző együtt» 
lévő continuumokban (különbözően viselkedő elektromosságok, 
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k ü l ö n b ö z ő m a t e r i á l i s c o m p o n e n s e k c o n t i n u u m j a i k ö z ö s t é r b e n ) 

u g y a n a z o n r h e l y e n a k ü l ö n b ö z ő c o n t i n u u m o k e l e m i r é s z é i t 

u g y a n a z o n t p i l l a n a t b a n t e k i n t j ü k , a k k o r á l t a l á b a n k ü l ö n b ö z ő 

T p i l l a n a t o k t a r t o z n a k h o z z á j u k , m i n t p é l d á u l a MiNKOWSKi-féle 

e g y é n i i d ő ( E i g e n z e i t = r ) e s e t é b e n o l y a n k o r , a m i k o r a k ü l ö n b ö z ő 

c o n t i n u u m o k k ü l ö n b ö z ő e n m o z o g n a k . V i s z o n t u g y a n a z o n T p i l -

l a n a t n a k u g y a n a z o n r h e l y e n á l t a l á b a n a k ü l ö n b ö z ő c o n t i n u u m o k 

s z e r i n t k ü l ö n b ö z ő t p i l l a n a t o k f e l e l n e k m e g . 

H o g y h a a z o n b a n m i n d e n c o n t i n u u m h o z u g y a n a z o n f ü g g -

v é n y t r e n d e l j ü k v a l a m i m ó d o n a z i n v a r i á n s T i d ő m e g h a t á r o -

z á s á r a , a k k o r u g y a n a z o n r h e l y e n k ö z ö s t p i l l a n a t b a n v a l ó 

á l l a p o t a i k e g y s z e r s m i n d k ö z ö s T p i l l a n a t b a n v a l ó á l l a p o t a i k , 

í g y v a n e z p é l d á u l , h a a MiNKOwsKi-fé le e g y é n i i d ő g y a n á n t a 

i d ő t e g y e t e m l e g e s e n a z o n k i k ö t é s s e l h a s z n á l j u k , h o g y dx : dt a z 

r h e l y k ö r ü l t k ö z ö s p i l l a n a t b a n a g y a n a z o n t é r e l e m b e n f o g l a l t 

m a t e r i á l i s e l e m i r é s z e k t ö m e g c z e n t r u m á n a k a s e b e s s é g é t j e l e n t s e 

( t ö m e g e n MINKOWSKI-féle é r t e l e m b e n á l l a n d ó t ö m e g e t g o n d o l v a ) 

é s t° e z e n e l e m i r é s z e k t ö m e g c z e n t r u m á n a k a z = 0 p i l l a n a t i 

ui° s e b e s s é g é b ő l és r ° o r i g o i v e c t o r á b ó l k é p e z e t t r0tt)° s c a l a r i s -

s z o r z a t l e g y e n , ú g y h o g y 

H o g y p e d i g a r°n>° s p e c z i á l i s v á l a s z t á s m e g f e l e l a z o n k ö v e -

t e l é s n e k , h o g y r i n v a r i á n s i d ő l e g y e n , ez k i t ű n i k a b b ó l , h o g y 

(85) és (67) s z e r i n t 

m i n é l f o g v a a í n = v ° r o ° v o n a t k o z á s i n v a r i á n s . 

24 . E g y p o n t c o n t i n u u m b a n a P0 é s P v é g t e l e n k ö z e l i p o n t -

e g y é n e k e t e g y s z e r a t i d ő s z á m í t á s s z e r i n t , k ö z ö s t p i l l a n a t b a n , 

e g y s z e r a z i n v a r i á n s T i d ő s z á m í t á s s z e r i n t , k ö z ö s T p i l l a n a t -

b a n t e k i n t v e , a P01' v e c t o r e g y é n t a z e l s ő i d ő s z á m í t á s b a n Jh\ 

( 9 6 ) 
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a másodikban Dx? jelölte (19., 20.). Meg akarjuk most ösmerni 
•e két távolsági vectornak egymásba való transformatióját. 

A P pont t pillanat! r helye egyszersmind az ő T pillanati 
helye legyen. A P0 pont t pillanati helyét r°, T pillanati helyét 
r0 jelölje s ezen r0 helyen T-nek t0 feleljen meg; T mindig a 
T időszámítás szerint, í és < t0 pedig a t időszámítás szerint 
értetvén. Ezeknél fogva 

D X = r—r°, D X T = X - X 0 , t ° - r 0 = (t-t0)x, 

a hol t a P pont sebességét jelenti. Innen 

' D X T — D X = (t—t0) X . 

Minthogy az r helyhez t pillanat ós az r0 helyhez t0 pillanat 
tartozik a t időszámításban s mindkét helyhez T pillanat tar-
tozik a T időszámításban, 

T 
t—t0 — Dx? grad í, 

a hol a jobboldalon a t .mint r és T függvénye van. Követ-
kezőleg 

T 
DX = D X T — ( D r r grad í) t, 

PxT=Px+ -t. (97) 

1 — r grad t 

25. Ha az (r', t') rendszerben képezett rotatiót, divergentiát 
rot', div' jelöli, akkor 

r o t ' U - ^ W u + ^ 1 , (98) 
öt • at 

div' U — ^ f U d i v U + (99) dt ot 
ú gy h c ,gy 

rot ' U = rot x ( U - ( n U ) to} + n> div * [nU] + d * j™U] , (98), 

div' U = div { U + x (nU) w} + d x i ™ U ) (99), 

és a fordított kifejezések n> és n helyett — tt) és — n szerint. 
Továbbá 
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= - rot * [toU] + if div xll, (J 00) 
ol Öt 
dh dxh . ,.• , 
dl' = ~W + ( 0 ) 

és a fordított kifejezések ni helyett —ni szerint. 
26. Ha a <p scalaris invariáns deriválható függvénye r-nek 

és í-nek, vagy ha nem invariáns ugyan, de őt magát nem 
transformáljuk, hanem csak a deriválását transformáljuk, akkor 

-grad^> és dtp : dl úgy transformálódik mint r és t. Ezt 
általánosan 

( - grad <p, (r, t) (102) 

jelentse. Következik például, hogy ha az (r', t') rendszerben a 
gradienst grad' jelöli, akkor 

grad d> grad <p - ^ ^ = grad' 0 grad' <p - (102), 

•és ha 
(g, g) ~ (r, t), (103)0 

akkor 

g grad <p+g ̂  = 9' grad' tfi+g' • , (103) 

Ha továbbá 11 és u deriválható függvénye a helynek és idő-
nek és 

(8, g) ~ (u, u) ~ (r, l), 
(9 grad u x , 9 grad uv , 9 grad u*)ractor = 9 grad u, 

akkor (103)-ból folyólag 

(9 grad u +g , 9 grad 11 +g — j ~ (r, í). (104) 

27. Ha a p scalaris invariáns, vagy nem invariáns ugyan, 
de nem transformáljuk, akkor a p szerint való deriváltak úgy 
ti'ansformálódnak, mint a deriválandó függvények. Ha tehát 
9; ós g, deriválható függvénye a p-nek és vagy invariáns a p, 
vagy nem transformáljuk azt és 

(Öt > Sí) ~ (t, t), (105)o 
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akko rdgj : dp és dgl : dp is úgy transformálódik, mint r és t: 

Következik például, hogy ha 0, és deriválható függvénye 
g-nak: 

301_ _ l9i ^ f h = _ ML . (105) 

dp dq dp dq dp dq dp dq 1 

28. Ha Í)Í és </< deriválható függvénye a helynek és időnek 

x, y, z I 
y grad 0ip • grad g2p p v 

do,iP 

dt dt 1 

- ( g r a d 9t • 8 r a d 9i 

Ő01p \ 
dt' dt' ! 

dfli 
dt dt 1 

d9i 
dt' dt' I 

Kissé más alakban irva: 
X, y, z 

Y 1 ̂ 0 1 d9i_ 

p 
v dp dp dp 

x ' , y', z' 

Y 1 % d9i 
1 

v' 
\dp' dp' dp' 

d9i 
\ dt dt dt 

/ ^01 Hi d9i 
\ dt' dt' dt' 

Ha már most 
9i) ~ (SÍ- 9±) ~ (*> 0, (106)0 

akkor (105)j értelmében egyenlőségünk jobboldalában a deri-
válandó függvények helyett beírhatjuk a vesszős rendszerbe 
tartozó g\, 0' , függvényeket, tehát 
x, y, z 
V / ő0i d9i díh\ (Hí d<h 9f/A _ Tti_ nn fU  
(LJ\dp dp dp dp I \ dt dt dt dt I 1 ' 

29. Ha 9Í és U a hely és idő olyan deriválható függvénye, 
hogy (78) értelmében 
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(31, U) ~ ( r t t , t19), (107)0 
akkor 

(rot «R - , div It) — (r, t) (107) 

és következőleg 

(rot m - (div U)J = Inv. (107), 

30. Ha 9t15 Uj, 9L, Us a hely és idő deriválható függ-
vénye és 

(%, U,) ~ (%, lt.,) ~ (tj , , tM), 

( « , 5 - U . f - - . - U . A . u A ) s ® , V ő./; cte 1 (hj 1 dg 1 dz 1 dz /Tector 

^ ^ Ul = (lü8)o 

akkor 
(©, G) ~ (r, t). (108) 

31. Ha g és g olyan deriválható függvénye a helynek és 
időnek, hogy 

(9, g) ~ (r, t), (109)o 
akkor 

~ + div ii = Inv. (109) 
dt. 

3í2. Ha g, g, u, u a hely és idő deriválható függvénye és 

(g, g) ~ (u, u) ~ (r, t), (110)o 
akkor 

V P 

Kitűnik ez abból, hogy ha g grad u azt jelenti, a mit (104)o 

alatt, akkor (110) baloldalán a vector = 

^ div g + --V-) « + g grad u + g 
du 
dt 

és a scalaris = 
I T dfi\ 1 du { div g + -jj-) u + g grad u + g , 

tehát (109), (104) és ((>7), nyomán (110) csakugyan következik. 
X X I X 51 
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VIII. Az elektromos momentum s a mágneses momentum 
Lorentz-féle transformatiója azok kinematikai jelentményén. 

Most formásabban végezhetem ezt a transformatiót, mint 
előbbi közleményem V. czikkében. 

1. Az fi elektromos eltolódás az I. szakasz elején adott 
definitiója szerint oly vector, a mely egy test elem t pillanati 
r? helyéből egy végtelen közeli testelem t pillanati Xi helyébe 
nyúlik (abból, a melyből eltolódott, abba, a melybe eltolódott 
valamely p t sűrűségű elektromos quantumefem). Ha tehát az r< 
helyű testelem sebessége t>0, akkor (88) mintája szerint 

(ti-r?) = f t ~ ( T - V ) - (111) 

Ha továbbá az fi eltolódással eltolódott pt sűrűségű elektromos 
quantumelem sebessége a t pillanatban r,-, akkor ti=d(Xi—Xi): dt, 
a hol : dt az r° helyű testelem sebessége, tehát végtelen 
nagy pontossággal írható, hogy 

fi = t i - » 0 , (112)0 

tehát (92) értelmében 

pi ( í i -o 0 ) = (pi%) ~ (r — v0t). (112) 

2. í r juk most, hogy 
1
 = /, 1/1=%-°' 

(113) 
* (»0f<) f 0 = Gi • K (V<) = (Oo9î  = 9i. 

Piii+K ( » 0 p # i ) D0 = ai' K IVoP'ii) = (B , . a i ) = 0« • 

Akkor (76) értelmében (111) és (112) alapján 

gi) ~ (a,-, ad ~ (t, t). (113) 

De azon föltevésünkben, hogy a (11) alattiak végtelen kicsinyek, 

I>i{(öofi)fi+(t>0fi)fi} 
i 

végtelen kicsiny, tehát a és 9)i definitiója, ú. m. : 

V Piti, 1 = 1 2 pi + 2 pi [ W J -
t ! Í 
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így is í rha tó : 

$ = 2 (fiiSi—ffifiiii) + 1 2 (FFIFY—®Í0Í), t i 
^ = 2 [0iyOit(] + I 2 Íti9«]-

i i 
Azonban (ÍJ3), (91),, (79), (80) a lap ján : 

ÍWHiü) ~ ~ (r,2, í,2), 

tehát (81), szerint 
(Sß, S f ) ~ ( r M , í u ) ~ (114) 

a Sp elektromos momentum és a (MiNKOwsKi-fóle) 501 mágneses 
momentum transformatio-szabálya. 

3. Könnyű szerrel részletesen kimutatható most az is, 
hogy azon föltevésünkben, hogy a (11) alatt foglalt kifejezések 
végtelen kicsinyek, az (r', t') rendszerben hasonlóan képezett 

stb. (115) 

kifejezések szintén végtelen kicsinyek (tehát az elektromos áram-
lásnak az I. czikkben végzett tagolása az (r', t') rendszerben is 
érvényes). 

Ugyanis a (115), ú. m. szétbontva 

v i „ , dii ,, 
Pi -Sjr + pi-jTT> stb-

a (111) és (112) alapján (72) alkalmazásával = 

+ 

+ + stb. 

Másodrendű végtelen kicsinyeket mellőzve = 

Ezen összegek pedig a (11) alattiak végtelen kicsiségénél fogva 
végtelen kicsinyek. 

5 0 * 
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IX. Elektromosságok mozgása mozgó matériában. 

1. Elektromosságok mozgása nyugvó testben. Az (r\ l'} 
téridőrendszerben nyugvó izotrop testben számos elektromos és 
mágneses jelenség magyarázatát tartalmazza a 

egyenletrendszer, a melyben r ' helyen t' pillanatban egy elek-
tromos quantumelem tömöttsége (materiális sűrűsége) P'it elek-
tromos sűrűsége p\, sebessége rí, gyorsulása rí, eltolódása fí és 
az A'i, a'i, B'i, Cl, 6ó; együtthatók a materiális minőségnek és 
allapotnak (az utolsó ezen minőség és állapot egyenetlenségé-
nek) s ezeken kívül a p\ sűrűségeknek s az rí sebességek és 
í< eltolódások nagyságainak a függvényei. Valamivel általánosabb 
rendelkezések ezek mint a VI. czikkben lévők. 

A (116) alatti egyenletek együtthatóinak alkalmasan válasz-
tott függvényalakjai s az egyenletek alkalmas összekapcsolásai 
jut tatnak el számos jelenség leírásához az (r', t') rendszerben 
nyugvó izotrop tes tben; azután az egyenletek összekapcsolásai-
ból származó vonatkozások LoRENTz-féle transformatiójával elő-
kerülnek a mozgó matériába tartozó vonatkozások. Ezek meg-
állapítása járt útakon halad. Azonban most módunkban van 
magukon a (116) alatti egyenleteken hajtani végre a transfor-
matiót. Az eredménye pedig oly alakra vezethető, a mely bár-
miként mozgó matériában teljesíti a viszonosság (relativitás) 
törvényét. 

A matéria «elektromotoros erejének», ú. m. az (£ó; vectorok-
nak a transformatiójára természetesen külön hypothesisre szoru-
lunk. Ilyenül kínálkozik például, hogy (60;) ~ (fi)- Egyelőre azon-
.ban olyan testről legyen csak a szó, a melyben ©ó;=0 tehető.. 

Elve a következő jelölésekkel: 
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a (116) alatti egyenletrendszert (Só, = 0 esetéx-e) 

P'k'í'+A rot' ak'i'+Bx'+Cx' = /> '{6 '+[ í 'a3 ' J - ( t '© ' ) t '} (117) 

képviseli, a melyben az A, a, B, C együtthatók a materiális 
minőségnek és állapotnak, a //-féle sűrűségeknek és az r ' és 
g'-fóle vectorok nagyságainak a függvényei. 

2. A transformatio. Számítsuk át a vesszős mennyiségeket 
a VII. czikkből (91)3, (98),, (85),, (78)s, (91),, (82), (73), (66), 
(72) alatt rendelkezésünkön lévő formulák és (111) segítségével 
az (r, t) rendszerbe, a melyre nézve a test és egyszersmind az 
(r', í') rendszer »„ állandó sebességgel haladó mozgásban legyen. 
Jelölje az átszámítás után (117) baloldalát röviden f 6 , a jobb-
oldalát f j , ügy hogy az átszámítás után röviden f b = f j képviseli 
egyenletrendszerünket. Nyilvánvaló, hogy a fö = f;- egyenlettel 
sequivalens egyenlet a következő: 

u-ko(Vft)(í- //"[ v0) = tj-h(%tj)(i- k ^ , o0). 

k0 = 1 : / I ^ f . 

Részletesen írva pedig ezen egyenletet, azt kapjuk (117) trans-
formáltja gyanánt, hogy 

Pkx+A jrot a k0k ( t - o0) - ő a k « k ^ ] - _ t d i v akjc [to0]} + 

+ Bk0(i-v0)+C[x-K(v0x)(r—o0)} = p{(£+[r58]-(t6)t}, (118) 

(k0 = 1 : /1-01) 

s az A, a, B, C együtthatók bármelyikét jelölje (P, ba ennek 
az elektromosságoktól függését (t. i. a / /-féle sűrűségektől s 
az r'-féle sebességek és r'-féle eltolódások nagyságaitól való 
függését) a (117)-ben 

<I>=<p(p,k', r's) (119)0 

szemlélteti, akkor (91),, (85), ( III) , (66) és (72) szerint 

0=--<p(koP k0v0pi, kjc-k0v0kx, xl+kl(v0i)í). (119) 
3. Elektromosságok mozgása mozgó matériában a viszo-

nosság elvén. A viszonosság törvénye megengedi, hogy az (r, t) 
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rendszerben »„ sebesség szerint mozgó matériában (117)0 értel-
mében az A, a, B, C együtthatóknak (119) alatt gondolt függ-
vényalakjával a (118) által képviselt egyenleteket tekintsük az 
egyszerűbb elektromágneses jelenségek alapegyenleteinek, és pedig 
még akkor is, ha a matériában a t)0 sebesség hely és idő sze-
r int változó vector, de egyedül jellemzi a matéria mozgását. 
Ennek a kimutatása következik itt. 

Az A, a, B, C együtthatók az elektromágneses állapot in-
varians függvényei, mert a 0-ben (119) alatt kiírt argumen-
tumok invariánsok, és pedig az első a (91)t ós (67), a második 
a (85) és (67), a harmadik a (111) és (76), tanúsága szerint. 
A (118) egyéb tartalmát illetőleg vegyük figyelembe, hogy (118) 
baloldalának az első tagja (91)s szerint, a jobboldala pedig (78)3, 
(91)1( (82) és (73) szerint ~ ( r — i t ) . Ha tehát A, B, C szorzóját 
rendre «!, a3 , a3 jelöli a (118)-ban, akkor azt kívánja a viszo-
nosság törvénye, hogy 

(űj) ~ (a3) ~ (a8) ~ ( r — i t ) 

legyen. Sorjában ki fog tűnni most, hogy valóban így van. 
(ttj). Minthogy (85) szerint 

(aki, ak) ~ (ki, k) ~ (/r0ü0, k0) ~ (r, t), 

ennélfogva A szorzójában, c^-ban (79) ós (80) szerint 

(akji [n)0], ak0k (r—1>0)) ~ ( t i s , t]5). 

Következőleg (107) szerint 

(rot ak0k (r—1>0) - dak°^™<>] , div akjc [to0]) ~ (r, t), 

a miből már (73) nyomán (at) ~ (r—tí) látható. 
(a2). Abból, hogy (fc0t>0, /Í0) ~ (r, t), a (73) rendén egyenesen 

következik, hogy B szorzója, vagyis (ct2) ~ (r—it). 
(a,). A (111) és (76) értelmében 

(r+/c®(t)0r)V Ä o(V)) ~ (?> t)> 

tehát (73) következtében (a3) ~ (r —rí). 
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Ha a matéria «elektromotoros ereje» 6'0 nem hanyagolható 
el és fölteszszük, hogy 

(60) ~ (r-t>0t), (120)o 

akkor (118) jobboldalához a viszonosság elvén 

koP (1 - t ) 0 í ) [&0-kl (ü060) (t—1)0)} (120) 
j á ru l ~ ( r—rí ) . 

4. Mozgó matériában elektromosságok más mozgása a 
viszonosság elvén. H a azt a változtatást teszszük a (117) alat t i 
egyenleten, hogy a baloldalának első tagja helyett térfogategy-

/ dk'x' \ 
ségre számított inertiaerő gyanánt a MiNKOwsKi-félét I P ' — - j 

ír juk ós a jobb oldalának utolsó tagját, ú. m. — / / ( í ' 6 ' ) t ' el-
hagyjuk, azután az (r, t) rendszerbe t ransformálván az egyenletet, 
a bal- és jobboldalát azon művelet alá fogjuk, a melyet a követ-
kező kifejezés az a vectoron m u t a t : 

akkor a következő egyenletünk lesz: 

dki / i&—G . . \ D vki—k0v0 

+ c{t + -^kjn0)=p(<g+[m), (121) 
a melyben 

v =k0k(l-v0i), 
G = div ak0k [r»0], (12) )0 

m l i i , • x dakJc [tü0] © = rot akjc (r—o0) 0 0 • 

Akár A, akár B, akár C szorzóját jelölje (121)-ben áll, 
hogy (g, tg) ~ (r, t) és épen ez most a viszonosság föltótele, 

, mert (121) jobboldala és baloldalának első tagja így transfor-
málódik. Ezek felismerésére szolgáló képletek: (85), (67), (85).,. 
(68), (87), (75), (78),, (82), (111). 
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X Ponderomótoros erő. 

1. Pusztán rövidség kedvéért folyvást azon esetre szorít-
kozom, hogy a materiális rendszerek mozgását egyetlen sebes-
ség jellemzi mint a hely és idő függvénye. Még pedig egyelőre 
csak oly testet gondolok, a mely az (r', t') téridőrendszerbe» 
állandó nyugalomban van. 

Ezen test egy elemi részének a helyét r', a térfogatát 
<a f időszámítás értelmében a VII. 21. szerint) D V ' jelölje 
a í' pillanatban s a testelemben e pillanatban a valóságos elek-
tromos töltés sűrűsége p\v), a conductiós áramlásban lévő elek-
tromosságok sűrűsége P a ) , p ' m , . . . , sebessége ü'^, ü' ( í ) , . . . legyen. 
A testelembe tolódott dielektromos töltéseknek az eltolódása 
r , , t j , . . . , sűrűsége p\, /> ' , , . . . , sebessége ü't, t ) ' a , . . . legyen t' 
pillanatban. Mindezeknek az elektromosságoknak a testelemben 
foglalt elemi részei D V ' térfogatúak mint maga a testelem. 
Ellenben a testelemből eltolódott dielektromos töltéseknek a 
térfogata általában más ; e töltéseknek a sűrűsége, sebessége, 
térfogata: 

pt ' = grad' pl, 
vf = » í + t í g r a d t>í, (í=i, 2(...) (122) 

D V * ' = (1 +d iv ' Í I ) D V ' 

a t' pillanatban, a hol a középső kifejezés jobboldalán a második 
tag a (104)0 második sorában föltüntetett értelemben gondolandó. 
Az elektromos térerősséget ©', a mágneses gerjesztést 33' az r ' 
helyen jelölvén, az r' + fí-féle helyeken, (104)0 második sorának 
jelölésmódja szerint: 

6? = 6 ' + rí grad' 6 ' J g 

33f = 33' + rí grad' 33' 

az elektromos térerősség, illetőleg a mágneses gerjesztés. 
2. Abból indulok ki, hogy egy testelem ponderomótoros 

hatást az épen benne lévő valóságos töltés, a conductiós ára-
moknak épen benne lévő elemei és a belőle eltolódott dielek- # 

tromos töltések révén visel az elektromágneses tértől. E mellett 
izotrop testekre szorítkozva fölteszem, hogy ha egy nyugvó 
izotrop testben az elektromosságok mozgásának az egyenleteit 
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(milyenek a (116) alatt gondoltak) a MINKOWSKI-féle inertia-erőkre 
vonatkoztatjuk, akkor a matériához való viszonyuk megfelel 
NEWTON reactio-törvényének. Általánosan 

rtk'r' 

írván, MiNKowsKi-féle inertia-erő értelmében jelenti térfogat-
egységre számítva a matériának a mozgató hatását a p sűrűségű 
elektromosságon. Következőleg a NEWTON-féle lex tertia szerint, 
térfogategységre számítva 

avx' 
- S W ( E ' - H W ) - / ' ' - ^ -

az elektromágneses tér ponderomótoros hatása a p sűrűségű 
elektromosság révén. Azonban csak azt az eshetőséget tekinteni 
itt, hogy az elektromosságok inertia-ereje olv kicsiny, hogy 
figyelmen kívül maradhat. 

Abból indulok ki tehát, hogy az (r', t') rendszerben nyugvó 
testnek a, DV' térelemben lévő elemi része az elektromágneses 
tértől a 

piv&'D V'+2 p'{i) (6' + [»;„»']) DV'+ 
i 

+2pf (6* '+[»? ' m '])DVf' = O F ' (124) 
i 

ponderomótoros hatást viseli. Minthogy a test nyugalomban 
van az (r', t') rendszerben, közömbös, hogy közönséges mecha-
nikai értelemben vagy MiNKowsKi-fólében gondoljuk-e ezen erőt. 

Ha rí componenseit x\ , y\, z\ jelöli, akkor (122) és (128) 
rendén térfogategységre számítva 

=7>'«v,6' + S « ' f l ( 6 ' + [ » w » ' ] ) + 2 (« '+ [» :» ' ] ) + 
i i 

+ + -ír ZPÍ («'+[»;»'])# + 

«zen erő (i— 1, 2, . . . ) . 
3. Transformáljuk ezt most az (r. t) rendszerbe, a melyben 
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a testet és egyben az (r', t') rendszert Ü0(=IO) állandó sebes-
séggel lialadó mozgásban lévőnek gondoljuk. A jobboldalon a 
VII. czikkben található formulák és (1J1) segítségével végre-
haj tva az átalakítást és élve a következő jelölésekkel: 

Vi+K (v0ii) v0 = dVi, k* (i»0fi) = dtu k0=l: / l - t ) * , (126) 

P(v) ( 6 + [ O o » ] ) + 2 Pa) ( 6 + [ » < « » ] ) + 2 pi (®+[»#]) + 
i i 

+ ? / » < ( « + [ » « » ] ) ^ /» i (®+[ t> i»3) to í+ • + • = f. 

P(v) («0©} + 2 PU) (®W>®) + 2 pi (»l®) + i t 

+ Yí 2 >0i dti + d X i + • + •=/» (128> 

azt kapjuk, hogy az (r, í) rendszerben az elektromágneses tér-
ből a testelemre ható ponderomótoros erő térfogategységre szá-
mítva, közönséges mechanikai értelemben = 

5 1 = (129>-
K 

és a MiNKowsKi-fóle inertia-erő értelmében 

Ä0 = (t»of—f) »o ( 1 3 0 > 

föltéve, hogy az elektromosságok inertia-ereje nem tesz számot. 
4. Most kimutatom, hogy a viszonosság törvénye meg-

engedi, hogy még oly matériában is a (129) (illetőleg a 130) 
alatt gondolt vector lehessen, térfogategységre számítva, az elek-
tromágneses tér ponderomótoros hatása, a melyben az elemi 
részek t)0 sebessége hely és idő szerint változik, hacsak az 
elektromosságok inertia-ereje elhanyagolható. 

A (78)s, (91) t, (82) és (67)t tanúsága szerint látható, hogy ha 
(127) első sorát g és (128) első sorát g jelöli, akkor (g, g)~(r, t). 
A második sorokat (127 és 128 második sorát) illetőleg vegyük 
tekintetbe, hogy (126) értelmében (111) és (76) alapján (dti, dti) 
~ ( t , t). Ilyen lévén a (78)s-nak, (91)1-nek és (82)-nek a foglalata 
szerint ( p f e + p i [t>;33], t),6) is, (110) alól az következik, hogy 
ha (127) második sorát a és (128) második sorát a jelöli, nem-
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különben (a, a) ~ (r, t). Minthogy (g, g) ~ (a, a) ~ (r, t), ennél-
fogva (67)t nyomán 

( f , / ) ~ ( r , t). (131)0 

Ebből pedig (129)-re (73) alapján 

(k09.) ~ (r—o0í) (131),, 

és (130)-ra (85) és (68) alapján 

(R0> t ) 0 - f t 0 ) ~ ( r , í) (131),. 
következik. Amaz a közönséges mechanika értelmében, emez a 
MiNKOwsKi-féle mechanika értelmében valóban a viszonosság 
föltétele a LoRENTz-féle transformatión, mert a kétféle mechanika 
szerint térfogategységre számítva 

dv0 ...... dk0v0 

<°°-dr> l l l e t o l e g <°°-dr 

az inertia-erő, már pedig (91)s, illetőleg (19)2 a lapján 

Megjegyzendő, hogy a térelemek és következőleg a sűrűsé-
gek, tömöttségek is, itt mindig a t időszámítás szerint gon-
dolandók a VII. czikk 21. pont jának értelmében, úgy hogy egy 
testelem pontjai az (r, /) rendszerben a t időszámítás szerint 
egyidejű pontok, az (r', t') rendszerben a időszámítás szerint 
egyidejű pontok. 

5. Há t ra van még az f vector és f scalaris kifejezésének 
(127 ós 128) az I. czikk módjára kellő kifejtése. Az I. czikk 
értelmében, most használt jelöléseink fenntar tásával : 

2 = 2pi = pu\ = hUpi Cr»!?»] = a«, 

x . dViXi „ dvifji „ dViZi . . , „„ , 
Z ,p i d t > Pí Y J f ' - Pi végtelen kicsinyek, (132) t 

2 A»)»«) = 3. 2 />«> = °> = & 

a hol az elektromos m o m e n t u m ; p(l) a dielektromos töltések 
sűrűsége («látszatos» sűrűség); ö a dielektromos töltések á ram-
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lása ; 9JÍ a mágneses momentum (LoREN-rz-féle értelemben); $ 
a conductiós elektromos áramlás ; pv a «valóságos» sűrűség, 
illetőleg Sl a convectiós elektromos áramlás (t>0 lévén a matéria 
sebessége); mindez az r helyen t pil lanatban. A III. czikkből 
pedig 

= 3 3 - 2 J Í = 

SR+[<P»0]=®Í, = <p, 1 

a hol 6 az elektromos térerősség, ® az elektromos gerjesztés, 
58 a mágneses gerjesztés, ÍQ a mágneses térerősség (LoREN'rz-féle 
éi-telemben), 9JÍ a mágneses momentum MiNKowsKi-féle értelem-
ben és ^ a mágneses térerősség MiNKOwsKi-féle értelemben. 
Még a 

= y (13S), 

jelöléssel is élve, írjuk, hogy 

E = d i v { ( : ; ( « » „ + » « ] + 

im 
Xx = kl {(»$) Ö0X+6A+6A -

2 + 2 
X = kl { ( » $ ) © x + M ^ } Uo.v + (133). 
xz = ki {(t>0sp) $,+[$»]„) «0, + W + P « , 
X t EE kl { ( » - 3 3 , ® , , 

és (133)a-höz gondoljunk hasonló kifejezéseket Yx stb., Zx stb. 
számára az indexek megfelelő változtatásával. 

Az I. czikknek a módjá ra az következik (128)-ból és (127)-ből, 
hogy 

f—E, 
A V A V A V 

f » = dx + dy + dz + dt 
dYx + dYy + dYz + dYt 

dx + 
dy 

+ dz + dl 
dZx + dZu + dZz + dZt 

^ dx 1 dy 
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A VII. czikk némely képletének a segítségével ezeken a 
kifejezéseken is könnyű szerrel mutatható ki (131)0, a miből 
pedig a viszonosság követelményeinek megfelelően (131), és (132)s 

következik. 
A (130)-ban meghatározott vector (134)-nek (133), és 

(133)2 szerint való jelentményénél fogva különbözik a MINKOWSKI-

féle K-\-(wK) w vectortól, de előnyösen különbözik annyiban, 
hogy a dielektromos áramlások révén is tartalmaz pondero-
mótoros hatást. A MINKOWSKI-féle vector ugyanis az K 0 vector-
ból úgy kerül elő, hogy (133\ és (133)a alól a fc® szorzós tago-
kat és a tartalmúakat elhagyjuk. 

XI. A virtuális munka törvénye. 

A t á r g y a l á s a l a k j á n a k az e g y s z e r ű s í t é s e v é g e t t f ö l t e s z e m , 

h o g y a t e s t e k b e l s e j é b e n e g y e t l e n s e b e s s é g j e l l e m z i m i n t h e h ' 

ós i d ő f ü g g v é n y e a m a t é r i a m i n d e n l e h e t s é g e s m o z g á s á t , ú g y 

h o g y l e g f e l j e b b a k ü l ö n b ö z ő t e s t e k é r i n t k e z é s i r é t e g e i b e n j e l l e m z i 

k é t s e b e s s é g , a m e l y e k e g y i k e a z é r i n t k e z ő t e s t e k e g y i k é h e z , 

m á s i k a a z é r i n t k e z ő t e s t e k m á s i k á h o z t a r t o z i k . 

I . H a T a LoRENTz-fé le t r a n s f o r m a t i ó b a n i n v a r i á n s i d ő t 

j e l e n t , a k k o r egy t e s t e l e m T s z e r i n t v a l ó g y o r s u l á s á n a k a t r a n s -

f o r m a t i ó j á t m e g h a t á r o z z a 

dh dH 
dTa ' d (r, t), (135) 

MiNKowsKinál 

T = r = Í f - ' (k55 1 : * S 'dt)' (135)» t° 

a hol t° különböző testelemekhez általában különböző kezdeti 
idő ós t is különböző, ha a testelemek egyidejűségét r szerint 
gondoljuk. Jelölje (135)-ben r°, m0 a testelem kezdeti helyét, 
illetőleg sebességét. A végből, hogy t° legalább az origótól nem 
nagy , r° | távolokban közönségesen igen kicsiny legyen, í°=r°n)0 

teszem. Ezzel r invariáns volta nem csorbul meg (VII. 23.). Szerinte 
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t = ra°r° + fkdz, (k = j / 1 + { ^ f )• (136), 

Minthogy pedig 

dH dk 1 dx dh . dh — x 
dr2 ~ dz k dr dz2 dz2 ' 

ennélfogva (135) értelmében 

I dh . dh\ . ,, ,,„_. 
l " ^ ' ( 1 3 7 ) 

2. Másfelől, ha a testelemnek a dt időelemben valamely 
lehetséges elmozdulása dx, akkor a virtuális elmozdulását 

dx = dx -xdt (138) 

kifejezéssel definiálom. Minthogy 

(dx, dl) ^ (x, t), (138)0 

ennélfogva (73) szerint 

(dx) ~ ( r - i t ) . (138), 

3. A (137) és (138) következtében (77) szerint 

dh 
dz* dX = InV' (139) 

Ha pedig a testelem tömegét Dm (= Inv.) jelöli s a reá ható 
szabad erő StDm, akkor abban a föltevésben, hogy £ transfor-
matiója olyan, mint dh transformatiója, azaz, hogy 

(it, tft) ~ (f, t), (140)o 

a (139) módjára ugyancsak 

JWr = Inv. (140) 

Már most egy materiális rendszerben az S összegelést egy 
test elemi részeire s a V összegelést a különböző testekre 
vonatkoztatva 

/ { S S (• j } - • D M \ ( 1 4 1 ) 
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kínálkozik (a közönséges mechanika útmutatása szerint) a vir-
tuális munka törvénye gyanánt, azzal a hozzáadással, hogy az 
<S és 2 összegelésben minden tag ugyanazon r pillanatban gon-
dolandó. E mellett a virtuális kényszer oly tág értelemben gon-
dolandó, hogy a súrlódási kényszert is magában foglalja. 

4. A következendőkben mindig az oly dt (—kör) időelemek-
ben lehetséges Őr elemi elmozdulásokat hasonlítom össze, a 
mely dt időelemek rendén 

k {dt—xdx) — dr. (142) 

Ez az összehasonlítás lehetséges, mert (142) baloldala invariáns 
(mint dr) (85), (138)0, (67) és egyezésben van a dl=kdr vonat-
kozással, mert 

k {dt—xdx) = = dz. (143) 
k 

Azt írván pedig, bogy 

dl-dt = dt, 

a (142)-ből és (143)-ból 

dt = í (őr—dr) = t {dx—idt+x {dt—dt)}, 

tehát (138)-at is figyelembe véve : 

dt = dt—dt = kl(xd r). (144) 
Másfelől, (138)-ból 

őx = dx—dx—x {dt—dt) 
lévén: 

dx = dx—xdt = dx—dx—(t (őr—dr)) t, ^ 
őr—dr = öx+k*{xőx) r. 

5. Midőn a virtuális kényszerek kifejezéseiben (egyenletek, 
-egyenlőtlenségek a virtuális elmozdulások között) a virtuális 
elmozdulások componenseinek deriváltjai fordulnak elő, akkor 
azon kifejezések multiplicatoros összefoglalása után partiális 
időbeli és térbeli integratiókat kell végezni. E végből figyelembe 
veendő, hogy a virtuális munka egyenletében (141)-ben meg-
határozásunk rendén a materiális pontok helyeinek egyidejűsége 
.a r időszámítás szerint való. Ennélfogva a kényszerkifejezések-
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ben is a r szerint számítandó az egyidejűség és a VII. szakasz 
22. pontjának értelmében térelem gyanánt D VT használandó. 

A következendők a relativitás elvén a legegyszerűbb kény-
szerek definitióját tartalmazzák, ú. m. a merevség, surlódástalan 
izotrop folyékonyság, surlódástalan izotrop rugalmasság, sur-
lódástalan érintkezés kényszerének a definitióját. 

XII. Merev test. 

1. Merevnek mondok egy testet, ha van olyan téridőrend-
szer (f, l), a melyben a r időszámítás szerint a közönséges 
mechanika órtelmébeu való merev test az, úgy hogy ha a test 
két pontja r pillanatban f i ; f 2 helyen van, akkor 

( í j—r j 2 változhatatlan. (146) 

Mindjárt ki fog tűnni, hogy ez a meghatározás egyezésben 
van a viszonosság törvényével. Ha ugyanis olyan az (r, t) tór-
időrendszer, hogy benne az (r, í) teridőrendszer a r időszámítás 
értelmében 

-77==-i=*o«>o ( 1 « ) 
VI-ml 

állandó sebességgel haladó mozgásban van és az origója t=0 
pillanatban egybeesett az (r, í) rendszer origójával, akkor (136), 
és (66) szerint 

v = x-(n0x-t)X0m0, I _ x0vo0 \ 
l = *0(t-TO0r). * o + l I 

Ezek elsejéből 

?ä—vt = r a — r t — ( n 9 r ä — Í . + / , ) *0n>0. (149V 

A z o n b a n ( r 2 r i ; í a — ~ (r, í), t e h á t (149) j o b b o l d a l á n a k a n é g y -
ze te (71)-ből l á t h a t ó a n i n v a r i á n s a LoRENTz-féle t r a n s f o r m a t i ó b u n : 

{t2—r, —(n0r,—n0x1—t1+í t) *0TO0}2 = Inv. (150) 

Az a követelés tehát, hogy (150) az (r, t) rendszerben változ-
hatatlan legyen, a viszonosság törvényével összefér. Ha pedig 
az előforduló sebességek (a melyek mindig a fénysebességhez. 
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viszonyítvák) kicsinyek, akkor (136)a-ből folyólag a (149) másod-
rendű kicsinyben különbözik r9—r, négyzetétől, teliát a merev-
ségnek (150)-höz fűződő definitiója másodrendű kicsinynyel tér 
el a közönséges mechanika definitiójától. 

2. Ha dt2 időelemben az r2 pont lehetséges elmozdulása 
(142) értelmében 'h\2 és dt t időelemben az r , pont lehetséges 
elmozdulása (142) értelmében őr,, akkor a dr időelemre szóló 
differencziálással, (150) változhatatlanságánál fogva 

{ r , - r 1 - ( n 0 r , - n 0 r 1 - í 1 + í 1 ) *0n>0} 
{dr s-őr,—(n0őra—n0dr,—dt t+dtj x0m0}=0. 

Származásánál fogva ennek a baloldala is invariáns a LOBENTZ-

féle transformatióban, de (71)-ből is látható, hogy invariáns. 
A (149) alapján rövidebben írva: 

( r s - f 1 ) ( ő r í - ő f 1 ) = 0. (151), 

Ezen egyenlet paramétrumos megoldása pedig 

di = őa+[?őű], (151)s 

a hol da és dü csupán a r időtől függő parametrumok, külön-
ben a test belsejében tetszésszerinti vectorok, és ha szabad a 
test, akkor a határán is. Hogy a r idő függvényei gyanánt 
jelentkeznek, az szükségképen következik abból, hogy már (146)-
ban a test pontjainak a helyei a t időszámítás értelmében 
egyidejűek. 

Azonban (148i-ból 

dr—(tt0é»r) iu0 = dx—xo0dt, 

()ü+(nQ(hi) x0ro0" [rőfi] - (n0 [rdü]) u>0 = (r - lx0w0) 
*o 

Ha tehát azt írjuk, hogy 

da—(n0da) iu0 = da, 

áű+(tt0őü) x0iu0 = x0du, 

akkor (151)» kifejtett alakja gyanánt ezt kapjuk: 

dt—m0dt = da+[{x—lx0m0) du], (152) 
X X I X 52 
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a hol (148) és (136)s, illetőleg (142) értelmében: 
X 

l— x0(í—n>0r) = x0( |7«/r+ro°r°—tu0r) (=Inv.). 
ó ' (152), 

dt = (idx) + • 

3. Minthogy (73) szerint (dv—m0dt) ~ (r — m0t) és a I ki-
fejezése (85) meg (67) szerint invariáns, (73) és (67), szerint 

(v—tx0m0, t—tx0) = (v-ix0m0, io0(r—h0vo0)) ~ (r, t). 

Ebből és abból, hogy (Őr—nt0őí) ~ (r — ui0í), könnyen megálla-
pítható már a (152) alatt da és dw transformatiója. Még pedig 
az következik, hogy 

(őa) ~ (r—n>0<), (x0d\\, x0m0du) ~ (r, t). "(152)s 

4. A tényleges mozgásra az következik (152) alól, hogy 

dv—m0dt=(v—m0)dt={^ — k\v0 ) dT=da+[v—lx0w0)du], (153) 

a hol a da ós du vectorok a r időtől függő paramétrumok. 
A virtuális elmozdulásokra pedig (152) és (153) különb-

ségén (144) és (145) alkalmazásával azt kapjuk, hogy ha 

da—da = da, du—du — du 
írjuk, akkor 

dv + - km0) = da+[(v-lx0m0)du], (154) 

a hol a <ia és du vectorok r függvényei. Minthogy pedig (153)-ban 
a da és du szükségképen úgy transformálódik, mint (152)-ben 
a da és du, vagyis (152)s módjára transformálódik, ennélfogva 
da—da és du—du, azaz da és du szintén úgy transformálódik, 
mert a (152)s lineáris homogén transformatiókat jelent. 

XIII. Eszményi folyós test. 

Minthogy 

(dv, dt) <-> (r, t), 

következőleg (109) nyomán 
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~ (dt) + div (dx) = Inv. (153) 

Fölteszem, hogy a (142) alatt -

k{dt — xdx) = dz (154) 

rendén gondolandó dz időelemben mint a helytől független idő-
elemben minden olyan kizavarások lehetségesek a testben, hogy 
a (153) alatt írt invariáns, ú. m. : 

! -! (dt) — r grad (dl) + div (dx) (155) 
k dz 

azzal, hogy dt dt, dx=dx teszszük, nem változik meg. ír juk 
fel a tényleges mozgásra is, azután vonjuk ki (155)-ből a tény-
leges mozgásra szóló kifejezést. A (144) és (115) alkalmazásával 
azt kapjuk, hogy 

+ & (xöx) div r + d i v dx = 0. (156) 
káz 

Eszményi folyós testen olyan testet értek, a melynek a bel-
seje alávethető a (156)-tól megengedett virtuális kizavarásoknak. 

XIV. Eszményi rugalmas test . 

1. Ugyanazon r egyéni időben tekintve egy «rugalmas» 
test elemi részeit is, (136)„ alól 

r 
t = r°TO° + jkdz. 

Másfelől képzeljünk egy merev pontrendszert (XII. értelmében), 
a melyet a rugalmas test törzsének nevezzünk és ennek az 
összes pontjait szintén a z pillanatban tekintve, egy pontjának 
a helye xm legyen a megfelelő tm pillanatban, úgy hog\r 

r 

'm = tmlöm + j kmdz. 
0 

A rugalmas test egy pontjának a helyét r jelentvén, írjuk, hogy 

r = t m + r . (157) 
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Fölteszem, hogy minden r-hez tartozik olyan r m , hogy 

r° = C , m° = n 4 (157), 
* 

és hogy í, valamint dx: dr is végtelen kicsiny. 
A (157) rnél fogva 

T 

í— tm = J (k—km) dr. 
o 

Ámde 

, , _ /£a—Am _ a dxm dx _ dtOT dx 
h Km~ k+km dr dr m ~ dtm dz' 

Arra az esetre szorítkozom, hogy a merev törzs csak haladó' 
mozgást végezhet az (r, í) téridőrendszerben, és pedig csak 
állandó sebességgel valót végezhet valamely kényszerviszonyok 
következtében, mihez képest 

dx m , fJt -rjx 
-TT— = TO0 = const. (lo7)a  (I'm 

és más nem is lehet. E szerint és az előbbi meghatározás szerint 

t—tm = U)0í. (157)s: 

Ebből kifej lik r transformatiója: minthogy (rm , íTO)~( t, t), akkor 
(r—xm , t.—tm) ~ (r, t), tehát 

(r, TO0Í) - (r, í). (158) 

A mi r lehetséges elemi megváltozásának, őr-nek a trans-
formatióját illeti, kitűnik (158)-ból, hogy ugyancsak 

(őr, tö0őr) ~ (r, t). (159) 

De őr kifejezhető úgy is, mint r virtuális megváltozásának,, 
ái'-nek a vonalas homogén függvénye. Ugyanis 

dí = dv-dxm = (dx-idt)+(xdt—dxm). 

Azonban a merev törzsben Óxm csak =dxm—w0dt lehet, tehát 

őr = (őr—xdt)+n)0 (őí—dt)+főt . 
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A (144) és (145) alkalmazásával és másodrendű végtelen kicsinyek 
•elh anyagolásával 

dx = dx+k* OVr) TO0, (k0= 1 : yi -TO«) 
ŐX = dx — (TO0Őf)m0. 

(160) 

Ha pedig 

r — ( t o 0 í ) to0 = f ( 1 6 1 ) 

írjuk, akkor (158)-ból folyólag (73) szerint 

(r) ~ (r—ro0í), (162) 

•valamint (160) nyomán (161) és (162) rendén 

(ír) - (őf-(ro0őr) ro0) ~ (r—ro0í), (163) 
.a mi különben (138)-ból is következik a miatt, bogy t—TO0=r 
a föltevés szerint végtelen kicsiny. Vegyük még figyelembe, hogy 
<(162)-ből, illetőleg (163)-ból (85) és (83) értelmében 

(K [TO0Í], k0x) ~ (k0 [uyJr], k0őx) ~ (r12, íls) (164) 
következik. 

2. Ezek előrebocsátása után vegyük számba, hogy (164) és 
>(107) meg (80) folytán 

(rot k0x - dkol™J , div k0 [rroj) ~ (r , í), 

tehát (67) szerint 

1\ = (rot k0x - — ^ p ^ L ) ' - (div k0 [rro0])s = Inv. (165), 

Másfelől (158) és (106), illetőleg (109) értelmében 

- { ( * ) • - m i - < - > . 

' ' 3 í ^ f r + a « ) . 
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Olyan kényszert rovok ki a test belső pontjaira, bogy 
invariáns H és K constansok szerint a test belsejében 

oo 
| {&' ( f f l j — 2 D /2 -j- KIh) Dm} dz = const, 

— 00 

legyen, azaz minden lehetséges í-hez ugyanaz legyen az értéke. 
Akkor 

J' {S ( / « / , - 2 Hdla_+Kdls) Dm} dz = 0 (166) 
— co 

oly módon határozza meg az ideális rugalmas test kényszerét, 
hogy, ha csak igen kis sebességek fordulnak elő (t, i. a fény-
sebességhez mérten), akkor másodrendű kis eltérésékkel a közön-
séges mechanika klasszikus rugalmassági egyenletei kerülnek 
elő (166) alapján, illetőleg (160) segítségével (166) mint vir-
tuális kényszer alapján. 

XV. Érintkezési kényszer. 

1. Két test érintkezési rétegében a z invariáns időszámítás 
szerint egyidejű pontokkal gondolt materiális fölületen 0 pont-
ból két szomszédos pontba nyúló materiális elemi vectorok 
legyenek Dr, és Dr n s az 0 ponthoz z pillanatban a t idő-
számítás szerint t pillanat tartozzék. A Dr, és Dr n vector tan-
gentiális irányú. Azt írván pedig a VII. czikk 20. pontjának 
értelmében, hogy 

Dr, grad t = Dtz, Dr„ grad t, = Dtu, (167) 

a két elemi vector transformatióját (89) módjára 

(Dr,, Dt,) ~ (Dr„, Dtu) ~ (r, t) (168) 

határozza meg. Következőleg (79) és (80) alapján 

([Dr.jDr,], Dí IDr, I-Dí I IDr,) ~ (t,2, r,2). (169) 

Ha továbbá az 0 pontnak mint az egyik testhez tartozó-
nak a sebessége í , és mint a másikhoz tartozónak r„ a sebes-
sége a t időszámítás szerint és 
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1 : / l - t » = kít l : / l - t * = ft,, (170) 

akkor a r közös időszámítás szerint k1x1 és ft,i, jelenti az 0 
helyen a sebességeket. A virtuális elmozdulásokat pedig 0 helyen 
az egyik testben ői1 a másikban or2 jelentvén, (138), (85), (83), 
(80) és (81) alapján 

(ft,<ír,—ft^r,, ft, [r,ár,]—ft, [r,ár,]) ~ (t12, r„). (171) 

2. Azt követelvén már most, hogy 

[DrI(Dr,] (k2dvs-k,őr,) -
- (Dt^Dx^-Dt^Dx,) (ft, [ U r J - f t , [t,<?r,]) ^ 0 (172) 

l e g y e n , e z e n e g y e n l ő t l e n s é g b a l o l d a l a (169), (171) és (81) é r t e l -

m é b e n i n v a r i á n s a LoRENTz-fé le t r a n s f o r m a t i ó b a n . 

Abban a föltevésben tehát, hogy a két érintkező test nem 
hatolhat egymásba, de nem is súrlódik, és azon rendelkezéssel, 
hogy a normális irányú (7Jrn-DrJ vector az 1 indexes testből 
a 2 indexesbe mutasson, ezen egyenlőtlenség a viszonosság tör-
vényével egyezően tekinthető az érintkezés virtuális kényszeré-
nek. Ha pedig az 1 indexes test merev és virtuálisan nem moz-
dítható (úgy hogy reá alkalmazván a (154)-et, (Ja=0, í u = 0), 
akkor a másik test vele való érintkezésének a virtuális kény-
szerét a viszonosság törvényével megférően 

[DxJJx,] - (Dl, Dxn — DtJJx,) ft„ [t,or,] >: 0 (173) 

fejezi ki. 
Átosztván egyenlőtlenségeinket a (81) szerint invariáns 

[Dx^Dx^-iDtfix^-D^Dx^ 

scaláris pozitív négyzetgyökével, baloldalaik invariánsok marad-
nak és együtthatóik véges nagygyá válnak. 

(A M. T. Akadémia I I I . osztályának 1910 nov. 14.-én tar to t t üléséből.) 


	FARKAS GYULA: Alapvetés az elektromosság és mágnesség folytonossági elméletéhez��������������������������������������������������������������������������������������
	NAGY LÁSZLÓ: A bélcsatorna szöveti fejlődése, különös tekintettel a felszín és a mirigyek alakulására������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Oldalszámok������������������
	771����������
	772����������
	773����������
	774����������
	775����������
	776����������
	777����������
	778����������
	779����������
	780����������
	781����������
	782����������
	783����������
	784����������
	785����������
	786����������
	787����������
	788����������
	789����������
	790����������
	791����������
	792����������
	793����������
	794����������
	795����������
	796����������
	797����������
	798����������
	799����������
	800����������
	801����������
	802����������
	803����������
	804����������
	805����������
	806����������
	807����������
	808����������
	809����������


