EINSTEIN-FELE GRAVITATIO REGI ELMELETBOL.

FARKAS GYULA 1. tagtol.

Régl elméleten itt a speczialis relativitis elméletét értem, a
melyb6l egy eredete szerint még régibb elv, az inertia-erdk virtualis
munkajinak az elve alapjan az egytestproblemat szandékozom ki-
fejteni.

Ebbdl az elvbdl indulva, a négy méretli siktérben egy pont-
nak egy haromméret(l forgasfeliiletre utalt kényszermozgasa olyan
alakban allithaté el6 és azutan a forgasfelilletnek egyszert phee-
nomenologiai foltevéssel olyan alak tulajdonithato, Lhogy az eld-
keriilt geodeesiai mozgasnak a mi mindenkori harommeéretii em-
pirikus tertinkbe tartozé komponense épen az Emnsriin-féle gravi-
tationak felel meg. Az erre alkalmas speczialis felilletek seregével
megadott kényszer definidlja a négyméreti térben a physikai tér-
allapotot.

1. Jeldlések. Egy pont négy derékszogl koordinatajat x, y, z, s
Jjeldlje a négyméretli siktérben. Ezek soraban a harom elsé jelentse
a pontnak a mi mindenkori hdrommeéretli empirikus teriinkben
1év6 koordinatdit. Az x, y, z komponensii vektort réviden w-vel
jeloljik : w = (x, ¥, 2), ennek a nagysagat pedig r-rel: abs w = r.
A mi empirikus «, 1, z-teriink egvméretdi normalisdn imaginarius
id6koordinatat jelentsen s, tehat s;8; < 0, minélfogva a LorrNTz-
transformatidéban

Willj~+ 8i8j = areti+Yiti+ 2igi+ 8:8; = inv.

Tekintsilk #n szamt tomegpont fiiggetlen rendszerét az
Myy. .., My invarians és  allando («nyugalmi») tomegekkel a
Wy, Sy}evv} Way Sp valtoztathato helyeken. A (i), 8;).-- (Wn, Sp)

" négyes vektorokat egy és ugyanannak a # skaldrisnak, mint in-
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varians valos idéparaméternek a fiiggvényeként szamitsuk. Minderr —
a 0 paramétertdl fiiggd mennyiségnek a 6 szerint képezett totalis
derivaltjait jeloljik a mennyiség folé irt pontokkal, példdul az
(m;) tomegpontnak a «sebességétr» és «gyorsuldsat» a # idépara-
méter értelmében (w;s)), illetbleg (w;, $;) alakban irjuk:

d 2

7/7 (wi: S,') = (ww *5L)5 16° (wn )= (wu Sl):

- és irjuk a w; nagysagara, ri-re vonatkozdan

dﬁ . wﬂbi ] 9 a2 @ a
=f=—", (iz=wi=al+yi+20);
dé 7
d2r; — dowapy  webiA-wd 1205 P Wit - wt — 717
der — T8 7 p2 7t 75

2. Az inertia-erdk virtudlis munkdjdnak elve a négymeéreti
stktérben tomegpontok fiiggetlen rendszerérdl azt allitja, hogy a.
négyes tengelyrendszernek és a (w,, s,) stb. négyes vektorok &
parameéterének a megvalasztésa lehet olyszerd, hogy a —m, (i,, $,)
stb. négyes inertia-eréknek mindig minden virtudlis munkdja el-
tiinik :

k13
3 (0w +8ids) = 0,
1

a hol (dw,, ds,) stb. képviselik a kozds 6 kozos ([ megvaltozdsahoz
az Osszes virtualis elmozdulasokat (a melyeken a lehetséges és a
tényleges elemi elmozdulasok kiilonbségei értenddk).

Ezentul két tomegpont figgetlen rendszerére szoritkozunk,
még pedig azzal a kikotéssel, hogy az egyiknek a tomege igen nagy
legyen a masiknak a tomegéhez képest, m, igen nagy az m,-hoz
képest, igy hogy m, az m, mellett ne tegyen szdmot. Ielfesz-
szlik, hogy ez esetben eqy oly néqyes lengelyrendszerben, amely-
ben az (m,) tomegpont dliando négyes sebességgel mozoy, igen
pontosan dll a két pont rendszerére elvi egyenletink : -

My (0,0w,+$,0s,) + m, (6,0w,+§,0s,) = 0.

A physikai térdllapot hatdsa az (m,) tomegpontra abbdl
dlljon igen pontosan, hogy ennek a mozgdsa eqy hdromméreti
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forydsfeliletre van utalva, olyanra, a melynek a tengelye az (m,)
timegpont pdlyavonala. Utébbin legyven az origo.

Ezek szerint a tengelyrendszer megvalasztdsara a kovetkezd
invarians kiveteléslink van (t. 1. invarians a Lorentz-transforma-
tidban):

(5 §,) = const.

Van tovabba az invarians
. o S o mem 2 2
w88, = o (Wi+s;)

kényszeregyenletiink valamely invarians alaku ¢ fiiggvény szerint,
az (m,) tomegpont mozgdsara.

Egysrertisitésiil az s-ek tengelyét az (m,) tomegpont palya-
vonalaba helyeztiik logyen, tehat

w, =0, §, = const; . (1)
a kettes indexet pedig mell§zziik :
My =M, Wy =W, S,=S8.
Most kényszeregyenletiink ebbe rudukalodik :
5,8 = @ (W? + %,

minélfogva s a «w nagysaganak »-nek a flggvényeként teszi a -
kényszerfeltételt :

s=¢(r). (2)
Elvi egyenletiink ezekben az alakokban jelentkezik méar most:
s ey s . s ., WO
wWow+sds = wWow+¢P'dr = wow-+g¢ — =

, , ,
= <'11'~ 4 ¢¢L;f) o =0, (¢' = %)

Minthogy di szabadon adhatd, innen a

W+ - =0 3)

mozgasegyenletiink van,
3. A 8 iddparaméter mint az (m) tomegpont Minkowski-féle

eqyéni iddjelzdje. A (3) elétt irt elvi egyenlet a tényleges elemi el-
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mozduldsokra alkalmazva : @ +3ds = 0, tehat w* + §? = const.
Ezt az dllanddt eqyszersinindenkorra mnegativnak tegyik meg
(ami médunkban &ll, mert §* < 0). Ezaltal speczidlisan MiNkowsk1
masodik «axiomaja» teljesiil. Minthogy pedig elvi egyenletiink
k6 paraméterrel is érvényes, ha § paraméterrel érvényes és ha
k allandé, ennélfogva § megvélaszthaté ugy, hogy ama negativ
integratios allandonk a negativ egység legyen, tehat hogy legyen :

WS =wt =1 4)

A (3) mozgasegyenlet részletes kifejtése végett felhasznaljuk
ezt az egyenletet, de felhasznaljuk a (3) tobbi els6 integraljat is. Az
utébbiakat a (3)-nak «w vektorral vald vektori szorzata szolgaltatja,
vagyls a [#] = 0 egyenlet,“amelyb6l valamely a allandé harom
komponensi vektor szerint [irw! = a. Ezt négyzeteléssel alkal-
mazzuk : o

o] = e — () = (62— 12 = a% (5) R

I két egyenlethsl ugyanis a teriileti sebesség és r hanyadoséra meg

az 7-ra )

a\® - o

3= () .
b o a2 [ @ .2 r (6) .
g, e e R o :
.«:\;{ BT ! T :

- ch e . WP . i
kifejezéseink vannak, mint r fliggvényeire. 1

&. A mozgdseqienlet Lifejtése. A (3) alatt eléforduld ¢ derival-
tat 1épésrol-lépésre ezekben az alakokban kapjulk:

y_»{s!f g 7+/'__L_ )R g (Nw+u__yf,.,)

il

a8 r 7 r2
” ”+ /’Mi. .
g ‘

¥ szerint a (3) aldl a & gyorsulas kifejezése ezt az alakot 6lti:

L e T e A L

w=—\d 7 9) —_—
r 7

Hogy innen a jobboldalon 1év§ /@ skaldris szorzatot eliminalhas-

suk, szorozzuk at skaldris mdédon a /o vektorral :

1095 425 —7? ) ;

" b

Wi = — (¢'¢”’1"2+ ¢
.
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tehat
11)2_ ".2
. ' / u'-_g 5'2
i e N
r o 1+¢

Beirva ezt & kifejezésébe :

(e .
w= (1+¢'2 +1y—¢: 7 r

Vezessik be ide (6) alol 72 és w®—7* kifejezését és kapjuk:

| ‘Jb?’” +a_2( ' B r'd” \)}ﬂ (7)
| (L+¢™? ‘ 1‘*&/2,/ (14¢™)* r

5. Phaenomenologiai foltevés a térdllapot szorosabl mey-
hatdrozdsdra. Egyezés az Eixstein-féle gravitaticval. Azzal a
feltevéssel legyen megszoritva ¢-nek (tehadt egyben s-nek) az r-#4l
vald faggése, hogqy a gyorsulds (7) alatti Lifejezésében az a terii-
leti sebességtdl figgetlen dsszetevd a NEwron-féle gyorsulds.

Ez a feltevés nyilvanképpen igen pontosan teljesiil, ha tessziik

W =—

_ s!)rs[)ll A‘[

WheF
a hol M az i, (nagyobb) tomegnek a gravitatiés allandoval valo

szorzata. Azonban Aaltalanosabban is teljesithet§ a feltevésiink,
nevezetesen ugy is, hogy azzal a kikotéssel tesszitk

~¢¢” M Q
Tt = 0 ®

hogy az [ figgvény essék ki a gyorsulds (7) alatt irt kifejezésé-
bél. Ezt a meghatdrozdst quadratura ala vetvén, de az integratios
allandot félegység hijan az f fiiggvénybe szamitvan :

1 _JI )
[ + 21 (r) + (8,

tehat egyszersmind

g M

FET — 2f (). (8)
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A (7)-ben tortént helyettesitésekkel és erre az f-et tartalmazo rész-
nek 0O-sal egyenlitése utan, a kovetkezd alakban nyerjil a %
gqyorswldst:

o =— (1+ 3“-) )
r?
Az f-re haramlé egyenlet pedig igy irhaté :

a*y .,
(1+ S rm=2% 1o,
a melybdl

h = const
a2

L+ -

[ = 10y

KinstEIN a Merkur-bolygé perihelinm-mozgasat magyardzéd
emlékezetes kozleményében e bolygd gyorsuldsara (egy nyomtatasi
hiba nélkiil véve) a kovetkez$ kifejezésekhez jutott:

Py _ 00 . B’)
ds? — dx,’ T e\ T E )

a hol s az idéparaméter, o a Nap témegével meghatarozott allando,
B a teriileti sebesség nagysaga ésv=1, 2, 3.* Ha ezekben x,, x,, iy
helyett @, y, z; s helyett 8; a helyett M; B* helyett a® iratik, ak-
kor a tartalmuk pontosan egyezik a (9) alatt elgallitott mozgas-
egyenlettel.

6. Potldsok. a) Az energia-eqyenletril. Ha a (6) alatt 16v6 ma-
sodik egyenlethe beirjuk (8,) alol ¢ értékét, akkor azt kapjuk, hogy

P ) (o)

Innen /-nek (10) alatt taldlhaté értékével
oM

r

2
rT=

2 2
S By an

r

o+

! ErnsterN: «Erklirung der Perihelbewegung des Merkur aus der
allgemeinen Relativititstheorie» Sitzungsber. d. Preuss. Akad. d. Wissensch.
1915. IT. 837. 1.
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«energia-egvenletre» tesziink szert.' Ebben, mint (9) egyik elsé in-
tegraljaban, — (2h+1) képviseli az integratios dllanddt. A (8) alatt
betoldott f' (1) pottagnak koszonhetd, hogy ez az integratios allandé
felmeriilt.

b) A térdllapot meghatdirozdasdrsl. A (8) és (10) alol

i oM 2h

~ //2 = | [
1+¢ r 1+%_

+ 1,

honnan : .
¢,; — 9 M@* +r®) — ¥ .
(r— 2M) (a® + r?) =+ 2

(12)

Elliptikus integralok hatarozzdk meg tehat a ¢ fiiggvényt s ugy a
(2) alatt kiszabott s=¢ (v) forgdsfeliiletet, azt a harommeéretii felii-
letet, a melyre az () tomegpont mozgasa van utalva.

A (19) quadraturidjanak az allanddja és az a® és /i allandok
valtoztatasaval all eld (2)-b6l az a haromméreti feliiletsereg, a mely
itt a négyméreti térben a physikai dllapot jellemzésére szolgal.

o) A gyorsulds kifejezésérdl. A gyorsulds végsd kifejezésének
(9)-nek egy meghatirozé eleme a (9)-nek, mint differentidlegyenlet-
nek egyik elsé integraljahoz jarult integratiés allando, az a® allando.
Ha ezt tekintet nélkil ilyetén jelentményére, s6t még tekintet nél-
kil alland6 voltara is, a maga eredeti jelentménye szerint mint
(9) valamelyik baloldalat irjuk be (9)-be, akkor absolut alakban
kapjuk a gyorsulas kifejezését, példaul '

M

7.3

W=— (13 (2= ). (13)
A sebességektol fiiggd skalaris potential definitiéjanak értel-
meében % ehhez a vektoralakhoz az

y§¥ﬂ+W—ﬂ

1 H. WEyL: « Raum-Zeit-Materie» 4. kiaddsaban a 233. lapon az egyezés
m=M, E=2h+1, b®=qa? iltal, a hol m, E. b* az ottani letiik.
2 W. Voier: «Kompendium der theoretischen Physiks I. 1895. 24, lap.
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fiiggvény a skaldris potential. £ differentialja ugyams a kovetkezd
alakban allithato el6 :

Mu 2 2M
A2 = KRdw, R =— 111% {1+3 (u':‘—'r’)} — 7—:,[ [w [u'w]].
)
Ebbél ama definitio szerint = R. Azonban R kifejezésén kénnyen
R = # [ww], minélfogva [1E] = QTM [im6] ;

«s igy (i) = 0, tehat R kifejezése (13) jobboldalaval egyenlé.

A M, T. Akadémia IIT. osztalyanak 1921 oktéber 3.-an tartott t1ésébdl.)
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