BIZTOS EGYENSULY POTENCZIAL NELKUL.
FARKAS GYULA r. tagtol.

(Székfoglalé értekezés.)

Minthogy e helyen az utobbi években a relativitis elvével
foglalkoztam, elére bocsatom, hogy mostani kézleményem a
mechanika és thermodynamika régi tanaihoz fizédik, ugyanis
azon az okon, hogy a Lkozonségesebb alkalmazisok terén, a
gyakorlati sziikségletekhez viszonyitva, oly csekélyek a nume-
rikus eltérések a régi és az 1uj tanok eredményei kozott, hogy
a gyakorlat kovetelményeinek a régi elméletek teljesen meg-
felelnek.

Még azt jegyzem csak meg el6ljiroban, hogy mint mar a
thermodynamikédra utaldsom is sejtetheti, nem kiilon valé tomeg-
pontok rendszereirél, hanem folytonos testekrdl lesz itt a szo.
Mindazonaltal ardanylag rovidre foghato volt a targy eléadasa,
mert a reatartozé elézményes tudnivaldk 4ltalinosan ismerete-
sek, kivalt hogy ma mar didaktikus modon megirt munkikbél
is megszerezhet6k, minék pl. Pranxck, RosiN, VaN pur WaaLs,
DureyM thermodynamikai munkai.

1. §. A héelmélet két fiotételébdl, egyenletes hémeérsékletti
materialis rendszer szamara, tetszés szerinti koordinatarend-
szerben,

dx+de—Tdp—d'n<<0 n

egyenldtlenségiink van minden elemi folyamatban, a hol x az
anyagi rendszer kinetikus energiaja, e az anyagi rendszer teljes
energidjanak és kinetikus energiagjanak a kilombsége, T az
anyagi rendszer abszolit hémérséklete, 5 az entropidja, d'u az
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anyagi rendszerrel valamely df iddelemben kozolt munka, dx,
de, dy elemi megvaltozésok a df idéelemben.

Egy koordinatarendszerben, valamely kiils§ foltételek alatt,
biztos nyugalom belsé foltételeinek a meghatirozasival Gises
munkainak méltatasa ota széltében foglalkozik a szakirodalom
arra az esetre, hogy d'p megfordithaté munka és hogy az adva
gondolt kiilsg foltételek alatt a nyugalombdl csak potenczialos
kizavaras lehetséges, azaz, hogy a

de—Tdp—dp=d'y (2)

inkrementum vagy maga, vagy valamely allapotfiiggvénynyel
valé szorzata csak totalis differenczial (allapotfiiggvény totalis
elemi megvaltozdsa) lehet. Pontosan totdlisnak értendd pedig ez
a differenczidl és egyaltaldn minden, itt totdlisnak mondandé
elemi megvaltozas, nem pedig csupan els6rendii pontossiggal,
azaz legalacsonyabb rendl végtelen kis részére nézve értendd
totalisnak.

Rosix azonban gondolt mar arra az eshetéségre, hogy biz-
tos nyugalombdl indult d'¢-féle inkrementumok sem mindig
totalis differenczidlok és nines is integrdcziés szorzéjuk, még
pedig 6 ezt a defekeziét szép héelméleti munkdjaban? a leg-
mélyebb fokon, d'¢-nek mar az elsérendii végtelen kis részén
gondolta. Hanem alkalmazasokba nem bocsitkozik és tekintet-
tel arra, hogy ezuttal megfordithaté folyamatokra szorul, az
alkalmazasokat azon, ma egészen elavult nézettel hdritja el,
hogy végtelen lassu folyamatoknak nincs gyakorlati jelent6sé-
giik. De tudtommal az elsérendli defekczidnak valdsiagbeli kép a
megfordithaté folyamatok abstrakeziéjiban sem felel meg.

Ezzel ellentétben bdségesen felel meg valdsidgbeli kép az
oly defekezioknak, a melyek a d'¢-féle inkrementumok mésod-
rendli végtelen kis részein jelentkeznek. Xrrél szélnak az itt
kivetkezenddk, de egyszeriiség kedvéért csak oly (egyenletes hé-
mérsékleten tartando) anyagi rendszeren és csupa oly kiilsé foltéte-

1 RoBin: Thermodynamique général, 1901. (89—90. 1. Du cas ou il
n'y a de potentiel externe.)
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lek alatt, miszerint az e energiat és y entrépidt az anyagi rend-
szer 1 hoOmérséklete és véges szamu mas skalaris viltozo
(T, %y Ugy ..., W) egyértelmiileg és legalabb kétszeresen dif-
ferenczidlhatélag hatarozza meg valamely n-+! méretd folyto-
nos (E') értéktartomanyukban és u,, u,, ..., 4, megvalaszthaték
ugy, hogy az anyagi rendszerrel kozolt elemi munka (1)-ben a
du, du,, ..., du, elemi megvaltozdsok vonalas fiiggvényeiil
szamithat :

(lllu Eli‘ngiidui (3)
i=1

oly A, A, ..., A, egyiitthatokkal, a melyek a 7, u,, 1y, ..., Uy,
allapothatarozoknak legalabb egyszeresen differenczialhaté fligg-
vényeik.

Egy inkrementumot, a mely nem totalis differenczial, de a
AT, du,, du,, ..., duy elemi megvaltozasokkal egyszerre jott 1étre,
megfordithaténak mondunk, ha a —d7, —du,, —du, ..., —du,
visszavaltozasban (7+d7, w,4du,, sth. értékekr6l T, u,, sth.
értékekre valtozasban) legalabb elsérendd pontossidggal vissza-
valtozik. Ehhez képest a (3) alatt definidlt d'y munka is meg-
fordithaté inkrementum, megfordithato inkrementuma a kezdet
ota kozolt munkanak, mert a visszavaltozasban =

= X (4;+dA) (—duy).
Nemkiilonben megfordithato inkrementum ebben az értelemben
Tdy és Tdy+d'p.
2. §. Az elébbi § foltevéseiben az (1) aldl:
dx+de — (Tdyp+ZAdu;) < 0. (4}
Tegyiik f6l, hogy olyanok a kikétott kilsé foltételek, hogy a
d'¢ = de — (Tdy+ T Aiduy)

inkrementum csak pozitiv lehet minden elemi folyamatban az
(E') értéktartomanyban :

8'¢p = 8z — (Toy+JAdu) > 0. 3)
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Ez esetben akdrmely (P) «pont» legyen is (7, u,, Uy ..., Uy)
az (K) értéktartomany belsejében, ha e pontban idészamitdsunk
kezdetén nyugalomban van az anyagi rendszer koordinatarend-
szerlinkben, akkor nyugalomban is marad, mert nyugalombél
dx=0 volna, tehat (5) esetén a (4) nyugalombol nem teljesiilhet.

Most egy kés6bbi elhatirozasig fiiggetleneknek tételezziik
fel folyvast a T, wu,. %, ..., u, &llapothatdrozokat az 6 (E)
értéktartomanyukban.

E szerint 8'¢ elsgrendi részének el kell ttinnie az (K) érték-
tartomany belsejében, tehat, ha egyelére a T h6mérséklet he-
lyett az » entropia szerepel egyik allapothatdrozo gyanant,
akkor a

de de

Lop =y

37 * B, i (i=1,2,...,0) (6)

egyenleteink vannak. Ezek mindeniitt érvényesek (E) belsejében,
minélfogva
aT  34; 0A;  0A4; -
T o ou (7)

Innen els6 kovetelésiil az kovetkezik, hogy a (T, A, Ay ..., A
«vektornakn, gradiensnek kell lennie. Ha ezt elére foltesszilk,
akkor ¢8'¢y (5) elsérendil pontossdg szerint totalis differenczial,
de mar masodrenddi pontossdg szerint nem az és nines is in-
tegraczios szorzdja, mert a (T, A,, 4, ..., A4, vektort sét an-
nak mind az n+41 komponensét az dllapothatirozdkkal valtozo
fiiggvényiil gondoljuk. Kitiinik ez az allitds abbdl, hogy d&'¢
masodrendd része nem més, mint ¢ masodik differenczidljanak
a fele, azaz tekintettel (6)-ra,

0'¢y masodrendl része =

30T g M gy, Mt ®
+(————~f—‘ 070 —{—-~+(6A‘—8A%)6u OUy +--
du, oy /%7 e ou,  Ou, )

A (3) alatt definidlt munka (melynél fogva 6'¢ nem totdlis
differenczial, sem altalaban semmi szorzoval totalis differen-
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czialla nem tehetd) kozonségesen mint nyomdsoknak a munkdja
jelentkezik, még pedig legtébbnyire tisztdn a kiilsé anyagi rend-
szerek nyomasianak az anyagi rendszer deformaczidjan végzett
elemi munkdja az. De elektromossagok hatdsaitol egy anyagi
rendszer belsejére is haramolhat ilyen munka, oda értetvén ehhez
az allitashoz, hogy az elektromossigok (és magnességek), még
pedig az éllandoan vagy id6legesen magaban az anyagi rendszer-
ben foglaltak is, mindig kiilsé rendszerek gyanant szdmitandok
és igy a munkaik az anyagi rendszereken kiviilr6! szdrmazdknak
szamitandok.

3. §. Rdjjuk ki ezentulra, hogy olyan az anyagi rendszer
az (E) értéktartomdnyban és olyanok a kiilsé fltételek, hogy

0% pozitiv definit forma az (K)-ben az 7 Uy Uy ov., U, dllapot-
hatarozok minden megviltozasa ellen:

- 0T 04; | o, 0 dA; |
0“5:7@ o+ X g ouid-2 _‘_W orou; JE_OE o du; >>0. (9)

Bz az egyenlétlenség olyszerti, mintha az e energia mini-
mumaiat kovetelné a (I?) pontban; de csak litszélag ilyen, mert
e-nak (a T, A, A, ..., JAy-val egyenld) elsé deriviltjai nem
tiinnek el (Pr-ben és foltesszitk, hogy nem is tiéinnek el sehol
sem az (K) értéktartomanyban. Mindazondltal nemesak megmarad
az (E') barmely pontjaban megkezdett nyugalom, de stabilis nyu-
galom az a teljes DiricHLET-féle definiczié értelmében, mint most
majd meglatjuk.

A stabilis egyensily Diricurer-féle definiczidjat jelenlegi
foltételeink kozott lényegesen nem speczializdljuk, ha magaban egy
éppen kiszemelt (P,) egyensulyi pontban, nem pedig szomszé-
dos pontban tulajdonitunk kezdeti kinetikus energiat az anyagi
rendszernek s akkor mondjuk biztosnak mdr az anyagi rend-
szer mechanikai és thermikus nyugalmat a (/’)) pontban, ha
ebben a (/) pontban a néki tulajdonitott kinetikus energia min-
dig megszabhaté elég kicsinynek arra, hogy az anyagi rendszer
allapota tetszés szerint elére adott kozelségnél orokké kozelebb
maradjon az 6 kezdeti allapotahoz. Nem sziikséges itt szomszé-
dos allapotbol inditani az anyagi rendszer viltozasal azért, mert
(E‘) belsejében akarhol lehetséges az anyagi rendszer nyugalma
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és minden helyet megillet mind a (4), mind az (5) és (9) egyen-
16tlenség.

Mar most a nyugalom biztossdganak kimutatdsara annak
ezen definiczidjanal maradva, vegyiik figyelembe, hogy egyen-
16tlenségeinket ugy lehet érteniink, miszerint mindig létezik ak-
kora véges kis r, sugar, hogy az

—n) + T Wi—uw)® =7} (10)
gombnek a belsejében (9)-bol
AIO

aT |
2o ) e+ 3 (i) (4 —wge) = 20 >0 (1)
%o iEi 70

legyen mindeniitt és (4)-b6l tekintettel (6)-ra
x—x,+82<0 (192)

legyen. A (11) jelolése szerint az £ = x, egyenlet (B, czentrumu
ellipszoid egyenlete, és x, mindig kirohaté oly kicsire, hogy ez
az ellipszoid az (r,) gbmbfeliileten beliil legyen, barmi kiesinyre
szabtuk is ennek az 7, sugarat, mar pedig (12)-bdl folydlag a
(P) pontnak o6rokké ez ellipszoid belsejében kell tartézkodnia.
Egyuttal x<<x, adédik (12)-bdl a mozgéasbeli allapot szamara.

A (I)) pontra vonatkoztatva a (6) alatti egyenleteket, az is
kideriil, hogy ha (l1)-ben az egyiitthatékat e, mésodik derivalt-
jaival helyettesitjiik, akkor (6) és (11) dgy fiiggenek Ossze, mint
oltstelei a (masodrendiileg £-val egyenld)

O=ce— ey — {Ty (p—10) + ZAio (Ui— o)}
fiiggvény minimumdanak, minélfogva a
x—x,+6<<0

egyenlet alapjain minimumra is alapithaté a stabilis nyugalom
kimutatdsa és pedig tetszés szerint vdlasztott (I’) belsé pontra;
azonban (/) szabad valasztdsandl fogva utélagosan (7) is a belsé
foltételekhez sorolando.

A (7) alatt foglalt egyenleti belsé foltételekhez (9) aldl
egyenlStlenségi belsé foltételek csatlakoznak, azok, a melyek a
T, A, A, .... A, egyitthaték derivaltjai kozt sziikségesek
a végbdl, hogy (9) baloldala definit pozitiv alak legyen. Ez
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egyenleti és egyenlétlenségi foltételek Osszesége elégséges arra,
hogy az () értéktartomany belsejében akédrhol biztos nyugalom-
ban lehessen az anyagi rendszer, ugyanis az éppen elfoglalt (P)
helynek megfelelé6 T foku héforras és :1,, As, ..., A, egyiitt-
haték megvaltoztatdasa ellen, és pedig az dltalinos Diricarrr-féle
definiczié szerint is.

(Az (5)-nek 7o, uy, sth. és 7, wy, sth. kozt végzmett integra-
lasa £-val nem egyezl négyzetes részhez juttat, a mi azonban
nem jelent ellentmondast azért, mert c¢sak egyenlGtlenségeket
koveteltink.)

4. §. Gyakorlati alkalmazdsokban az entrépia helyett a
hémérsékletet hasznaljuk allapothatdrozo gyanant. Ekkor a sza-
bad energia nevi dllapotfiiggvénynek, azaz

o=e—T% (13)

fiiggvénynek az alkalmazasaval igy irjuk czélszertien az (5) alatti
egvenldtlenséget :

dp+0y- 01T + (o T— FAi0uy) < 0. (14)
Most a vonalas részen a

de _ 9¢ _
AT =T = A

#=1,2....n (IH

egyenleteink vannak; a négyzefes részen pedig:

3 (1 dg ), , (w N
ar (g +n)or+ B (5 40wt +

2

SESLA JPYEIIE

0
+ du, 2 ]%i 8u,-6u,~

E‘ Bwio‘uj < 0,

tehat tekintettel (15)-re:

97 ST

(, 94;

— YT TR X 1=
o Ou,') ouidu; > 0. (16)

Ji

Arra a speczidlis esetre, hogy n = 2, a kovetkezk a bels
foltételek :
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g ad, &y 9A, 04, _ 04,

u,  oT’ ou, 0T’ Odu, Ou,’
oy 84, 94, A, 04, _ 04, 9A,
a7 = du, >0, du, >0, ou, du, = Ou, ou,’

a melyekhez oda értendé, hogy z-nak a derivaltjai nem masok,
mint a T, u,, U, ..., U, allapothatdrozok elemi megviltozdsin
k6z6lt elemi hé vonalas részének T-vel osztott egyiitthatoi.
(Altaldban magasabb rendd része is van néki, mert az elsé
ftétel szerint ez a h6 = dx + de—d'n) De elsé és masodik
itteni egyenletiink voltaképen csakis két hbegyiitthatonak a meg-
hatarozasara és egyuttal 7 részleges meghatirozasira szolgdl és
osak y-nak T szerint valé derivaltjit kell »-ra haramlé foltétel
gyanant szamon tartanunk, a mi nem més, mint alland6 wu,
é8 ug hatdrozékhoz tartozo hdkapaczités ¢, a melyet, mint
T fiiggvényét az elmélet elvileg sem hatarozhatja meg. Tovabba
f6losleges volna mint foltételeket még kiilon a (15) alatti egyen-
leteket is idesorolni, a melyek esak az a priori ismeretlen ¢
allapotfiiggvénynek a kiillsé foltételekbe ill6 meghatarozdsara
tesznek szolgalatot. Ib szerint két « hatdrozd esetében strikte a

04, 04, 04 04
FI T ¢c>0, O_u:>0’ W:>O’ i
9A, 9A, _ 0A, 94, U7
du, ou, du, ou,
belsé foltételek alatt van biztos nyugalom.
Gyakori koévetelés, hogy az u, U, ..., u, mennyiségek
helyett az A4,, A,,..., A, egyiitthatok szerepeljenek 7 mellett

fiiggetlen allapothatarozok gyanant. E kovetelés érdekében az
elemi munka (3) alatt kiszabott kifejezését a

6’/1 =034 ,-u,-—_)‘uiz?/l,-— 23%6/11

alakban irjuk. Ha most { jeloli a «thermodynamikai potenczidlty,
azaz, ha

e—Ty—ZAu;=¢ ‘ (18)
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tessziik, akkor (l4)-en a
0L+ 8y 0T+ Z6uib Ai+90 T+ Suid 4, > 0 (19)

egyenldtlenség 4ll eld, a melyben mar & .3, %, Us, ..., Up mint
T, 4,, A, ..., A, figgvényeik szamitandék, még pedig { mdsod-
rendli, a t6bbi elsérendli pontussag szerint szdmithato.

5. §. Tekintsiik most azt az esetet, hogy a 7T, w,, U,, ..., U,
dllapothatarozok nem fiiggetlenek egymastol, hanem, hogy tgy
modositottuk a kiilsé féltételeket, hogy holoném vagy nem holo-
ném egyenletek szoritjdk meg a 67, du,, U, ..., 0un lehetsé-
ges elemi megvaltozasokat. Egyformasag kedvéért haszndljuk

most a
T=mu, (20)

jelolést és mar mindig csak mdasodrendd pontossigon tartva,
irjuk igy az (5) alatt kirott foltevést:

02 I{iau,- —}—U%Bi,&uio‘u; >0 ‘ (Ql)

(a hol ¢ és j egyenlék is lehetnek). A megszorité egyenletek a
kovetkez6k legyenek :

n nn
Naidu; + > aoudu; = 0,
0 0,0

n n.n
_\_: I)i(')‘lti + E b,-jz?u,-t?uj = O, (22)
0 0,0

a melyekrol foltegyiik, hogy vonalas részeik fiiggetlenek egy-
mastol.

A (22) szambavételére kdzvetleniil kinalkozd eljaras itt abbol
all, hogy megfelel§ szamu du értéket (22)-bdl mésodrendii pon-
tossédggal kiszamitunk, aztdn (21)-ben helyettesitjiik azokat. Ezt
a kiszamitast rovid tton iterdcziéval végezziik: egyelbre a
négyzetes Osszegeket ismertekiil tekintjiik (22)-ben, ugy hogy
csupan a vonalas Osszegekb6l szamitunk, a mely szdmitdsunk
eredményében a négyzetes Osszegek alakjuk egész teljességében

XXXIII 23
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el6fordulnak ; azutdn azonban az igy kiszamitott valtozok kifeje-
zéseinek a vonalas részeit behelyettesitjiik ama kifejezések négy-
zetes részeibe, midén is masodrendd pontossaggal be van fejezve
(22)-b6l a szamitds és eredményeinek a négyzetes részeit (21)
vonalas részébe kell esak behelyettesiteni.

Azonban rendszerint hamarabb értink czélt multiplikdtorok
alkalmazédsaval. A (22) alatti egyenleteket rendre megszorozzuk
a, B, ... multiplikatorokkal, aztén hozzdadjuk (21)-hez, mihez
képest azt kapjuk, hogy :

n n, N
M (Bitaai+3bi+---) ou; + X (Rij+aay+ £+ ) duo; > 0.
0 0.0

Az imént leirt helyettesitési moddszer eredményein kozvetleniil
folismerhetd, hogy kell 1étezniok olyan @, 5... multiplikitorok-
nak, hogy ez egyenlétlenség baloldalanak a vonalas része iden-
tikusan (azaz Juy, Ou,, ..., du, minden képzelhetsé értékével)
elttinjék. Ugyanis a helyettesitési eljarasban, a helyettesitések
utan (21) vonalas részének identikusan (azaz a megmaradt du
mennyigégek minden képzelhels értékével) el kell ttnnie, de a
helyettesitések vonalas eredménye olyan, mintha (22) ecsak a
vonalas részeket tartalmazna : (21) vonalas részének mindazokkal
a du-kkal el kell tinnie, a melyekkel (22) vonalas részei eltiin-
nek. Tehat

Ritaai+p8b; +---=0, G=0.1..,n. (23)

Ezutin egyenlftlenségiink a kovetkezére redukalddik:
2 (Rij+aaz+Bby +---) dudu; >0, (24)

a melyben az «, §,... multiplikdtoroknak (23)-bol szdmitott ér-
tékei gondolandok; ebben az egyenldtlenségben a (22) megszori-
tdsokat azok négyzetes részeinek a mell6zésével sziikséges cesak
figyelembe venni.

Folosleges annak a kiilon kimutatisa, hogy a (23)-bol
folyé hatarozott egyenletek és a (24)-bél folyé hatdrozott egyen-
16tlenségek elégséges foltételei a biztos nyugalomnak. A (22)-nek
iterdcziés szambavételén egyenesen belathatoé ez a 3. §. alapjan.
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6. §. A tapasztalassal valo egyezést illetSleg: az itt eld-
keriilé hatarozott egyenletek, mint lathaté, magukban tekintve
épenséggel nem ujak, mert mar Cravsws és Gises idejében
kifejlettek azok, mint a megfordithaté folyamatok kiséréi.
Az eddigelé kisérletileg tanulmanyozott testek és kiilsé fol-
tételek korében, elvontan tekintve, az egyenlétlenségek sem
ujak, s6t egyaltaldn minden eddigi észleléshen foltiinden telje-
siilnek, minélfogva gy ismeretesek régdta, mint a testek alta-
linos kellékei. Hogy pedig a tapasztalds mind maig csakis ez
egyenlétlenségekkel egyez6 materialis tulajdonsagokkal talalkoz-
hatott, ez arra latszik utalni, hogy olyan a természeti testek
szerkezete, hogy ezek az egyenl6tlensgek altalaban sziikséges
foltételei az egyensuly biztossaganak.

Az egyenlétlenségek kedvéért alljon itt harom igen kozén-
séges példa fiiggetlen allapothatarozokra és egy az allapothata-
roz6k holonom megszoritdsara.

a) Az anyagi rendszer egy homogén test és n =1, u,=a
test fajbeli térfogata =v; a testtel fajlagosan kozolhet6 elemi
munka =— pdv, & hol p egyenletes nyomds. Ekkor a (17)-bédl
lathatéan egyenleti foltételiink nines, egyenldtlenségi foltételiink
pedig abbdl 4all, hogy ¢ pozitiv legyen és a p nyomés &llando
hémérséklet mellett a nové térfogat monoton fogyo fiiggvénye
legyen.

b) Az anyagi rendszer egy feszitett testszdl, n =2, u, =a
testszal térfogata = v, u,=a testszal hossza =1; a testszil-
lal kozolhet6 elemi munka =

o'p =— pov+qdl,

a hol p egyenletes nyomas, ¢ a feszit6 eré nagysaga. Ezuttal a
kovetkezd belsé foltételeink vannak :
ap dq

gy  dp
= 7% T >0 >0

9p 04  9p 9

al ov dv al

¢) Az anyagi rendszer egy GaLvaNi-elem, a melyben a
«JourLe-féle hé» nem tesz szdmot. A legegyszeribb esetben

23*
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n =2, u, = a szerkezet térfogata = v, u, = egy keresztmetsze-
ten kezdet 6ta atdramlott elektromos mennyiség = e¢; a kozol-
heté elemi munks =

o' =— pdv—koe,

a hol p egyenletes nyomas és k az «elektrométoros erdn. Itt
(17) értelmében f6ltételeink a kivetkezdk:

076__2

Ok ap ok dp ok _ dp ok
dv ~ de’

20 <% 3<% 3 a3 <% T

c>0,
d) Egy homogén test két fazisanak egyiittlétében a leg-

egyszertibb esetben n =4, u, és u, a fdzisok tdmege = mi, és

my; Uy és U, 8 fazisok fajlagos térfogata =wv, és v,. Mindig

van most a

dm, + omy, =0

megszoritd egyenletiink. Ehhez most réjjuk ki még azt a meg-
szoritdst, hogy az Osszes térfogat, v, ne valtozhassék: v =0
legyen, a hol

U = MU, D,
tehat a

ov = m,0v, + Mmyov, + v,0my + veom, -+ dv,dm, + Sv,dmy, =0

megszorité egyenletet csatoljuk az el6bbihez. Azt is tegyiik fel,
(mint igen pontosan rendszerint teljesiilé vonatkozast), hogy a
fajlagos energidk (e;, &,) és a fajlagos entropidk (y,, »,) szerint

€ = My&; + Mysy 9 = M7y + My

kévetkezdleg

Oe = M,0s,+Myoe,+ &,0M,+e,0 My~ 0N, e, 40y,
07 = M0, +My07,+5,0M -+ 7,0 My +0M, 09, 10Ny,

és e, 7, csak T-nek és v,-nek, &, 7, csak 7T-nek és v,-nek a
fiiggvényei.

Az 5. §. multiplikdtoros modszerével a kovetkezé multipli-
kétoros egyenleteket kapjuk:
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e i ) ( Oe, 8772) .
ml (8T rlv + /rn/g 6T - T 8—',1, == O,
e, o 0 e,  Ony
ov, 1 v, =5 dv, 1 du, =

€1 *T%: a—+ Bu, 52—T772:a—{— 30,

Minthogy azonban az egyes fazisok tulajdonsigaindl fogva az
els§ egyenlet mindkét tagja eltlinik, a masodik és harmadik
egyenlet baloldala pedig az illeté fizisnak a —p, illetéleg —p,
nyomasaval egyenld, az egyes fazisok sajat egyenleti tulajdon-
sagaihoz itf még csak a

Pi=P=D, €8 & — g = T'(771 —7y) — P (U — V)

egyenletek esatlakoznak, a melyek mésodika T és p Gies-féle
Osszefiiggését szolgaltatja.

A (24) alatti egyenl6tlenség gyandnt, mar az egyes fazisok
bels6 egyenleteinek a szambavételével, ¢, és ¢, fajmelegeket
jelentveén :

( m, T+1n T)aT——m1 dpl oV — m, 8p oVt —

- (p1+ﬂ 60167”1 (Pﬁ— 6‘) b\ULb\mz > 0; ;

a hovd még be kellene helyettesiteni dm,-nek és dm,-nek mint
ov, és Ju, fiiggvényeinek az értékét a megszorité egyenletekbdl,
damde ez ilt folosleges a miatt, hogy p,+p8 = p,+8 = 0. Mint
latjuk innen, a két fazis egytittlétéhez tartozé egyenlStlenségi
foltételek az egyes fazisoknak a)-bol (349. 1) valé egyéni tulaj-
donséagaival ki vannak meritve a jelenlegi kiilsé foltételek alatt.

Ha nem tessziik a dv = O megszoritast, de e helyett egyen-
letes kiils6 nyomas munkajat réjjuk ki, akkor a fazisok 4tala-
kuldsa ellen nem adddik stabilissag.

7. § Minthogy e helyen czélom csak a tdrgy elvi oldala-
nak a foltiintetése lehetett, ezért altaldnosabb, kivalt pedig vég-
telen sok allapothatdrozot posztulalé kiilsé foltételek szdmba-
vételét melldzom. Azonban az dltalanossdg érdekében sziikségét
latom annak, hogy a Crausrus-féle axidménak egy ujabb keletii
gyongitését elharitsam.
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Durewm az 6 mostansag megjelent thermodynamikai munkaja-
ban a hdaramlasrél szolé targyalasok soran kimutatja, hogy egy
anizotrép testben, a test belsejében gondolhaté foliletelemek
egy részén korosstiil azok hidegebb oldaldrdl aramlik pozitiv hé
a melegebb oldalara, minélfogva szerinte «il ne convient pas
d'user sans précaution de l'axiome de Crausivs: La chaleur ne
peut passer d’elle-méme d'un corps froid & un corps chaud.
Nous venons de signaler un cas ou cette proposition ne pour-
rait étre énoncée sans erreur.»?

Most majd kimutatom, hogy jollehet 1éteznek ezek a kiilo-
nos viselkedést folilletelemek, azokrdl a Cravstius axiémaija feldl
itt idézett itélet nem kovetkezik. Evéghil el6bb Durkym analitikus
levezetését geometriai szemlélédésre forditom at, middén aztdn
mar kénnyen folismerhetd lesz ennek az itéletnek paradoxosséga.

Egy nyugvé test belsejében jel6ljink meg O-val egy olyan
pontot, a melynek a kiornyezetében nem egyenletes a testnek a
hémérséklete. Az O ponton 4t fekvs izothermds folillet norméa-
lisat mint egységvektort az O pontbdl arra felé, a merre a hé-
mérséklet csokken, jel6ljilk meg n-nel s a pozitiv hé aramlasat
az O pontnal jeloljik meg a-val. Ha izotrép az O pont kor-
nyezete, akkor a és n egyezd iranyu, ellenkezd esetben nem
egyezd irdanyuak ezek s dltaldban csak annyi mondhaté réluk, hogy
hegyes sziget alkotnak, még pedig azért hegyeset, mert az izo-
thermds folilet azon oldaldra aramlik pozitiv hé a masikrél, a
mely felé a hémérséklet esdkken.

Most gondoljunk egy foliiletelemet az O ponton kordsztil.
Akarmilyen legyen ennek a foliletelemnek a fekvése, hacsak
nem merdleges az izothermas folilletre, az egyik oldalat hide-
gebb oldalinak, a masikat melegebb oldaldnak wmondjuk,
még pedig hidegebb oldalanak mondjuk azt az oldalat, a mely
felé mutat az izothermas foliletnek az n normalisa. Természe-
tes elnevezés ez, mert a foliletelem barmely pontjan at huzzunk
végtelen rovid egyenes darabot merflegesen a foliiletelemre,
ezen elemi vonaldarabnak az a vége, a mely a melegebbnek

1 Dumem: Traité d Energétique IT. 1911. (214—216. 1)
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mondott oldalra esik, melegebb, mint az a vége, a mely a
foliilletelem hidegebbnek mondott oldalara esik.

Ezek utin tegyiik azt az észrevételt, hogy ha ugy fekszik
a foliletelem, hogy bevdg az n normalisnak és az a dramldsnak
a szogsikjaba, akkor az a hodramlds a foliilelelem hidegebb
oldala feldl a melegebb felé irdanyul, jéllehet pozitiv hének az
aramlésa. Ez a megdllapitas latszik ellenkezni a Cravsivs-féle
axiéomaval. Azonban eloszlik az ellentmondas, ha figyelembe
vesszilk, hogy az adramlds ferdén hatol 4t a foliiletelemen, de a
folilletelemen korosztil ferdén (nem merdlegesen) huizott végtelen
rovid egyenesdarabnak az a vége lehet a melegebb, a mely a
foliletelem hidegeblb oldaldra tartozik, ugyanis a miatt, hogy
nemesak merdlegesen a f6liiletelemre, de ahhoz tangencziali-
san sem egyenletes a homérséklet a foliletelem kérnyezetében.

8. §. Végezetil a homérséklet egyenletességét illetéleg arra
utalok, hogy a stabilis egyensuly irodalmaban olyankor, a mikor
nincs eldre kikotve, hogy egyenletes legyen a hémeérséklet, az
(1)-nél altalanosabb alaptételen megfordithato folyamatokra nézve
minden egyes speczidlis alkalmazdsban kilon kovetkezik, mint
egy bels§ foltétel, a hoémeérséklet egyenletessége. Amde altala-
nosan is kimutathato az, hogy mihelyt az allapotvaltozas és
a hokozlés megfordithato, mar végtelen nagy pontossidg szerint
belsd foltétel a hémérséklet egvenletessége.

Jelolje d'Dq, azt a hét, a mely df idéelemben az anyagi
rendszeren kivil létezd anyagi rendszerekbdél jut be az anyagi
rendszernek egy 7" hémérséklettd Din elemi részébe és jelolje d'Dyy,
azt a hét, a mely a df idSelemben az anyagi rendszerbdl ma-
gibol jut be a Dm elemi részébe. A mésodik fététel szerint

dy — f flr—l;,q’? — f d ];’“’ >0, 25)

(a hol az integrilasok az anyagi rendszer egész dllomdnydra ter-

s,

akkor
TdDy > d'Dyy + d'Dyy

és azt mindig féltesssziik, hogy

J..D7I‘ = v.
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Az dllapotvaltozast és a d'Dgy h6ket megfordithatéknak
téve fel, a mi altaldban csak els6rendii pontossaggal lehetséges,
aztdn igy irva a megforditdasukhoz tartozd egyenlétlenséget:

—dp+ f d?”" — f dl,l)f"’ >do, (26)

a jobboldal magashb rendd végtelen kicsiny, mint egyik-masik

baloldali tag, mert az els§ baloldali tag pontos megforditisa

(25) elsd tagjanak és a mdsodik baloldali tag elsérendiileg pon-

tos megforditdsa (25) mésodik tagjanak, a harmadik baloldali

tag pedig elsérendti pontossiggal most is az, a mi elébb volt.
A (25) és (26) Osszehasonlitasabol

Dy, o, :
~‘j ,/,/ > ) o . (27)
Azonban a Cravsivs-féle axiomabol folyolag
? (]'I)(//, .
R 0 2
I 7 (28)

mindig? és itt az egyenléségi jel esak akkor érvényes, ha T
egyenletes. Minthogy (27)-ben a. jobboldal elsérendd pontossig
szerint = 0, ennélfogva (27) és (28) csak 1gy fér Gssze, ha (28)
baloldala elsérendli pontossig szerint eltiinik, a mibdl elss-
rendii pontossag szerint T egyenletessége kivetkezik.

Az itt vdzolt elméletben mindig a kiilsé foltételek soraba
tartozik, hogy az anyagi rendszer vagy az § egész foliletén
egyenletes hémérsékletd héforrassal kozlekedjék, vagy egy ré-
szén ilyennel kozlekedjék, a t6bbi részén thermikus izolatorral
érintkezzék. Adiabatikus folyamatok kirekesztvék az itteni tér-

aldsbol, mert adiabatikus folyamatban dllandé kinetikus ener-
gia esetén az elsd f6tételbdl de—d'y =0 tehat d'¢/T totdlis
differenczial, tehat egy adiabatikus folyamat mindig megszab-
haté oly lasstinak, hogy abban ez a hinyados totalis differen-
czialnak szdmithasson,

1 Poincarg, Thermodynamique, 1908 (deux. éd., 235., 236. 1)

(A M. T. Akadémia IIL. osztilydnak 1914 decz. 14.-én tartott #lésébél.)
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