
ÁLTALÁNOS MECHANIKAI ELVEK AZ /ETHER 
SZÁMÁRA. 

FARKAS GYULA 1. tagtól. 

A mechanika tudományos tárgyalása nem érte el még azt az 
általánosságot, a mely megilleti. Különböző szempontokból lehet-
séges az általánosság fokozása s hasznos az a ponderabilis anyagi 
rendszerek körében is; oly jelenségek mechanikai interpretatiojá-
ban pedig, a melyek az sether hypothesisére utaltak, okvetetlenül 
szükséges. 

Ezúttal az általánosítás három különböző módjára szándé-
kozom reámutatni. Mind a három a virtuális elmozdulások prin-
cípiumához fűződik. Még pedig nem a speciálisabb jelentésű 
egyenlőségi elvet értem ez alatt, hanem az először FouRiER-tól, 
később GAUss-tól formulázott egyenlőtlenségi elvet. Ez már a maga 
eredeti fogalmazása szerint is tartalmasabb, mert ha egyenlőtlen-
ségek állanak fenn a virtuális elmozdulások componensei között, 
úgy a nyugalom vagy mozgás számára a határozott egyenleteken 
kívül határozott egyenlőtlenségeket is szolgáltat: nyugalomban a 
határozott egyenletek és egyenlőtlenségek rendszere foglalja ma-
gában a nyugalom szükséges és elégséges föltételeit; mozgásban 
a határozott egyenletek rendszere leírja a mozgást s a határozott 
egyenlőtlenségek rendszere magában foglalja azokat a szükséges 
és elégséges föltételeket, a melyek alatt a mozgás valóban az 
egyenletek szerint történik. 

a) De úgy az egyenlőtlenségi, mint az egyenlőségi elv, a 
maga eredeti fogalmazásában közönségesen csak akkor bír elfo-
gadható értelemmel, a midőn nincs környezeti ellenállás ós nincs 
súrlódás, mert a szabad erők fogalma a kényszer abstractiojában 
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gyökeredzik, a melylyel közönségesen elválaszthatatlanul együtt 
jár annak a módosulatnak az abstractioja, a melyet a kényszer 
körülményei a környezeti ellenállásban létesítenek és a kényszer-
től föltételezett súrlódásnak az abstractioja. Az I. fejezetben oly-
képen általánosítom az egyenlőtlenségi elvet, hogy a kényszernek 
e két járulékára is kiterjedjen az. 

b) Egy más általánosítás (II. fejezet) a kényszer analytikai 
definitiojára vonatkozik. Közönségesen fölteszik, hogy a kényszer 
kifejezését egyetlen relatio-rendszer szolgáltatja, nevezetesen ho-
mogen egész és lineáris egyenletek és egyenlőtlenségek egyetlen 
rendszere. Azonban ez a föltevés kelleténél szűkebbre szorítja a 
mechanika tartalmát. Egészen egyszerű esetek is megjelölhetők, 
olyanok, a melyekben egynél több relatio-rendszer szükséges a 
virtuális elmozdulások meghatározására. (Anyagi pont egy ellen-
álló prisma valamelyik élén stb.) 

c) A két első fejezet különlévő tömegpontok rendszerére vo-
natkozik. A III. fejezet a folytonos térfoglaláshoz való áttérés föl-
adatát intézi el s eképen útat nyit az infinitesimalis számítás 
módszereinek. Ehhez egy harmadik általánosítás kapcsolódik, a 
mely a testeknek oly alkatrészekből való összetételét illeti, a me-
lyek különböző szabad erőket és kényszereket uralnak. Föltehető 
ugyanis, hogy a különböző alkatrészek között átalakulások létez-
nek, olyszerűek, mint pl. a halmazállapotok változásában vagy az 
allotropicus modificatiókban, vagy a vegyfolyamatokban. A kény-
szer változhatóságának egy sajátos módja jön ezáltal tekintetbe. 

cl) A IV. fejezet annak a hypotliesisnek a befogadásával fog-
lalkozik, hogy független anyagi rendszerben a coordinatatengelyek 
bizonyos helyzetei mellett szabad erők nem hatnak, és utalásokat 
tartalmaz az előadottaknak az sethert illető alkalmazásaira. 

I. 

1. §. Az m(x. y,z) tömegpontra (X, Y,Z) szabad erő és 
(A'', ¥', Z') ellenállási erő hasson, úgy, hogy mx=X-\-X' stb., 
tehát, ha {dx, dy, egészen tetszésszerinti elemi elmozdulás, 
akkor n tömegpontból álló anyagi rendszert illetőleg: 
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vagy más jelölés-móddal élve : 

A virtuális elmozdulások componenseit dx, dy, dz illetőleg 
•dp-xe 1 jelölvén, ezek meghatározására a következő relatiorendszer 
szolgáljon: 

A (P') vagyis ( X ' , Y', Z') erőket úgy bontsuk két összetevőre 
</7) és vagyis (E, H, Z) és (X, 9), 3), bogy az előbbi összetevők 
kielégítsék a 

egyenlőtlenséget, az utóbbiak pedig ellenkezőre változtatott elő-
jellel kielégítsék a virtuális elmozdulások relatióit, azaz, hogy 

legyen. 
Ez a fölbontás mindig lehetséges. 
1. A lehetőség bebizonyítása végett fölteszem, hogy (2) alatt 

minden egyenlet független a többi egyenletek rendszerétől, to-
vábbá, hogy a (2) alatti egyenlőtlenségekből nem következtethető 
olyan egyenlőtlenség, a melynek a baloldala vagy identikusán vagy 
az egyenletek alapján eltűnik. Mindenesetre olyan alakra vezet-
hető a relatiorendszer, hogy ezek a föltételek teljesüljenek. Ugyanis 
egyenlőtlenségekből csak nem-negativ multiplicatorok szerint való 
összeadással következtethetők más egyenlőtlenségek; * ha azon-

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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ban identikusán, vagy az egyenletek értelmében 

akkor a mely u nem zérus, a n n a k a ß szorzója zérus, a miat t , 
hogy egy ß sem lehet negativ; t ehá t a zérustól különböző a mult i-
plicatorok ß szorzóira (2)-ben kirótt ^>0 követelés helyett = 0 kö-
vetelés róható ki (2)-ben. E módon elérhető, hogy az egyenlőtlen-
ségek baloldalai nem-negativ (és nem csupa eltűnő) multiplicato-
rok szerint nem szolgáltathatnak többé oly összeget, a mely vagy 
identikusán, vagy az egyenletek következtében eltűnik. A mennyi-
ben pedig az egyenletek rendszere nem teljesítené a reájuk sza-
bott föltételt, egy vagy több egyenlet törlése u t á n teljesíteni fogja 
a nélkül, hogy a tar talma változást szenvedne. 

1. A bizonyításra térve, vegyük figyelembe, hogy a (3) alatti 
egyenlőtlenség a (2) alatti rendszer minden megoldásában telje-
sülni tartozik. Ebből folyólag kell létezniök oly A és a multiplica-
toroknak, hogy 

(5> 

Mivel 11= P'—^ß, így azt kell bebizonyítani, hogy a iß com-
ponensek a (4) alat t i relatiókon kivül még a következőknek is ele-
get tehetnek: 

16) 

Beírva ezeket a kifejezéseket (4)-be a 5p-k helyett, a A és u 
multiplicatorok között fönnálló relatiókhoz ju tunk , és már csak 
azt kell megmutatni , hogy lehetnek olyanok a A multiplicatorok s 
lehetnek oly nem-negativok a tj. multiplicatorok, hogy kielégítik 
azokat a relatiókat. 

Éljünk a következő jelölésekkel: 

(7 ) 
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a hol az L és M-fóle tagok függetlenek a A és u. multiplicatoroktól. 
Itt a A multiplicatorok az egyenletekből kiszámíthatók a u multipli-
catorok függvényei gyanánt, mert az egyenleteknek a A határozatla-
nok mellől képezett determinánsa (négyzetek összege) nem tiinik el, 
t. i. ellenkező esetben nem állana, hogy a (2) alatti egyenletek 
mindegyike független a többitől, már pedig ez föl van tételezve (11). 
A A multiplicatorok előzetesen semmi megszorításnak sincsenek 
alávetve. Ha tehát kiszámítván azokat az egyenletekből mint a a 
multiplicatorok függvényeit, függvényalakjaikat bejegyezzük az 
egyenlőtlenségekbe, úgy annak bebizonyítása marad hátra, hogy 
a ji nem-negativ multiplicatorok meghatározhatók az egyenlőtlen-
ségek követelése szerint. 

Használiuk a következő determinans-ielölést: 

E jelölés alkalmazásával így írhatók azok az egyenlőtlensé-
gek, a melyek (8)-ban a A multiplicatorok említett kiszámítása és 
helyettesítése után jelentkeznek: 

(9) 

a hol az iV-féle tagok függetlenek a multiplicatoroktól. 
3. Annak a bebizonyítása van hátra, hogy a u. multiplicato-

rok mindig megválaszthatok úgy, hogy ezek az egyenlőtlenségek 
teljesüljenek. 

(8) 

Akkor a kitűzött helyettesítések után a (4) alatti relatiók így 
jegyezhetők : 
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Ha ebben az önkényes követelésben: 

a f e l ő l • • • = 0 * ^ 0 , u ^ O . m ^ O , . . . ( 1 0 ) 
(ft—1, 2, . . . ) 

egyetlen 6 sem olyan, hogy csak zérus lehet, akkor úgy is meg-
választhatok (10)-ben a a határozatlanok, hogy minden 6 nagyobb 
legyen a zérusnál, mer t ha a fj. határozatlanok f±\, /í<i, . . . érték-
rendszerében ;ií, . . . értékrendszerében # 2 > 0 , s í. t., 
akkor a // határozatlanok n\ +juj - t , /i't' + uá'H , . . . értékrend-
szerében ö j > 0 , &p>0, s í. t. Mihelyt azonban lehetnek olyanok a 
H mennyiségek (10)-ben, hogy minden 6 nagyobb mint zérus, már 
akkor nyilvánképen lehetnek olyanok, hogy a (9) megálljon. 

Azt kell tehát kideríteni, hogy (10)-ben nincs olyan 6, a 
mely ott csak zérus lehet. Ez valóban így vagyon. Tegyük fel 
ugyanis, hogy a (10)-ben 8X csak = 0 lehet. Akkor állítható, hogy 
(10) minden megoldásában beválik ez az egyenlőtlenség: — # j > 0 . 
Kell tehát létezniök oly nem-negativ multiplicatoroknak — 1, j/„>, 
v3> Qi> • • •> h ° g y szerintük 

A v mennyiségek és // mennyiségek száma egyezik, mert mind-
egyik akkora, a mekkora (2)-ben az egyenlőtlenségek száma. Szo-
rozzuk meg a mostani egyenleteket rendre a c,, . . . multipli-
catorokkal s azután adjuk össze azokat. Az eredmény ebben az 
alakban állítható elő: 

vagyis 
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A determináns négyzetek összege. Ugyanis ha ebből a rend-
szerből : 

Hhi fk, Au > Aqi , . . ., An 
ZI>i,~>Vk> Ap, , AtJ , . . ., An 

III kZnvk, A13,, , A% 3n, . . . , Ä;3n 

Vk> 0 

a teljes sorok fölhasználásával minden ( i+ l ) -ed fokú determi-
nánst megalkotunk, azután második hatványra emeljük és össze-
adjuk azokat, úgy eljutunk az egyenlet determinans-tagjához, t. i. 
K 3 n , mert (2) alatt az egyenletek száma kisebb mint a dp varia-
tiók száma az 1. alatt kiszabott első alaki megszorítás értelmében. 
Minthogy az vt + i>2 ()ä -| összeg csupa nem-negativ tagokat 
tartalmaz, az (Z+l)-ed fokú determinánsoknak el kellene tünniök. 
Ez azonban az 1. alatt kiszabott alaki megszorítások miatt nem 
lehetséges, mert vl ^ 1, vt 0, v3 ;> ü, . . . 

4. Ez a bizonyítás nem illeti meg azt az esetet, hogy az 1. 
alatt kiszabott alaki megszorítás mellett (2)-ben csak egyenlőtlen-
ségek foglaltatnak, tehát, hogy (2)-ben egyenletek sem explicite, 
sem implicite elő nem fordulnak. Ekkor ugyanis a (8) alatti rend-
szert csupán csak az egyenlőtlenségek alkotják : 

Mk+(BB)lk/n + (BB)ik^+ • • • ^ 0, Ui^O, U,2 >_ 0, . . . 
(k-i, 2 ) 

Hogyha azonban ezekre az egyenlőtlenségekre ugyanazt az eljárást 
alkalmazzuk, a melyet 3-ban a (9) alatti egyenlőtlenségekre alkal-
maztunk, úgy azt találjuk, hogy ezek a kifejezések: 

(k-1, 2, . . .) 

egyszerre mind lehetnek nagyobbak mint zérus, mert máskülön-
ben ezek az összegek: !Bkí vk, 2Bi&vk, .. . egyszerre mind eltűn-
hetnének, jóllehet a nem-negativ vk multiplicatorok nem mind zé-
rusok. Ez pedig ellenkezik azzal az alaki föltevéssel, hogy (2) alatt 
implicite sem foglaltatnak egyenletek. 

2. §. Ahhoz a tisztán mathematikai tételhez jutottunk, hogy 
ha a (Sx, dy, Sz) virtuális elmozdulások a 
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It (a8x+bdy+eőz) = 0, 
1\2 {adx-f- bdy+edz) = 0 , . . . 

+ ^ 0, 
Zziadx+ßöy+rdz) > 0 , . . . ( 1 1 ) 

relatióknak vannak alávetve, akkor léteznek olyan erők (X, 2), 
a melyekkel 

I[(mx—X—?í) ctx+imy- Y— 3)) Z— 3) Azj^O, (12) 

Ez a magában véve tisztán matliematikai tétel mechanikai 
alaptétellé válik, mihelyt valamely tapasztalati meghatározás járul 
az (26, 3), 3) e rők analytikai meghatározásához. 

Az a mechanikai jelentőség tulajdonítható pedig ez (X, 3), 3) 
erőknek, hogy azok a környezeti ellenállásnak a kényszer körül-
ményeiből származó módosulását és a kényszertől föltételezett 
súrlódást, szóval a (11) alatt kifejezett kényszer járulékait juttat-
ják számbavételhez, hogy tehát a (X, 3), 3) erők a kényszer-járulé-
kok reactióját jelenthetik. 

Ebben az értelemben tartalmazza (12) a virtuális elmozdulá-
sok elvének általánosítását. 

Számolnunk kell azzal a lehetőséggel, hogy a kényszer nem 
fejezhető ki egyetlen homogen és linearis relatio-rendszerrel, ha-
nem egynél több ilyen rendszer szükséges a kifejezéséhez, úgy 
hogy mindazok az elemi elmozdulások virtuális elmozdulások, a 
melyek az egyes rendszerekkel külön-külön megférnek, jóllehet 
egyetlen relatio-rendszerrel nem határozhatók meg. 

Ez esetben a megállapított tétel egyenkint valamennyi rela-
tio-rendszert megilleti, vagyis mindegyik (ll)-féle relatio-rend-
szerhez tartoznak megfelelő módon (12) és (13)-féle relatiók. Az 
($, 3), 3) erők pedig a különböző (12) és (13)-féle relatio-rendsze-

(aX+63)+r3) = 0, 
-2 ' á («X+fe3)+c3) = 0 , . . . 

- 1 ^ 0 3 1 + ß 3 ) + r 3 ) ^ 0 , . . . (13) 

I I . 
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rekben azokat a reactiókat jelenthetik, a melyek külön-külön az 
egyes (ll)-féle kényszerek járulékaitól származnak. 

Ha a különböző (11), (12), (IB)-féle rendszer-csoportokat 
accentusokkal különböztetjük meg egymástól, úgy / és nem-nega-
tiv u multiplicatorok szerint: 

a A' index (accentusok száma) minden értéke mellett. Természete-
sen JTj, 2*2, stb. úgy értendő, hogy 2', alatt aW — aW, stb. illetőleg 
a(fc) = a(W atb., v2 alatt a<fc> = a™, stb. illetőleg a<fc> = «<£>, stb. stb. 
és 3£(fc) stb. mindenütt és a summálások rendén az i index 
változik, lévén sorban = 1 , 2 , . . . 

III. 

1. §. A folytonos térfoglaláshoz térendők, meg kell győződ-
nünk, hogy a multiplicatorok alkalmazásának a tétele * folytonos 
testek esetében is érvényes. Abban a föltevésben, hogy a kényszer 
csupa egyenletekkel fejezhető ki, LAGRANGE folytonos térfoglalás 

* L . c . 

és egyszersmind 
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esetében is használatba vette a multiplicatorok módszerét, de eljá-
rásának jogosultságát semmivel sem igazolta. Már pedig kételyek 
támaszthatók az ellen. Nevezetesen azzal a tárgyra tartozó fölte-
véssel, hogy a virtuális elmozdulások a hely deriválható függvé-
nyei, új korlátozás hárul reájuk, ámde a változók érték-tartomá-
nyánakjárulékos megszorításai következtében általában megszűnik 
a multiplicatoros módszer érvényessége. 

Egy egyszerű, de jellemző esetet illetőleg meg fogom álla-
pítani az érvényességet. Ez elégséges lesz arra, hogy mindazt a 
többi esetet is fölismerjük, a melyben alkalmazható a multiplica-
torok módszere, és hogy e módszer alkalmazásának a megvalósí-
tására is mindenkor képesek legyünk. 

Az érvényesség megállapítása azon a lehetőségen alapszik, 
hogy a föltételezendő deriválhatóságoknak új változók fölvételével 
homogen linearis egyenletek által tudunk kifejezést adni. 

1. A £, 7], . . . határozatlan változók T térben mindenütt 
differencziálható függvényei legyenek a helynek (x, y, z), s e T tér 
belsejében mindenütt eleget tegyenek ez egyenlőtlenségnek: 

a T tér határán, S fölületen pedig mindenütt eleget tegyenek 
ennek az egyenlőtlenségnek: 

Ez egyenlőtlenségek minden megoldásában teljesüljön a következő 
integrál-egyenlőtlenség: 

E mellett az A0, B0 A'0, V0, . . . együtthatók a hely folyto-
nos függvényeit, az Aíf A2, A3, Bx, . . ., Xt, A"2, A'3, Y,, . . . 
együtthatók a hely differencziálható függvényeit jelentsék a 7'tér-
ben, és az L, M, . . . együtthatók a hely folytonos függvényei le-
gyenek a T tér határán, vagyis az S fölületen. Az integrál minden 
egyes rj, . . . függvény-alak esetén teljesen határozott értékkel 
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bír, mert a mely változók a hely differencziálható függvényei egy 
térben, azoknak a coordináták szerint képezett partialis deriváltjai 
szükségképen folytonosak abban a térben. 

2. Ez a propositio a következővel helyettesíthető. 
Oszszuk a T tért szorosan a határáig S fölületig igen kis 

congruens hasábokra olyképen, hogy a coordináta-síkokhoz igen 
sűrűen párhuzamos síkokat fektetünk a T téren keresztül. E hasá-
bok élei Dx, Dii, Dz hosszúságúak legyenek a szerint, a mint az 
x, I/ vagy z tengelylyel párhuzamosak. A hely előforduló függvé-
nyei mind a hasábok centrumaira (X, y, z) vonatkozzanak a T tér 
belsejében, s majd a következő rövidített jelöléseket, használjuk: 

A T tér .S' határfölületét igen kis Da részekre osztják a hasáb-
képző síkok. A Da fölületrészekhez rendelt függvényértékek min-
dig egy legközelebbi hasáb-centrumra vonatkozzanak. 

Legyen már most, hogy a Dx, Díj, Dz hosszúságok megvá-
laszthatok oly kicsinyeknek, hogy mihelyt még kisebbek, már tet-
szés szerint megadott kicsinynél kisebb hibával minden hasáb-
centrumban : 
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relatiók állanak fenn a r/} £ stb.-féle határozatlanok és u, v, v 
stb.-féle ú j határozatlanok között, a melyeknek különben csak 
véges értékek tulajdonítandók, e mellett az a\, a'", h\, b'í, , 
<í, >'i, ci" stb. együtthatók a Dx hosszúsággal, az oá> •> 
cá, . . . stb. együtthatók a Dy hosszúsággal, az a'3, . . ., b's, . . ., 
<'3 stb. együtthatók a Dz hosszúsággal zérusba convergáló 
mennyiségek; az S fölületen pedig, a legközelebbi hasáb-centru-
mokban : 

és e relatiók minden megoldásában : 

Az A, II, L, M, . . . , X, . . . együtthatóknak ugyanazok 
a functionalis viselkedések tulajdonítandók, a melyeket (l)-ben tu-
lajdonítottunk nekik. 

3. Kell létezniök olyan multiplicatoroknak az (5) alatti egyen-
letek számára és kell létezniök olyan nem-negativ multiplicato-
roknak a (4) és (6) alatti egyenlőtlenségek számára, hogy e multi-
plicatorok szerint összeadva, a (7) alatti egyenlőtlenséggel identi-
cus egyenlőtlenséget szolgáltassanak azok az egyenletek és egyen-
lőtlenségek. Minthogy azonban a (7) alatt i relatioban az u, v, w-féle 
határozatlanok nem fordulnak elő, így az ezekhez tartozó multi-
plicatorok csak zérusok lehetnek, minek következtében a multipli-
catoros összeadással nyert relatioból — a miatt, hogy a (7) alatti-
val identicus — szükségképen teljesen kiesik az (5)-től származó 
tag-rész. A (4)-hez rendelendő nem-negativ multiplicatorokat 
tpDr {=<pDxDyl)z), a (6)-hoz tartozókat (>/)<? jelölje. Ehhez képest: 
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a hol a belső summálások a különböző (1) és (2)-féle relatiók sze-
rint valók. 

A Dx, Dy, Dz hosszúságok végtelen kisebbítésével (5) értel-
mében (cj $): Dx stb. partialis deriváltakká válnak, és pedig az 
egész T térben a hely folytonos függvényeit képező deriváltakká. 
A (8) alatti identitás jobb oldala pedig teljesen határozott tér-inte-
grálba megy át, a mely részleges quadraturákkal olyan tér-integrál 
és fölületi integrál összegévé alakítható, a melyekben már a 
7], . . . változók deriváltjai nem fordulnak elő. A (8) alatti identitás 
baloldalának is birnia kell ezzel a tulajdonsággal. A részleges 
quadraturák elvégzése után így jelentkezik ez az identitás : 

a hol a, ß, y a Da fölület-elem befelé mutató normálisának az 
irány-cosinusai. 

Ebből folyólag a T tér belsejében mindenütt 

Ha még más olyatén korlátozó relatiók is léteznek, mint (1) 
és (2), úgy ez az identitás áll fenn : 
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(11) 

és e tér határán, vagyis az S fölületen mindenütt 

4. Mivel a föltevés szerint az adott korlátozó relatiók, vagyis 
az (1) és (2)-féle relatiók csupa egyenlőtlenségekből állottak, így a 
co és (>-féle multiplicatorok nem-negativ mennyiségeket jelente-
nek. Ha egyenletek is fordulnának elő közöttük, vagy ha csupa 
egyenletekből állanának, akkor csupán abban a tekintetben 
módosul az egész eljárás, hogy az egyenletek multiplicatorai 
semmi előzetes megszorítást nem viselnek. 1 

Ha némely előforduló függvények bizonyos fölületeken foly-
tonosság-szakadást szenvednének a T térben, ügy ez a körülmény 
a részleges quadraturák végzésében figyelembe veendő. A mennyi-
ben azonban a £, rj, . . . határozatlanok számára közönséges foly-
tonosság-szakadási fölületek volnának előirva, általában véve az 
ilyen föliiletekhez is tartoznak korlátozó relatiók a £, 7j, . . . hatá-
rozatlanok között. Ezek a relatiók a £, rj, . . . határozatlanoknak a 
különös fölületek egyik és másik oldalát megillető értékei között 
állanak fenn a fölületek pontjaiban. Természetesen ezek a relatiók 
is (9)-be iktatandók multiplicatoros fölületi integratiók útján, oly 
módon, mint a határ-fölülethez tartozó relatiók. 

1. §. A folytonos térfoglaláshoz térve, tegyük föl egyszers-
mind, hogy alkotó részeket kell megkülönböztetnünk az anyagi 
rendszerben, a melyek folytonosságban ugyanazt a tért töltik ki, 
de különböző kényszereknek és szabad erőknek vannak alávetve. 

Ezentúl a 2' összegelési jelvény azokra a különböző alkat-
részekre vonatkozzék, a melyek mint egy testben foglalt anyagi 
összetevők jönnek tekintetbe és S összegelési jelvény vonatkozzék 
azokra a különböző testekre, a melyek az anyagi rendszert képe-
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zik. Az egyes testekben minden előforduló változó a hely és idő 
folytonos függvényét jelentse. 

Ehhez képest L (12) helyett némely ottani jelölések megvál-
toztatásával, a következő egyenlőtlenségünk vagyon : 

SS [[{l.x—X—H) dx+(Li) — Y-ty)dy+(kz-Z-3)8z_ lh 
r 

-).S v ( I (P-HP)(>•>•+(Q+Cl)dy+(//+91)dz] l)<r>0, (12) 
a 

a hol a lolületi integrálok részleges quadraturákból származottak -
nak tekintendők, azaz úgy fogandók föl, hogy ha a, ß, y a Drr lo-
liilet-elem befelé mutató normálisának az iránycosinusai, úgy 

P=Pla+Psß+P3r, 
%l = %a + %ß+%r, stb. 

és eredetileg az ennek megfelelő tér-integrálok foglaltak helyet az 
egyenlőtlenségben a fölületi integrálok helyett. 

A kényszer kifejezései a testektől elfoglalt r terek számára 
homogen és linearis relatiók az anyagi összetevőkbe tartozó virtu-
ális elmozdulások, elfordulások és deformatiók (kiterjedések és 
elferdülések) componensei között. A kényszer kifejezései a testek 
a határfölületei számára homogen és linearis relatiók az anyagi 
összetevőknek a \)a fölületelemekkel határos elemi részeinek a 
virtuális elmozdulási componensei között. 

Az a követelés, hogy a kényszer járulékaiból (súrlódás stb.) 
származó erők — a mostani jelölés szerint (2LJ)t, tylh, 3 é s 

Ila, Q/>í7 lh) — megváltoztatott előjellel kielégítsék a virtu-
ális elmozdulások relatióit, ezúttal a térbeli ( X l h , tylh, e rö-
ket illetőleg általában véve nem bír értelemmel, mert általában a 
virtuális elmozdulások deriváltjait tartalmazzák azok a relatiók, 
már pedig bizonyos, hogy az Xlh stb. componensek nem minden 
esetre deriválhatok, t. i. a miatt, hogy a l h térelemek tetszés sze-
rint választhatók. Most az (X, 5), 3) és 0p, Q, 9t) vectorokra rójjuk 
ki, hogy megváltoztatott előjellel véve kielégítsék a virtuális elmoz-
dulások relatióit. Ez a rendelkezés nem ellenkezik az I. fejezet 
megállapításával, mert a lh térelemek olyatén megválasztásá-
ban, hogy egyenlő térfogatúak legyenek azok, nyilvánképen telje-

X I X 8 
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sen megegyezik ama megállapítással. A Da, £il)a, ÍRl)a) íöliileti 
erőket illetőleg a mostani rendelkezés és az I. fejezet megállapí-
tása egészen általánosan megegyezik, mert a stb. féle com-
ponensekkel képezett föliileti kényszer-relatiókból a Der fölület-
elem törölhető. 

Ha különböző anyagi összetevők között átalakulások foly-
nak, úgy némely összetevők tömege növekedik, másoké fogy, tehát 
az úgynevezett continuitási egyenlet nem illeti meg külön-külön 
az egyes anyagi összetevőket, hanem csak azok bizonyos halma-
zaira vonatkoztatható. 

IV. 

1. §. Abban a hypothesisben, hogy a coordinata-tengelyek 
mindenkori helyzete megválasztható olykép, hogy egy független 
anyagi rendszerben szabad erők ne hassanak, jelöljék (o.r, 8y, öz) 
a lehetséges elmozdulásokat. Tekintetbe véve, hogy független 
anyagi rendszerben folytonosság-szakadási fölületek nem fordul-
nak elő, III. (12) helyét a következő egyenlőtlenség foglalja el: 

Í j [(/fdc-X) 3x+(ky-W iy+(kz-.3) dz] DT>0, (1) 
T 

a hol T a független anyagi rendszertől betöltött tért jelenti. 
Az a föltevés, hogy nem fordulnak elő folytonosság-szaka-

dási fölületek, azon a szükségességen alapszik, hogy egy független 
anyagi rendszerbe a testek határ-rétegei föltétlenül bele számítan-
dók : a határ-rétegek kirekesztésével számba vett rendszer nem 
tekinthető függetlennek, mert számottevő mértékben függ az a 
határ-rétegektől, bármi vékony térközök tulajdoníthatók is ezek-
nek térfogat gyanánt ; a határ-rétegek kirekesztésével megmaradt 
rendszerben már szabad föliileti erők nyilvánulnak, t. i. azokon a 
fölületeken, a melyek a kirekesztett határ-rétegek geometriai jel-
vényei. Egy egyszerű példa elégséges lesz ennek analytikus for-
mában való fölismerésére. Tegyük föl, hogy a kényszert a függet-
len rendszer terében mindenütt ez az egyetlen egyenlőtlenség fe-
jezi ki : 
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a hol az összegelés a 1' jegy érteményének megfelelően az egy he-
lyen együtt lévő anyagi eomponensek megkülönböztetése szerint 
gondolandó. Ekkor a T térben minden egyes anyagi összetevő 
számára ilyen egyenleteink vannak : 

Szorozzuk meg ezeket az egyenleteket rendre dxíh, di/lh, fizDr-
val, azután adjuk össze és integráljuk a határ-rétegek térközeinek 
a kirekesztésével a T térre kiterjedőleg. Részleges quadraturák 
végzésével, az S összegelési jelnek az előbbi fejezetben tulajdoní-
tott értemény szerint ehhez az egyenlethez jutunk: 

tehát a kényszer-relatio értelmében most (1) helyett a következő 
alap-egyenlőtlenségünk vagyon 

mint fölöleti szabad erők componensei jelentkeznek. 

a hol 
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A közönséges mechanikához úgy jutunk el, ha a határ-réte-
geken kívül még egyes anyagi összetevőket is kirekesztünk a füg-
getlen rendszerből (egyebek közt az íethert), másokat pedig a le-
hetséges elmozdulások képzésében mozdulatlanul hagyunk, csu-
pán azokat a lehetséges elmozdulásokat tartva számon, a melyek 
ez anyagi részek mozdulatlansága mellett lehetségesek, s ezek a 
virtuális elmozdulások. A kirekesztett anyagi részt külső rend-
szernek, a többit belső rendszernek nevezzük el. Hogy már most 
eljuthassunk a közönséges mechanikához, válaszszuk ki a kény-
szer relatiói közül azokat, a melyek csak a belső rendszerbe tar-
tozó elmozdulásoktól függenek. Ezek vagy készen vannak a rela-
tiók között, vagy a külső rendszerbe tartozó elmozdulások compo-
nenseinek eliminálásával multiplicatoros összeadások által állít-
hatók elé. Összességük azonban mindazokat az elmozdulásokat 
szolgáltatja, a melyek a belső rendszerben egyáltalán lehetsé-
gesek. 

Ennek az állításnak a bebizonyítása végett írjuk: 

és vegyük tekintetbe a következő relatio-rendszert: 

I. Ha ez a rendszer készen tartalmaz oly relatiókat, a me-
lyekben u nem fordul elő, vagy legalább következtethetők belőle 
ilyen relatiók, azaz implicite tartalmaz ilyeneket, akkor léteznek 
olyan A' multiplicatorok és A nem-negativ multiplicatorok, nem 
csupa zérusok, hogy 

még pedig oly számú (A', A) rendszer létezik, a mily számú az ex-
plicite és implicite létező ?t-talan relatio. Az explicite előforduló 
M-talan relatiókat illetőleg evidens ennek az állításnak a helyes-
sége. Az implicite előfordulókat illetőleg pedig azonnal belátjuk 
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azt, ha megfontoljuk, hogy minden következményes relatio bal-
oldala kifejezhető az egyenletek baloldalainak multiplicatorok és 
az egyenlőtlenségek baloldalainak nem-negativ multiplicatorok 
szerint való összeadásával, tehát ha F0 0 vagy l r

0 -() implicite 
tartalmazott relatiónk van, úgy létezik oly (/', A) multiplicator-
rendszer, hogy 

honnan a föntebbi identitás következik. 
Ily identitás hiányában nemcsak explicite nem foglaltatik 

it-talan relatio az adott rendszerben, de implicite sem, azaz nem 
eliminálhatók az n határozók a rendszerben foglalt relatiók 
között. 

Ebben az esetben, vagyis ha n-talan relatiók sem explicite, 
sem implicite nem foglaltatnak az adott rendszerben, a v határo-
zatlanok minden gondolható értéket fölvehetnek, ezek értéktarto-
mányára nem ró ki semmi megszorítást a rendszer. Számítsunk 
ki ugyanis az (/ '4 V 0) adott egyenletekből annyi »mennyi-
séget a többi M-knak és a í'-knek a függvényei gyanánt, a mennyit 
csak lehet. Azután helyettesítsük be az (l 0) adott egyen-
lőtlenségekbe a kiszámított ii mennyiségek kifejezéseit. Ily módon 
oly rendszert fognak képezni ezek az egyenlőtlenségek, a mely 
requivalens az egész adott rendszerrel. írjuk így a helyettesítések-
kel előállított egyenlőtlenségi rendszert: 

Minthogy a föltevés szerint nem eliminálhatók az n mennyiségek, 
így nem léteznek oly nem-negativ multiplicatorok )., a melyek 
mellett a 17/ összeg identikusán eltűnjék ós következőleg egy-
szerre valamennyi / ' lehet zérusnál nagyobb, mint az I. 3. alatt 
lévő bizonyítás nyomán látható. Ebből folyólag bármely értékeket 
tulajdonítsunk is a v határozatlanoknak, megválaszhatók olyképen 
az / ' kifejezésekben még előforduló u határozatlanok értékei, hogy 
az I-+-17 , 0 stb. egyenlőtlenségek mind teljesüljenek, tehát a i' 
határozatlanok bármely értékeket fölvehetnek. 

2. Ha explicite vagy implicite tartalmaz oly relatiókat a 
rendszer, a melyekben nincs u, akkor pedig mindazokat az érté-
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keket íölvehetik a v határozatlanok, a melyek ezeknek az M-talan 
relatióknak az összességét kielégítik. 

Hogy meggyőződést szerezzünk ennek az állításnak az igaz 
voltáról, számítsunk ki ismét annyi u mennyiséget az adott 
(/ V'= 0) egyenletekből, mint a többi w knak és a e-knek a 
függvényét, a mennyit csak lehet. Azután helyettesítsük be a ki-
számított it mennyiségek kifejezéseit minden adott egyenletbe 
és egyenlőtlenségbe. Lesz egy oly egyenlet-rendszerünk 

Ki kell tűnnie, hogy eltekintve az (a) alatti egyenletektől és 
a (/<)-ben )í,-től független egyenlőtlenségektől, az Mj-en kívül még 
előforduló határozatlanok, mindazokat az értékeket fölvehetik, a 
melyeknek a fölvételét a (c) alatti egyenlőtlenségek megengedik, a 
mi azt jelenti, hogy mindent számba véve, mindazt az értéket föl-
vehetik azok a határozatlanok, a melyek az (a) alatti egyenletek-
kel, a (b) alatti í/,-telen egyenlőtlenségekkel és a (c) alatti egyen-
lőtlenségekkel megférnek. Hogy pedig ez valóban így vagyon, ki-

(a) 

( b ) 

a melyben u mennyiségek nem fordulnak elő, és lesz egy egyen-
lőtlenségi rendszerünk 

a melyben a kiszámított u mennyiségek nem fordulnak elő. Az (a) 
és (h) rendszer együtt íequivalens az eredeti rendszerrel. • 

Most egyelőre csak egy u mennyiséget elimináljunk a (b) 
alatti relatiókból a bennük még előforduló mennyiségek közül, 
s legyen ez az u , . Erre a czélra írjuk így azokat az egyenlőtlensé-
geket (M-ben, a melyek tartalmazzák az u, mennyiséget: 

a hol P,, í\, stb. () l , <).,, stb. természetesen H r től nem függenek. 
A következő rendszer képezi az eliminálások eredményét: 
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tetszik abból, liogy az u{ határozatlannak az értéke mindig meg-
választható úgy, hogy ne legyen kisebb mint a legnagyobb P, és ne 
legyen nagyobb mint a legkisebb (J, mert (r) szerint nincs olyan 
U, a mely kisebb volna, mint valamelyik /'; következőleg mihelyt 
(r) teljesül, már bármi értékekkel bírjanak is különben a P ós (J 
kifejezések, értéke megválasztható úgy, hogy a (//) alatti rend-
szer teljesítve legyen. 

Egy második, még előforduló u mennyiségnek az elimina-
tiója hasonló eredményhez juttat s í. t. Ezzel a kimondott állítás 
be van bizonyítva. 

3. Az előadott következtetések a III. fejezetben foglalt bizo-
nyítás értelmében egy folytonos anyagi rendszer kényszer-kifejezó-
seire is alkalmazhatók. E szerint kiválasztván a kényszer-relatiók 
rendszeréből mindazokat a benne explicite vagy implicite foglalt 
relatiókat, a melyek csak a belső anyagi rendszerbe tartozó lehet-
séges elmozdulásoktól függenek, valóban csupán ezeknek a kivá-
lasztott relatióknak a rendszere szolgál a belső anyagi rendszer-
ben lehetséges elemi elmozdulások meghatározására, vagyis épen 
azok az elemi elmozdulások lehetségesek a belső anyagi rendszer-
ben, a melyek ezekkel a kiválasztott relatiókkal megférnek. 

Ha már most az (1) alatti alaprelationak megfelelően az 
egész független rendszerre nézve megszerkesztjük a multiplicato-
ros kifejezéseket, mint föntebb egy speciális példában tettük, a 
midőn a határ-rétegek kirekesztéséről volt a szó, azután az egész 
külső rendszer kirekesztésével foglaljuk tér-integrálba ezeket a ki-
fejezéseket, úgy mint előbb pusztán a határ-rétegek kirekesztésé-
vel tettük, tehát a belső anyagi rendszerbe tartozó gyorsulási com-
ponensek kifejezéseit egyesítjük egy tér-integrálba: partialis quad-
ra tu rák végzése után s tekintettel a belső rendszerben lehetséges 
elemi elmozdulások összes relatióira oly relatióhoz jutunk alap-
relatio gyanánt a belső rendszer számára, a milyen III (12), hol 
most (Xlh, ) lh, Xlh) és (l'l),r, ()Da, IWo) az egész független 
rendszerre vonatkozó kényszernek ama kifejezéseiből származnak, 
a melyek a külső rendszerbe tartozó elmozdulásoktól is függenek. 
Természetesen az eredeti kényszer-relatiókhoz hozzácsatolva kell 
gondolnunk azokat a relatiókat is, a melyek a külső rendszerbe 
tartozó lehetséges elmozdulások componenseinek az eliminálása-
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val származtathatók. Az ily módon előállított 111 (12)-féle relatio a 
belső rendszerben lehetséges elemi elmozdulásokkal érvényes, 
mert azoknak a relatióknak az összességére való tekintettel nyere-
tett, a melyek csak a belső rendszerbe tartozó elemi elmozdulá-
soktól függenek s az egész független rendszer kényszerének a rela-
tio rendszerében explicite vagy implicite foglaltatnak. Ezeknek a 
relatióknak megváltoztatott előjellel szükségképen eleget tenni kö-
telesek az (3£, 2), 3) illetőleg (íp, D, 3í)-féle vectorok, a kényszer-
járulékok ez erő-vectorai. Mind ebben föl van tételezve, hogy bizo-
nyos módon van választva a coordinata-tengelyek mindenkori 
helyzete. Más helyzet esetében, ha változik az a régire nézve, álta-
lában mások lesznek a külső rendszertől származó ( X l h , Ylk, 
Xlh)-íéle ú. n. szabad erők, úgy hogy részint a külső rendszertől, 
részint a coordinatatengelyek helyzetváltozásából származnak azok. 

Ha azokra az elemi elmozdulásokra szorítkozunk a belső 
rendszerben, a melyek egy részének a mozdulatlansága mellett 
lehetségesek, akkor a másik részének ú. n. virtuális elmozdulásai-
val van dolgunk. Most a belső rendszer kényszer-relatiói, valamint 
a III (12) relatio is, a melyek itt eredetileg a belső rendszer min-
den lehetséges kizavarására szólottak, csak a virtuális elmozdulá-
sok componenseit tartalmazzák, vagyis azoknak az elemi elmoz-
dulásoknak a componenseit, a melyek az egyik rész (mellék-rész) 
mozdulatlansága mellett lehetségesek a másik részben (fő-rész). 
A mennyiben most az [Xlh, tylh, $lJv) és G /V, 9t/V)-féle 
erőket a III. fejezet értelmében a kényszer új relatiói alá? rendel-
jük, elvesztik ezek az erők eredeti jelentményüket, a melylyel t. i. 
(l)-ből folyólag birtak, és most a kényszer azon járulékainak a 
reactióit jelentik, a melyek a mellék-rész mozdulatlansága mellett 
érvényesülnének. 

2. §. Az íether mechanikájában belső anyagi rendszerek úgy 
választandók, hogy a külsők egészen a belsőktől elfoglalt téren 
kívül legyenek, vagyis a belső rendszer mindazt az anyagi össze-
tevőt magában foglalja, a mely a tér egy részében létezik. Akkor 
csak megfelelő módon definiálandók kényszer-kifejezések a belső 
rendszer számára és szabad föliileti erők a belső rendszer ha-
tárára. 

E mellett egyszerűbb esetekben a belső rendszer egész pon-
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derabilis része mellókrésznek számíthat, tehát az sether azon elemi 
megzavarásait szükséges csak tekintetbe venni, a melyek a belső 
rendszer ponderabilis részének a mozdulatlansága mellett lehet-
ségesek. Ez pl. az ú. n. tiszta asthernek az esete, mert csak úgy 
juthatni logikai ellenmondástól mentes és a tapasztalással egyező 
kényszer-kifejezésekhez a «tisztán aether számára, ha fölteszszük, 
hogy valósággal nem tiszta az, hanem mindenütt ponderabilis 
anyaggal elegyesen fordul elő. 

A kényszer kifejezései természetesen kinematikus mennyi-
ségekre vonatkoznak (III. 2.), a melyek vagy egyenesen a lehetsé-
ges, illetőleg virtuális elmozdulások számára képezve jelentkez-
nek, vagy tényleges kinematikus mennyiségek lehetséges, illetőleg 
virtuális megváltozásaival határozvák meg. A «tiszta« aetherbe 
tartozó electro-magnetikus mező mechanikai képéhez pl. úgy 
jutunk el, ha abból a föltevésből indulunk ki, hogy a «tiszta» 
aether elemi részeinek tényleges elfordulási szögei virtuális meg-
változással nem nagyobbodhatnak. 

Bizonyos testeket illetőleg föl kell tennünk, hogy azokban 
az sether oly részei, a melyek ugyanazt a tért foglalják el, külön-
böző kényszereket uralnak, úgy, hogy ezek a testek mintegy kü-
lönböző aether-összetevőket tartalmaznak. Azonkívül lehetséges-
nek kell tartani, hogy ezek közt az iether-összetevők közt átalaku-
lások folynak, tehát egyeseknek a tömege mások tömegének a 
rovására növekszik vagy fordítva. 

A tapasztalás arra mutat, hogy aether és ponderabilis testek 
közt a határrétegekben nincs számot tevő súrlódás, más szóval, 
hogy nincs köztük számot tévő fölületi súrlódás. Ebből nem kö-
vetkezik, hogy aether és ponderabilis testek közt nincs jelentékeny 
belső (térbeli) súrlódás. Ennek a lehetősége is tekintetbe veendő, 
még pedig annál inkább, mert nem ellenkezik az azzal a LORENTZ-

tól követett föltevéssel sem, hogy az aether nem vesz részt a pon-
derabilis testek észlelhető mozgásaiban. 

A kényszerek nem értelmezhetők, a legelemiebbek sem, mi-
lyen pl. az összenyomhatatlanság, ép oly kevéssé magyarázhatók 
járulékaik, minő a súrlódás. Analytikai kifejezéseik minden tovább 
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fürkésző kérdés kizárásával az anyagi minőség alapvető definitiói-
nak tekintendők. Egy jelenség vagy jelenség-csoport magyarázata 
pedig abból áll, hogy oly mechanikai analogont szerzünk annak a 
jelképezésére, leírására, a melyben csupán a föltételezett kényszer 
és járulékai a IV. (1) illetőleg III. (12) elvi egyenlőtlenséggel egye-
temben maradnak magyarázatlanul, de minden egyéb már logikai 
következetességgel fejthető ki ezekből a magyarázatlan kezdetek-
ből, a melyek fölfogásaink végső alapzatának tekintendők. 

(A M. T. Akadémia III. osztályának 1900 deezember 17.-én tartott üléséből.j 
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