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Theorie der einfachen Ungleichungen.

(Von Herrn Julius Farkas in Kolozsvar (Klausenburg).)

' Die naturgemiisse und zugleich systematische Behandlung der ana-
lytischen Mechanik muss das zuerst von Fourier*) und dann spiiter von
Gauss*™) formulirte Ungleichheitsprincip der virtuellen Verschiebungen zur
Grundlage haben.

Die Moglichkeit einer solchen Behandlung erfordert aber gewisse
Kenntnisse fiber die homogenen linearen ganzen Ungleichungen, welche
bisher so zu sagen ginzlich gefehlt haben.

Fourier hat sich selbst vielfach um Ungleichungen bemiiht***), aber
ohne erheblichen Erfolg. Spiter befasste sich der russische Mathematiker
Ostrogradsky mit diesem Gegenstande.t) Seine Betrachtungen passen aber
nur auf den Fall, dass die Anzahl der Ungleichungen, welche zum Aus-
drucke des mechanischen Zwanges dienen, diejenige der Componenten der
virtuellen Verschiebungen nicht iibertrifft. Andere Publicationen, welche
iiber dieses Thema noch erschienen sind, zeigen auch keinen wesentlichen
Fortschritt.

*) ,Sur la Statique“. I. de VEc. polyt. II. An VI. (1798). Oeuvres, Tome II,
pp- 477—b21. 1890.

**) ,Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik“. Dieses Journal,
IV. 1829. Werke V. 1871,

»Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii“. Comm. soc.
reg. scient. Gotting. rec. Vol. VIL. 1830. Werke V. 1877.
¢ **#) Oeuvres, Tome II. pp. 317—328. 1890. (1823, 1824). ' -

+) »Considérations générales sur les momens des forces¢. Mém. de 1’Ac. imp.
des Sc. de St. Pétersbourg 1834.
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Wiihrend der letzten sieben Jahre habe ich mich wiederholt mit Un-
gleichungen beschiftigt und aus dem Gesichtspunkte der Anwendungen
eine vorléufig abgeschlossene Theorie derselben zu Stande gebracht. Meine
vereinzelt erschienenen Publicationen®) sind aber nicht geeignet, ein klares
und zusammenhingendes Bild des Ganzen zu liefern, und davon abgesehen,
ist ihre Zugiinglichkeit auch beschrinkt. Darum nehme ich mir die Freiheit,
hier eine systematische Darstellung, nebst einigen FErginzungen, dieser
Arbeiten vorzulegen. Ich habe die Absicht, in einer spiteren Abhandlung

die Verallgemeinerung der Anwendungen zu behandeln.
I. Definitionen.

Eine homogene‘ lineare ganze Function nenne ich kurz einfache
Function. Ist O eine einfache Function der reellen Variablen u,, w,,..., u,,
g0 nenne ich die Gleichung @ = 0 eine einfache Gleichung, und die Un-
gleichung © =0 oder —@ < 0 eine einfache Ungleichung, jede eine ein-
fache Relation zwischen den Variablen u. Die einfachen Ungleichungen
werde ich immer in der Form © =0 schreiben und betrachten.

Sind 6, 0,,...,0,, 0,,... einfache Functionen der Variablen u,
und wird der Werthbereich dieser Variablen durch die einfachen Relationen
0,=0, 6,=0,..., 06,=0  0,=0,...

eingeschriinkt, so nenne ich die Gesammtheit dieser Relationen ein einfaches
Relationssystem. Werthsysteme », welche diesem Relationssysteme geniigen,
nenne ich Lisungen desselben. | .

Besteht fiir alle Losungen eines einfachen Relationssystems die
einfache Gleichung ©' = 0, so nenne ich dieselbe eine consecutive Gleichung
des Systems. Besteht fiir alle Losungen eines einfachen Relationssystems
die einfache Ungleichung © = 0, so nenne ich dieselbe eine consecutive
Ungleichung des Systems. Ich nenne die Gleichung ©' =0 und die Un-
gleichung © = 0 eine consecutive Relation des Systems. Es ist klar, dass
eine jede Relation, welche in einem einfachen Relationssysteme vorkommt,

*) pUeber die Anwendungen des mechanischen Princips von Fourier“. Math.
und Naturw. Berichte aus Ungarn XII. 1895.

»Die algebraischen Grundlagen der Anwendungen des Fourierschen Princips in
der Mechanik“. Ebenda XV. 1898.

»Die algebraische Grundlage der Anwendungen des mechanischen Princips von
Fourier. Ebenda XVI. 1899.

- wAllgemeine Principien fiir die Mechanik des Aethers“. Archives Néerlandaises,
Série II. T. IV. (Jubelband, H. A. Lorentz.)
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eine consecutive Relation des Systems ist. Von einer jeden Relation, welche
in einem einfachen Relationssysteme vorkommt, sage ich, dass dieselbe
explicite in dem Systeme enthalten ist. Von den iibrigen consecutiven
Relationen sage ich, dass dieselben implicite in dem Systeme ent-
halten sind. '

Ist ein gegebenes Relationssystem so beschaffen, dass, sobald eine
Relation aus demselben entnommen wird, durch das System der zuriickge-
bliebenen Relationen der Werthbereich der Variablen nicht mehr in solchem
Maasse eingeschrinkt wird, wie durch das ganze System, so sage ich
von den gegebenen Relationen, dass dieselben unabhingig von einander
sind; und ibr System, d. h. das ganze gegebene System nenne ich dann ein
Stammsystem.

II. Ueber die mogliche Anzahl der von einander unabhingigen einfachen Ungleichungen.

Sobald die Anzahl der Variablen zwei dbertrifft, ist die mogliche
Anzahl der in einem Stammsystem explicile enthallenen Ungleichungen unbe-
grenst. Es ist offenbar geniigend, den Beweis fiir den Fall von drei
Variablen zu fithren.

Diese drei Variablen «, y, z sollen die geradlinigen, rechtwinkligen
Coordinaten eines Punktes bedeuten, welcher seinerseits nicht ausserhalb des
Raumes einer gewdhnlichen Pyramide fallen soll, d. h. einer solchen, welche
keine Hohlwinkel aufweist. Die Seiten der Pyramide erstrecken sich in
die Unendlichkeit. In den Ungleichungen

. a1w+ﬂ1y+715§0,
™ e+ By + 7.5 = 0,

sollen die Coefficienten «, 3, ¥ die Richtungscosinus der nach dem Inneren
der Pyramide gerichteten Normalen der Seitenflichen bedeuten, und die
Spitze der Pyramide soll sich im Anfangspunkte des Coordinatensystems
befinden. Durch das System (*) wird in diesem Falle die Verfligung iiber
den Ort des Punktes x, y, » ausgedriickt. Wie viel Seiten auch die Pyra-
mide habe, also aus wie vielen Ungleichungen auch das System (*) bestehe,
eine jede Ungleichung ist unabhingig von dem Systeme der anderen, weil,
sobald eine Ungleichung beseitigt wird, hiermit auch eine Seitenfliche der
Pyramide beseitigt wird, und der Rauminhalt derselben vermehrt sich dadurch
um denjenigen einer dreiseitigen Pyramide, folglich gewinnt der Ort des
1*
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Punktes an Freiheit, und der Bereich der Auflosungen des Systems ver-
grossert sich.

Nur wenn die Anzahl der Variablen nicht zwei bertrifft, ist der Umfang
der Stammsysteme beschrinkt, In dem Falle von zwei Variablen kann ein
Stammsystem hichstens vier Ungleichungen explicite enthalten, und enthilt es
deren vier, so kann es immer auf zwei Gleichungen reducirt werden; ent-
hilt es drei Ungleichungen, so kann es immer auf eine Gleichung und auf
eine Ungleichung zuriickgefilhrt werden. Man iiberzeugt sich davon leicht
durch eine geometrische Anschauung, indem man die zwei Variablen als
Coordinaten eines Punktes in einer Ebene betrachtet und die Coefficienten
paarweise als Richtungscosinus von Strahlen auffasst, deren Mittelpunkt sich
in dem Anfangspunkte der Coordinaten befindet. T

III. Ueber die Superposition von Ldsungen.

1. Es sei
A;1"1+ A;ﬂlz + -4 A;nun = 07
Ayu + Apu, + -+ + Aju, = 01
(1> Ail u, -+ Arlz t+ -+ Apu, = 07

Ayu, + Apuy + -+ + Alnu”; O,
Ayuy + Apu, + -+ + Az,.u,lz 0,

unser System von einfachen Relationen. Geniigen diesem Systeme die Werthe

Uy =Gy, =0y ...y U= G}
u1=b1, u2=b2, oy u”=b”;

so geniigen demselben auch die Werthe

w=a+b+-
h=a+b+-

#%, = u+bn+ "';
denn aus
Aya,+ Apa, + -+ + Ao, = 0,
:1b1+ A.{zbz y R o A;nb» = O,

. . . . ’ . .
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A+ Ab, + - + A b, = 0,

Aklal + Ak2a2 + e + Almau _>_ 07

folgt offenbar

A;1(01 +b+-)+ A.{z(az‘l' b+ )+ + A£n<an+ b, +--) =0,
Au(a+ b+ ) + Ap(a+ b, + )+ o+ Ay (@t b+ ) ZO-

2. Es mbgen p,, p,,... einfache Functionen der Variablen
bedeuten und diese Variablen ausser dem Systeme (1.), noch dem
Systeme

@) P 2-0, Pz:%(),---
unterworfen sein; wenn nun keine Function p in dem vereinigten Systeme (1.)
und (2.) in der Weise beschriankt vorkommt, dass dieselbe nur den Werth
Null annehmen kann, so kionnen alle Functionen p gleichzeitig grisser als Null
sein. Denn gesetzt, man hitte fiir v, = a,, u,=a,,...: p, >0, flir u, = b,,
=by...: p, >0, u 8. w., so bekdime man fir u, =a,+0b+ -,
h=a,+b+ -, w.8. w: p >0, p,>0,... ;
IV. Grundsatz der einfachen Ungleichungen.

Es sei .
Aju + Apu,+ -+ A, u, = 0, _2_ 0,
(1) Apnu+ Apu, + - + Ayu, = 0, = 0,

das gegebene System von Ungleichungen, und in jeder Lisung desselben
moge

@) A1“1+A2“2+"‘+An“u5'9§0
bestehen,

Es giebt immer solche nicht-negativen, von den Variablen u unabhdngigen
Multiplicatoren i, dass

(3) 9 =40,410,+---
ist.

Beweis.

Der in (2.) befindliche Coefficient 4, sei von 0 verschieden. Be-
rechnen wir aus (2.) die Variable w,, als Function der iibrigen » und 9
und substituiren wir sie dann iiberall in (1.) durch diese Function. Wenn
dies geschehen, dividiren wir die einzelnen Ungleichungen mit dem abso-
luten Werthe des Coefficienten des in ihnen befindlichen & (insofern derselbe
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von 0 verschieden ist). Das Resultat des Vorganges sei
+p =0, =0, S+p,.=0,=0,...

(1) rn=0, =0, n=6,=0,...
-9+ =0,=0, —-9+¢=0,=0,...
WO Py, P2y -+ .y Ty T2, ... einfache Functionen der Variablen #,, u,, ..., #,_,
bedeuten.
Nach der Voraussetzung ist
2\) 3 =0

eine consecutive Ungleichung des Systems (1'.).

In der ersten Zeile von (1) ist nothwendiger Weise wenigstens
eine Ungleichung, denn wenn die erste Zeile nicht bestinde, so konnte
9 < 0 sein.

Jetzt schreibe ich anstatt des Systems (1'.) ein anderes auf, welches
sich von diesem darin unterscheidet, dass es anstatt der dritten Zeile solche
Ungleichungen enthilt, welche aus (1'.) durch Eliminationen der Grosse &
entstehen .

G4+p =0, =0, 94p=0, =0,...

rn=0, =0, r,=0, =0,...
1) pn+¢=06,+6,=0, p+¢=0,+0,=0,...
rt+¢=0,+06,=0, p+¢=0,+06,=0,...

Auch in jeder Losung dieses Systems ist
@".) 9 > 0.

Setzen wir niimlich voraus, dass hier & <Z 0 sein kann. Dann folgt
aus der ersten Zeile, dass jedes p > 0. Ist p, das Kkleinste p, so kann
darin & noch den Werth —p, haben. So aber wird nach der dritten Zeile
von (1".) auch die dritte Zeile von (1'.) erfiillt sein, also auch das ganze
System (1) Nun kann dies aber nach der Voraussetzung nur fiir nicht-
negative Werthe von 9 befriedigt werden: also kann auch bei jeder Lisung
von (1".) nur >0 sein.

Nach dieser Begriindung beschriinken wir uns vor der Hand auf
jene speciellen Losungen von (1".), in welchen kein p negativ ist, in
welchen also
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p. =0, p. =0,
=0, n=>0,...
(1) P+ >0, p+¢p=0...

Jedenfalls existirt eine solche Losung von (1".), welche (1,.) befriedigt
(ndmlich wenigstens dadurch, dass alle p, ¢, r verschwinden).

In (1,.) ist wenigstens ein gewisses p stets = 0; widrigenfalls kdnnten

alle p auf einmal > 0 sein (IIL 2.), und dann kionnte & in (1".) negative
Werthe annehmen.

Es sei nun in jeder Losung von (1,.) p, =0, also in allen
(21') —P: z 0)
und setzen wir voraus, dass im Falle von »—1 Variablen der zu beweisende

Satz besteht. Dann besteht er in Bezug auf (1,.) und (2,.), denn in diesen

kommen nur die Variablen u, u,, ..., u,_, vor. Es existiren daher solche
nicht-negativen Multiplicatoren P, Q, R, dass

—p=Pipy+ Pop+---+ Biri + By, + -+

+Qu(p + q1) + Qu(p: + g)+ -
(3:) + Qu(p+ ) + Qu(po + o) + -+

Mit Hiilfe dieser Identitiit kann man aber im Falle von n Variablen
auch schliessen auf die Richtigkeit des Grundsatzes, das heisst, man kann
schliessen auf (3.). Aus (1".) ldsst sich ndimlich mit Ricksichtnahme auf
(3,.) nach leicht erkennbaren Operationen schliessen, dass

(1+P1)@m + P20pa+"'+ Rl@rl"' R2@rg+"°
+ 0u(0,+6,) + 0.(0,, + 0,) +---
+ 02(0,40,) + 0:(0,,4+ 0,) + - -+
B 3—2(1+P:+P2+"')3-
V. Grundsatz der einfachen Relationen.

Hat man das System von einfachen Relationen
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Ail“x + A;:% + 04 Am“n = @; =0,

Am“l + Azz"z +ooo o+ Apu, = 0, = 0,

(1) A11“1+Am”2+“‘+Az'n“ = 0,=0,
Aju 4+ Apu, + -+ Au, = 01:>:07

Apu, + Apuy + -+ Ayu, = @2207

und besteht in allen Losungen dieses Systems die Ungleichung
) A+ Au, 4+ - -+ Au, = 9 >0,
so giebt es immer solche Multiplicatoren A' und solche nicht-negativen Multipli-
catoren 1, dass
3. 9= M0+ 2,054 .- +l’0’+l@+l2 ) + ‘

Um dies einzusehen, haben wir nur die Glelchungen durch zwei
entgegengesetzte Ungleichungen (0; = 0, —0O; = 0) auszudriicken und
dann den Grundsatz (IV.) anzuwenden.

In ausfiihrlicher Entwicklung haben wir
A = NAL L+ LAy + -+ LA LA+ Ay
Az—l,Azz""l'An‘l' +1,A12+}v A12+l A22+
4) :
A, = 1'14;,.-*- 7-2Azn+ -+ l'Az,.-l- Ay Aln+ hy A2n

=0,2,=0,...)

Ist 9 = 0 eine consecutive Gleichung des Systems (1.), so ist & = 0 und
— &3 =0 eine consecutive Ungleichung desselben, es giebt also Mulliplicatoren
A und nicht-negative Mullipticatoren i, mit welchen die Identitit (3.) besteht,
und sugleich giebt es Mulliplicatoren u' wnd nicht-positive Multiplicatoren — u,
welche an Stelle der Mulliplicatoren \' und i die Identitit (3.) erfillen . . .

Lisst man in (8.) die Multiplicatoren A’ und die nicht-negativen
Multiplicatoren A unbestimmt, so repriisentirt die Ungleichung 9 = 0 offenbar
alle moglichen consecutiven Ungleichungen des Systems (1.), und die Ge-
sammtheit der Ungleichungen & = 0 vereinigt in sich alle einfachen
Relationen, welche in (1.) explicite oder implicite enthalten sind: die
Gleichungen (4.) mit unbestimmien Mulliplicaloren ' und mit unbestimmten nicht-
negativen Mulliplicatoren i genommen, liefern die Coefficienten A,, A,, ...
aller moglichen in (1.) explicite oder implicile enthaltenen einfachen Relalionen.
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VI. Parametrische Auflésung einfacher Relationssysteme.

Ich beabsichtige jetst die Variablen w in der Weise als einfache
Functionen theilweise beliebiger nichi-negativer, theilweise gans beliebiger neuer
Variablen zu bestimmen, dass durch diese Bestimmung alle unter (V. 1.)
(explicite und implicite) enthaltenen Relationen, und nur diese, identisch erfillt
sein sollen.

1. Zu diesem Ende schreiben wir die Gleichungen noch einmal auf
und fiigen moglichst viele derartige Ungleichungen hinzu, in denen die linken
Seiten von einander und von den linken Seiten der Gleichungen unabhingig
sind, so dass keine dieser linken Seciten als einfache Function der iibrigen
ausdriickbar ist. Nehmen wir an, dass die & ersten auf einander folgenden
Ungleichungen diese Eigenschaft haben. Durch Einfiithrung neuer Variablen
81,8, ..., 8 kann der gemeinte Theil des Systems (V. 1.) in folgender
Weise geschrieben werden:

(5) {@;307 @;=0,-.., @;:—“O, 01=sl, @2=82,-.., @k——'—sk,

=0 8=0,..., =0

Die Anzahl simmtlicher von einander unabhiingigen linken Seiten
kann hochstens # sein, d. h. gleich der Anzahl der Variablen. Berechnen
wir jetzt ebenso viele Variablen » als einfache Functionen der iibrigen und
der s nicht-negativen Grossen, wie die Anzahl der von einander unabhiingigen
linken Seiten betriigt. Die Resultate der Rechnung geben ersichtlicher
Weise solche Ausdriicke fiir die berechneten Variablen w, durch welche der
Theil (5.) des Systems und, nur dieses, und die consecutiven Relationen
desselben identisch erfiillbar sind, insofern man die iibrigen Variablen u als
ganz beliebig, die Variablen s aber als beliebige, nicht negative betrachtet.
Diese iibrigen Variablen » und die s sind die Parameter der fiir den System-
theil (5.) benutzten parametrischen Ausdriicke.

2. Jetzt harren nur noch der Erledigung die vom Systeme (V. 1.)
zuriickgebliebenen Ungleichungen. Da die linken Seiten dieser Ungleichungen
von den linken Seiten der iibrigen Relationen in (V. 1.) nicht unabhiingig,
sondern ihre einfachen Functionen sind, so sind sie einfache Functionen der
Grossen s.

Die zuriickgebliebenen und der Erledigung harrenden Relationen
kionnen daher wie folgt geschrieben werden:
Journal fir Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 2
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Cius,+ Cps,+ - -+ Cys, z- 0,

Cousi+ Cpsy + -+ - + Cy 8 —\é 0,
(6.)

=0, $=0,..., =0,

und jetzt sind noch die Grossen s als einfache Functionen neuer Variablen
in der Weise zu bestimmen, dass dadurch die Ungleichungen (6.), und nur
diese, und ihre Consecutiven identisch erfiillt sind.

Um unsere Erorterung zu vereinfachen, wollen wir zuerst nur die
erste Ungleichung betrachten, d. h. wir wollen die Grossen s als neue ein-
fache Functionen in der Weise ausdriicken, dass

(7‘) { Cllsl+01282+"‘+01k8k_>—_01
5 =0, =0,..., 5= 0,

und dass andere einfache Relationen als diese und ihre Consecutiven nicht
erfiillbar sein sollen. '

3. Wiren die Coefficienten C,, Cy,, ..., C; alle nicht negativ, so
hiitten wir mit (7.) nichts zu thun, denn dann wiren sie durch beliebige,
nicht-negative Grossen s befriedigt, — und wir konnten uns mit Hinweg-
lagsung der ersten Ungleichung in (6.) zur zweiten wenden. Aber setzen
wir voraus, dass unter den Coefffcienten C,,, C,,...,C, negative vor-
handen sind.

Wenn in diesem Falle nur einer von ihnen positiv ist, dann kidnnen
wir auf leichte Weise zum Ziele gelangen. Es sei nidmlich nur C,, positiv.
Bedeuten in diesem Falle die Grossen s,, s;, ..., s, und die neue Grosse r
beliebige nicht-negative, und bestimmt man dann s, in der Weise, dass

Ci8=r—C,8—C;38 — - — Cyusy,
dann sind wir schon am Ziele, denn dann ist, wie ersichtlich, (7.) erfiillt
und weder mehr noch weniger, als das System (7.) enthilt.

4. Die Sache ist aber nicht so leicht, wenn unter den Coefficienten
Cy, Cy, ..., C; mehr als einer positiv ist. Es seien

011=P17 012=P2,---1 CI,V:'PV
die positiven
Cx,y+1 = - 011 Cx,v+2 == 027 ey Cl,v+p = - 0;«
die negativen; die iibrigen seien = 0. Schreiben wir noch um die Be-
zeichnungen zu vereinbaren
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8 = py, S =2y -y s, =p,,
$,r1=qyy SH2=qo oy Svipu={(pu
wodurch das System (7.) die Form
Pip,+Ppt - +Pp,— 0~ O~ — 0,9, = 0,
(7' p. =0, p.=0,..., p, =0,

=0, =0,..., =0
annimmt.
Ich behaupte: Wenn jede Grosse r in

P1p1=r1+r11+'\2+"‘+"1m
(81.) .P2P2=7'2+T21+"22".'""*."'2.,u7
Prpr=rv+ryl+ry2'+'"'+rr,u;

01%: "n+7'21+":+"rn
(82.) Q. q- Tt ry+- o+,

i

qu,4= 7'1,u+7'2,4+"'+7'r/4
beliebig nicht-negativ ist, dann haben wir in der Weise neue Parameter (r)
eingefihrt, dass (7'.) also sugleich die Ungleichungen in (7.) erfallt sind, und
andere Relationen als diese und solche, welche ihre Conseculiven sind, nichi
befriedigt werden kinnen.

Beweis. Einleuchtend ist, dass vermoge (8,.) und (8.) durch die
nicht-negativen Variablen » (7'.) identisch befriedigt wird. Durch Substitution
in der ersten Ungleichung in (7'.) entsteht némlich

rit+r+-ooor, =0,

was mit Riicksicht darauf, dass kein r negativ ist, eine Identitiit bildet. Die
tibrigen Ungleichungen in (7'.) werden aber, da jede Grosse P und Q positiv,
und dadurch dass kein r negativ ist, wegen (8,.) und (8,) ersichtlicher
Weise ebenfalls identisch befriedigt. Es bleibt uns noch iibrig jenen
schwierigeren Theil des Beweises zu liefern, dass (8,.) und (8,.) andere ein-
fache Relationen, wie (7'.) und solche, welche daraus folgen, identisch nicht
befriedigt, d. h. durch beliebige nicht-negative Grossen r.

Um dies zu beweisen, wollen wir vor allem anderen sehen, was fiir
Relationen man als aus (7'.) folgende einfache Relationen betrachten kann.
Ist eine solche Relation die folgende Ungleichung:

2#
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L1P1+ L2P2+"‘+Lypy+M1Q1+MZ¢I2+"'+M,,qy:>___0,
dann muss sie durch alle p und ¢ Grossen erfiillt werden, welche (7'.) be-
friedigen. Wird sie aber von allen diesen p und ¢ erfiillt, dann muss es
solche nicht-negativen Multiplicatoren o, = und x geben, dass

Ll=7ll+0P1, L2=772+0P2,...’ L,,=7l,—|-O'P,,,
M=x—00Q, M=x—00y..., M,=x,—00,.
Eine aus (7'.) folgende Ungleichung kann daher nur die Form

(9) [(ﬂ1+GPJ)P1+(712+GP2)P2+"‘+(7ly+0Pr)pr‘I‘
l(x:—ﬁ()x)qn+(x2—002)qz+ vt O — 009, =0
haben, wo o 2> 0, und ebenso
n, = 0, 1, =0,..., a, = 0,
_ xn =0, 2=0..., X = 0.

Durch zweckméissige Wahl der nicht-negativen Multiplicatoren g, 7, x
ist jede consecutive Ungleichung in (9.) enthalten, so dass (9.) alle jene
einfachen Ungleichungen enthilt, welche in (7'.) implicite oder explicite
enthalten sind.

Es ist zu zeigen, dass wir in Folge dessen, dass die Grossen r
beliebig nicht-negativ sind, aus den Grossen p und ¢ nur solche einfachen
Relationen construiren kionnen, welche man auf die Form (9.) bringen kann.

¢ und y sollen vor der Hand ganz beliebige Grossen bedeuten, mit
welchen wir, als mit Multiplicatoren, die Ausdriicke (8,.) und (8,.) in Ver-
bindung bringen :
¢ Pip+ @ Popy+-- -+, Pp, +
v,0:q. + ¥.0:¢:+ -+ + v,0.9.=

=@+ @+t o,

+ @t y)ra+ (@ Fw)re+ 4 (@ P,
10.) + ((Pz + 1/’1) ra+ ((Pz 1/’;) ro ++ (@ + V’y) Touy
+ . v e e s e
+ ((Py + l/’l) rrl + (‘Py + #/2) rr? + + <(Py +' w,u) rvp .

Damit dies in Bezug auf die Griossen p und ¢ eine einfache Relation
bedeutet, ist nothwendig und hinreichend, dass die Multiplicatoren ¢ und y
derartig seien, dass fiir alle nicht-negativen Werthe von r die rechte Seite
=0 werde,
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Diese rechte Seite wird aber fiir alle nicht-negativen r nur dann
=0, wenn

(Plzoy ‘P2._2__01"'1 (p,_>:0,
¢1+¢1>0 (Pl_}"/’2>0 c ey (pl+'/’#\
(11.) (pz+%>0 <pz+%>0 y <pz+w,,>0

‘Py+1//1>0 (pv+l)u2>0 S (Pv+'¥’p>0

also wird nur unter dieser Bedingung aus (8,.) und (8,) die homogene
ganze lineare Ungleichung

(11) [ o Pip+ o Pop, -+, Pp, +

U, 0+ v2 Qa4+ + 9,09, =0
folgen. Sobald aber (11.) besteht, kann schon die Ungleichung (11') auf
die Form (9.) gebracht werden, d. h. die nicht-negativen® Grossen o, 7, x
konnen~so0 bestimmt werden, dass

¢ Py=n+aP, ¢P,=n,+0P,..., ¢,P,=n+0P,

V0= x1—00y, Y, 0 =2 —00s..., 1/’;4044—‘7(,4 00/:1
denn mit Riicksicht darauf, dass jedes P und Q positiv ist, bilden gerade
die Beziehungen (11.) die Bedingung der Moglichkeit dieser Gleichungen,
In der That, ist jedes y nicht-negativ, dann wird, wenn o=0 gesetzt,
jedes x und in Folge der ersten Zeile von (11.) auch jedes n nicht-negativ.
Giebt es negative Werthe von y, 80 sei y, ein solcher, u. z. soll es keinen
grosseren absoluten Werth unter den negativen yw geben. Setzt man
o =—y,, dann ist ersichtlich, dass jedes y nicht-negativ ist; ferner folgt
aus der ersten Zeile (11'.) fiir diesen Werth von o:

m=(p+ )P, m=(p+ )P,
u. 8. w., also folgt aus der ersten Colonne in (11.), dass auch jedes n nicht-
negativ ist.

5. Nachdem wir schon die erste Ungleichung in (6.) mit Hiilfe der
nicht-negativen Parameter = in (8,.), (8,) ausgedrtickt haben, filhren wir
diese Ausdriicke sowohl in (5.), wie in die tibrigen Ungleichungen von (6.)
statt der Grossen s ein. Nachdem dies geschehen, haben wir jetzt anstatt
(6.) ein #hnliches System, nur bezieht es sich jetzt anstatt auf die alten
nicht-negativen Parameter s, auf die neuen nicht-negativen Parameter r,
und enthilt um eins weniger aus (1.) entnommene Ungleichungen. Auf
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dieses System lisst sich dasselbe Verfahren anwenden u. s. f., bis alle Un-
gleichungen aus (1.) aufgebraucht sind.

Sind auf diese Weise die aus (5.) berechneten Variablen u als einfache
Funclionen der ibrigen Variablen u und einer gewissen Anzahl nicht-negativer
Parameter bestimmt, so sind dieselben in der Weise bestimmt, dass sémmtliche
Relationen (1.), und nur diese, und ihre Consecutiven identisch erfillt sind.

VII. Useber die Beziehungen der Coefficienten.

1. Setzen wir voraus, dass wir das System (V. 1.) parametrisch auf-
gelost haben, und bezeichnen wir in dieser Auflésung mit o,, v,,... die
ganz willkiirlichen mit w,, w,, ..., die willkiirlichen, nicht-negativen
Parameter, so dass die parametrlsche Auflosung in folgenden Ausdriicken
besteht:

U = ﬂu% =+ ﬂnzvz + o Yut F Yo+,

(1') U, = ﬂn"x + B0+ -+ Yoty + Yo + - -,
wo natiirlich die Coefficienten 3 und y durch die Coefficienten des Systems
(V. 1.) bestimmt sind.

Ist nun :

(2') A1“1+A2‘“2+"’+An”n£ 0
eine consecutive Relation des Systems (V. 1.), so haben wir fiir alle denk-
baren Werthe », und fiir alle denkbaren nicht-negativen Werthe w:

(Axﬂn + Azﬁu + . ')”1 + (Axﬂxz + A?ﬂn + .t ')”2 +
+ <A17’u + A'z}’zx + - ')w1+ <A17'12 + A2722 s bl '>w2+ st :>_: 0.
Daraus folgt '

Budi+ Budr+ -+ Pud, =0,
&A+%&+m+mA_o

39
7’nA1+721A2+"'+7,.1A >0

712A1+7’22A2+ e 7..2‘4,,20,

Man iiberzeugt sich davon, indem man alle Parameter, einen ausge-
.nommen, gleich Null setzt.

Das Bestehen dieses Systems (3.) ist offenbar die nothwendige und auch
hinreichende Bedingung dafir, dass die Relation (2.) eine consecutive Ungleichung
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des Systems (V. 1.) darstellf. Dass es auch hinreichende Bedingung ist,
erhellt, wenn die Relationen (3.) der Reihe nach mit den ganz willkiirlichen
Parametern o, beziehungsweise mit den willkiirlichen nicht-negativen Para-
metern « multiplicirt und dann addirt werden, und dem zu Folge eine Sub-
stitution nach (1.) vorgenommen wird.

Die Relationen (3.) sind eben aequivalent mit den multiplicatorischen
Ausdriicken (V. 4.), deren System als parametrische Aufliosung des Systems (3.),
— mit den Mulliplicatoren als Paramelern — erscheint. Sobald eine Un-
gleichung eine consecutive Relation des Systems (V. 1.) bildet, befolgen die
Coefficienten derselben die bestimmten Gleichungen und Ungleichungen (3.)
und umgekehrt.

2. Wenn man in den parametrischen Ausdriicken (1.) alle nicht
negativen Parameter (w) gleich Null setzt, so gelangt man in (3.) lediglich
zu den bestimmten Gleichungen.

Indem man aber alle w gleich Null setzt, setzt man zugleich alle s
in (VI. 5) gleich Null, weil, wie leicht ersichtlich, die Parameter s einfache
Functionen der Parameter w sind. Da nun alle linken Seiten in (V. 1.)
einfache Functionen der linken Seiten in (VI 5.) sind, so kann man die
bestimmten Gleichungen in (3.) auch dadurch erhalten, dass man alle linken
Seiten in (V. 1.) gleich Null setzt, und dann die Ungleichung (2.) als
consecutive Relation des hiermit fingirten Gleichungssystems behandelt. Das
entgegengesetzte von (2.) ist aber auch eine consecutive Ungleichung des
fingirten Systems, weil alle Losungen dieses Systems mit vertinderten Vor-
zeichen auch Losungen desselben vorstellen.

Verdindert man also das System (V. 1.) in der Weise, dass man anstatt
aller Ungleichungen Gleichungen schreibt, so kann man auch alle consecutiven
Ungleichungen auf dhnliche Weise verdndern, und von den fingirten Relationen
ausgehend, gelangt man immer zu denselben bestimmien Gleichungen fir die
Besiehungen der Coefficienten, welche aus den wirklichen Relationen folgen.
Man bekommt aber nicht die Ungleichungen, welche in (3.) swischen den
Coefficienten weitere Beziehungen vorstellen.

VIII. Zusammensetzung verschiedener einschrinkender Systeme.

Nehmen wir an, dass die Ungleichung
('9') Alul+A2”2+ "'+An n == 32_0
80 beschaffen ist, dass dieselbe fiir alle Liosungen des Systems
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;l'ul + A;2u2 + b + A;nun = 0; = 0,

A;lul + A;2ﬂ2 + b + A;nuu = 0; = 0‘)

(0, 0'.) Ayu, + Apu, + - + Apu, = 6, = 0,
Aju + Apu, + - + Au, = 6, _Z 0,

Aty + Apu, + - + Ayu, = 0, > 0,

bestehen soll. Dann miissen die Coefficienten 4,, 4,,... das System (VII. 3)
befriedigen.

Ist aber vorgeschrieben, dass die Ungleichung (3) bloss fir dasjenige
Werthgebiet der Variablen u bestehen soll, welches ausser der Einschrinkung
(6, 0') moch einer anderen unterworfen ist, dann kommt den Coefficienten
A, A,, ... im allgemeinen eine grissere Freiheit zu.

Unterwirft man z. B. die Variablen « ausser dem Systeme (6, 6") noch
dem folgenden:

B;1”1+B;2”2+"‘+ B;nun:‘iw; =0,

Byu +Byu,+---+ Bu, =@, =0,
(w7 m") 1 B:nlul + B:nQuZ + te + B:nuun = (T),’" = 07
B,u + Bou,+---+ B,u, = fﬁlg 0,
By u,+ Byuy+ - - + Byu, = wzzoa

so diirfen die Coefficienten A4,, 4,, ... alle die Werthe annehmen, welche
bei unbestimmten nicht-negativen Multiplicatoren 4, x, und bei vollends un-
bestimmten Multiplicatoren ', u', durch die Ausdriicke
A=A+ Ao+ + Buuy+ By 4 +
+ Apd 4+ Apdyt - 4 By 4 By -
Ay = Apdi+ Apdy+ -+ Bopy + Bpus + -+ +
+ sz’-x + Aphot-- -+ BlZau’l—l— Bzz;uz + oy

gegeben sind. Sind aber die Variablen # nur dem Systeme (6, 6') unterge-
ordnet, so sind diese Ausdriicke nur fir u' =0, u =0 giiltig.

Es ist jedoch moglich, dass durch eine neue Kinschrinkung des
Werthgebietes u die Freiheit der Coefficienten A,, A,, ... gar nicht er-
weilert wird.
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Betrachten wir nimlich die parametrischen Auflosungen des Systems
9, ¢) :
U = ﬁu‘vx + ﬂlzvz R Yu®y + YWy -«
Uy = 3,0, + B0 + - Tt raet yaw, +

(w, >0, w2>0 )

woraus die Relationen (VII 3.) fiir die Coefficienten A,, 4,, ... folgen. Ver-
engert man nun z. B. auf solche Art das Werthgebiet #, dass man fiir die
Parameter o die drei Werthe —¢, 0, ¢ und fiir die Parameter w die zwei
Werthe 0, ¢ vorschreibt, wo ¢ irgend eine gegebene positive Grisse bedeutet,
so folgen noch immer die Relationen (VII. 3.). Man iiberzeugt sich davon
leicht, indem man eine der Variablen v einmal gleich —e¢, einmal gleich e,
und alle iibrigen Parameter v und w gleich Null setzt, dann eine der
Variablen w gleich & und alle iibrigen Parameter » und w gleich Null setzt.

Ein wichtiger Fall dieser Art ist der, in welchem den absoluten Werthen
der Variablen u eine obere Grenze zugewiesen ist. Wie klein auch diese
obere Grenze sein mag, die Coefficienten A,, A,, u.s. w. miissen die Rela-
tionen (VII. 3.) befriedigen. Nach dem vorhergehenden Beispiele ist dies

leicht einzusehen.
IX. Infinitesimale Systeme.

1. Die unbestimmten Verdnderlichen &, #,... sollen in dem Raume T
iitberall differentiirbare Functionen des Ortes (x, y, z) sein, iiberall im Inneren
dieses Raumes der Ungleichung

0 0
(1-) A()§+A1d£+A285+A3§‘§'+BU77+"'320

geniigen, und auf der Oberfliiche S dieses Raumes die Ungleichung

) L+ Mn+--->0
befriedigen. Durch alle Losungen dieser Ungleichungen soll die Integral-
Ungleichung

CONENVICTES 25 415 4 R LB L=
T

erfiillt werden. Dabei bedeuten die Coefficienten A4,, B,, ..., X, ¥, ...

stetige Functionen, die Coefficienten A,, 4,, 4;, B,, ..., X, X;, X;, Y}, ..

differentiirbare Functionen des Ortes im Raume 7, und die Coefficienten

L, M,. .. stetige Functionen auf der Oberfliiche S dieses Raumes. — Das

Integral ist wohl bestimmt, weil Functionen des Ortes, welche in einem

Raume {iiberall differentiirbar sind, nothwendig die Eigenschaft besitzen, dass
Journal fir Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 3
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ihre nach den Coordinaten genommenen partiellen Derivirten in dem be-
treffenden Raume stetig sind.

2. Diese Voraussetzung kann durch die folgende ersetzt werden.

Theilen wir das Innere des Raumes T bis zur Grenze S in sehr
kleine congruente Prismen durch Ebenen, welche parallel zu den Coordi-
naten-Ebenen gelegt werden. Die Kanten dieser Prismen sollen die Lingen
Dz, Dy, D3 haben, je nachdem dieselben der z- oder y- oder z-Achse
parallel sind. Die vorkommenden Functionen des Ortes sollen sich im
Inneren des Raumes T' auf die Centren (z, y, 3) der Prismen beziehen, und
folgende Bezeichnungen sollen benutzt werden:

§@,y,8)=¢ §@+Day,5)=4¢, &(@y+Dy, 2 =4,
§(x,y,5+D3s) = &, u. 8. W.

Die Oberfliche S des Raumes T wird von den Ebenen in sehr
kleine Theile Do getheilt. Bei diesen Theilen Do werden die Functionen
des Ortes auf je ein nichstes Prismen-Centrum bezogen.

Nun sollen die Lingen Dz, Dy, Dz so klein gewdhlt werden knnen,
dass sobald dieselben noch kleiner sind, in den Centren der Prismen zwischen
den Variablen &, 7, ... und den neuen Unbestimmten w,..., welche nur
mit endlichen Werthen in Betracht kommen sollen, mit Fehlern, die unter-
halb einer willkiirlich gegebenen Grenze bleiben, folgende Relationen
bestehen:

4)  Ag+A Dw§+A2§” Fp A4St Byt >0,
e, - %;* =,
(Bo=f) — 52 —al
5 §m——§)I ‘s‘m — "
sy ;=1 ;==a; .
u. 8. W.,

wo die Coefficienten a}, @}, u. s. w. mit Dz, die Coefficienten a., @, u. 8. w,
mit Dy, die Coefficienten a3, a3, u. s. w. mit Dz nach Null convergiren,
— an der Oberfliche S aber in den niichsten Centren

®) LE+ M+ =0,
und fiir siimmtliche Losungen dieser Relationen
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@) Z(XE+ X554, )De =0, (Dr= Dz DyDs)
ist. Die Coefficienten 4, B,..., L, M, ..., X, ... sollen dabei die in (1.) auf-
gezihlten Eigenschaften besitzen.

3. Es muss Multiplicatoren geben fiir die Gleichungen (5.) und nicht-
negative Multiplicatoren fiir die Ungleichungen (4.) und (6.), so dass diese
Relationen mit jenen Multiplicatoren versehen und addirt die Ungleichung
(7.) identisch ergeben. Da aber in der Relation (7.) die Unbestimmten w«,,.. .
nicht vorkommen, fillt der von (5.) herstammende Theil ginzlich aus der
Identitsit herans. Bezeichnen wir daher mit ¢Dz die nicht-negativen
Multiplicatoren von (4) und mit ¢ Do diejenigen von (6.), so haben wir

(A + 4,55 4 YpDr+ S(LE+ - )eDo =
S(xE+ X551 D,

Giebt es noch andere einschrinkende Relationen von der Form (1.)
und (2.), so haben wir

S i A+ )Dr+ SEZLe+--) Do =

®) l
| 2(xs+ X554 ) e
Bei unendlicher Verkleinerung der Liingen Dz, Dy, D5 verwandeln
sich die Differenzen-Quotienten laut (5.) in partielle Derivirte, welche
sich als im Raume T iiberall stetige Functionen des Ortes ergeben. Die
rechte Seite der Identitit (8.) geht in ein wohl bestimmtes Raum-Integral
iiber, welches durch partielle Quadraturen als die Summe eines Raum- und
eines Oberflichen-Integrals dargestellt werden kann, wo dann Derivirte der
Variablen §,7,... nicht mehr vorkommen. Der linken Seite der Identitiit
(8.) muss nothwendig dieselbe Beschaffenheit zukommen. Wir haben also
nach Ausfiihrung der partiellen Quadraturen

f[(EA(,(p zAxCP EAz(p EA,¢)§+ ]DT.|_
T
./[(ELQ'_‘”ZAI9”“/32/12(19‘72143(19)5+---]DG:’E‘
S
d
;'/‘[(Xu—-aa );x__aa)‘f;__ 6§3)§+"']D’t—-

f[(X,a+ X8+ Xsp)§+--]1Do,

CD)

3*
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wo o, (3, y die Richtungs-Cosinus der nach dem Inneren des Raumes T ge-
richteten Normalen bezeichnen.

Daraus folgt, dass es nicht-negative Mullzphcatoren ¢ und © gzebt fiir
welche im Inneren des Raumes T

8X, 8X, OX, 8 E) o
[Xu—aw Gy as = S g A — g, The— 5 24,

(10-)],, oY, 8Y, dY,- P ,9
U-jA_k—_——

= EBu(p aw ZBI(P

und auf der Oberfliche S dieses Raumes
Xie+ X+ Xsy =— Lo+ eZAp+ 24,9 + yZ A5,

(11) Yie 4+ Y3+ Ys?’=—2M9+a231<l’+ﬂ232‘ﬂ+7233(1)1

4. Da hier nach der Voraussetzung die gegebenen einschriinkenden
Relationen aus lauter Ungleichungen bestanden, bedeuten alle Multiplicatoren
¢ und ¢ nicht-negative Grossen. Wenn auch Gleichungen, oder bloss Gleichungen
unter den gegebenen einschrinkenden Relationen vorkommen, so erleiden die
ausgefiihrien Betrachtungen nur insofern eine Abdnderung, als die Multiplica-
toren der Gleichungen a priori keiner Beschrinkung unterworfen sind.

Wenn in dem Raume T gewisse Fldchen fiir gewisse Functionen
des Ortes Unstetigkeits-Oerter bilden, so muss dieser Umstand bei den
partiellen Quadraturen in Betracht gezogen werden. Insofern aber fiir die
Unbestimmten &, 5, ... gewohnliche Unstetigkeits-Flichen vorhanden sind,
hat man fiir solche Flichen im allgemeinen auch einschriinkende Relationen
zwischen diesen Unbestimmten. Diese Relationen beziehen sich iiberall
auf die zwei verschiedenen Werthe, welche den Unbestimmten an der
einen und anderen Seite der Flichen zukommen. Diese Relationen miissen
natiirlich multiplicatorisch auch in Rechnung gezogen werden.

X. Zusitze.

§ 1. Bedingung dafiir, dass in einem einfachen Relations-Systeme eine
Ungleichung eine Gleichung ist.

Wenn in dem Systeme einfacher Relationen

0, = 0, 6,=0,... 6,=0,

6,0, 0, >0, ..........
die linke Seite 6, der ersten Ungleichung nur den Werth Null annehmen
kann, so ist die Gleichung 6, = 0 offenbar eine consecutive Gleichung des
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Systems. Folglich muss es Multiplicatoren — ' und nicht-positive Multipli-
catoren —u geben (V.), mit welchen die Identitit

0= —u 6,—u, 0, — .. — w60 — 1,0, — 1,0, — - -
besteht. Die Identitit

w0+ w b+ -+ w0+ (L4 0,)0, 4 4,0, -+ =0
: (u,; >0, wu,>0,...)
ist also eine nothwendige Bedingung dafir, dass in dem gegebenern Systeme die
linke Seite 0, der ersten Ungleichung nur dem Werth Null annehmen kann.
Diese Identitdt ist auch eine hinreichende Bedingung; denn mit Riicksicht auf
die Gleichungen ¢'=0 des Systems entnimmt man aus der Identitit die
Gleichung
A4u)b, + v 0,4+ .- =0, :
woraus in Betracht dessen, dass alle Functionen ¢ und alle Multiplica-
toren w nicht negative Grossen sind, die Gleichung 6, = 0 sich ergiebt.
Existirt keine Identitit in der Form
SN0+ 210 =0, (1=>0)
mit wenigstens einem von Null verschiedenen Multiplicator 4, so konnen in
dem gegebenen Systeme alle linken Seiten & von Null verschiedene Werthe
annehmen, und folglich konnen dicselben auch zugleich lauter positive (= 0)
Werthe haben (IIL. 2.). Existirt aber eine solche Identitit mit von Null ver-
schiedenen Multiplicatoren i, so konnen die Functionen 6, welche mit
positiven (= 0) Maultiplicatoren in der Identitit vorkommen, nur den Werth
Null in dem gegebenen Systeme annehmen.
§ 2. Sadtze iber Eliminationen.
Schreiben wir
Ayu + Apuy + -+ Ajyu, = UL,
Agu, + gty 4+ A, = U,
B,v, + Byv,+ ---+ B, v, = il7
Byv,+ Byv, + -+ B, 0, = V,,
und betrachten jetzt das System
Ui+Vi=0, U+V,=0, .
U,+V, >0, U,+ V¥, >0,
1. Enthilt das System implicite oder explicite Relationen, in welchen
kein u vorkommt, so giebt es in gleicher Anzahl Systeme vorn Multiplicatoren 1’
und nicht-negaliven Multipliactoren 4, fir welche '
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)NV 4+ =iU=0.
Denn wenn ¥, in allen Liosungen des Systems >0 oder =0 ist, so giebt
es Multiplicatoren ' und nicht-negative Multiplicatoren &, fiir welche
SUU V) + ZAULV) =V,
woraus die behauptete Identittit folgt.

Beim Mangel einer solchen Identitiit kinnen also aus dem Systeme
Relationen, in denen kein u vorkommt, nicht gefolgert werden; dann konnen
die Variablen u nicht eliminirt werden.

In diesem Falle kinnen die Variablen o alle denkbaren Werthe an-
nehmen. Berechnet man nimlich aus den gegebenen Gleichungen (U'+V'=0)
so viele der QGrossen w wie moglich als Functionen der tibrigen und
der Grossen v, und substituirt diese Functionen in die Ungleichungen
(U+V =0), so gehen letztere in ein System von Ungleichungen diber,
welches mit dem ganzen urspriinglichen Systeme aequivalent ist. Wir
schreiben dieses System

?1 ‘}71 z 07 TJQ +_Vz Z 0’
Da die Variablen u, welche in diesem Systeme noch vorkommen, aus dem-
selben nicht eliminirt werden konnen, giebt es keine nicht-negativen Multipli-
catoren 4, bei welchen die Summe =AU identisch verschwinden konnte,

folglich kann zu gleicher Zeit U, >0, U, 0,... gemacht werden (§ 1.).
Die Grossen ¥, und hiermit die Variablen v konnen also nach Willkiir alle
denkbaren Werthe annehmen.

2. Enthdalt das System implicite oder explicite Relationen, in welchen
kein u vorkommt, so konnen die Variablen v alle die Werthe erhalten, welche
sich mit der Gesammtheit dieser Relationen vertragen.

Um uns davon zu iiberzeugen, berechnen wir wiederum aus den
gegebenen Gleichungen (U'4-V'=0) so viele der Grossen # wie moglich
als Functionen der iibrigen und der Grissen o, und substituiren diese
Functionen in alle Gleichungen und Ungleichungen. So erhalten wir im
allgemeinen ein System von Gleichungen

(a.) W=O1 V:= 0, ... ,
in welchem keine der Grissen ¥ mehr vorkommt, und ein System von Un-
gleichungen

(b) i]—1+Vl 2 0, 172+—V; 2 0, Y
in welchem die berechneten Variablen nicht mehr vorkommen. Wir setzen
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dabei voraus, dass die Grossen u, .y, %,,,, ... #,, die berechneten Variablen sind.
Eliminiren wir nun vorldufig nur eine der noch vorkommenden Va-
riablen #, nimlich #», aus den Ungleichungen (b.). Zu diesem Zwecke
sollen die Ungleichungen, welche die Variable #, enthalten, in der Form
'y - I u,—P, >0, u,—P,>0,...
' | —4,40,>0, —u,+0,>>0,...
geschrieben werden. Fiir das Resultat von Eliminationen erhalten wir das
System
[ 0,—P, =0, 0,—P, =0,...

(c.) l 0.—P, =0, 0.—P,=>0,...

Es ist zu zeigen, dass abgesehen von den Gleichungen (a.), und von
jenen Ungleichungen (b.), welche die Variable », nicht enthalten, die Variablen
Uy Usy . . oy Uy 05, 0y, ... alle die Werthe erhalten konnen, welche dieses
System befriedigen. Dies ist aber offenbar der Fall, sobald der Werth der
Grosse », immer in der Weise gewiihlt werden kann, dass derselbe nicht kleiner
als das grosste P und nicht grosser als das kleinste Q0 erscheint. Nun giebt
es laut System (c¢.) keine Grossen @, welche kleiner wiiren als die eine oder
andere der Grossen P, — folglich kann jene Bedingung immer erfiillt werden.

Daraus folgt schon, dass die Variablen u, u;,..., 4, 0,0, ... alle
Werthe annehmen konnen, welche den Ungleichungen (c.), den Gleichungen
(a.) und den von u, freien Ungleichungen unter (b.) geniigen. Da in Bezug
auf das System dieser Relationen die Elimination einer zweiten Variablen u,
z. B. u,, zu #hnlichem Ergebniss fithrt u. s. w., 8o ist der oben ausgesprochene
Satz bewiesen.

§ 3. Die Zerlegung eines Grossensystems in zwei andere auf Grundlage
einfacher Relalionen.

Es soll das Grissensystem

(1) P, Py, ..., P,
und das System einfacher Relationen
E”Au”s = 0, ::Y" Ay, = 0, cany Eﬂ Au; = 0,
(2 \ =1 i=1 =1

3," B,u, =0, S‘: Byu, =0, ...,

i=1

gegeben werden.
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Ich behaupte: das Grossensystem P (1.) kann immer derart in zwei
Componenten IT und P zerlegt werden (P; = II,+P,), dass fir die ersteren
3.) 3‘" ITu, = 0
=1
ist, und dass die lelzteren mit willkirlich gewdhlten negativen Coefficienten
—p multiplicirt den Relationen (2.) geniigen:

(4-) _§” Aup.-%i = 0’ u. 8. Wo’ hnd .‘g‘::‘B“pi%i _2_: O’ u. 8. w,

1) Fiir den Beweis dieser Behauptung setze ich voraus erstens, dass
eine jede Gleichung in (2.) unabhingig ist von den iibrigen Gleichungen,
zweitens, dass aus den Ungleichungen (2.) nicht eine Ungleichung gefolgert
werden kann, deren linke Seite identisch ‘verschwindet oder durch die
linken Seiten der Gleichungen ausgedriickt werden kann.

Die Relationen (2.) konnen immer auf eine dieser Voraussetzung
entsprechende Form gebracht werden. Denn wenn die zweite Voraussetzung
nicht zutrife, so konnte man gewisse Ungleichungen durch Gleichungen
ersetzen (§ 1.) und auf diese Weise die zweite Voraussetzung zu Stande
bringen. Die Moglichkeit der ersten Voraussetzung ist evident.

2) Um nun den gedachten Beweis zu liefern, beachten wir, dass die
Ungleichung (8.) fiir alle Liosungen des Systems (2.) bestehen muss. Hieraus
ergeben sich fiir die Componenten I7 die Ausdriicke: '

k=1 k=
¢) II,= ké; Ak + ké; B (uy =0, i=1,2,...,m).

Da I1, = P;—‘,B,., ist also zu beweisen, dass die Componenten { ausser
den Relationen (4.) auch noch den folgenden Geniige leisten konnen:

k=1 k=0e
6.) =P, = —P +1£'; A by +ké; By, i (=0, i=1,2,...,n).

Setzt man diese Ausdriicke in (4.) ein, so erhilt man Relationen fiir
die Multiplicatoren i und fiir die nicht-negativen Multiplicatoren u, und es
ist noch zu zeigen, dass diese Multiplicatoren Werthe erhalten konnen, durch
welche diese Relationen befriedigt werden.

Setzen wir: '

=n

( 2; A Aup = (AA)M, :__Zm A Byup; = (AB)kh = (BA),,,,,
) 1= = -~ -
.,:21 B B,p; = (BB)w,
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so verwandeln sich die Relationen (4.) nach der gedachten Substitution in
L4 (AA) A+ (AA),14,
+ oo+ (AA) A+ (AB), 1, + (AB) oty + -+ = 0,
(8) M,* + (AB)i Ay + (AB) 4,
+o+(AB) 4+ (BB>II<N1 + (BB>2k.“’2 + ;_.)___ 0,
ey g 0, u, __>—__ 0,

r=12..,1 k=12..),
wo die Glieder L, und M, von den Multiplicatoren 4 und x wunabhingig
sind. Nun konnen die Multiplicatoren 4 als Functionen der Multiplicatoren
u aus dem Systeme der Gleichungen berechnet werden, da die Determinante
dieses Systems in Bezug auf die Unbestimmten 4, eine einfache Function von
Quadraten mit positiven Coefficienten, wegen der ersten Voraussetzung in
1) nicht verschwindet. Diese Multiplicatoren 4 sind vorliufig keinen Be-
schriinkungen unterworfen. Berechnet man daher dieselben aus den Gleichungen
als Functionen der Multiplicatoren u, und substituirt diese Werthe dann in
die Ungleichungen, so bleibt zu beweisen, dass die nicht-negativen Multipli-
catoren u den neuen Ungleichungen gemiiss bestimmt werden konnen.
Setzen wir die Determinante:

(BB),“- (BA)H (BA)kz s (BA)H
(AB);,  (AA4), (AA),, (AA),,
(4B),,  (AA),  (44), -+ (AA) | = ay,
(AB),  (Ad),  (Ad) - (Ad),

80 erhalten wir nach der Substitution:
9.) {Nk+ Gy Uy + By U+ -0 :-2— 0, u, g 0, wu, ; 0,
(k=12..),
wo die Glieder N, von den Multiplicatoren unabhiingig sind.
3) Es ist zu beweisen, dass diese Ungleichungen immer -erfiillt

werden konnen. — Wenn in dem Ansatze:
(1()). [ anu, + a4+ = 6, 2': 0, u -_?_. 0, u, =0,
l (k=12,..)

keine linke Seite # in der Weise beschriéinkt vorkommt, dass dieselbe nur

den Werth Null annehmen kann, so konnen alle linken Seiten 6 gleichzeitig

grosser als Null sein (IIL 2.). Dann konnen aber die Multiplicatoren u

offenbar so gew#hlt werden, dass die Ungleichungen (9.) befriedigt werden.
Journal fir Mathematik Bd. CXXIV. Heft 1. 4
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In (10.) ist in der That keine linke Seite & vorhanden, welche aus-
schliesslich den Werth Null annehmen kann. Setzt man nimlich voraus,
dass in (10.) die linke Seite 6, nur den Werth Null annehmen kann, so
muss es nicht-negative Multiplicatoren », — 1, »,, v, ..., 0y, 05, ... geben, vermoge
deren die Identitit:

0,4 v,0,4-v;0;, 4 -+ 0, 0, + 021+ - =0
besteht (§ 1), das heisst:
o t+vi8,+ v+ = 0,
O+ Vi +Vran+- =0, (rn=1,%n=0r=0..¢=00:=0,..)

ist. Multiplicirt man hier die erste Gleichung mit »,, die zweite mit »,
u. 8. w. und addirt, so gelangt man zu einer Gleichung, welche auf folgende
Form gebracht werden kann:

EZ(BB)vv,; = (BA)yv, = (BA)v, - = (BA)v,
E(A B)li”i (A A)u (A A)l? (A A)ll
V0t 0+ o+ >3 (A B)zi Vi (A A)yy (A Ay o (A A)y = 0.

‘ : . .
= (AB),v; (AA4), (44), - (44),
Die Determinante ist eine einfache Function von Quadraten mit positiven
Coefficienten. Bildet man niimlich aus dem Systeme
2B, Vi, Au, Azu Ay /
ZBuv, Ay, Azz, <Ay l

* v = 0),
EB.ve, Any Ay A, J

nach den Zeilen alle Determinanten (/+1)-ten Grades, quadrirt dann und
addirt dieselben mit gewissen positiven Coefficienten versehen, so gelangt
man zu dem Determinantengliede der Gleichung. Da nun die Reihe »,¢,
+v,0,+ -+ aus lauter nicht-negativen Gliedern besteht, so miissen die
erwihnten Quadrate, und hiermit die erwihnten Determinanten (/4 1)-ten
Grades verschwinden. Dies widerspricht aber den Voraussetzungen in 1).

4) Dieser Beweis erstreckt sich aber nicht auf den Fall, dass in (2.)
bloss Ungleichungen vorkommen und auch implicite keine Gleichungen darin
enthalten sind. In diesem Falle besteht néimlich das System (8.) lediglich
aus den Ungleichungen
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Mk+(BB>1kP'1 + (BB)QI:;u2 + - g 0, wu 2 0, u, ___2 0,

(k=12,...). .
Behandelt man aber diese Ungleichungen auf dieselbe Weise, wie

in 3) die Ungleichungen (9.), so gelangt man zu dem Resultate, dass
die Ausdriicke

(BB)lk.un + (BB)M.“': + - *k=12..)
alle gleichzeitig Werthe tiber Null haben konnen, weil widrigenfalls die
Summen = Byv:, = Byv, ..., wo v, =0, alle gleichzeitig verschwinden

konnten, ohne dass alle Multiplicatoren »; verschwinden, im Widerspruche
mit der gemachten Voraussetzung, dass die gegebenen Ungleichungen
implicite keine Gleichungen enthalten sollen; denn multiplicirt man die
Gleichungen

ZB,v,=0, ZB,v,=0,
der Reihe nach mit u,, u,, u. 8. w. und addirt man dann dieselben, so gelangt
man zu der Identitiit

v EBuu,+vZByu, 4 - - — 0,

also zu der Bedingung dafiir, dass in dem Systeme der gegebenen Un-
gleichungen wenigstens eine Gleichung implicite enthalten ist (§ 1.).

§ 4. Die Auseinandersetzungen der vorhergehenden drei Paragraphen
stiitzen sich lediglich auf den Grundsatz der einfachen Relationen (V.). Zu
Folge der Beweisfiithrung in (IX.) kinnen daker die hier begrindeten Sitze
auch auf infinitesimale Systeme angewendet werden.

4‘



