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Osszefoglalas

Nagy, stiri hdl6zatok szamos tudomdnyteriileten jelen vannak, igy altalinos vizsgalatuk kiemelt jelentGséggel bir.
Méretiiknél fogva teljes egészében nehezen vizsgalhatok, emiatt mintavételezéssel kapott kisebb hilézatok tulajdon-
sdgaibol kovetkeztethetiink az eredeti hilézat struktdrdjira. Jelen dolgozatban a hdl6zatokat a grafelmélet segitségé-
vel formalizaljuk. Bizonyitjuk, hogy részbenrendezett halmazok monoton tulajdonsigai konnyen tesztelhetSk kis
mintdk alapjan. Tovabbd kiterjesztiink két mintavételezési lemmat nemkorldtos magfiiggvényekre, igazolva egy majd-
nem biztos konvergenciit a vigastivolsigra. Osszességében jelen dolgozat hozzijarul Gjabb komplex hilézatcsalidok
globilis tulajdonsagainak feltarasahoz lokalis mintdk segitségével.
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Summary

Large-scale networks are ubiquitous in nature and technology, spanning domains such as neuroscience, epidemiol-
ogy, transportation, and social sciences. Their analysis often requires the study of their graph counterparts, whose
complex global behavior is often computationally prohibitively expensive to study directly. A common strategy is to
analyze smaller substructures or simplified models of these graphs. However, this raises a fundamental question: to
what extent do these smaller samples retain the key properties of the original network?

This current research focuses on dense graphs, where the number of edges grows quadratically with the number
of vertices. We further develop efficient tools for understanding their structure through sampling and removal lem-
mas. Building on Szemerédi’s regularity lemma—a cornerstone in the field of graph theory—we address its limita-
tions by constructing more practical approaches that require significantly fewer computational resources.

We investigate monotone classes of finite posets (that is, partially ordered sets closed under taking subposets) and
prove that these are easily testable. This means that their structural properties can be reliably inferred by sampling
only a number of vertices polynomial in the error parameter, a substantial improvement over earlier approaches rely-
ing on tower-type bounds. We prove this via a polynomial removal lemma for posets. Furthermore, we show that for
every monotone class of posets, there exists an h such that the class is indistinguishable with strong testing from the
class of C,-free posets, where C,, is a chain of length h. Using this, we also obtain a two-sided test, with sampling size
0(e"). Moreover, the test is essentially one-sided.

We examine the sampling method from a graph limit point of view. The Counting Lemma and the Inverse Count-
ing Lemma establish a connection for comparing two dense large graphs by relating homomorphism densities and
cut distance. It has been shown that while the Counting Lemma holds for unbounded kernels (i.c., limits of multi-
graphs), the Inverse Counting Lemma does not. The Inverse Counting Lemma is built on the First and Second
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Sampling Lemmas, which we demonstrate also hold for unbounded kernels. The First Sampling Lemma gives bounds
on the difference between the cut norms of the original and the sampled kernel. The main feature of the cut norm is
that it emphasizes structure over randomness, and “filters out noise”. The Second Sampling Lemma gives an upper
bound on the so-called ‘cut-metric’ of the original and the sampled kernel, i.e., the cut norm of the difference of the
original and the sampled kernel where one can use any measure preserving transformation on the sample. We also
derive that for any kernel in L? (p > 4), the samples converge almost surely in the cut metric to the original kernel.
Overall, the presented methods and theorems contribute to the more efficient and accurate study of the structure

of large networks.

Keywords: polynomial removal lemma, poset, sampling lemma, kernel

Bevezetés

Nagy struktarak szinte minden tudomdnyteriileten jelen
vannak, a humin és tarsadalomtudomanyok teriiletén
éppugy, mint az élettelen vagy él6 természettudoma-
nyokban. A humén tudomdnyokban segitséget nytjthat-
nak tarsadalmi halézatok szerkezetének és dinamikdja-
nak megértésében, az informicio terjedésének és torzu-
ldsinak tanulmdnyozdsiban vagy gazdasigi rendszerek
miikodésének feltérképezésében. Miszaki tudomanyok-
ban tobbek kozott elektromos hilézatok hibattirésének
vizsgalatira, kozlekedési rendszerek robusztussigianak
modellezésére vagy anyagi rendszerek (halmaz)illapot-
valtozasainak megértésére haszndljik Sket. Az élettudo-
manyokban t6bb hierarchikus szinten megtalalhatok:
molekuldris szinten (fehérje—fehérje kolcsonhatasi halo-
zatok vagy génhalézatok vizsgilata), az egyed szintjén
(az emberi agyi struktarak kozotti kapcsolat vagy az
ecetmuslica — Drosophila melanogaster — teljes agyi kon-
nektém, azaz ideghildzati térképének modellezése),
valamint az egyének feletti szinteken is (fert6z6 beteg-
ségek, példaul COVID-19 terjedésének modellezése).
A felsorolas természetesen nem teljes; annak bemutata-
sara szolgal, hogy a hal6zatokkal valamilyen absztrakcids
szinten minden tudomanytertilet foglalkozik. E hal6za-
tok vizsgalata sokszor nemcsak a modellezni kivant rend-
szerek puszta méretébdl adoddan okoz nehézséget, ha-
nem a lokdlis és globdlis szerkezet attekintése és megér-
tése is komoly kihivds jelent.

A halézatokat grafokkal, azaz cstcsokkal és azokat
OsszekotS élekkel modellezhetjikk. A kiillonb6z8 tudo-
manyteriileteken fellelheté komplex rendszerek mogott
megbuvé grafszerkezetek lehet6vé teszik, hogy hasonld
matematikai eszkozkészlet hasznalataval kozelebb kertil-
jink a megértésitkhoz. Az igy képzett grafok sok esetben
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Forras: Glasscock 2015

hatalmas mérettek, emiatt teljes feltérképezésiik (szinte)
lehetetlen. Felmeriil a kérdés, hogy mégis hogyan ismer-
hetjiitk meg ezeknek a rendszereknek a szerkezetét. Tu-
dunk-e az egész halozat struktarajara kovetkeztetni bi-
zonyos jol megvalasztott részstruktarak vizsgilata révén?
Milyen informaciét veszitlink el ekdzben? Jelen tanul-
manyban ezekre és ehhez hasonlé kérdésekre keressiik
a valaszt.

Suivii grafok, grafonok, magfiiggvények

Egy iranyitott graf alatt csticsok és cstcsparok (irdnyitott
¢élek) halmazdt értjik. Grafokat megadhatunk az gyne-
vezett szomszédsagi matrixuk segitségével is, ahol az
i. sor j. eleme az (ij) élek szima (egyszerd grafok esetén
0 vagy 1). Irdnyitatlan grifok szomszédsigi madtrixa
szimmetrikus. Az irdnyitatlan grafokra tekinthetiink agy,
mint iranyitott grafokra: az irdnyitatlan graf minden éle
két iranyitott éllel helyettesithetd. Az 1. dbrin egy
{1,2,3,4} cstcshalmaza, {(1,2),(2,3),(3,4),(1,4)} élhal-
maza irdnyitatlan graf szemléltetését lathatjuk, illetve a
hozza tartozé szomszédsigi madtrixot. A szomszédsigi
matrixot pixeles dbran is dbrdzolhatjuk; erre is lathatunk
példat az 1. dbran, illetve a késGbbiekben még visszaté-
riink ra.

Nagy grafok az élek aszimptotikus szama szerint osz-
tialyozhatok. Sdrtinek neveziink egy » cstcst grafot, ha
az éleinek szdma n?-tel ardnyos; ritkinak nevezziik, ha az
éleinek szdma #-nel ardnyos, ahogy n—oo. ElSfordulhat,
hogy egy grif se nem ritka, se nem stird. A ritka és a strd
grafok viselkedése jelent8sen eltér, igy elemzésiik kiilon-
boz6 modszereket igényel. A tanulmany tovabbi részé-
ben kizardlag strd (iranyitott és iranyitatlan) grafokkal
foglalkozunk.

o = O
— O =

10

Egy {1,2,3,4} csticshalmaza, {(1,2),(2,3),(3,4),(1,4)} élhalmaza grif szemléltetése, a hozza tartoz6 szomszédsagi matrix, illetve grafon
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A griflimeszelméletben a grifokat (izomorfizmus,
azaz ,csucsok dtnevezése” erejéig) a szomszédsagi mat-
rixukkal azonositjuk. A homomorfizmus-stirtiség alapa
konvergencia segitségével a grafok hatarértékei szimmet-
rikus, mérheté [0,1]°—>[0,1] fuggvényekkel irhatdk le,
czeket grafonoknak nevezziik. Ezekre a fiiggvényekre
tekinthetiink gy, mint a szomszédsidgi matrixok folyto-
nos analégja. A nagy grifok sorozatinak az tgynevezett
vigdsnorma szerinti limeszobjektumat Borgs, Chayes,
Lovasz, T. S6s, Szegedy és Vesztergombi vezették be és
dolgoztak ki (Borgs et al. 2008). A grafonokra tekinthe-
tink Ggy, mint ,,végtelen, (salyozott) grafokra”, amelyek
csticshalmaza a [0,1] intervallum, a fiiggvényérték pedig
az ¢élekre adott stlyokat adja meg birmely két cstcs
kozott. A véges grafok is leirhatok grafonokkal; erre lat-
hatunk példat az 1. dbrin, a pixeles dbrazolas ezt szem-
lélteti. Egy n csticst véges graf minden cstcsa megfelel-
tethetd egy 1/n hosszt intervallumnak; a figgvényérték
az I intervallum és j. intervallum tetsz6leges pontjai ko-
zott 0 (,,fehér”), ha (ij) nem él, illetve 1 (,,fekete”), ha
él. A 2. dbran teljes paros grafokbdl képzett grafonok
ibrazolasat lithatjuk. Vegytik észre, hogy a csticsok elne-
vezése befolyasolja a grafont, azonban a limeszobjektu-
mot tgy definidltik, hogy ne befolyasolja Sket. Grafo-
nokrol roviden Glasscock irt (Glasscock 2015), magyar
nyelvi forditdsa is elérhetd (Toth 2024). B6vebben pedig
Lovasz 2012-es konyvében olvashatunk réluk (Lovisz
2012).

Grafonok altalanositdsaként kaphatjuk meg az tgyne-
vezett kerneleket, azaz magfiiggvényeket, amelyek szim-
metrikus, korlatos [0,1]x[0,1]-R fliggvények. Ameny-
nyiben az egyszerd grafok vilagibol a silyozott
multigrafok vildgiaba 1épiink, akkor limeszobjektumként
nemkorlitos L? kerneleket kapunk, valamilyen véges p-re
(Borgs et al. 2018, 2019).

Kutatasaim soran str(i grafok kiilonféle tulajdonsagait
vizsgiltam két kiilonbozd megkozelitéssel. Az egyik

==

2. abra
limeszobjektumdnak dbrizoldsa a negyedik oszlopban lithat6.

Forras: Glasscock 2015
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esetben tulajdonsidgokat vizsgilunk: megnézziik, hogy
mely tulajdonsigok esetén tudunk kovetkeztetni egy bi-
zonyos grafosztaly minden grafja esetében a grafbol
véletlenszerten vialasztott (mintavételezett) kisebb, ugy-
nevezett részgraf alapjan az eredeti grif tulajdonsigdra.
A masik esetben pedig azt vizsgaljuk, hogy egy graf mi-
lyen messze keriilhet a mintavételezett graftél az tgyne-
vezett vagasnorma szerint, amely a fehér zaj kisztirésére
alkalmas norma. Mindkét probléma szerves részét képezi
doktori disszerticiomnak, igy a tanulmany doktori tézis-
fiizetemre, tézisemre épil (annal azonban bévebb).

Mindegyik, alabb ismertetett probléma esetében alkal-
mazhaté lenne a Szemerédi-féle regularitisi lemma,
azonban ez minden esetben jéval gyengébb eredmény-
hez vezetne. Jelen esetben a hatékony becslés a cél, ami
azt jelenti, hogy a mintavételezés méretére nagy val6szi-
ntiséggel polinomiilis korlatot tudjunk adni.

Tulajdonsagtesztelés mintavételezéssel

Nagy irdnyitott grifokat vizsgilunk kis méretdi mintavé-
telezéssel. Egy irdnyitott graf részgrafja egy olyan irdnyi-
tott graf, amelynek cstcsai, illetve élei részhalmazai az
eredeti graf csicsainak, illetve éleinek. Egy graf feszitett
részgrafja alatt egy olyan grafot értiink, amelynek cstics-
halmaza részhalmaza a graf csticshalmazinak, élhalmaza
pedig a grafban ezen csticsok altal feszitett élek. A fejezet
tovabbi részében graf alatt irdnyitott grafot értiink.

Tulajdonsay

Grafok tulajdonsigin véges grifok egy izomorfizmusra
zart osztilyat értjiikk. Ez azt jelenti, hogy a teljes graf is-
meretében minden grafrol egyértelmden el lehet donte-
ni, hogy rendelkezik-e az adott tulajdonsiaggal, vagy
sem; tovabbd, ha a grif cstcsait ,,atnevezzik”, az nem
valtoztat azon, hogy rendelkezik-e a tulajdonsaggal. Egy

Az elsé, mdsodik és harmadik oszlopokban rendre 10, 50 és 100 csticsu teljes paros gratbodl készitett grafonok dbrazoldsat lithatjuk. A paros grifok
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tulajdonsigot monoton tulajdonsignak hivunk, ha él- és
csucselhagydsra zirt grifosztily, vagyis ha egy graf ren-
delkezik a tulajdonsiggal, akkor minden (nem feltétlenil
teszitett) részgrafja is.

Irdnyitatlan grifok egy monoton tulajdonsiga példaul
a hiromszog-mentesség: hiromszog-mentesnek hivunk
egy irdnyitatlan grifot, ha nem tartalmaz részgratként
3 csticst teljes irdnyitatlan grafot. Az 1. dbrdan lithato
graf példaul hiromszog-mentes, illetve minden rész-
grafja is hiromszog-mentes. Azonban ha az (1,4) élis az
élhalmaz része lenne, akkor mar nem lenne hiromszog-
mentes.

Tulajdonsagtol valo tavolsiy

Egy V(G) cstcshalmazi G grif e-tdvol van egy tulajdon-
sagtol, ha semelyik V(G) cstcshalmazt graf, amelynek
¢lhalmaza legfeljebb € V(G)? élben tér el G élhalmazatdl,
nem rendelkezik a tulajdonsaggal.

Monoton graftulajdonsagok vizsgalata esetén a defini-
ci6 alapjan a tulajdonsagtol valo tavolsaghoz elegendd az
élek torlését vizsgalni, élek hozzaadasa esetén a kapott
graf ugyanis biztosan nem rendelkezhet a tulajdonsag-
gal.

Célunk, hogy ha egy grafrél tudjuk, hogy vagy rendel-
kezik egy adott tulajdonsaggal, vagy tavol van téle, akkor
mintavételezéssel el tudjuk donteni, hogy nagy valdszi-
niséggel melyik igaz ra.

Tesztelbetioséy

Egy tulajdonsagot erdsen tesztelhetének neveziink, ha
tetszlleges pozitiv valos € esetén létezik f(€) egész szam,
amelyre teljesiilnek a kovetkezok:
e ha G egy grif, amelyre teljesiil a tulajdonsag, akkor tet-
szbleges f(€) csticsa dltal feszitett részgrafjara is telje-
stil;
e tovabbd, ha egy G graf e-tavol van a tulajdonsagtol,
akkor legalabb 1,/2 valészinlséggel egy tetszSleges
f(€) csticsa dltal feszitett részgrafjara sem teljesiil a tu-

lajdonsag.

A kis elemszama mintavétellel torténd tulajdonsigtesz-
telés egyik klasszikus eredménye a Ruzsa és Szemerédi
dltal bizonyitott hiromszog-torlési lemma (Ruzsa—
Szemerédi 1978). A lemma szerint tetszSleges >0 ese-
tén, ha egy V(G) csticsosztalya G iranyitatlan grifban leg-
feljebb 6 V(G)® hiromszog talilhatd (ahol § csak e-tdl
fiigg), akkor a grafnak létezik egy hiromszog-mentes
részgrifja, amelyet G-bdl legfeljebb eV(G)? €l torlésével
kapunk.

Alon ¢és Shapira bebizonyitottik, hogy az iranyitatlan
grafok minden monoton tulajdonsiga erésen tesztelhetd
(Alon=Shapira 2005). Az £-t0l val6d tiiggés sajnos mar
irAnyitatlan grafok esetében is nagyon rossz lehet: az
Alon-Shapira-tételben ismert fels6 korlitok a Szemerédi-

Hatékony tulajdonsagtesztelés

féle regularitdsi lemma iterdlt hasznalata miatt torony-
fiiggvényeket tartalmaznak.

Alon ¢és Fox nyoman (Alon—Fox 2015) egy tulajdonsi-
got konnyen tesztelhetének neveziink, ha erésen tesztel-
hetd, ¢és f(e) telilrdl becsiilhetd 1/¢ egy polinomjaval;
ellenkezG esetben a tulajdonsig nehezen tesztelhetd.
Ismert, hogy mind a perfekt grifok (Alon—Fox 2011),
mind az Osszehasonlithatésigi grafok tesztelése nehéz
(Alon—Fox 2015); kevés tulajdonsig bizonyult kénnyen
tesztelhetének. Alon és Fox bebizonyitottak, hogy ird-
nyitatlan grafok esetén tetszéleges H grafra a H-mentes-
ség pontosan akkor konnyen tesztelhet, ha H paros
(Alon—Fox 2015). A konnyd és nehéz tulajdonsigok
megkiilonboztetése még sejtés szintjén is elérhetetlen-
nek tdnik.

Poset, részbenvendezett halmaz

Poseten (részbenrendezett halmazon) egy olyan halmazt
értiink, amely rendelkezik egy antireflexiv és tranzitiv
< relaciéval. A halmaz elemeire tekinthetiink agy, mint
egy irdnyitott graf csticsaira, és a halmaz ij elemeire (i)
pontosan akkor él, ha i<j. A 3. dbrian az {{xyz},{xy},
{xz},{yz},{x},{¥},{z},0} halmazon a részhalmaz relici6-
val kapott poset Hasse-diagramja lathaté. Ezen az abran
— az atlathat6sig kedvéért — nem szerepelnek azok az
élek, amelyek egyértelmtien kovetkeznek a tranzitivitas-
bol; példaul ({x},{xy,z}) és (D,{xyz}).

A poset rendezett részhalmazait lancnak hivjuk — azaz
{iy1y..0} cstcshalmaz egy linc, ha i; < i, < ...< i} —,
illetve az {i,i,..,i,} cstcshalmaz antilincot alkot, ha
semelyik két elem nem hasonlithatd ossze. A 2. dbrin
lithaté poset egy leghosszabb linca példaul az
{{xy.z},{xy},{y},@} halmaz, mig egy leghosszabb anti-

3. 4bra

Az {{xyz},{xy){xz}, vz}, {x),{),{z},0} halmazon a részhalmaz
reldcioval kapott poset Hasse-diagramja

Forris: Wikipedia, Partially ordered set (letoltve: 2025. 07. 18.)
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lanca példaul {{x},{y},{z}}. Jelolje egy P poset leghosz-
szabb lancanak hosszat h(P), leghosszabb antilincdnak
hosszat w(P). A 3. abran szemléltetett poset esetén h=4,
w=3. A h elem lancot C,-val jeloljiik.

Posetek egy P (nem feltétleniil véges) halmazara
legyen h(P) = rlpeijr} h (P), illetve W(P)=P6?:,{T(lg)fl=h(?)W(P)-

Kun Gaborral bebizonyitottuk (Fekete—Kun 2025),
hogy posetek monoton (részhalmazok vételére zart)
osztalyai konnyen tesztelhetGek. Ezen eredmény ekviva-
lens egy torlési lemmaval polinomialis korlatokkal.

Homomorfizmus

Legyen P és Q két poset. Ha az f: Q—P leképezés rende-
zéstartd, akkor homomorfizmusnak nevezzik. A t(Q,P)
homomorfizmus-stirtiség annak a valdszintisége, hogy
egy véletlenszerien valasztott f- Q—P leképezés homo-
morfizmus. Egy P poset Q-mentes, ha nem tartalmazza

Q-t (nem feltétlentl indukalt) részposetként.

Polinomidlis toriési lemma posetekre
(Fekete—Kun 2025)

Legyen Q véges poset, amire h(Q)>2. Barmely >0 és P
véges poset esetén, ha t(QP)<(g/2)M@w@? akkor létezik
P-nek egy Q-mentes (s6t Cyo-mentes) részposete, ame-
lyet legfeljebb €|P|? él eltivolitasaval kapunk.

Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy ha Q-nak kevés
példanya van P-ben, akkor P kevés él eltavolitisaval
Q-mentessé tehetd, azaz nincs e-tavol a Q-mentességtdl.
Tehat mivel P vagy tavol van a Q-mentességtsl, vagy
Q-mentes, ezért vagy sok Q van benne, vagy egyaltalan
nem tartalmaz Q-t.

Posetek monoton osztalyni konnyen tesztelbetok
(Fekete—Kun 2025)

Legyen P véges posetek halmaza, amire h(P)>2. Legyen
QEP olyan, hogy h(Q)=h(P) és w(Q)=w(P). Barmely >0
és P véges poset esetén, ha t(QP)<(g/2)"™wP?  akkor
létezik P-nek egy P-mentes (s6t Cppy-mentes) rész-
posete, amelyet legteljebb g|P|? él eltavolitisival kapunk.

Meghiilonboztethetetlen tulagdonsigok

A lancok fontos szerepet jatszanak monoton poset oszta-
lyok hatékony tesztelésében: megadjuk ezen osztilyok
egy egyszerl osztilyozdsat a tesztelhetéség szempontja-
bol.

A @, és @, tulajdonsigokat megkiilonboztethetetlen-
nek nevezziik, ha tetsz8leges €>0-ra és i=1,2-re létezik
N, hogy egy legalabb N elemi halmazon vett, tetszéleges
Pe®; posethez létezik P'€®;; poset ugyanazon a halma-
zon, amelyet P-bdl legfeljebb | P|? él viltoztatasival kap-
hatunk meg.

Fekete Panna Timea

Mivel monoton tulajdonsidgokat vizsgalunk, elegendé
¢éleket torolni.

Meghiilonbioztethetetlenséy (Fekete—Kun 2025)

Legyen P véges posetek egy halmaza, legyen h=h(P)>2
és w=w(P). Ekkor a P-mentes posetek osztilya és a
C,-mentes posetek osztilya megkiilonboztethetetlenek.

Nevezetesen, minden C,-mentes poset P-mentes is; és
ha egy P poset P-mentes, akkor létezik egy C,-mentes

részposete, amelyet legfeljebb 2 (%)hwz |P|? ¢l eltdvo-
litasaval kapunk.

EbbSl azonnal adédik, hogy minden legalibb
N=h*w? (g/2)™” elem(i P-mentes P posetnek létezik
egy C,-mentes (nem feltétlentl indukalt) P’ részposete,
amelyet legfeljebb ¢|P|? él torlésével kapunk. Azonban
sokkal hatékonyabb tesztet kaphatunk, ha a konstans
elemszdmot mintavételezd teszt iterdlasa helyett egy na-
gyobb részposetet mintavételeziink.

Poset Cy,-mentességének részposet tesztelése
s méretii mintavételezéssel

Bemenet: P poset
s elem véletlen indukalt részposet R
Ha R=C,, akkor elutasitjuk P-t,
egyébként elfogadjuk P-t.

A megkiillonboztethetetlenség alapjan ez a teszt a
P-mentes posetek tesztelésére is alkalmas: legalabb 1,/2
valészintiséggel clutasitja azokat a poseteket, amelyek
e-tavol vannak a P-mentességtdl, azonban elhanyagol-
hat6 valészintiséggel megengedi, hogy tévesen elutasit-
son P-mentes posetet is.

Részposet teszt (Fekete—Kun 2025)

Legyen h>2 egész szam, >0, ¢>0 és P egy véges poset.
Ha a P poset e-tavol van a C,-mentességtdl, akkor
4log(h)+5
[ 2¢ ] véletlenszertien valasztott elem legalibb 1,/2
valoszinlséggel tartalmazza C, egy példanyat.
Tetsz6leges rogzitett h-ra a C,-mentesség egyoldala
hibdval valé tesztelésére a fenti korlit pontos nagysig-
rendet ad a sziikséges mintavételezési csticsszamot te-
kintve e-ban.

Osszehasonlithatisdgi grafok monoton
tulagdonsagai (Fekete—Kun 2025)

Egy P posethez tartozd dsszehasonlithatosagi graf cstics-
halmaza P, élhalmaza {(xy):x <y vagy y < x}.

Alon és Fox megmutattik, hogy az dsszehasonlithat6-
sdgi grifok osztilya nehezen tesztelhet6 (Alon—Fox
2015). Azonban azzal az igérettel, hogy a bemeneti graf
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egy Osszehasonlithatdsagi graf (promise problem), az
osszehasonlithatésdgi graifok monoton osztilyai tesztel-
hetévé valnak — annak ellenére, hogy a hozzdjuk tartozé
poscteket nem ismerjiik. Eredményeink teljesiilnek
monoton Osszehasonlithatésigi grifosztilyok tesztelé-
sére is.

Kernel és mintavételezett graf tavolsaga

Vagasnorma

A vagasnormat Frieze és Kannan definidltdk métrixokra
(Frieze—Kannan 1999). A vigisnorma legfontosabb jel-
lemz&je, hogy nagyobb hangstlyt fektet a struktarira
a ,véletlen ingadozassal” szemben, és segitségével , ki-
szlirhet6 a zaj”: amennyiben két matrix csak fehér zajban
tér el egymastol, ugy a kiilonbségiik vigasnormaja na-
gyon kicsi, de amint a kiilonbség ,,strukturaltabbd” valik,
anorma is né. A vigasnorma erés kombinatorikai jellege
miatt kulcsszerepet jitszott a (stird) graflimeszelmélet
kidolgozasaban.
Egy WeL! (]0,1]?) fiiggvény vigdsnormdja

IWllg = sup

S, Tc[0,1]

W(x, y)dxdy‘.

SXT

Mintavételezés

Legyenek Xy X,,.. fliggetlen, a [0,1] intervallumon
egyenletes eloszlast valoszintiségi viltozok, és legyen k
egy pozitiv egész paraméter. Jeloljon U:[0,1]>-R egy
szimmetrikus, valés értékd mérhetS figgvényt. Jelolje
X=(X1,X5,...,X;) a k-hosszt val6szintségi viltozé vektort,
és jelolje M, a [0,1]%-en azt a 1épcsGs tiiggvényt, amely-
ben a szomszédos szakadaspontok kozotti tavolsag
1/k mindkét viltozéban, a fuggvényérték pedig
(U(X,X) ) isjei» €s 0 a f6atlon. Tehidt My a mintavételezett
k cstcsa grathoz tartozé kernel.

Elsd mintavételezési lemma

Az Alon és szerzGtarsai altal bizonyitott elsé mintavéte-
lezési lemma két matrix vagasnormabeli tavolsiganak
mintavételezéssel torténd becslésérél szol (Alon et al.
2003). Ezt az eredményt Borgs és szerzdtarsai dltalino-
sitottdk és javitottdk korlatos kernelekre (szimmetrikus
L*([0,1]%) fiiggvényckre): k méretl mintavételezés ese-
tén a hiba nagy valdszintdséggel O(k'/*) nagysigrendd
(Borgs et al. 2008).

Hatékony tulajdonsagtesztelés

Elsd mintavételezési lemma nembkorlatos
kernelekre (Fekete—Kunszenti-Kovics 2025)

Legyen k22 egész, p>2, ¢s UELY,,([0,1]*). Ekkor

e tetszOleges ¢>0 esetén teljesiil, hogy

Vink | _1,1
P<”Mk”|] - ”U”D < <C1 + CZpT k 4 4p
k4P
> 1 — 4k~0P,

ahol C},C, konstansok csak p,||U||,,||U]l; €s ¢ értékek-
6l tiiggnek.
P 11 . -
e tetszbleges vy € ;,5) esetén teljesiil, hogy

P(=Csk™ V2 Ink < [[Mllg — IUllg) = 1 — 4k,

ahol C; konstans csak p,||U||g,[|Ull,,I1U]ly €s y érte-

kektdl fugg.

Ahogyan az a tételbdl is latszik, az alsé és a fels6 korlat
nagysagrendje eltér. Nemcsak a nagysigrend, hanem
a bizonyitds és a bizonyitds nehézsége is nagyban eltér
a két esetben.

Vigastavolsiy

Amennyiben két kernelt szeretnénk 6sszehasonlitani, ak-
kor egyrészt vizsgalhatjuk vagasnormaik kiilonbségét,
ahogyan azt fentebb tettiik. Mdsrészt elemezhetjiik a két
kernel kiilonbségének vigisnormajat. A 2. dbran teljes
paros grafok két kilonbozs cstcselnevezéshez tartozd
grafonjait lathatjuk; ezek kiilonbsége nem 0, holott
egyazon grafthoz tartoznak. Ennek kikiiszobolésére
szeretnénk megengedni a kernelek kiilonbségvétele el6tt
a ,esucs atnevezést”, vagyis a [0,1] intervallumon egy
mértéktartd bijekcid alkalmazasat.

Jelolje a mértéktart6 [0,1]-[0,1] bijekcidk halmazit
Y. Az UWeL' ([0,1]*) fiiggvények vigdstavolsiga
6g (UW):=infyey [[U-Wiyu yoplla:

Masodik mintavételezési lemma

Szeretnénk becslést adni az M, mintak U koriili koncent-
rdl6ddsarol, azaz korlatokat szeretnénk adni a 6 (M,,U)
vagastavolsagra nagy valoszintséggel.

Borgs és szerzotarsai megmutattak, hogy korlatos ker-
nelekre a mintavételezett és az eredeti kernel vagastavol-
sdga nagy valdszintséggel O((In k)71/?) nagysigrendd
(Borgs et al. 2008). Az els6 mintavételezési lemmahoz
képest szignifikinsan gyengébb nagysigrend a Szemerédi-
téle regularitasi lemma hasznilatinak készonhetd.
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Masodik mintavételezési lemma nemkorlitos
kernelekre (Fekete—Kunszenti-Kovics 2025)

Legyen k22 egész, p>2, és UEL?

sym

([0,1]%). Tetszbleges

¢ € (0,% - %) esetén teljesiil, hogy

1,1 -k?
P (SD(Mk, U) < C4(In k)‘Tﬁ) > 1 e2Toga(®0 — 4]0P

ahol €, csak p,||U||,,I|UJ|; és ¢ értékektdl fiigg.

ol

Kapcsolat metrikak kozott

A siirl grifok témakorén belil ezek a mintavételezési
lemmak kulcsszerepet jatszanak annak bizonyitasaban,
hogy a korlatos kernelek vagdsnormaja és a bal-konver-
gencia (mas néven sirtiség-konvergencia) dltal indukalt
metrika megegyezik. Kunszenti-Kovics megmutatta,
hogy ez az allitds mar nem igaz nemkorlatos kernelekre
(Kunszenti-Kovics 2019). Ismert, hogy nemkorlitos U
kernelekre a véletlen k-méretd mintak 1 valoszintiséggel
bal-konvergilnak U-hoz, ahogy k—oo (Kunszenti-
Kovdcs—Lovisz—Szegedy 2022), de ez a kérdés ez iddig
nyitott volt a vagastavolsdg esetén. Ez alapjan a masodik
mintavételezési lemma nemkorlatos kernelekre valéd ki-
terjeszthetSsége nem volt feltétlentl sejthetd.

Majdnem biztos konvergencin
(Fekete—Kunszenti-Kovics 2025)

Legyen p>4, tovabbd U€EL §,,([0,1]%) kernel, és legyen
(M})is2 €8y k elem véletlen részgrif sorozata U-nak. Ek-

kor a kovetkezd teljesiil: P(65(U,M,)—0 ahogy k—o0)=1.

Konklazié

Kutatdsaim soran mintavételezéssel vizsgaltam nagy gra-
fokat. Eredményeim hozzijarultak ahhoz, hogy stri
grafok globdlis tulajdonsdgai kis mintdk alapjan is meg-
bizhatdan vizsgalhatok legyenek. A posetekre vonatkozé
polinomialis torlési lemma bizonyitisa lehet&vé tette to-
vabbi, konnyen tesztelhetd grafosztilyok azonositsat.
Emellett a mintavételezési lemmak kiterjesztése a nem-
korlatos kernelekre igazolta, hogy a mintik konvergen-
cijja a vagasmetrikdban altalanosabb kortilmények ko-
zott is fennall. Ezek az eredmények nemcsak elméleti
szempontbol fontosak, hanem gyakorlati alkalmazdsokat
is elOrevetitenek a biologiai hdlézatok, a tdrsadalmi
kapcsolatrendszerek és a technoldgiai infrastruktardk
modellezésében. Osszességében a bemutatott modsze-
rek és tételek hozzajarulnak ahhoz, hogy a nagy haléza-
tok szerkezete hatékonyabban és pontosabban tanulma-
nyozhat6 legyen.

Fekete Panna Timea
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