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I
Die Modulargleichungen

fur einen beliebigen unparen Transformationsgrad.

Das allgemeine Problem der Transformationstheorie besteht
bekanntlich darin, wenn die Differentialgleichungen

1 dx
Ty i) = o)

due ady
"y U=y (l=k"y?)

gegeben sind, den Multiplicator a und den transformirten Inte-
gralmodul k so zu bestimmen, dass die aus der zweiten
Gleichung herzuleitenden elliptischen Funktionen rational durch
die der ersten sich ausdriicken. Dann muss, wenn wir den
Modul der zugehidrigen Thetafunktionen mit z, respective 7’
bezeichnen

t—b° +b T
8+, 7T
oder
,_bo —ay7T
T T t—b,

sein, wo noch
agb, —a, by=n
eine positive ganze Zahl, der Grad der Transformation ist.
Solcher Zahlensysteme a,, a,, by, b,, welche obenstehender
Gleichung geniigen, gibt es unendlich viele; doch lassen sich

" dieselben bekanntlich immer in eine endliche Anzahl von Clas-

sen eintheilen; einc jede solche enthilt wohl abermals unendlich
viele Transformationen, doch nur jene, die durch lineare Trans-
formation in einander iibergehn. Es ist fiir
n=aabf...—,
1*



diese” Classenzahl

2T e ) b+ 1)
ein Ausdruck, der, sobald n keinen quadratischen Theiler ent-
hilt, gleichbedeutend wird mit der Summe aller Divisoren
von n. —
Wir schreiben

l4/c_.u , |4/k_v
wo die linken Seiten in bestimmter Weise definirte, eindeutige
Grossen sind; dann existirt immer eine algebraische Gleichung
— die zur Transformatlon nt. Grades gehorige Modu]arglelch-
ung, die wir durch
Oa(u, vy=o
bezeichnen wollen, deren Losungen die v sind, die je einem
Reprisentanten simmtlicher Classen entsprechen. — Es sind
diese Wurzeln Ausdriicke, deren transzendente Form die Trans-
formationstheorie der elliptischen Functionen gibt, Der Grad
der Modulargleichung ist dem gesagten entsprechend, der oben
angefiihrte Ausdruck der Classenanzahl.
Man weiss ferner von der Modulargleichung, dass sie sich

nicht indert, wenn man u mit v und v mlt( )u vertauscht, wo

(2) das bekannte Legendre'sche Zeichen ist. — Ebenso bleibt

die Gleichung dieselbe, wenn man auf ¢ und k dieselbe lineare
Transformation anwendet.

Die Transformaticn pqten Grades lidsst sich in der Weise -
ausgefiihrt denken, dass man die Transformationen des pten und
qten Grades nacheinander anwendet. — Bei Anwendung die-
ses Princips ist es nur fiir Primzahlen nothwendig, die Modu-
largleichungen in der vorhergegangenen Weise zu definiren.
Seien die Wurzeln der Modulargleichung, die zum Grade p ge-
hort,

' @p (w ,u) =0
w(ll)’ ,w(Pg) y e e .. ,w%""l)

so wird die Gleichung
Oq (v,w(;)) . @p(v , w(i)) N O (v, w(lf'l' l))=0

jene vierten Wurzeln der zu den Reprisentanten simmtlicher
Classen gehdrigen Integralmoduln, welche die Transformation
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pqten Grades besitzt, als Lgsungen enthalten. D. h. die Modu-
largleichung, welche zum Grade pq gehort
@pq (v,u)=0
ist das Eliminationsresultat aus
@p v,w=0
und
@q (w,u=20
Man iibersieht leicht, wie diese Definitionen vollstindig
iibereinstimmen, so lange der Transformationsgrad keinen qua-
dratischen Theiler enthilt. In diesem Falle jedoch wird die
Modulargleichung, als Resultante betrachtet, eine Reihe von
Wurzeln mehrfach enthalten. Wir betrachten die Gleichung
erst nach Hinwegschaffung dieser gleichen Wurzeln und dann
wird sie mit der durch unmittelbare Zusammensetzung erhalte-
nen iibereinstimmen miissen. ?)

IL

Reihenentwicklung
der Wurzeln der Modulargleichung.

Um die Wurzeln der Modulargleichung in Reihen zu ent-
wickeln, untersuchen wir die Werte, welche v annimmt, wenn
u unendlich klein wird; nach bekannten algebraischen Sitzen
erhilt man hieraus die Reihen fiir v, welche nach Potenzen
‘von u fortschreiten. Es ist dann in der leichtesten Weise mog-
lich durch Linearsubstitutionen Reihenentwicklungen mit anderem
Argument zu erhalten.

Sci zuerst der Grad der Transformation eine Primzahl p, dann
ist fiir einen Reprisentanten einer der p + 1 nicht &quivalenten
Klassen

P anc. 4C gne. 8C 2 (p—1) C

sne. *Y sme. 2 o

P P p

v=au

1) Siehe in Bezug auf die hier angefiihrten Sitze, sowie die durchweg ge-
brauchten Bezeichnungen das Werk meines hochverehrten Lehlrers, I’rof.
Kénigsberger: Die Transformation, die Multiplication und die Modulargleich-
ungen der elliptischen Funktionen, Leipzig 1868,
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und es ist dieser Ausdruck fiir
Lim.u = 0
zu untersuchen. Man hat

20 V 05, X 11+ 2¢% cos.2x+q*
sne. Vc 1¢ 1+ 2q%*-'cos.2x 4 q*"?
nun werden fiir unendllch kleine ¢ die vollstindigen elliptischen

Integrale C und C* sich den Grenzen > und o niihern; daraus

2
«C’
. . C
Lim. q =1lme~ =0

2Cx

ergibt sich

und

lim. snc.

. 2 4
= lim, Ve V q cos. x
Setzt man hierin fiir x der Reihe nach die Werthe

2n 4z (=D=
P
ein, und multiplicirt, so wird
Lim. snc. ﬂ-"sn 2(—=DC _
P
= Lim. 2 \/ p—Dn
ur—1 q cos. CO8. B
Ferner ist
4 8 2
u=Ve=V2Vq |U+g)(1+g" - ‘! (1—q) (1—q?) -+~
und 1
-

Mit Behutzung dieser Relationen erhilt man schhesshch das
Resultat

1, Lim, v. =

I

Da dic Modulargleichung sich durch Vertauschung von u

und v mit v und ( %)u nicht indern darf, erhilt man hierausauch

. . P
Lim.u=lim VvV
p—1

9

2 2




oder

p—1 1 24
Lim. vs =lim 2™ u® ¢ p @
wos =1,2, - p Die Formeln 1 und 2 enthalten dem-

nach die Werthe aller p + 1 Wurzeln fiir unendlieh kleine u.
Die Wurzelwerte einer algebraischen Gleichung
f(v,uy=0
fir u = 0 sind die ersten Glieder in der Reihenentwicklung
der betreffenden Wurzeln nach Potenzen von u. Schreiben wir
noch der Kiirze wegen

p-—-1
8 =27
1
by = —5=,
2 2
dann ist
1 287 2
V,=apupe P +a‘},’up+~'--s=1---p

(%)"H‘:bp w + b§ urtt

Der transzendente Ausdruck fiir die durch v, bezeichneten
‘Wurzeln ist '
4C

v=u® s’nc.T (t—168&)---- snc. g_(_p-;;)(} (r—16§)
und fiir vy,

’ 4C
Vp41=u® sme. — - - - - 8N

Setzt man in diesen Ausdriicken statt des u ue * so wird,
da C nur von u® abhingt, dieses sich gar nicht #ndern und die
Wourzel durch diese Substitution nur mit einer 8ten Einbeits-
wurzel multiplizirt werden. Dasselbe muss also auch der Fall
sein, wenn die Wurzeln in der eben entwickelten Form als Po-
tenzreihen entwickelt sind, und dies ist nur mdglich, wenn alle
Glieder in denen nicht u mit Exponenten von der Form
8m +1

fir die v, , und 8m + p fiir v, , vorkémmt, verschwin-

den. Wir tibergehn die Bestimmung der weiteren Coeffizienten
der Reihe, da in den folgenden Entwicklungen nirgends davon
Gebrauch zu machen ist ).

¢ 1) Die l:‘:ntwieklung dieser Reihen fiir Primzahlgrade ist gegeben von

Matthieu. Journal de I'école polytechnique. Cah. 42.
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Es beginnt also die Entwicklung von p der Wurzeln mit
a?» und die der einzig iibrigen mit n —

Man hat fiir 2 verschiedene Transformationsgrade p und q,
wenn die zugehorigen Modulargleichungen

6, (w,un)=0
@q (V,W):O
sind, demnach :
1 2m
Wa=8pu“ e—p— s—1" P
2 =b,uP 4 ---
(5) Wp+1=bpu? +
und 1 98’
Ve =agwile P 4 =1 q

(%) Vg1 = b1 Wg 4.
Die Wurzeln der zur Transformation pqten Grades gehori-
gen Modulargleichung '
@pq (v,m)=0
werden nun follgende sein:

Lo Bem
Vs=a,pqaq upqepg 4+ S=1,"‘pq
(2) 9 28'm
q/Vpays = 83 by W e P 4 8'=1--- p

1 p 28"

2 a e — .
(_',—)qu+p+,:a=aq b:; we 1 + - su=1...q

a

(%)vlpnij) = bp bq ut o

In ganz dhnlicher Weise fortfahrend, wird es moglich sein,
die Reihenentwicklungen festzustellen, wenn der Transformations-
grad eine beliebige ungrade Zahl ist. (Enthilt derselbe quadra-
tische Theiler, so sind wie bemerkt, die gleichen Wurzeln aus-
zuschliessen). —

Fiir ein n ohne quadratische Theiler gelten nun folgende
Sitze :

1) Die Coeffizientcn des ersten Glieds in der Entwick-
lung der verschiedenen Wurzeln sind sémmtlich ver-
schieden.

2) Ist d ein beliebiger Theiler des n, so gibt es immer

d Waurzeln, deren Entwicklung mit u®” beginnt. Dem
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Zeichen nach gilt die Entwicklung fiir

(),

die Summe der d ist eben der Grad der Gleichung.

Beide Sitze sind, wie man sich aus dem vorhergehenden
unmittelbar iiberzeugt, richtig, wenn n aus ein oder zwei Prim-
factoren besteht. Die Coeffizienten von je d Wurzeln sind ge-
bildet aus einer Zahl, die mit den verschiedenen dten Einheits-
wurzeln der Reihe nach multiplizirt ist. Sobald aber die Wur-
zeln — wie man sich ausdriicken kann — verschiedenen d ent-
sprechen, ist der absolute Werth des 1. Coeffizienten ein ver-
schiedener- — Die Sitze "werden al]gemein richtig sein, wenn
wir nachweisen konnen, dass sie fiir ein n rlchtlg sind, das aus
m + 1 Primfactoren besteht, sobald sie tiir ein aus m solchen
bestehendes galten. —

Sei n=dn’; man habe ferner fiir den Transformationsgrad
n’ gezeigt, dass die Entwicklung von je d’ Wurzeln mit

@ X
a, w s=1,---4d'

beginnt, sowie dass die a simmtlich ungleich
~ Die Wurzeln der Gleichung
04 (w,u)=0
sind nun wieder:
l ‘.’s‘fu
We —aq u® s’=1,---d

( >wd+i—-bd u! +

Das Einsetzen der ersten d Wurzcln im obigen gibt nun
d’d Wurzeln deren Entwicklung mit
n’ n
dd« d2q‘3
u = u

beginnt, und zwar gilt diese wieder fiir (n—de) v; die Substi-

tution der Wurzeln wg4y gibt d* Wurzeln, deren Entwicklung mit
n‘d n -
az ar
u = u
beginnt, und zwar ist diess (—n—%—,—) v--- Die d' und d'd sind

aber wieder simmtliche Divisoren der Zahl n. — Auch die neuen
Coeffizienten
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as age  d g'=1,---d
konnen nicht gleich werden, wenn es unter denen fiir n’ keine
solchen gab. Abermals sind je d gleiche Zahlen, aber mit den
verschiedenen dten Einheitswurzeln multiplicirt.

Die angefithrten Sitze sind somit auch allgemein bewiesen.

DielIrreductibilititder Modulargleichungen folgt
unmittelbar aus dem ersten derselben,

Die algebraische Gleichung f(v,u) =0 vom Grade n ist
irreductibel, wenn v = ¢ (u) fiir jeden Punkt in der Ebene ,
mit Ausnahme der in endlicher Anzahl vorhandenen Verzwei-
gungspuncte, fiir welche die Gleichung f (v,u’) gleiche Wurzeln
erhilt, n von einander verschiedene Werthe hat, Wir haben
gezeigt, dass die Reihenentwicklung simmtlicher Wurzeln der
Modulargleichung verschieden ist. Die Modulargleichungen
fir einen unparen Transformationsgrad sind also immer irreduc-
tibel, da der 1lte Satz auch dann noch gilt, wenn n einen qua-
dratischen Theiler besitzt; wenn nur die gleichen Wurzeln die
bei der Bildung der Modulargleichung als Resultante auftre-
ten, weggeschafft wurden.

IIL
Die Dimension der Modulargleichung.

Sei eine Gleichung gegeben:
f(v,u) =o0

in welcher fiir u =0 auch v =:o ist und die Ableitung nach u
verschwindet.. Wir wihlen in derselben jene Termen aus, die
so beschaffen sind, dass es keine Glieder gibt, in denen beide
Variabeln mit niedrigerem Exponenten vorkommen. Dann sind
die Termen niedrigster Dimension jedenfalls in dieser Reihe.

A=A, vou' 4 A, vl +... + A,,,.vp"‘u'lnll
enthalten, von welcher man ausserdem weiss, dass die p eine
steigende Reihe bilden wenn man nach fallenden q gcordnet
hat. Wire zugleich p, und q, grosser oder kleiner als p, und
und q,, so wire ja fiir das eine der Glieder die oben ausge-
sprochene Bedingung nicht erfiillt. Nach den Untersuchungen
von Puiseux 1) gilt pun folgendes:

1) Recherches sur les fonctions algébriques, Liouville, XV.
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Ist .
Qi+t — Qi — @1 1y
Pi —Pi+1 = @i 8
wo ¢; den grossten gemeinschaftlichen Theiler beider Grossen
darstellt, so gibt es ¢; Gruppen vonr; Wurzeln, deren Entwick-
lung mit einem Gliede
r

8
ou '

beginnt. Jede solche Gruppe erleidet eine cyclische Permuta-
tion, wenn man um den Punkt u = o herumgeht.
Sei umgekehrt bloss ein Term jener Reihe £ bekannt; man
wisse ferner, dass die Entwicklung von je a; Wurzeln mit
1

a
agu

beginnt, wo i =1, 'm,
Dann ist jedenfalls:
QG — Qg = by ¢
Pi-t — Pi = & @i

aber auch P oa = a

also g =1

und qi—qi—g = by
Pi-t — p1 = &

Aus der frither hergeleiteten Bedingung, dass die Reihe der
p eine fallende, die der q eine steigende sei, erhilt man &hn-
liche fiir a und b. Es ist '

8 = Pi—1 — Pi

&i41 = Pi — Pis+t
und da * P+

aus Pi-1 < p1 < Pit1 .
Pi — Pi+1 < pi—1 — Pi
folgt, auch
a3 > ajyq
Sind nun die a in fallender Reihe geordnet, so miissen die
b von sclbst eine steigende Reihe bilden. In dieser Weise ist
die Reihenfolge der Wurzeln eine fest bestimmte geworden, und
man hat
Q= qi-1 + b
Pi = Pi—1 — &

oder:wenn man den Term A, v% u% als bekannt annimmt
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s =1
qi = Qo + gi b,
=i
- E

Il

Pi

Die Modulargleichung fiir einen ungraden Transformations-
grad geniigt nun den eben entwickelten Bedingungen. Ist d
ein Divisor des n, so beginnt die Entwicklung von d Wurzeln

n
mit einem Gliede, in dem der Exponent des' u d ist, wo—:—
d
und d relativ prim sind. Sind die Nenner jetzt in fallender
Reihe geordnet, so bilden, wie man unmittelbar sieht, die Zghler
eine steigende Reihe. Wir kennen auch den ersten Term der
Reihe ; er ist '
v S(n)

wenn S, die Summe aller Divisoren der Zahl n bedeutet. Man
erhilt also fiir .4, wenn die der Grosse nach geordneten Divi-
soren d, ,d,, - sind (wo d, = n)

n
vSm) 4 g vSOI—d4 y 4 g, vS@—d-tiy T & 4 ...,

Welches ist nun der Term niedrigster Dimension in der
Reihe A4 selbst? Wir bemerken frither noch, dass von diesen
Termen keiner aus der Modulargleichung verschwinden darf, da
dann die Wurzelentwicklungen, von denen wir ausgingen, nicht
mehr statthaben konnten. — Die Hilfte der Anzahl der Divi-
soren von n ist bekanntlich grésser, ebenso viele kleiner
als J'n. So lange man nun im Exponenten von v Divi-
soren von n abzieht, die grésser als |/n, und in dem von u
solche addirt, die kleiner als J/n (wenn d > }/n ist eben

»3— < Vn) wird die Dimension der aufeinander folgenden Glie-

der immer geringer werden. — Bezeichnet man die Summe aller
Divisoren, die kleiner als }/n mity (n) so ist das Glied nie-
drigster Dimension ¢u ¥ (n) v¢ (@) —
" Wenn n eine Primzahl, wird
Y m=1

und man hat den Satz, dass aus der zu einem Primzahlgrad ge.
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horenden Modulargleichung der Term e uv nicht verschwinden
kann; — Sohncke !) erwihnt und gebraucht denselben in seiner
Arbeit, wihrend der dortige Beweis jedenfalls auf einem Irrthum
beruht. ) ,

Aus dem Term niedrigster Ordnung erhilt man nun sofort
den Term hichster Ordnung. War jener

evy(n) ug (n)
so muss dieser wenn wir noch die Summe der Divisoren die
grosser sind als }/n, d. i
| S) — y(@) = g

setzen e vo(n) ugp (n)
sein. Es ist Derjenige, welcher aus jenem entsteht, wenn man

in der Modulargleichung u und v mit%— und —1v- vertauscht.

Ein hoheres Glied, z. B.
) ave(®)-+a up(m+b
kann nicht vorkommen; ibm entspriche durch abermalige Vor-
nahme obiger Substitution
¢vy(n)—a uy@)—>b ,

ein Term niedrigerer Ordnung, als er iiberhaupt vorkommen kann.

Die grésste Dimension der Glieder der Modulargleichung
ist also 2¢(n), die niedrigste 2 (n), wo ¢ (n) und  (n) die
von Kronecker eingefiihrte Bedeutung besitzen.

IV.
Die Discriminante der Modulargleichungen.

Das Verschwinden der Discriminante ist bekanntlich die Be-
dingung dafiir, dass eine Gleichung gleiche Wurzeln besitzt. Die
Discriminante der Modulargleichung wird uns daher jene Inte-
gralmodulen liefern, welche durch eine Transformation n'*" Grades
in sich selbst iibergehn., Da diese nun, wenn n keinen quadra-
tischen Theiler enthilt, auch keine reelle Multiplication geben
kann, werden jene Moduln die der complexen Multiplication

. 1) Sohncke, aequationes modulares pro transformatione functionum ellip-
ticarum. Crelle, XVI. pag. 110.
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gein, und gwar simmtliche, die zur Transformation nten Grades
gehoren. Es ist also von Wichtigkeit, die Discriminante niher
zu untersuchen, und ihre Factoren, wo moglich zu sondern.

Wir beschiiftigen uns zuerst mit der Bestimmung des Gra-
des der Discriminante. Die Modulargleichung besitzt diec Form

vS@ + Cl vS(n)—l.+ e 4 CS(n)= 0

Die C sind hierin ganze Funktionen von u. Fiir das fol-
gende ist es nothwendig den Grad von C, und Cgp kennen
zu lernen. Man weiss unmittelbar fir letzteres, dass

Csm = + us®

ist. — Aus den hervorgehenden Entwicklungen ist ferner be-
kannt, dass der Term

vS@-ny
der Reihe derer niedrigster Ordnung angehort. Also ist

vapSm)—1
eines der Glieder aus der Reihe fiir die von héchster Dimension.
Durch Vertanschung von u und v erhilt man abermals einen
Term dieser Reihe

y8@—1 yn
und hieraus schliesst man, dass C, eine Function nten Grades
von u ist,

Aus der Modulargleichung und ihrer Ableltung, nach v ge-
nommen, lisst sich nun nach Sylvester's dialytischer Methode
die Discriminante als Determinante unmittelbar bilden. Sie be-
steht aus 2S(n) — 1 Zeilen und Colonnen und lautet:

L, Cnyca;°"08(n)—1,08(n),0,0""0
o, 1 ; Cl R RIR I I IR CS(n) y 0" )
D___ o y* O , o y U , .« . 1 , Cl , C’ , e e Cs(n)
S(n),(s(n)_1)0. gt Csm-1,0"""0
0,0, S8w s Bm-1 G, Csm-1

Aus derselben ist das hichste Glied zu suchen. Die in der
Anzahl S(;)—1 vorhandenen Cgsgy lassen sich nicht zusammen-
fassen, da die Unterdeterminante null wiirde. Man muss also
eines derselben weglassen und zwar jenes, welches der dann
entsprechenden Unterdeterminante den hochsten Grad gibt.
Dies geschicht avenn man das Cs der ersten Zeile heraushebt,
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dort dafiir die 1 setzt; dann ist in der zuriickgeblicbenen Unter-
determinante das hichste Glied
Sm-1 C)® .,

Wiirde man ein anderes CS®™ weglassen, so erhilt man
jedenfalls ein Glied von niedrigerem Grade, in dieser Unterde-
terminante selbst wird jedes andre Glied statt C! den niedrige-
ren Factor C, _; C; ;1 enthalten u. s w.

Hicnach ist der Grad der Discriminante:

S@ BGm —2) +8m n
ein Ausdruck der fir primzahlige n sich auf
(@+1) Rn-1
reduzirt.

Die Discriminante ist eine symmetrische Funktion der Wur-
zeln der Modulargleichung, die sich bei keiner Permutation der-
selben dndert. Sie ist aber auch eine ganze Function von u,
die wir durch Benutzung der Entwicklungen fiir die Wur-
zeln der Modulargleichungen in Form einer Reihe erhalten
konnen, indem wir sie als Product der quadrirten Wurzel-
differenzen bilden. — Wir bemerken noch, dass die Discrimi-
nante jedenfalls ein Ausdruck von der Form

uf® (1 —u®)f® g (u)
ist. — Wir wollen uns zuerst nun damit beschiftigen, die An-
zahl der Grenzfille
u=o,u¥ =1
zu bestimmen, und dann auf das Polynom g(u) eingehn, das die
wirklichen Modulen der complexen Multiplication liefert.

V.
Die numerischen Funktionen f(n) und f' (n).

Wir haben frither gezeigt, dass sich simmtliche Wurzeln der
Modulargleichung nach gebrochenen Potenzen von u entwickeln
lassen, und zwar, dass wenn d ein Divisor von n, die Entwick-

lung von je d Wurzeln mit u @ beginnt. Wir bilden das Pro-
dukt der quadrirten Differenzen dieser Reihen, und suchen die
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Potenz von u, mit welcher dasselbe als Factor austritt. Der
Exponent ist eben f(n).

Man beriicksichtige zuerst jenen Theil des Produkts, wel-
cher entsteht, wenn man nur die Differenzen bildet, deren Ent-
wicklung mit derselben Potenz des u beginnt. Die Potenz von
u, die als Factor auftritt, ist

Sd—-1) >

u
wo d der Reihe nach die Divisoren von n bedeutet. Es ist aber
Z'(d—-i)%=2'n»g— —_ E—g— =nSMm — S ()
wenn S‘(n) die Anzahl und S(n) wie frilher die Summe der
Divisoren von n bedeutet, —
Nun sind noch die quadrirten Dlﬁ'erenzen aller Wurzeln zu
bilden, die verschiedenen Gruppen (d) angehéren.

Man hat z. B. d Wurzeln, deren Entwicklung mit u &

n
und d’ Wurz, die mit u ¢* beginnt, und zwar sei d > d'.
Dann tritt aus dd’ quadr. Wurzeldifferenzen der Factor

2n
a
u
2d'n
d
im ganzen u

n . . .
aus, d’ undT sind npatiirlich abermals Divisoren von n, und

fiir dieselben folgt aus

die Bedingung . d. 4 <n

Jede solche Zusammenstellung wird also eine Potenz von u
als Factor der Discriminante auftreten lassen, deren Exponent
das Doppelte des Produkts zweier Divisoren des n, die der Be-
dingung

do <n .
geniigen, wo der Fall d0 = n ausgeschlossen bleibt. Es wer-
den auch simmtliche solche Produkte gebildet, d und d’ waren
ja willkiirlich gewdhlt.
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Noch fragt es sich, wie oft jedes solche Produkt vorkimmt,
In jeder Art der Factorenzerlegung zweimal. Der Zusammen-

stellung von
n

d Wurzeln, die mit u®* und
n
d’ Wurzeln, die mit u ** beginnen,
entspricht noch die zweite von
n

d Wurzeln die mit u ¢ und
dvi
n . -
T Waurzeln, die mit u *® anfaugen‘.

2dd
Beide geben den Factor u wo wicder
o )
I=

ist. Nur wenn d = ¢ ist, fallen diese beiden Gruppen zusammen.
Man erhilt fiir f(n) die Formel !)

f(n) =n S'(n) — S(n) + 2s(n) + 40d(n)
wo die neucingefithrten Funktionen s(n) und ¢(n) die folgende
Bedeutung besitzen.

Es ist s(n) die Summe der Quadrate der Divisoren die
kleiner als V'n und o (n) dicSumme der Producte aller Pare von
Divisoren, fiir die d d <n ist.

Fiir Primzahlen wird einfach

) f(n) = n+ 1.

Um nun auch die Funktion f‘(n) zu erhalten, werden wir
ein analoges Verfahren in Bezug auf jene Reihenentwicklungen
der Wurzeln einschlagen, die nach Potenzen von u — e« fort-
schreiten, wo « eine beliebige 8te Einhcitswurzel bedeutet. Der
Einfachheit wegen fiihren wir zuerst die Rechnung fiic den Fac-
tor u—1 durch. Die iibrigen lassen sich unmittelbar ableiten.

Um nun zu diesen Reihen zu gelangen, kann man den zu-
erst gemachten ganz ihnliche Grenzbetrachtungen anstellen?),
doch ergibt sich das gesuchte viel leichter in folgender Weise:

1) Diese Formel, sowie die fiir {'(n) und den Grad des Polynoms g(u)
sind ohne Beweis mitgetheilt von Hermite (Sur la théorie des équations mo-
dulaires, Paris, 1859) doch haben sich in den dort gegebenen Ausdriicken lei-
der Irrthiimer eingeschlichen.

2) Matthien, a. a. O. p. 278,
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Fiir der Fall einer Primzahl war
1 237

Vi =apPe » s=1,"-p
V‘p-{-l =bpup + -
wo
p—t 1
] —
ap = 2 undb, =

2

Die Modulargleichung #ndert sich nicht wenn man u® und
v® mit 1 —u® und 1 — v® vertauscht. Man wird also abermals
die Wurzeln der Modulargleichung erhalten (natiirlich ohne dass
das jetzige v, das frithere v's sei), wenn man die erhaltenen
Reihen in die 8te Potenz erhebt und dann die angefiihrte Ver-
tauschung vornimmt. Das gibt

1 24-
1—v} =2 U—u) T+ s=1--p

1—v oy = b3 (1 —u ®)pf - - -
Man weiss nun?), dass fiir
u=1"
die Modulargleichung, je nachdem

()=

(F—1)P+t =0
oder (v4-1)» (v—1) = o

annimmt. Die Wurzeln v,, - - - v, sind also gleich (—i—) und

vp+1 immer gleich 1. —
Fiir lim. u = 1 ist also

lim v, = (%) |

Man hat aber auch
. 8) __1: _1r2 —(2\\* 1=
Lim (1—-\9)_le.[1 {(p)-&-v <P>} J
=Lim8<1—<—2—> v>
p

Und cbenso
Lim (1—u® = Lim. 8 (1—u)

ist, die Form

') Sohncke, a. a. O. p. 112.



Lim 8 (1 - (%) V)=8%— a4_ - easp..,

ist,

Lim (v, — ( )) le(~—) a, (u—1) 11> Tom

Aus diesem Grenzausdruck schliesst man w1eder, dass die
Reihenentwicklung die Form

1) vy = (——) ( )ap (u—l); 2““

s =1"
hat. Fiir

vp+1=bpul‘+--
hat man ganz shnlich

. 1— w8 —bi(l—u®P 4 - - -
und weiter

le{— 8 (1—vp+1)}._le{81’ b8 (1—u)P}

woraus da

1
bp:‘i p—1
22

gr- 1bs-_e)il—l —ﬂp

die Reihenentwicklung

2) Vop =1+ fy(u—Drt
folgt. — Aus der Entwicklung fiir Primzahlgrade setzt man nun
leicht die iibrigen zusammen. Man braucht dazu nur die Werthe
von w — 1 aus

1a) w, = -—) (—) dg@—1) o
2a)w =1+ (u—l)

1b) Vg = (—) (—) ¢ (w— %328—:‘ 4o s'=1,"p

2b) vp+1— 1 +ﬂp (W—i)
einzusetzen. Dies ergibt fiir die Zusammenstellung von (1la)
und (1b)

2sﬂt

. s:_—l..-q
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HOHOH )1 ()(—)

2871

> (u—1)pq pqe e

wOo s:i’....Pq

Nun ist aber immer

)+ ®a -0 =)

wie man sich fiir jede Zusammenstellung von

(—QA)_—: + 1 und (—2—) — 41

unmittelbar nberzeugcn kann. Also

te) v’—< > (pq) p p(u—'])p en ¥

s=1, ' pq
wo wir noch bemerken wollen, dass der Ausdruck
1

ap aq?
in Bezug auf p und q symmetrisch ist.
Ebenso erhilt man

SR O
3L)V”—<__> ( ) ] pq (u—1)_‘ "s”fu

sll_l
4 v=1+ £,85 (u—1)"" +
wo auch

Bo Ba=1Fq £
ist. Aus diesen Reihen, die wir fiir aus 1 oder 2 Primfactoren
bestehende n entwickelt haben, lassen sich nun wieder die bei-
den folgenden Sitze ablesen:
1) Ist d ein Theiler von n, so beginnt die Entwicklung
von d Wurzeln mit

2 2 ' kY
(3)+ (3) cau—n® +

2) Die Cocffizicnten des 2ten Gliedes sind simmtlich un-
gleich. '

Fir die bcehandelten Fille sicht man die Richtigkeit der
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Sitze unmittelbar; sie gelten aber auch fiir m + { Primfactoren,
wenn sie fir m galten. Es ist wohl nicht nothwendig, die Rech-
nung duarchzufiibren, deren Mechanismus wieder genau der ge-
brauchte ist. —

Daraus erhilt man nun den Exponenten von u—1 in der
Discriminante. Seine Zusammensetzung geschieht genau so wie
die fiir . Nur in der Zusammenstellung der Differenzen von
verschiedenen d entsprechenden Wurzeln werden gewisse Posten
wegbleiben. Es muss némlich

2 2
(@) = &)
sein, da sonst das constante Glied nicht wegfillt, also u— 1 auch
nicht als Factor auftritt. Demnach wird der gesuchte Exponent
n3'(m) — S(n) + 2s'(n) + 4 o'(n)
- wenn der Accent die neue Beschrinkung von s(n) und ¢(n)
andeutet. Man kann dieser Bedingung noch eine etwas andere
Form geben, wenn man wieder
o= 2L
=

setzt. Dann ist
. 2 .
®=(3) -6
und dic Bedingung lautet nun: |
() =Ga)

ue 4 fiir u gesetzt gibt, wie gezeigt worden, wicder die Wur-
zeln der Modulargleichung, uur mit 8ten Einheitswurzeln mul-
tiplizirt, Setzt man also in den Reihen fiir u

8T
ue 4 s=1---,8
8o crhilt man die Entwicklungen fiir das Argument
8Tt
u—e 4
Der Factor in der Discriminante hat immer genau densel-
ben Ausdruck; also ist auch der Exponent von u® — 1 in der-
selben

f' (n) = nS‘(n) — S(n) + 2s5'(n) + 40'(n)
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was wenn n eine Primzabl in

L)

ibergeht

VL
Das Polynom g(u).

» .

Man kennt den Grad der Discriminante, sowie den Werth
von f(n) und f’(n). Der Grad von g(u) bestimmt sich dar-
aus unmittelbar, — g (u) kann bloss solche n enthalten, deren
Exponent — o mod. 8 ist; denn durch Multiplication des u mit
einer 8ten Einheitswurzel, tritt nur ein constanter Factor zur
Discriminante. Der Grad von g (u) ist 8 ¥ und zwar folgt aus

S(n) (S(n)—2) + S(n).n =f(n) + 8f‘(n) + 8

y — S(m) S(n)—2) + S(n).n—f(n) —8f‘(n)
8

tir eine Primzahl
2 __
v=Erl—(ar (D).
Zur weiteren Untersuchung geniigen die bisher gebrauchten
Methoden nicht. Man kann nun aber die Wurzeln der Modu-
largleichung auch als Functionen des Moduls der zugehdrigen

Thetafunctionen betrachten und zwar sind diese wenn man mit
Hermite

u=g ()
setzt, simmtlich gegeben durch den Ausdruck

(o™

wo tt' = n und § mod. t' zu betrachten ist.
Ferner weiss man, dass jene 7, welche complexe Multiplica-
tion liefern, einer ganzzahligen quadratischen Gleichung
At? + 2Bt 4+ C =0
mit negativer Determinante geniigen.
Transformirt man die Form (A, B, C) durch die Substi-
tution

a-o ) al

bo ) bl
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in (A/,B’,C", so ist das Resultat dasselbe, wie wenn man
bo + bit
a,+ a1 7
setzt. Daraus schliessen wir, dass jene quadratischen Gleichun-
gen, denen Formen derselben Klasse entsprechen, solche 7 lie-
fern, die durch lineare Substitution ineinander iibergehn, Jdass
es also gestattet sein wird, die zu betrachtenden Gleichungen
mit andern zu vertauschen, wenn nur
(A,B,C) und (At,B!,C')

in diesclbe Klasse gehoren.

Hievon soll sogleich Gebrauch gemacht werden indem wir
die Gldichungen, welche die = liefern, so wihlen, dass der 1te
Coeffizient prim zu n sei. Soll nun complexe Multiplication

stattfinden, so miissen 2 Wurzeln der Modulargleichung gleich
werden. Sei die eine

T! =

tr—16
@ (_t_l__g_
und setzt man jetzt
ttr—16§
—_tl—— )
also
{
. m—lt-l6 &

so geht Az* 4 2Bz + C=o
iiber in
‘2 2
Atnma+2(A§1+Bt)+A§ +2£t§+ct
die abermals eine complexe Multiplication — natiirlich auch
nten Grades liefert, '
An die Stelle von & kann aber ebenso gut jede andere
Waurzel der Congruenz

Af?4 2Bt + Ct?= o mod t'
treten, wie auch die & nur solche sein konnen, die dieser Con-
gruenz geniigen.

Dieselbe hat aber, wenn sie iiberhaupt mdglich ist, da A
und t' der Annahme nach relativ prim sind, 24 Wurzeln, wo 2
die Anzahl der in t' enthaltenen Primfactoren. Somit ist ge-
zeigt worden, dass wenn dic Modulargleichung iiber-

= 0
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haupt gleiche Wurzeln zulisst, ihre Zahl nur eine Po-
tenz von 2 sein kann,

Die Gleichung g(u) = o hat aber zu Wurzeln simmtliche
Moduln der complexen Multiplication; jeder Factor ist mit einem
Exponenten 24 versehen; g(u) ist ein vollstindiges Quadrat
h* (u).

Fiir eine Primzahltransformation wird h (u) dann nur ver-
schledene Wourzeln besitzen.

K

C. F. Winter’sche Buchdruckerei.
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