
Ein al lgemeiner  Ausd ruck  fOr die ihrem absoluten  Betrage 

nach kleinste Wurze l  der  G]eichung n t~ Grades. 

Yon JULIUS K6-~m in Budapest. 

Die vorliegende At, belt besch~ftigt sich mit dem Beweise des 
folgenden Satzes: Sei f ( x ) -~ -0  eine beliebige algeb~'aische Gb2ichung~ 
(mit reellen Coefficienten), und 

1 
f(x) ~ Yo ~- Yt x -[- 7', x2 -[- . . . . . .  

die entsprechende recurrirende l~eihe, deren Coefficienten mit denen der 
Gleichung zugleich beka~mt sind. t~ezeichnet man sodann die Anzahl 
der Zeichenwechsel in den Coefficienten dieser I~eihe bis zum n t~ Gliede 
mit w~, so ist die ihre~ absoluten zBetrage nach kleinste Wurzel dieser 
GZeichung : 

x = r~ (cos co, 4- i sin ~ )  

durch folgende ~Verthe gegeben. JEs ist: 

tO! "W ~ ~ 

r 1 ----- mot] 1 

Der Ausdruck des Satzes erleide~ nur dann eiae geringe Modifica- 
tion, wenn es Wurzeln yon gleichem ubsoluten Betrag gieb~, die 
weder gleieh noeh eonjugirt sind. Der Beweis beruht dem Wesen 
naeh auf einem Hilfssatz (].), der den Werth eines Winkels 9~ aus 
den Vorzeiehen der Reihe: 

1, cos r co s 2q~, cos 3 %  . . . . . .  , 

dutch den obigen Grenzausdruck bestimmt. Nach elner genauen Un- 
tersuchung des Werthes, dem sich jener Ausdruek ffir unenelliche n 
wirklieh niihert (2.) und einigen flit das folgende nothwendlgen Ver- 
allgemeinerungen (3.)~ gehe ieh dazu fiber, aus den bekanntea Re- 
la~ionen zwisehen den Coefficien~n y und den Wurzeln der Gleichung 
jene Bestimmtmg der ihrem absoluten Betrage naeh kleinsten Wurzel 
wirklieh abzuleiten (4.). Eine kurze Betraehtung geniigt dann~ um 
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die Bedeutung des erw'iihJ~ten AusnahmsfaUes klar zu stel!en~ der sich 
tibrigens dutch die Unbestimmtheit  des Ausdrucks fiir co immer selbst 
anzeigr 

1. 

Es soll zun~chst gezelgt  werden~ wie der Werth tines Winkels 
9 sich vollst~indig bestimmen ltisst~ wenn die Vorzeiehen do" Glieder 
in der une~dlichen l~eihe: 

1, c o s p ,  c o s 2 9 ,  cos 3 9 ,  . . . . . . . .  

bekannt sind. 
Da, abgesehen yon Vielfachen yon 2 ~  der obigen Reihe jeden- 

fails die beiden Wer the  cp and 2 ~ - -  9~ entsprechen,  diirfen wir vor- 
aussetzen, dass der zu bestimmende Wer th  yon 9 zwischen den Grenzen 
0 and g liegt. Seien n u n :  

1, cos 9 ,  . . . . .  , cos (Xl - -  1)r positiv, 

cos 21(p , . . . . .  , cos (Jl~ - -  1)(p negativ~ 

cos ~L 29 ~ . . . . .  , cos (Za - -  I) r positiv, 

und im Allgemeinen:  

cos s ~ ,  . . . . .  , cos (X~ - -  1 ) ~ ,  

yon gleichem u  mit  ( - -  1) ~ - I .  Es shad in diesen Ausdrticken : 

positive ganze Zahlen,  die fortw~hrend waehsen und m bedeu~et die 
_~nzahl der Zeiehenwechsel,  welche in der unendliche~l Reihe his zum 
Gliede cos 2~,,r d. i. bis zum 2~ + 1 t~" Gliede vorkommen*).  

Man kann nun fiir q~ folgende Reihe yon Grenzbedingungen ent- 
wickeln. Es ist zuni~chst: 

Ist  nun cos ~ posit iv,  so wird auch:  

?g 

0 < c p <  ~- 

sein; ist auch cos 29~ positiv, so wird, da nach dem Vorhergehenden:  

2q~ < z 
ist ,  auch 

O < 2 ~ < ~ -  

sein. In  dieser Weise fortsehliessend, erhKlt man endiich: 

*) Die Zeichenw~cbsel ebenso gez.~hlt0 wie diess ia der Theorie der Glei- 
chlmgen z. B. bei der Descartes 'schen Zeichenregel tier Fall ist. 

34* 
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0 )  o < ( ~ , - - ~ ) ~  < ~-, 

nun ist cos 2 t ~ negativ, ~ selbst abet zwisehen 0 und x enthalten, 
also: 

(2) -g < ~ ~ < ,a 

Aus diesen letzten Relationen erh.alt man tmmittelbar: 

1 @ 1 
(8) 2~, < --~ < 2(~,--*) 

F i r  (4,-}-1)~ ha{ man vor allem aus: ~ < 

y < (*,q-1)cp < _~- ,  

trod da cos (a 1 q- 1) q~ negativ ist : 

-g < ( z , + l ) ~  < : - a ;  

feraer wird, wenn auch cos (4j2r-2)~ negativ ist,  da jedenfalls: 

5~  (z~q-2)~ < ,, , 

auch 

T < (z,-{-2)~ < 3,~,_> 

sein, und so erhi l t  man endtich: 

(4) T < (42--  1) ~ < .-~-. 

Dann is~ wieder: 
~z 5z~ 

-g  < 4 2 ~  < - ' T - '  

und mit Bericksichtiom~ug dessen, da,s dos 4~ ~ positiv ist: 

3av 5 g  
(5) e < Z , , ~ <  ,a ' 

woraus sich f i r  ~ die folgenden Bedingungen ergeben; 

3 q~ 3 
(6) '.,~,~ < --= < ~(a,-1)  

Durch Fortsetzung dieser Sehlussreihe kann man ffir ~--- eine Reihe yon gg 

einschliessenden Wer~hen finden, deren Bildungs-gesetz sehr einfach 
ist,  und yon m auf m q - 1  schtiessend, leicht allgemeiu verificir~ 
werden kann. Dieses System you Ungleichuugen ist das folgende: 

1 < _ ~ _ <  1 
~2~ 2(.q-- 1) ' 

3 rp 3 
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5 r 5 
(7) 213 < ~ < 2(1=--1) 

" 2 m - - i  2m--I < ~ _ <  

q~ 2m--~- 1 2 m + l  < ~- < . 
2 ~'m+ i "2 (~Lm+ i -- I) 

�9 . �9 . o . . . �9 �9 

Wean nun die angenommene Zeichenreihe, d. i. die Reihe der 
Zahlen i einem Werthe yon (p wirklieh entsprechen, mfissen diese 
Bedingungen siimmtlich mit einander vertr~glich seiu und man tiber- 
zeugt sich leicht, dass die aufeinanderfolgenden Ungleichungen 

den Werth yon r in immer engere Grenzen einsehliessen. Man kann 
7 ~  

z. B. die vorletzte des Systems in folgender Weise schreiben: 

m l 

m 1 < ~ < i m '2 l m 

X m 2~. m ~ 1 1  
~'za 

Da nun m die Anzahl der Zeiehenwechsel his zum i,,  + 1 t~ 
Gliede (cos it,~p) ist,  so hat man jedenfalls: 

m < ).., ; 

also ist ~m f~ir jedes m kleiner als 1. Da nun ~ ,  die Anzahl der 

Glieder beliebig gross gemaeht  werden kann, so nKhert sieh die obere 
m und untere Grenze yon ~= beliebig dem Werthe yon ~ ftir eine un- 

endlieh waehsende Gliederzahl. Dieser Quotient kann aueh noch in 
andrer Weise gesehrieben werden; setzt man nimlich die Gliederzahl: 
2,,~ + 1 ~ n und m,  die Anzahl der Zeiehenwechsel ia den ersten 

n Gliedern gleich w,,  so wird derselbe - -  %` mad man hat:  

(8)  y ~ = 

. 

Als nothwendige Erg~inzung des Vorhergehenden muss noch ge- 
zeigt werden, dass (nattirlich immer unter der Voraussetzuag, dass 
die gegebenen Verh~[tnisse wirklich einem Werthe des r entsprechen) 

w~ sich bei wachsendem n in der That  einem bestimmten Grenzwerthe 

~ffihert. 
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Diess ist zungchst sehr leicht zu zeigen, wenn ~-- einen rationalen 

Werth:  ~ besitzt. Dana ist 
a 

q; ~ - - - T  ~ , 
und jedenfalls schon 

also: 
2 b ~  ~ 2a: t  , 

cos (2 b A- r) ~ =- cos r of. 

Zwei Glieder, deren Sfellenzeiger tun 2b verschieden sind, haben 
in diesem Falle nieht nnr gleiches Vorzeichen, sondera vSllig tiber- 
einstimmende Werthe. Die Reihe tier Vorzeichen hat also, wie man 
sich ausdrtickea kann, eine endliche Periode; sie treten lilngstens nach 
dem 2b re= in derselbea Reihenfolge wieder auf. Seien nun bis zum 
2b tea Gliede k Zeichenwechsel vorhandea, yon diesem zum 4b '~ k',  
(wo sich k yon k '  um 1 unterscheiden kann, wenn yore 2b t~ auf das 
2 b - ~ - i  t~ Glied ein Zeichenwechsel stattfindet). Dann ist auch ira 
Atlgemeinefi die Zahl der Zeichenwechsel yore 2 r b  t~= his zum 2 (r-{-l)b ten 
gleich k'. Gehen wit nun bis zu einem beliebigen n t~" Gliede. Dann ist: 

wo fl < 2 b ~ und die Anzahl tier Zeichenwechset his zu diesem: 

w , , = s I ~ q - a ,  

wo wieder a hSchstens gleich ?~ ist;. Also hat; man: 

~v ,~ s k-4- a 
n "zbs+~ ' 

k 
was bei unendlich wachsenden n oder s in T~ libergeht. Man sieht 

leicht, dass: 
k ~ 2 a  

ist; also niihert sich w=n in der That  dem festen Werthe -b- 

Um nun yon rationalen Werthen des 2_ zu irrationa~en fiberzu- 

gehen, beweisen wir zuerst den folgenden Satz: 

Wenn r irgend einen Werth zugschen 0 und ~ besitzt, und 3 ein 
positiver Werth  yon der Beschaffenheit, dass auch q ) +  ~ zugschen 
diese~ Grenzen liepr so ist die Zahl der Zeichenwechsel bis zu einem 
beliebigen G~iede in der l~eihe : 

1, cos (~ + ~ ) ,  cos 2(~  + e ) ,  cos 3 (q~+ ~ ) ,  . . . .  , 

hie kteiner als die Zahl der Zeic]zenwechse~ his zum entsprechenden 
Gliede in der l~eihe : 

1, coscp,  cos2cp ,  c o s 3 ~  . . . .  
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Gehen wir z. B. bis zu elnem Gliede cos rcp, so liegt r q  zwisehen 

zwei ungeraden Vielfaehen yon - : - ,  

und die Zahl der Zeichenwechsel his cos r ~  ist dann k-}- 1. Man kann 
nKmlieh die Werthe: 

0, r 2~ ,  3 ~ ,  . . . .  

nach den Intervallen 0 bis ~r ~ bis a~ , ~ -:~--, a . s . f ,  eintheilen, und 

man sieht dann unmittetbar, dass ein Zeiehenweehsel nut  dann ein- 
~ritt, wenn man yon einem In~ervall in das,~ n:~chste gelangt. Da 
aber der Werth yon r kteiner als x ist~ lieg~ in jedem solchen In- 
bervatl wenigstens qin Vietfaches yon q% woraus man ersieht, das die 
Zaht der Zeichenwechsel in der That gleich k + 1 ist. 

Ebenso sei nun: 

(~1r < r(cpA-~) < 

Dann ist die Zahl der Zeichenwechsel fttr die nach Vielfachen van 
(p -{- ~ fortschreitende Reihe his zum Gliede cos r (~-~- d) g!eich k' -~- 1 
und aus 

fotg%~ wie es tier oben ausgesproehene Sa~  vertangr 

Ist nun ~-- ein irrationaler Werth,  so kann man bekannflich zwei 

rationale Zahlen bestimmen~ die jenen in beliebig enge Grenzea ein- 
schliessen, z. B. : 

a" r a" 

--~ < --~- < -5~-, 
oder auch 

w e n n  

gesetzt wird. Befrachten wir nun ~ die drei Reihen: 

1, cos ~' , c o s 2 9 ' ,  c o s 3 ~ ,  . . . .  
1~ coscp,  cos2cp ~ cos3~p,  . . . .  

1, co s~ ' ,  c o s . . ~ ,  eos3~0,  . . . .  

uncl bezeichnen die AnzahI der Zeichenwechset bis zum n ~" Gliede in 
denselben rait w,'~ w~ und w,,"~ daan ist nach obigem Saize: 

also auch: 
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�9 t W ~  t t  

Ftir jedes n.  Geht man lama zur Grenze fiber, so wird: 

= a_f_l 

llm (w,,"'] = a" 

uad man erh~lt: 
a" 

< lira < 
a "  

b - -~-~ \ n / ~ = ~  ~ r  
a*  a "  " 

Da nun ~ und ~ einander beliebig nahe gebracht werden kSn- 

hen,  so muss also --w~ sich auch dann einem bestimmten Grenzwer~h 

ni~hern~ wenn ~ einen irrationalen Werth  besitzt. 

, 

Die im Vorhergehenden ausgeffihrte Bestimmung yon r aus den 
Vorzeichen der Reihe: 

1, cos r cos 2q~, cos 3ep, . . . .  

l ~ s t  sich noch in der Weise verallgemeinern, dass es yeniigt, wenn 
die Vorzeichen erst yon einem bestimmten endlichen Gliede richtig an- 
gegeben sind. Hat  man bis zu diesem start der k wirklich v6rkom- 
mendea Zeichenwechsel z. B. k' gez~ihlt, so erh~ilt maa start des 
wirklichen Werthes yon w.  den folgenden: w . - ~ - k -  k ' .  Da aber 
k -  k' eine endliche GrSsse is~, so n~hert sich 

w, uud w~-4-k-- / : '  

derselbea Grenze. 
Eine weitere Verallgemeinerung des bisherigen Resultats besteht 

darin~ dass tier Werth yon q~ sich ebenso aus der aZlgemeineren ~eihe 

cos ~ ,  cos ( ~ + ~ ) ,  cos ( ~ + 2 ~ ) ,  cos ( . + 3 ~ ) ,  . . . .  

ergiebt, wo a einen beliebigen endlichen Wertb  besitzt. 
Wi t  sehllessen iihnlicb wie frfiher~ dass die Werthe a~ a-~-cp, . . . -  

bis zu einem beliebigen a-F- rcp sich in die Intervalle 0 his ~ 
. 2 ~  2 

his 3~ ~k-{- l .2 ~ 2 ~ his 7t eintheilen, yon denen wegen a 

jedoch nun einige der ersten wegfallen kSnnen. Dann ist die Anzahl 
der Zeicheawechsel in obiger Reihe yon k hSehstens um eine be- 
stimmfe endliche GrSsse verschieden. Wenn man nun ebenso die 
Wexthe 0t  ~ ,  2r . . . .  r r  in Intervalle vertheilt, so liege rcp 
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zwischen ~k'+12 : t u n d  ~ r ;  und es ist k -,- ebenfalls eine be- 

stimmte endliche, yon a abhiingige Zahl; insbesondere wenn t~ < ~,  
gleich 0 oder 1. 

Man erhMt also auch aus dieser Reihe 

W ~  

. 

Wir gehen nun zur Betrachtung der allgemeinen Gleichung m t~ 
Grades fiber : 

f(x) ----- aox ~ 2 7 a l x ~ - I  27 . . . .  27 a~n-lx  27 a,, ~ O . 

Man hat dann in bekannter Weise: 

1 
f (x)  ~ 70 27 7~x 27 72x ~ 27 7~x ~ + . . . .  

elne recurrireade Reihe, deren Coefficienten dutch folgende Gleichungea 
bestimmt sind : 

am~'0 ~--- i - ,  

�9 o . . . . . .  

aoTi 27 a tTi+l  27 a~Ti+: 27 . . . .  27 a,.,ri§ ~ 0 ,  
. . . . . . . . . . . .  . . , , �9 �9 , 

Die Zahlen 7 kSnnen mit Hfilfe dieser Gleichungen der Reihe 
nach bereehnet werden und sind demnach als bekannt zu betrachten. 
Dieselben lassen sich aber bekanntlieh auch dutch die Wurzeln der 
vorgelegten Gle[chung ausdriicken, und zwar ist, wenn man diese mit: 

O~j ~ ~2 ~ . . . .  ~ ~m 
bezeichnet: 

wo die Coefficienten A yon dem Wer~he der Wurzeln, nieh~ aber yon 
n,abhiingen~ also fiir alle 7 dieselben bleiben. Setzen wit nun:  

~ ---- r~ (cos o~ + i sin eo~-), 

& ~- M~ (cos ~j - -  i sin ~ )  

und beaehten~ (lass, wenn die Coeffieienten der Gleichung als reell vor- 
ausgesetzt werden, aueh die y reelle Werthe erhal~en miissen, also in 
ihrem Ausdrucke der mit i multiplicirte Theil verschwinden muss~ so 
erh~l~ man wei~er: 

(1) ~ ~- M , C "  cos ( ~ + n ~ )  + M~r :  ~ cos ( ~ + n ~ )  + . . . .  
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In diesem Ausd~cke wollen wir die Glieder so geoMnet d~nken~ 
dass die absoluLen Betr~ge der Wurzeln: 

eine steigende Reihe bilden. Ausserdem mSgen die etwalgen gleichen 
oder conjugirten Wurzeln entsprechenden Glieder als vereinigt ge- 
daeht werden; da diesen auch gleiche oder conjugirte Werthe vo~ A 
entspreehen, ~udert sieh hierdureh _M nun um einen Zahlenfaetor. 

Die weitere Untersuchung geschehe nun unter der Voraussetzung, 
dass nach Vereinigang der gleichen oder conjugirten Wurzeln ent- 
sprechenden Glieder die r s~immtlich untereinander verschieden sin d~ 
d. h. dass es ausser den erwiihnten ~i,ne Wurzeln yon gleickem abso- 
luten Betrage giebt. 

29ann wird yon einem bestimmte~ Gliede an die Zahl der Zeichen- 
wechsel in den _Reihen: 

~o, ~'~, Y2, ~'a, . . . .  
und 

(3) cos ~ ,  cos (~ ,+~ , , ) ,  cos (~W2~o~), cos ( v i + 3 ~ , ) ,  . . . .  

vollstiinc~ig iiberei~stimmen. 

Schreibt man F~ in folgender Form: 

(4) 

so kann der erste Factor M~ r-~ ~, seiner Bedeutung nach eine positive 
GrSsse, die das Zeichen yon 7~ nicht iinder~, vSllig unbeachtet 
bleiben. 

Da ferner r t ~ r e <~ . . . .  ~ rm, kann man einen Exponenten ~r 
immer so bestimmen, dass die Glieder des eingeklammerten Factors 
in (4) yore zwei~en ab, also auch deren Summe kleiner werde als 
eine beliebig gegebene Gr'Ssse e; wenn also cos (~l -~-ne~ yore Zeichen 
abgesehen, grSsser is~ als e, hat yon einem bestimmten Exponenten 
n ab y~ mit dieser GrSsse gleiehes Zeichen. 

Es ist nun nut noch der Fall zu untersuehen, wo cos (Nl-+-nsi) 
kleiner wird, als eine beliebig klein angenommene Gr'Ssse ~. Diess 
kann aber nur dann der Fall sein, wenn */t -[- nr176 sieh um weniger 

als ~ yon einem ungeraden Vielfachen des - ~  z. B. (2k-l- 1 unLer- 

seheide~, wo $ eine GrSsse ist, die mit E zugleich versehwindet. Da 
abet co 1 einea zwischen 0 und ~ befindlichen endlichen Werth be- 
deute~, so muss, wenn ~ geniigend klein gew~hlt wird, ~ -~- n ~ 1 eo 1 
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in dem Intervalle zwisehen ( 2 / ~ - - 1 ) ~  und ( 2 k J c l ) - ~ ,  hingegen 

~/t q - n q - l r o ,  zwisehen ( 2 k q - l ) ~  und (2kq-3)~-  liegen; es haben 

also cos (~h -t--n-- 1 to j) und cos (r h -t- n-t- 1 coj) entgegengese~ztes Zeiehen. 

Nun kiSnnen aber weder e o s ( ~ l q - n - - l c o l ) ,  noeh eos(~l-[-n-q-lah)  
dem eben behandelten Ausnahmsfalle angehSren, da beide bestimmte 
endliche Werthe besRzen. Das Zeiehen yon eos~ h q -nco  1 hat in 
Folge dessen auf die Anzahl tier Zeiehenweehsel gar keinen Einfluss. 
Die benaehbarten Glieder hagen entgegengesetztes Zeichen: es kSnnen 
also in: 

nur die folgenden 4 Combinationen vorkommen: 

-~,--~-, ~ oder--, ~__, -~- 

deren jede einen Zeichenwechsel giebt. 
Fasst man das Bisherige zusammen~ so zeigt sich~ dass die Reihen 

(2) und (3) in der That yon einem endlichen Gliede dieselbe Anzahl 
yon Zelchenwechsel darbieten, also die bekannte Reihe der 7 zur Be- 
stimmung yon el gebraucht werden kann. 

Bezeichnet man nun die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser 
Reihe mit w~ so wlrd in der That: 

o (-) 
~-~--  -~- = .  

Der Wer~h yon r l~isst sich als Grenze glelehfalls leieht aus dem 
unter (4) gegebenen Ausdruek yon 7,  darstellen. Da 2If 1 so wie der 
in der Parenthese stehende Factor endliehe .Werthe besitzen, so er- 
h~lt mau*) : 

wo ~ und &, positi*e oder negative GrSssen sind, die bei undndlieh 
waehsenden n versehwinden. Also ist: 

~'1 ~ m o ~  1 

wo das Zeiehen rood nur so viel bedeutet~ dass y~ yon seinen etwaigen 
negativen Zeichen zu befreien ist. 

*) Es sind dabei jene sozusagen singul~s Werthe des n auszuschliessen, 
f/ir die der Factor in der Parenthese beliebig klein wird. Da diess dann fiir 
n -[- 1 nicht der Fall ist, kann man j ene Werthe yon nals ausgeschlossen betrachten, 

ffir welehe 7,,+1 yore Zeichen abgesehen, gr6sser wird als eine beliebig ange- 

nommene Zahl. 
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, 

Um endlich noch den Ausnahmsfall zu erledigen, wo auch solche 
Wurzetn yon gleiehem absoluten Betrage vorkommen, die weder gleich 
noch conjug~rt sind, genfigt die Substitution: 

y -~ -x - -~ ,  
wo ~ eine beliebig kleine reelle GrSsse bedeutet. 

Die in Be~acht zu ziehenden Wurzeln ]iegen bei der gew~bn- 
lichen geometrischen Darstellung der complexen Zah]en auf einem 
Kreise um den Paak~ x ~ 0, .w~ihrend die n~chste Wurzel auf einem 
Kreise liegt, dessen Radius um ein endliches grSsser ist. Verschiebt 
man den Mittelpunkt dutch obige Substitution um 6 ~ach rechts, so 
liegen yon den friiher gleieh entfernten Punkten nur mehr die con- 
jugirten in gleicher Enffernung. Nimmt man also den Kreis dutch 
die zwei n~chsten conjugir~en Wurzelpunkte, so entbalt derselbe, 
wenn nur ~ gentigend klein gewiihlt ist~ keine andern, und die trans- 
formirte Gleichung ist also immer zur Bestimmung tier Wurzeln 
geeignet. 

Man ersieht hieraus auch, warum fiir ~ ~ 0 eine Unbestimmtheit 
eint:reten muss. Bildet man niimlich die Gleichung und I~isst ~ be- 
liebig, so ist "der entwickelte Ausdruck tier Wurzeln eine diseontinuir- 
liche Function yon 6, die fiir endliehe Intervalle, ohne ihrea Werth zu 
iindern, densdben Werth der Wurzel giebt, ftir t ~ 0 jedoeh sprung- 
weise in eirien zweiten iibergeht. 


