Ein allgemeiner Ausdruck fiir die ihrem absoluten Betrage
nach kleinste Wurzel der Gleichung »*" Grades.

Von Jyurrs Koxig in Budapest.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem Beweise des
folgenden Satzes: Sei f(z) =0 eine belicbige algebraische Gleichunyg,
(mit recllen Coefficienten), und

1 2
m)‘=1’0+71x+72w'+ """

die entsprechende recurvirende Reihe, deren Cocfficienten mit denen der
Gleichung zugleich bekannt sind. DBezeichnet man sodann die Anzahl
der Zeichenwechsel in den Coefficienten dieser Reihe bis zum wer Gliede
mit w,, so ist die ihrep absoluten Betrage nach kleinste Wurzel dieser
Gleichung :

x == (cos @, + isin @)

durch folgende Werthe gegeben. Es ist:

0 wy,
T % Jn=w'

¥, = mod s
! (f/yn)n:m

Der Ausdruck des Satzes erleidet nur daun eine geringe Modifica-
tion, wenn es Wurzeln von gleichem absoluten Betrag giebt, die
weder gleich noch conjugirt sind. Der Beweis beruht dem Wesen
nach auf einem Hilfssatz (1.), der den Werth eines Winkels ¢ aus
den Vorzeichen der Reihe:

1, cos @, cos 2¢p, cos 39), ...... ,

durch den obigen Grenzausdruck bestimmt. Nach einer genaven Un-
tersuchung des Werthes, dem sich jener Ausdruck fiir unendliche #
wirklich né@bert (2.) und einigen fiir das folgende nothwendigen Ver-
allgemeinerungen (3.), gehe ich dazu tiber, aus den bekannten Re-
lationen zwischen den Coefficienten y und den Wurzeln der Gleichung
jene Bestimmung der ihrem absoluten Betrage nach kleinsten Wurzel
wirklich abzuleiten (4.). FEine kurze Betrachtung geniigt dann, um
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die Bedeutung des erwiihnten Ausnahmsfalles klar zu stellen, der sich
iibrigens durch die Unbestimmtheit des Ausdrucks fiir @ immer selbst
anzeigt.
1.
Es soll zuniichst gezeigt werden, wie der Werth eines Winkels
@ sich vollstindig bestimmen Uisst, wenn die Vorzeichen der Glieder
in der unendlichen Rethe:

1, cosp, cos2¢p, cos3p, -«>c -

bekannt sind.

Da, abgesehen von Vielfachen von 2% der obigen Reihe jeden-
falls die beiden Werthe @ und 2x — ¢ entsprechen, diirfen wir vor-
aussetzen, dass der zu bestimmende Werth von ¢ zwischen den Grenzen
0 und = liegt. Seien nun:

1, cosg, -+~ » cos (4 — ) positiv,
cos Ay, oo , ©os (4, — D)o negativ,

cos dygp, + - , cos(d; — L) positiv,
und im Allgemeinen:
€oS Apyp, -+ - - - ; cos Ay — Do,
von gleichem Vorzeichen mit (— 1)»—*. Ks sind in diesen Ausdriicken:
AU '12’ 13; v

positive ganze Zahlen, die fortwibrend wachsen und m bedeutet die
Anzahl der Zeichenwechsel, welche in der unendlichen Reihe bis zum
Gliede cos 4, ¢: d. i. bis zum 4, -4 1*» Gliede vorkommen™*).

Man kann nun fiir ¢ folgende Reihe von Grenzbedingungen ent-
wickeln. Es ist zundichst:

D<o <.
Ist nun cos ¢ positiv, so wird auch:
O<o<
sein; ist auch cos 2 positiv, so wird, da nach dem Vorbergehenden:
2 < x
ist, auch
0<2¢p <2

sein, In dieser Weise fortschliessend, erhilt man endlich:

*) Die Zeichenwegchsel ebenso geziihlt, wie diess in der Theorie der Glei-
chungen z. B. bei der Descartes’schen Zeichenregel der Fall ist.

34*
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nun ist cos 4, ¢ negativ, ¢ selbst aber zwischen O und 7 enthalten,
also:

3
@) % <A e < _;z_ -
Aus diesen letzten Relationen erhiilt man unmittelbar;
1 P 1
®) i <7 <wm-v"

Fiir (A,-41)p hat man vor allem aus: ¢ < =
2 <Dy < I,
und da cos (4,- 1)@ negativ ist:
T <D< B
ferner wird, wenn auch cos (4, 4+2)gp ‘negativ ist, da jedenfa]ls:

()‘1+2)(P < “5%:” »
auch

3n
2

5+ < (29 <
sein, und so erhilt man endlich:
@ T < =Dy < 5
Dann ist wieder:
% <l < '5.21 ’

und mit Beriicksichtigung dessen, dass cos A,¢ positiv ist:

(5) 2 <o <A,

woraug sich fiir -;':i die folgenden Bedingungen ergeben;
3 P 3 .

(6) 27, <5 < 2(1,— 1)

Durch Fortsetzung dieser Schlussreihe kann man fiir %- eine Reihe von

einschliessenden Werthen finden, deren Bildungsgesetz sehr einfach
ist, und von m auf m - 1 schliessend, leicht allgemein verificirt

werden kann. Dieses System von Ungleichungen ist das folgende:
1 [ 1
e —_—
2, ~ = < 2{—1} ’
2 _3
N - Ty
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5 [ 5
™ % <% <=1
2m—1- [} 2m—1
21, <% < 201, - 1) 7
amtt @ o ImAgl
2ty P 2(1,.,—1)

Wenn nun die angenommene Zeichenreihe, d. i. die Rethe der
Zahlen 1 einem Werthe von ¢ wirklich entsprechen, miissen diese
Bedingungen simmtlich mit einander vertriglich sein und man iiber-
zeugt sich leicht, dass die aufeinanderfolgenden Ungleichungen

den Werth von % in immer engere Grenzen einschliessen. Man kann

z. B. die vorletzte des Systems in folgender Weise schreiben:

mo b
R SR R T
2, 22, T 1
1

{4

1..,_._._

Da nun m die Anpzahl der Zeichenwechsel bis zum 4, - ltn
Gliede (cos 1, ¢) ist, so hat man jedenfalls:

m < Ay

also ist Tm— fiir jedes m kleiner als 1. Da nun 4,, die Anzahl der

"

Glieder beliebig gross gemacht werden kann, so nihert sich die obere
und untere Grenze von % beliebig dem Werthe von - fiir eine un-
endlich wachsende Gliederzahl. Dieser Quotient kannm auch noch in

andrer Weise geschrieben werden ; setzt man niimlich die Gliederzahl:
An+1=mn und m, die Anzahl der Zeichenwechsel in den ersten

n

n Gliedern gleich w,, so wird derselbe %- und man hat:
¥ __ 1 Wa .
(8) — = lm (7)n=oo

2.

Als nothwendige Erginzung des Vorhergehenden muss noch ge-
zeigt werden, dass (natiirlich immer unter der Voraussetzung, dass
die gegebenen Verhiiltnisse wirklich einem Werthe des ¢ entsprechen)
W,

7:’— sich bei wachsendem w in der That einem bestimmien Grenzwerthe

ndéhert,
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Diess ist zun#ichst sebr leicht zn zeigen, wenn ,ZL einen rationalen

Werth: % besitzt. Dann ist

9 ==,
und jedenfalls schon

2bp = 2am,
also:

cos (2b-Fr)p =cosrg.

Zwei Ghieder, deren Stellenzeiger um 2b verschieden sind, haben
in diesem Falle nicht nur gleiches Vorzeichen, sondern villig tiber-
einstimmende Werthe. Die Reihe der Vorzeichen hat also, wie man
sich aunsdriicken kann, eine endliche Periode; sie treten lingstens nach
dem 2db» in derselben Reihenfolge wieder anf. Seien nun bis zum
2pten Gliede & Zeichenwechsel vorhanden, von diesem zum 4pwa %7,
(wo sich & von %2’ um 1 unterscheiden kann, wenn vom 2¥tr guf das
2b -4 1! Glied ein Zeichenwechsel stattfindet). Dann ist auch im
Allgemeinen die Zahl der Zeichenwechsel vom 27 bt bis zam 2 (r--1) bten
glexch k. Gehen wir nun bis zu einem beliebigen n'" Gliede. Dann ist:

n=2bs-}+ 8,
wo B < 2b; und die Anzahl der Zeichenwechsel bis zu diesem:

w, =5k + 2,
wo wieder & hdchstens gleich % ist. Also hat man:

Ba skt

% 2bs+4-4 ?
was bei unendlich wachsenden # oder s in ubergeht Man sieht
leicht, dass:

k=2a

ist; also ndhert sich —?@1‘— in der That dem festen Werthe %— .

Um nun von rationalen Werthen des -2 zu irrationalen tiberzu-
gehen, beweisen wir zuerst den folgenden Satz:

Wenn @ irgend einen Werth zwischen O und m besitzst, und & ein
positiver Werth von der Beschaffenheit, dass auch ¢ -+ 8 zwischen
diesen Grenzen liegt, so ist die Zahl der Zeichewivechsel bis zu einem
belichigen Gliede in der Reihe:

1, cos (p+0), cos2(p+0), cos3{p-Fd), - .-,

nie kleiner als die Zahl der Zeichemwechsel bis zum  entsprechenden
Gliede in der Reihe:

l,cosp, cos2¢@, cos3g, ---.
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Gehen wir 2. B. bis zu einem Gliede cos r¢p, so liegt r@ zwischen
zwei ungeraden Vielfacken von -,

2k ) .
~—————< ‘;‘ﬁ” < rQ < *@Eﬂgvg}i s
und die Zah! der Zeichenwechsel bis cos r¢ ist dann &+ 1. Man kann
ndmlich die Werthe:
0, 9, 2¢, 3¢, -
nach den Intervallen O bis 5-, - bis ,%Zf_, a.s.f. eintheilen, und
man sieht dapn unmittelbar, dass ein Zeichenwechsel nur dann ein-
tritt, wenn man von einem Intervall in das, nichste gelangt. Da
aber der Werth von ¢ kleiner als x ist, liegh in jedem solchen In-
tervall wenigstens ein Vielfaches von ¢, woraus man ersieht, das die
Zahl der Zeichenwechsel in der That gleich % -} 1 ist.
Ebenso sei nun:

”"gzki—l)w < r(qp-{-é‘) < (270—;—3)7: )

Dann ist die Zahl der Zeichenwechsel filr die nach Vielfachen von
¢ -} 0 fortschreitende Reihe bis zum Gliede cos » (@ 3) gleich ¥ 4+ 1

und aus
r(p+48)>rp
folgt, wie es der oben ausgesprochene Satz verlangt:
>k,

Ist nun % ein irrationaler Werth, so kann man bekanntlich zwei
rationale Zahlen bestimmen, die jenen in beliebiy enge Grenzen ein~
schliessen, z. B.: ) .

a P &

TS <
oder auch .. )

g < <o,
wenn

+ -

{}';:%F”; qi'”w'%*r%
gesetzt wird. Betrachten wir nun die drei Reihen:
1, cos¢’, cos2¢’, cosBeg, .-
1,cosqp, cos2¢, cosBgp, .-
1, cos @”, cos2¢", cosBg”, -

und bezeichnen die Anzahl der Zeichenwechsel bis zum #tt Gliede in
denselben mit 4, , w, und w,”, dann ist nach obigem Satze:

Wy < < Wi,
also auch:



536 ‘ J. Kénie.

fiir jedes n. Geht man nun zur Grenze iiber, so wird:

und man erhilt:

n
Da nun % und %n einander beliebig nahe gebracht werden kin-

nen, so muss also — sich auch dann einem bestimmten Grenzwerth

nihern, wenn % einen irrationalen Werth besitat.

3.

Die im Vorhergehenden ausgefiihrte Bestimmung von ¢ aus den
Vorzeichen der Reihe:

1, cosp, cos2¢, cos3e, .-

lisst sich noch in der Weise verallgemeinern, dass es geniigt, wenn
die Vorzeichen erst von einem bestimmien endlichen Gliede richtig an-
gegeben sind. Hat man bis zu diesem statt der % wirklich vorkom-
menden Zeichenwechsel z. B. %' gezihlt, so erhilt man statt des
wirklichen Werthes von w, den folgenden: w, 4- % —%. Da aber
k& — k' eine endliche Grdsse ist, so nahert sich

w w E—F
= und—l‘j——
n n

derselben Grenze. )
Eine weitere Verallgemeinerung des bisherigen Resultats besteht
darin, dass der Werth von ¢ sick ebenso aus der allgemeineren Reihe

cosa, cos(atg), cos(et2g), cos(at3g), - -
ergiebt, wo « einen beliebigen endlichen Werth besitat.
Wir schliessen dhnlich wie friher, dass die Werthe «, «<4-¢, ...

bis zu einem beliebigen « + r¢ sich in die Intervalle 0 bis.%, %
. 2k 41 .2k o
bis 3—2"-, cees -2+—:z bis L;_ 3 % eintheilen, von denen wegen «

Jedoch nun einige der ersten wegfallen konnen, Dann ist die Anzahl
der Zeichenwechsel in obiger Reihe von %k hochstens um eine be-
stimmte endliche Grosse verschieden. Wenn man nun ebenso die
Werthe 0, ¢, 29, ---- r¢ in Intervalle vertheilt, so liegt rg
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awischen 22117 und 2425 und es ist k — ¥ ebenfalls eine be-

stimmte endliche, von « abhingige Zahl; insbesondere wenn « < =,
gleich O oder 1,
Man erhilt also auch aus dieser Reihe

lim ( —»
m (T)n=w= Q.

4.

Wir gehen nun zur Betrachtung der allgemeinen Gleichung m**
Grades tiber:

f(x) = aoxm + alxm——l + e _.I_ U1 X _I_ G == 0.

Man hat dann in bekannter Weise:
1
Fay =Vt ne+ Vol A pyt A

eine recurrirende Reihe, deren Coefficienten durch folgende Gleichungen
bestimmt sind:
anyy =1-,

Uy —19y + any, =0,
Go7i+ @ 7ess + Gypins F o Gntigm =0,

Die Zahlen p kionnen mit Hiilfe dieser Gleichungen der Reihe
nach berechnet werden und sind demnach als bekannt zu betrachten,
Dieselben lassen sich aber bekanntlich auch durch die Wurzeln der
vorgelegten Gleichung ausdriicken, und zwar ist, wenn man diese mit:

Oyy Uyy 2000y Op
—-—n —_N -
Vo= A" AT A A A6

wo die Coefficienten 4 von dem Werthe der Wurzeln, nicht aber von
n abhiingen, also fiir alle p dieselben bleiben. Setzen wir nun:

bezeichnet:

o = r; (cos @; + 7 sin @),

Aj = M;(cos 7; — i sin 7;)
und beachten, dass, wenn die Coefficienten der Gleichung als reell vor-
ausgesetzt werden, auch die p reelle Werthe erhalten miissen, also in

ihrem Ausdrucke der mit ¢ multiplicirte Theil verschwinden muss, so
erhilt man weiter:

(1) v, =M™ cos (9, +no) + My " cos (g,+ney) + - - - -
+ M, r "eos (n, +no,).
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In diesem Ausdyucke wollen wir die Glieder so geordnet dénken,
dass die absoluten Betrige der Wurzeln:

9"1’ 9’2, eevy, gﬂm

eine steigende Reihe bilden. Ausserdem mbgen die etwaigen gleichen
oder conjugirten Wurzeln entsprechenden Glieder als vereinigt ge-
dacht werden; da diesen auch gleiche oder conjugirte Werthe von 4
entsprechen, findert sich hierdurch M nun um einen Zahlenfactor.

Die weitere Untersuchung geschehe nun unter der Voraussetzung,
dass nach Vereinigung der gleichen oder conjugirten Wurzeln ent-
sprechenden Glieder die » simmilich untereinander verschieden sind,
d. h. dass es ausser den erwdhnien keine Wurzeln von gleichem abso-
tuten Befrage giebt.

Dann wird von einem bestimmien Gliede an die Zahl der Zeichen-
wechsel in den Reihen:

und Yos V1o Vas Yoy v ¢

(3)  coszy, cos (??1+“’1); cos (7 -+20), cos (p+3wp), -+« -
vollstindig #bereinstimmen.

Schreibt man p, in folgender Form:
4 =M " Moy, e
@ 7 1 eos(y+nen)+ 325 cos (i t-ney) +-o
Mm Ty \*
+ 1 (3?1;) cos (% +”‘0m)) ’

so kann der erste Factor M, » ", seiner Bedeutung nach eine positive
Grisse, die das Zeichen von p, nicht #ndert, vollig unbeachtet
bleiben.

Da ferner r, < 7, < +-.+ < 7rp, kann man einen Exponenten »
immer so bestimmen, dass die Glieder des eingeklammerten Faclors
in (4) vom zweiten ab, also auch deren Summe kleiner werde als
eine beliebig gegebene Grosse &; wenn also cos (3, +ne,) vom Zeichen
abgesehen, grosser ist als &, hat von einem bestimmten Exponenten
% ab y, mit dieser Grbsse gleiches Zeichen.

Es ist nun nur noch der Fall zu untersuchen, wo cos (4, +ne,)
kleiner wird, als eine beliebig klein angenommene Grisse £, Diess
kann aber nur dann der Fall sein, wenn %, -} nw, sich um weniger

als & von einem ungeraden Vielfachen des -:;5, z B. 2k + 1)7; unter-

scheidet, wo & eine Grisse ist, die mit & zugleich verschwindet. Da
aber @, einen zwischen O und = befindlichen endlichen Werth be-
deutet, so muss, wenn d gentigend klein gewihlt wird, 9,4+ n—1a,
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in dem Intervalle zwischen (2k—1)% und (2k4-1), hingegen
7 + %+ lo, zwischen (2k+1)F und (2k-+3)F liegen; es haben
also cos (4, % — Lw,) und cos (y, + 7+ 1,) entgegengesetztes Zeichen.
Nun konnen aber weder cos(y,+#%—l®,), noch cos(yq, % 1a,)
dem eben behandelten Ausnahmsfalle angehtren, da beide bestimmte
endliche Werthe besitzen. Das Zeichen von cos 5, + #e, hat in
Folge dessen auf die Anzahl der Zeichenwechsel gar keinen Einfluss.
Die benachbarten Glieder haben entgegengesetztes Zeichen: es kbonnen
also in:
VYa—1; ¥Vns ¥ntt
nur die folgenden 4 Combinationen vorkommen:

+: i) — oder s i) +

deren jede einen Zeichenwechsel giebt.

Fasst man das Bisherige zusammen, so zeigt sich, dass die Reihen
(2) und (3) in der That von einem endlichen Gliede dieselbe Anzahl
von Zeichenwechsel darbieten, also die bekannte Reihe der p zur Be-
stimmung von @, gebraucht werden kaun.

Bezeichnet man nun die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser
Reihe mit w,, so wird in der That:

oy _ wn)
w n Jn==»

Der Werth von r lisst sich als Grenze gleichfalls leicht aus dem
unter (4) gegebenen Ausdruck von p, darstellen. Da M, so wie der
in der Parenthese stehende Factor endliche Werthe besitzen, so er-
hilt man*):

mod Jyn = 7 (148,) (1+0y),

wo J; und 0, positive oder negative Gréssen sind, die bei unéndlich
wachsenden # verschwinden, Also ist:

= mod —
(1/ I

wo das Zeichen mod nur so viel bedeutet, dass y, von seinen etwaigen
negativen Zeichen zu befreien ist.

) Es sind dabei jene sozusagen singuliren Werthe des n auszuschliessen,
fiir die der Fagtor in der Parenthese beliebig klein wird. Da diess dann fiir
n -} 1 nicht der Fall ist, kann man jene Werthe von » als ausgeschlossen betrachten,

fir welche 2+ vom Zeichen abgesehen, grésser wird als ‘eine beliebig ange-
Yn
nommene Zahl.
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5.

Um endlich noch den Ausnahmsfall zu erledigen, wo auch solche
Wourzeln von gleichem absoluten Betrage vorkommen, die weder gleich
noch conjugirt sind, geniigt die Substitution:

y=x_6:

wo 0 eine beliebig kleine reelle Gréosse bedeutet.

Die in Betracht zu ziehenden Wurzeln liegen bei der gewdbn-
lichen geometrischen Darstellung der complexen Zahlen auf einem
Kreise um den Purkt 2 = O, wihrend die nichste Wurzel auf einem
Kreise liegt, dessen Radius um ein endliches grosser ist. Verschiebt
man den Mittelpunkt durch cobige Substitution um & mach rechts, so
liegen von den frither gleich entfernten Punkten nur mehr die con-
jugirten in gleicher Entfernung. Nimmt man also den Kreis durch
die zwei nichsten conjugirten Wurzelpunkte, so entbilt derselbe,
wenn nur d geniigend klein gewihlt ist, keine andern, und die trans-
formirte Gleichung ist also immer zur Bestimmung der Wurzeln
geeignet.

Man ersieht hieraus auch, warum fiir § = O eine Unbestimmtheit
eintreten muss. Bildet man nimlich die Gleichung und lHsst & be-
liebig, so ist 'der entwickelte Ausdruck der Wurzeln eine discontinuir-
liche Function von &, die fiir endliche Intervalle, ohne ihren Werth zu
andern, denselben Werth der Wurzel giebt, fiir § = 0 jedoch sprung-
weise in eiden zweiten iibergeht.



