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P  =  500 gr.-ból 9- =  0W,U480, 
és

P  =  1000 f/r.-ból r — 0m,n488 
eredményeket találunk.

Egy második próba végett oly adatokból számítván, melyekp = 0 ' 1 
túlsúlylyal tett észleletekből nyerettek. 0= 0 ”"“'0 0 0 0 2 0 , r = 0 m'"45  ta­
láltatott. mely eredmények az előbbiekkel igen jól egyeznek.

A TÖBB ISM ERETLENT TARTALMAZÓ ELSŐFOKÚ 
CONGRUENTI A-RENDSZER ÁLTALÁNOS ELM ÉLETE.

Kunig Gyulától.

I.

A »Disquisitiones arithmeticae«, Gauss ez alapvető munkája az 
egyetlen, mely az itt részletesen kifejtendő elméletet érinti. »E fejezet 
azonban,« — ezt olvassuk ott *) — »ha teljes szigorral akarnók a rész­
leteket előterjeszteni, túlságos terjedelmet nyerne ; minthogy azonban 
itt nem is feladatunk, hogy mindent kimerítsünk, hanem csak az, hogy 
a fontosabbakat előadjuk, jelenleg csak néhány megjegyzésre szorítko­
zom, és a dolog részletes tárgyalását fönntartom magamnak más alka­
lomra.« Gauss azonban e tárgyra többé soha sem tért vissza, és igy a 
számelméletnek aránylag elemi részében hézag maradt, mely eddig 
nincs betöltve. így történt, hogy a későbbi tan- és kézikönyvek (még 
SuRRET-é is) a Gauss által adottaknak reproductiójára szorítkoznak. 
Midőn ezeket saját tankönyvembe (»Bevezetés a felsőbb algebrába« 
44 1.) fölvettem, részletesebben foglalkoztam e problémával, mely lé­
nyegére nézve a következő két föladatot foglalja magában: meghatá­
rozni a megoldás lehetőségének általános föltételét, és a lehetőség ese­
tében meghatározni a különböző gyökrendszert és e gyökrendszerek 
számát. Gauss maga csak arra szorítkozott, hogy kimutassa miként 
lehet az egyszerűbb esetekben, ép úgy mint az egyenleteknél, az adott 
rendszerből oly congruentiát szerkeszteni, mely csak az egyik ismeret­
lent tartalmazza.

*) Carl Friedrich Gauss Werke, 1. Band pag. 27.
M ŰEGYETEM I LAPOK. I I .  KÖT. 8
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E föladatok általános megfejtése valóban keresztül is vihető min­
den elvi nehézség nélkül; a tárgyalás érdekét pedig még növeli az a 
figyelemre méltó analogia, mely közte és a lineár egyenletrendszer el­
mélete között fönnáll, különösen ha K ronecker szerint tárgyaljuk ezt- 
(L. B altzer kézikönyvét, 4-ik kiadás). Hogy a determinánsok elmélete 
e tárgyalásba belép, az a dolog természeténél fogva világos, és így e 
lapok egyszersmind ezeknek egy új alkalmazását adják.

Mielőtt azonban a részletes tárgyalást megkezdem, épen az al­
kalmazandó determinánsokra vonatkozólag akarok néhány megjegy­
zést előrebocsátani, mely nagyon egyszerű ugyan, de azért talán még 
sem fölösleges.

i . Ha e determinánsban :
« 1 1 « '2 , • • ., a,„
a2 > «22, . ■ v «2» (J.)

a„ , a ,12 , • • • )  Cl n 11

az elemek mindannyian egész számok, minden a determináns szétbon­
tására vonatkozó képlet egyszerűen egész számok egyenlőségét állítja 
és igy mint tetszőleges modulusra vonatkoztatott congruentia is igaz 
marad. így p. a következők,

D — au An - f i  au A ,2 +  . . . .  -fi a,-n Ain 
0  =  au Aki  +  ai2Äk2 +  - .  .  .  - f -  a !n  Akn 

hol mint szokás, A rs az «rs-nek megfelelő (r-edik) sor és (s-edik) oszlop 
kihagyása által keletkezett n—1-ed fokú aldeterminánst jelenti. Vilá­
gos továbbá, hogy ha csak D  értéke mod. M  az, a mi bennünket érde­
kel, szabad a kiszámítás alatt bármely számot egyszerűbb, de vele egy- 
maradékú szám által helyettesíteni.

2 . Egy második megjegyzés a D-ből nyerhető és xkD értékét ki­
fejező determinánsra vonatkozik. Ezt ugyanis ismeretes módon nyer­
hetni az által, hogy a fc-dik oszlopot avval szorozzuk, és ebhez a meg­
felelő sorokban az első oszlopnak avgyel, a második oszlopnak a;2-vel 
szorzott tagjait s. a. t. hozzáadjuk, ez által a determináns értéke nem 
változván.

Ha még most az
Ui — anxi -fi atox2 -fi . . .  . -f- aínx n 
Ui =  a> ix L -fi a22X. +  . . . .  -fi a2„x„

u n =  a , n X i  -fi  a n2Xo -fi  . . .  . -fi a „ „ x n
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jelzést bevezetjük, lesz

XkD =

« 1 1 , « 1 2 ,  • * V j k  — 1} Ml, « 1  ,fc+l, • • V a  I n

« 2 1 , « 2  2 ,  • • V j k — U ? , « 2 , A  +  / ,  • • V « 2 »

a  n i , C in 2 ,  . • V C l i i j k —í) U n , Cl n j k - \ - l }  « • V « ,» »

( I I .)

Az I. és II. alatti determinánsok a következőkben gyakran hasz­
nálandó egyszerű kapcsolatban állanak. T. i.

Ha az(I.)-nek minden (n—r)-ed fokú determinánsa eltűnik,akkor 
ez a (Il)-re nézve szintén bekövetkezik.

Képezzük ugyanis a (Il)-nek valamely {n—r)-ed fokú aldeter- 
minánsát. Ha ez az u-oszlopot nem tartalmazza, akkor ez az (I) 
megfelelő aldeterminánsával azonos, tehát vele együtt zérus. H a pedig 
tartalmazza az w-oszlojmt, akkor az u-k értékét figyelembe véve, és az 
aldeterminánst e polynom elemei szerint fölbontva, lesz ez

X \  A i  - j -  X 2 A 2 ~b  . . . . +  SC »A „

és rögtön meggyőződhetünk, hogy az A-k által jelölt mennyiségek 
nem mások, mint az (I.) determinánsból képezhető ugyancsak (n—r) 
ed fokú aldeterminánsok. Ha pedig e föltétel szerint ezen együtthatók 
mindannyian eltűnnek, a (II) aldeterminánsára nyert kifejezés is eltű­
nik. Ismét alig szükséges hozzá tenni, hogy e tétel egyenlően érvényes? 
akár az algébra, akár a számelmélet szempontjából értjük a zérust.

3. Tulajdonképi vizsgálatunk tárgya most már a következő con- 
gruentia-rendszer: *)

«i i X\ -b al2x 2 -b Oj\ 3 3  -b . . . . ~b ciinXn =  ki
a 2 \ X \  ~b « 2 2 Xo ~b  « 2 3 X 3 ~b  . . . .  A  a z nXn  =  k 2

C l n l X  1 - b  a n2 X ,  - b  a„3ÍC3 +  . . . . +  (InnXn =  k n

hol, az előbbiekhez képest, a baloldalon álló lineár függvényeket rövid­
ség kedvéért alkalmilag u ,, u2, . . . .  w„-nel jelöljük. A baloldali együtt­
hatókból összeállított determináns, a rendszer determinánsa, úgy mint

*) A rendszer ugyanannyi egyenletet tartalmaz, a Lány az ismeretlen. Ép 
úgy, mint az egyenleteknél látjuk majd a következőkből, hogy kevesebb egyenlet 
nem ád meghatározott föladatot, többnél pedig ez csak úgy lehetséges, ha a szám- 
feletti egyenletek a többiek összeállításából származtathatók, azaz tulajdonképen 
csak 11 egyenlet van adva.

{mod. M) (1 .)

8*



116

előbb, legyen E . A tárgyalás különböző eredményekre fog vezetni, a 
szerint mint E  és M  relativ törzsszám, vagy pedig E  és ilf-nek közös 
osztója van, vagy végre D  az M  többese. Vizsgáljuk ez eseteket külön.

Első eset. A rendszer determinánsa és a modulus viszonylagos 
törzsszám. — Ekkor bármelyik x, ismeretlen meghatározására a D de­
terminánsnak

A i i ,  A i i ,  .  . . A n i

által jelölt aldeterminánsait képezzük, ezekkel rendre megszorozzuk 
az 1 -ső, 2 -ik, . . . n-ik congruentiát és összeadunk. A determinánsok 
ismert tulajdonságai alapján az eredmény:

Ex, =  Ajiki A Ajikz A • • • • A Ainkn, {mod. AI). (2 .) 
vagy rövidebben írva:

E x, =  Ki, {mod. AI).
A jelen esetben, hol E  és M  relativ torz-szám, e congruentia 

mindig megoldható, és így minden x  számára egy meghatározott érté­
ket nyerünk. Az eddigiekből azonban csak azt tudjuk, hogy az ( 1 .) 
minden lehető gyökrendszere a (2 .)-ében is bennfoglaltatik, de megfor­
dítva lehetséges volna, hogy a (2 .) által adott gyökrendszer nem elégíti 
ki az (1 .) alatti rendszert. Hogy ez nem áll, arról közvetetlenűl meg­
győződünk a (2 .)-hől nyert x  értékek helyettesítése által. Ezek a kö­
vetkezők : *)

Xi =  E ^ - ' K , ,
hol q>{AI) az ilf-nél kisebb és ehhez viszonylagos törzsszámok számát 
jelenti. Ezeknek helyettesítése az (1 .) alatti rendszer, mondjuk, r-edik 
egyenletében valóban helyes eredményt ád. Ez ugyanis:

-DA A 1{arlKi A a,-2Ki A . . . . A UmKn) =: Kr {mod,. AI).
Ha tekintetbe veszszük, hogy

K\ =  Aixki A A\ik'> A . . . .  A A jnkn 
A2 =  Ao\k\ A A-íiko A . . . .  A A inkn

Kn --  Aniki A A „2 ̂ 2 A • . • • A Annkn
a zárjelben álló kifejezés, az A -k aldetermináns jellegét tekintetbe 
véve, nem más mint Ek, ; minthogy pedig E ermat tétele szerint 
/)? (^ )= / (mod. M), az egész baloldalon álló kifejezés értéke valóban 
kr lesz.

*) A Fermat-féle tétel nmtaija,hogy valóban ezen x értékek a (2.) alatti con- 
gvuentiák megoldásai.
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így tehát ezen első esetben a (2 .) alatt foglalt, egy-egy ismeret­
lent tartalmazó congruentiák adják az ( 1 .) rendszernek teljes megol­
dását. Az adott congruentia-rendszernek tehát, midőn a rendszer deter­
minánsa és a modulus viszonylagos törzsszám, egyetlen egy gyökrend­
szer felel meg.

Ha a modulus törzsszám, akkor D  ehhez vagy relativ törzsszám, 
vagy pedig ennek többese, tehát congruens 0 -sal; látni fogjuk, hogy 
ezen utóbbi esetben a congruentiák baloldalán álló lineár függvények 
nem függetlenek, és így az n congruentia vagy tulajdonképen csak n—1, 
vagy pedig egymásközt ellenmondó, és így kijelenthetjük, hogy n fü g ­
getlen congruentiából álló rendszernek, ha a modidas törzsszám, egy és 
csak egy megoldása van.

Most mindenekelőtt a D = 0  (mod. 31) feltétel jelentőségét akar­
juk vizsgálni a coDgruentia-rendszerre nézve.

4. A  második esetünk lesz az, hogy a rendszer determinánsa a 
modulus többese, azaz D = 0  (mod. 31). Midőn a rendszer determinánsa 
eltűnik mod. 31, meglehet, hogy ugyanez történik még a determináns­
ból képezhető minden n— 1, n —2 , . . . .  fokú aldeterminánsra nézve is 
Az  ezeknél fennforgó viszonyoknak fontos szerepe lévén, ezeket általá­
nosságban az által akarjuk pontosan megállapítani, hogy az m-edfokú 
aldeterminánsok legyenek az elsők, melyek közt mod. M  a 0-től külön­
bözők is találtatnak, mig az m + l, m 4-2 , . . .  . fokúak mindannyian 
eltűnnek. A legegyszerűbb eset lesz m —n—1 , hol I)  zérus ugyan, 
de már az Aik által jelölt n—i-edfokú aldeterminánsok közt találtat­
nak a 0 -tól különbözők. Az ily el nem tűnő, m-edfokú aldetermináns- 
nak az ismeretlenek és cougruentiák kellő rendezése után mindig ve­
hetjük ezt:

ü l  1 , « 1 2 .  • • •, a i m

« 2 1  , « 2 2 ,  -

a  m  1 . a  m 2 ,  ■ • • )  a m n

Ha ezt egy az eredeti determinánsból vett tetszőleges sor is p. 
az m -f 1 oszlop által m+ 1  fokúvá teszszük, akkor feltevésünk szerint ez

« 1 2 , « 1 2 ,  . . • ,  a i m ,  « i , j , i - j - l

« 2  1 , « 2  2 ,  . • •)} y i n - f l

« III I ; « m 2 ,  • • . ,  «/»//i, a m , i n -)-1

Cl  s l  , a s o  ,  . 9 • •}  s u t }  a s ^ n i - f i
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mindig eltűnik, bárminő értéke legyen s-nek m d- f-től tt-ig. De akkor 
az 1 . alatt kifejtett tétel értelmében O-t kapunk még akkor is, ha az 

ső oszlopban az a mennyiségek helyébe az tt-kat Írjuk. Ha ezt 
megteszszük, ha továbbá tekintetbe veszszük azt, hogy s fölvehet min­
den értéket m -ff-tő i ?i-ig, akkor nyerünk n— m egyenletet, mely 
egymásután kifejezi az um+i, um+ 2, . . . .  és u n-1 az ul; v 2, . . . .  un se­
gítségével. Ezen egyenletek:

C/slU 1 d -  . . . .  d ~  CsmUm d ~  OssUs ==z 0
(s—m d- l ,  . . .  ., n)

hol az us együtthatója előbbi megállapodásunk szerint a O-tól kü­
lönbözők.

Látjuk tehát, hogy az m-ed fokú  aldeterminánsok lévén az elsők, 
melyek nein tűnnek el mindannyian, az egyenletek közül csak m marad 
meg, mint egymástól független. A többi lineár függvény az első m által 
kifejezhető. Ha az u-k helyébe az ő értékeiket teszszük: a k meny- 
nyiségeket, kell hogy az így nyert alakzatok identitások legyenek 
így nyerjük tehát a congruentia-rendszer megoldhatására vonatkozó 
föltételeket, még pedig ha ezek ki vannak elégítve, csak m maradék­
egyenletet kell fölvennünk és így az n ismeretlen közül n— m értéke 
tetszőlegesen lesz megállapítható. Föladatunk így át van alakítva egy 
másikba, mely már azért is egyszerűbb, mert a congruentiák és isme­
retlenek száma kisebb; de a melyben még továbbá nem lehet = 0  

mod. ii/, hanem vagy relatív törzsszám ehhez, vagy pedig, és ez a végül 
tárgyalandó harmadik eset: M  és D'-nek van közös osztója: d.

5. Ha a rendszer determinánsának ( D) és a modxdvsának (il/ )  
legnagyobb közös osztója ö legyen

1) =  D'ö, M  =  M'S 
hol D ' és M' már is viszonylagos törzsszámok.

Minden gyökrendszer, mely az adott congruentiákat megoldja 
mod. M, még minden oly modulusra nézve is ád megoldást, mely ennek 
tényezője, p. ilí-re nézve is. így tehát minden lehetséges gyökrendszer 
benn foglaltatik a következőkben,

x, =  a,, x? =  ao, . . .  ., xn =  cin {mod. M') (3.)
melyet nyerünk, ha az adott congruentiákat megoldjuk mod. M'. A 
congruentia-rendszer bármely megoldása mod. M szükségkép összeesik 
evvel, mihelyt a számokat csak mod. M' tekintjük, és így egy tetszőle­
ges gyökrendszer alakja a következő lesz:
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Xo
X\ y  J\I 

c(2 4“ y2 M. {mod. M)

=  a n  A  y * M '

Mhol már egy maradékú értékeket nyerünk, ha valamely y a z ~  = 8  töb­

besével növekszik. Az y -ok meghatározása tehát csak mod. § kívánta­
tik meg és föladatunk meg van oldva, ha az ily meghatározást kivittük. 
Ez pedig ismét egy congruentia-rendszer megoldása által történik. Ha 
ugyanis ezen x értékeket az (I.) rendszerbe helyettesítjük, a következő­
ket nveriük

I tt  nemcsak a baloldalon lehet df'-vel osztani, de a jobb oldalon 
álló kifejezésekben is, hisz az a-k épen úgy lettek meghatározva, hogy 
ezek eltűnjenek mod. M . — Az M'-mel osztva, természetesen a modu­
lust is, az y - ok meghatározására a következő congruentia-rendszert 
nyerjük:

c i n y i  +  c i i 2 y>  A  . . . . +  cini y n =  h

«=,</, +  a-^y, +  . . . .  +  aúy. se  U ^  (4)

C l n i y \  A  H n 2 1/2  A  • ■ • • A  C ínr >yn  =  I n  

E (4.) alatti rendszer ismét egyszerűsítést foglal magában, a 
mennyiben a modulus kisebb és kevesebb törzstényezőt tartalmaz, 
de egyszersmind át vezet a második esetre, mert itt ismét a determi­
náns a modulusnak többese. A második esetnek megfelelő tárgyalás 
ismét kisebbíti a congruentiák számát, tehát ismét egyszerűbb alakok­
ra vezet; míg a tárgyalás be van fejezve, mihelyt az első esetre aka­
dunk, minek természetesen előbb-utóbb meg kell történie.

6. Az eddigiek a gyakorlati eljárásra szükséges útmutatást már 
magukban foglalják ; tárgyaljuk az itt adott módszerek segítségével a 
Gauss által a »Disquisitiones«-ben adott példát. Legyen:

3x A  5y A  z =  4 \
2x .A 3y • A 2z =  7 | {mod. 12).
5x A  y A 3z =  6 j

A rendszer determinánsa;
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3, 5, 1 j 0  0  1
2 , 3, 2 =  8 5 2
6 , 1, 3 8  10 3

=  4 (mod 12.)

A determináns és modulus legnagyobb közös osztója 4 ; megold­
juk tehát először a congruentiákat, mod. 3. Ha x, y, z helyett a, ß, y-1 
írunk és az együtthatókat egyszerűsítjük, lesznek ezek:

2ß -f 7 =  1 I
2a -f . . .  -f 2y ==■ 1 l {mod. 3)
2a +  / ? + . . . = =  0  J

És igy
a =  2, ß =  2, y =  0, {mod. 3.) 

így tehát most
x  =  2 4- 38, I 
y =  2 +  3>; l {mod. 12.) 
z =  3£ j

Ezen értékeket az adott rendszerbe helyettesítve, lesz : 
-9b +  3>; +  3£ =  0 j
3$ +  5/; +  3£ =  ,9 1 {mod. 12.)
3b + 3// + O'C, = 3 J

I tt  valóban mindenütt lehet osztani 3-mal és lesz:
3l +  >/ +  £ =  0  \
2‘S, -(- 3// -)- 2£ 3 - {mod. 4.)

s +  >/ +  3 C, =  2 I
I tt  a determináns:

3, 1, 1 
2, 3, 2 
1, 1, 3

=  0, {mod. 4.)

Az A3 3 aldetermináns = 3  lévén, megfelel a föltételnek és így kimond­
hatjuk, hogy:

3, 1 , Ui
2, 3; ui \ =  0, {mod. 4).1, 1, Uz j

vagyis, a mint a helyettesítés m utatja:
3ui -f 2u2 -H 3uz =  0 {mod. 4.) 

Congruentia-rendszerünk tehát:



1 2 1

(mod. 4.)3% +  >/ =  — £
2£ +  5 /; = 3 — 2£

Evvel azonban már befejeztük a megoldást, mert itt a determináns 
3 .3 —2 .1 = 7  relativ törzsszám a modulushoz. A £ tetszőleges lévén, 

>/, £-ra nézve négy gyökrendszert nyerünk, és így ugyanannyit az 
x, y, z-ve is. Lesz :

£ =  0, 1, 2, 3 i 
£ =  3, 0, 1, 2 (mod. 4.) 
>/ =  3, 3, 3, 3 I

Ezt az előbb nyert x, y, z-be helyettesítve, lesz: 
x =  2, 5, 8 , 41 \
y  =  11, 11 , 11, 11 ' (mod. 12 .) 
z =  3, 6 , 9, 0 I

Látni, hogy az >/ értékét nem lehetett volna tetszőlegesnek venni • 
ez mindig egy és ugyanaz. Ennek oka abban rejlik, hogy a £, //, £-ra 
vonatkozó congruentia rendszer determinánsából az >/ együtthatóinak 
kihagyása által nem lehet oly másodfokú áldeterminánst kapni, mely 
nem többese a modulusnak, és így //-t nem is lehet tetszőleges érték­
nek meghagyni. *)

Egy az itt adottól eltérő módszer, mely —- különösen a gyök­
rendszerek számára vonatkozólag — elméletileg jobb áttekintést ad, 
gyakorlatilag pedig szintén igen kényelmes, — több, magasabb fokú 
congruentiákra vonatkozó alkalmazással együtt, — egy legközelebbi 
második közleménynek marad föntartva.

EGY TÉTEL A DETERMINÁNSOKRÓL.

S e h o l  t z Á g o s to n ,  budapesti ev. gymnáziumi igazgatótól.

A kérdéses tételt

(aßy) . (a ß 'y ')-(a ß y ')  . (<a'ß’y) =
>laß y.uß 

§«'/?' ha'ß' £<*'/3'
h ß  firß Wß

( 1.)

*) Fölhasználom ezt az alkalmat, hogy »Bevezetés a felsőbb algebrába« czí- 
mű könyvem idevágó fejezetére nézve egy szükséges helyreigazítást közöljek. Az 
e tárgyra vonatkozólag adott példában (45 lap. 4 sor alulról) z helyett —z olva­
sandó, és így a z-nek az utolsó sorban foglalt értékei szintén — előjellel veendők
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