— 113 —

P = 500 gr.-bél » = 0™ 480,

P = 1000 gr.-bol » = 0" 488
eredményeket talalunk.
igy misodik préba végett oly adatokbél szamitvin, melyek p=0-1
talsilylyal tett észleletekbol nyerettek, 6=0""000020, »—=0""45 tfl-
laltatott, mely eredmények az elbbiekkel igen jol egyeznelk.

A TOBB ISMERETLENT TARTALMAZ() ELSOI‘OI\JJ
CONGRUENTIA-RENDSZER ALTALANOS ELMELETE.

Konig Gyuldtdl.
q ¥

A »>Disquisitiones arithmeticae«, Gauss ez alapvetd munkija az
egyetlen, mely az itt részletesen kifejtendd elméletet érinti. »E fejezet
azonban,« — ezt olvassuk ott *) — »ha teljes szigorral akarnok a rész-
leteket eldterjeszteni, tilsigos terjedelmet nyerne; minthogy azonban
itt nem is feladatunk, hogy mindent kimeritsiink, hanem csak az, hogy
a fontosabbakat eléadjuk, jelenleg csak néhény megjegyzésre szoritko-
zom, és a dolog részletes targyalisit fonntartom magamnak mas alka-
lomra.« Gavss azonban e tirgyra tobbé soha sem tért vissza, és igy a
szdmelméletnek ardnylag elemi részében hézag maradt, mely eddig
nines betéltve. Igy tortént, hogy a kés6bbi tan- és kézikényvek (még
Serrer-é is) a Gauss altal adottaknak reproductidjara szoritkoznalk.
Midén ezeket sajat tankonyvembe (»Bevezetés a felsébb algebrabac
44 1.) folvettem, részletesebben foglalkoztam e problémaval, mely 1é-
nyegére nézve a kovetkez$ két foladatot foglalja magaban: meghata-
rozni a megoldis lehetéséginel: dltalanos foltételét, és a lehetdség ese-
tében meghatirozni a kiillonboz6 gyikrendszert és e gyokrendszerek
szamdt. GAuss maga csak arra szoritkozott, hogy kimutassa miként
lehet az egyszertibb esetekben, ép gy mint az egyenleteknél, az adott
rendszerbol oly congruentiat szerkesztem, mely csak az egyik ismeret-
lent tartalmazza.

*) Carl Friedrich Gauss Werke, 1. Band pag. 27.
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E foladatok altalanos megfejtése valoban keresztiil is viheté min-
den elvi nehézség nélkiil ; a targyalas érdekét pedig még noveli az a
figyelemre mélto analogia, mely kozte és a linedr egyenletrendszer el-
mélete kozott fonnall, killonosen ha Kronecker szerint targyaljuk ezt
(L. Baurzer kézikonyvét, 4-ik kiadas). Hogy a determinansok elmélete
e targyalasba belép, az a dolog természeténél fogva vilagos, és igy e
lapok egyszersmind ezeknek egy 1j alkalmazéisit adjak.

Miel6tt azonban a részletes targyalast megkezdem, épen az al-
kalmazandé determinidnsokra vonatkozolag akarok néhany megjegy-
zést elérebocsatani, mely nagyon egyszerii ugyan, de azért talin még
sem folosleges.

1. Ha e determinanshan :

i1y, Q12,5 o - s Ain

D Ly QA21, U22, ... o A2p (I)

| |
At 5 Oy e 2o |
I

az elemek mindannyian egész szamok, minden a determinins szétbon-
tasira vonatkozo képlet egyszerfien egész szimok egyenléségét allitja
és igy mint tetszéleges modulusra vonatkoztatott congruentia is igaz
marad. Igy p. a kovetkezok,

D = audi + agdie + ...04 aindia

0 = aindit + azdie + ... + Gindpa
hol mint szokés, 4, az a.-nek megfelels (r-edik) sor és (s-edik) oszlop
kihagyésa altal keletkezett n—1-ed foka aldetermindnst jelenti. Vila-
gos tovabba, hogy ha csak D értéke mod. M az, a mi benniinket érde-
kel, szabad a kiszamitas alatt barmely szimot egyszerfibb, de vele cgy-
maradékia szam altal helyettesiteni.

2. Egy masodik megjegyzés a D-b6l nyerhett és a, D értékét ki-
fejez6 determinénsra vonatkozik. Ezt ugyanis ismeretes médon nyer-
hetni az 4ltal, hogy a k-dik oszlopot aj-val szorozzuk, és ehhez a meg-
felel6 sorokban az elsd oszlopnak x,-gyel, a masodik oszlopnak a.-vel

szorzott tagjait s. a. t. hozzdadjuk, ez altal a determinéns értéke nem
valtozvan.

Ha még most az

U = aax, + A2l + .o + AnXn
U == Ao + A222C, -*‘ S o —+— A2n Xy
Un = Aai®) + Au2®2 + .... + UAyn2y
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jelzést bevezetjiik, lesz

|
Ay1y 12, « v ooy Aryk—1y Uty WAiskd1y « o s 0y A ‘

| A= o e Sl ) 2 TR U2, A2,k &% e ey D
o) = | RV =2y ;) sk—1, 2 sk+15 yuikien l (II)
I

nty An2,y o o « o a’n;k-—l; Un, an)k+1; e oooey Upn \

Az I. és II. alatti determinansok a kovetkezSkben gyakran hasz-
nalando egyszerii kapcsolatban allanak. T. 1. ;

Ha az(1)-nek minden (n—r7)-ed foki determindnsa eltiinik,akkor
ez a (II)-re nézve szintén bekivetkezik.

Képezzilk ugyanis a (IT)-nek valamely (n—r)-ed fokt aldeter-
minansat. Ha ez az w-oszlopot nem tartalmazza, akkor ez az (I)
megfelelé aldetermininsival azonos, tehat vele egyiitt zérus. Ha pedig
tartalmazza az w-oszlopot, akkor az wu-k értékét figyelembe véve, és az
aldetermindnst e polynom elemei szerint félboutva, lesz ez

X+ A+ @A
és rogton meggyt6zodhetiink, hogy az A-k altal jelolt mennyiségek
nem masok, mint az (I.) determininshol képezheté ugyancsak (n—7)
ed foki aldetermininsok. Ha pedig e foltétel szerint ezen egyitthatok
mindannyian eltiinnek, a (IT) aldetermininsira nyert kifejezés is eltii-
nik. Ismét alig szitkséges hozza tenni, hogy e tétel egyenl6en érvényes,
akar az algébra, akir a szimelmélet szempontjabol értjik a zérust.

3. Tulajdonképi vizsgalatunk tirgya most mar a kivetkezd con-
gruentia-rendszer : *)

0,2+ @2+ s . A, =K
2171 + 2222 + A2323 + .‘. . A2y = k'_’

R (mod. M) (1.)
An1®s + Ana®: 4 Wzt + oo oo Gunn == ka

hol, az el6bbiekhez képest, a baloldalon 4ll6 linear fiiggvényeket rovid-
ség kedvéert alkalmilag w., we, . . . . wa-nel jeloljik. A baloldali egyiitt-
hatokhol osszeallitott determinéns, a rendszer determininsa, iigy mint

*) A rendszer ugyanannyi egyenletet tartalmaz, a hany az ismeretlen. Bp
gy, mint az egyenleteknél latjuk majd a kivetkez6kbol, hogy kevesebb egyenlet
nem 4d meghatarozott foladatot, tobbnél pedig ez csak tgy lehetséges, ha a szdm-
feletti egyenletek a tobbiek dsszedllitasabol szarmaztathatok, azaz tulajdonképen
csak n egyenlet van adva.
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elébb, legyen D. A targyalas kiilonboz6 eredményekre fog vezetni, a
szerint mint D és M relativ torzsszdm, vagy pedig D és Muek kozos
oszt6ja van, vagy végre D az M tobbese. Vizsgaljuk ez eseteket kiilon.

Elsi eset. A rendszer determindnsa és a modulus viszonylagos
tiorzsszdm. — Ekkor barmelyik a; ismeretlen meghatirozasira a D de-
termindnsnak

Au, Az,, “aeoey 11,,,-
altal jelolt aldetermindnsait képezziik, ezckkel rendre megszorozzuk
az 1-88, 2-ik, ... n-ik congruentiit és Gsszeadunk. A determininsok
ismert tulajdonsagai alapjan az eredmeény :
Dx; = Aiky + Aok, + . ... + Aika, (mod. M). (2.
vagy rovidebben irva:
Dz = K;, (mod. M).

A jelen esetben, hol D és I relativ torz-szam, e congruentia
mindig megoldhaté, és igy minden « szimira egy meghatirozott érté-
ket nyeriink. Az eddigickbdl azonban csak azt tudjuk, hogy az (1.)
minden leheté gyokrendszere a (2.)-ében is bennfoglaltatik, de megfor-
ditva lehetséges volna, hogy a (2.) altal adott gyokrendszer nem elégiti
ki az (1.) alatti rendszert. Hogy ez nem all, arrél kozvetetlentil meg-
gy6z6diink a (2.)-bél nyert & értékek helyettesitése altal. Tzek a ko-
vetkezdk : *)

@ = D¥IN-1E.
hol ¢(M) az M-nél kisebb és ehhez viszonylagos torzsszdmolk szimit
jelenti. Bzeknek helyettesitése az (1.) alatti rendszer, mondjulk, r-edik
egyenletében valoban helyes eredményt ad. Ez ugyanis :

DY (q Ky + aneKe + .. ..+ ank,) = K, (mod. M).

Ha tekintetbe veszsziik, hogy

K = A,k + Aisks + ..., 4+ Asika

Ky, = Aoiki + Aesks + ... . 4+ Apka

K, = Aulks + Ak + .... + Auiks
a zérjelben 4116 kifejezés, az A-k aldeterminins jellegét tekintetbe
véve, nem mas mint Dk, ; minthogy pedig FrrMAT tétele szerint
D¥M=] (mod. M), az egész baloldalon 4116 kifejezés értéke valoban
k. lesz.

*) A Fermat-féle tétel mutaijahogy valoban ezen « ériékek a (2.) alatti cons
gruentiak megolddsai.
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Igy tehit ezen elsé esethen a (2.) alatt foglalt, egy-egy ismeret-
lent tartalmazo congruentiak adjak az (1.) rendszernek teljes megol-
dasat. Az adott congruentia-rendszernek tehdt, midin a rendszer deter-
mindnsa és a modulus viszonylagos tirzsszdm, egyetlen eqy gyikrend-
szer felel meg.

Ha a modulus torzssziam, akkor D ehhez vagy relativ térzsszam,
vagy pedig ennek tobbese, tehit congruens 0-sal; latni fogjuk, hogy
ezen utobbi esetben a congruentidk baloldalan allé linear fiiggvények
nem fiiggetlenek, ésigy az n congruentia vagy tulajdonképen csak n—1,
vagy pedig egymiskozt ellenmondd, és igy kijelenthetjiik, hogy = fiig-
getlen congruentidbil d@ll6 rendszernek, ha a modulus tirzsszdm, eqy és
csak eqy megolddsa van.

Most mindenekeiott a D=0 (mod. M) feltétel jelentségét akar-
juk vizsgdlni a congruentia-rendszerre nézve.

4. A mdsodif; esetiink lesz az, hogy a rendszer determindnsa «
modulus tibbese, azaz D=0 (mod. M ). Mid6én a rendszer determininsa
eltiinik mod. M, meglehet, hogy ugyanez torténik még a determinins-
bol képezhetd minden n—1, n—2, . . . . foka aldeterminansra nézve is
Az ezeknél fennforgé viszonyoknak fontos szerepe 1évén, ezeket altala-
nossigban az altal akarjuk pontosan megillapitani, hogy az m-edtoki
aldetermindnsok legyenek az elsok, melyek kozt mod. M a 0-t6l kiilon-
bozok is taldltatnak, mig az m+1, m +2, ... . fokiak mindannyian
eltimnel. A legegyszeritbb eset lesz m—=n—1, hol D zérus ugyan,
de mir az Ay altal jelslt n— Z-edfokn aldetermininsok kozt talaltat-
nak a 0-t6l kiilonbozdk. Az ily el nem tiing, m-edfok aldeterminins-
nak az ismeretlenek és coungruentiik kells rendezése utin mindig ve-
hetjitk ezt :

0T 0 25, oy B
A2y Uiy o nleiey O2in

(’ml/ ”m?; se ey Cn
Ha ezt egy az eredeti determindnshol vett tetszéleges sor is p.
az m+1 oszlop altal m+- 1 fokava teszsziik, akkor feltevésiink szerint ez

W2y (12, « oo iy Lpmy ALym4t

21,y 225 o o o5y 2my A2ymt1

Aty CUm2y o o oy Qpuny Cmym+1

st 5 Cls2 30 m e ey sy s ymt-1
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mindig eltiinik, barming értéke legyen s-nek m+ 1-t61 w-ig. De akkor
az 1. alatt kifejtett tétel értelmében O-t kapunk még akkor is, ha az
m—1-s6 oszlopban az a mennyiségek helyébe az u-kat irjuk. Ha ezt
megteszsziik, ha tovabba tekintetbe veszsziik azt, hogy s folvehet min-
den értéket m+ 71-t6l n-ig, akkor nyeriink n—m egyenletet, mely

egymasutin kifejezi az wmy1, Um42, - - « - 8 u,-t 2 wy, ws, . ... u, se-
gitségével. Ezen egyenletek:
Couy + ... + Costtm + Cots = 0

(s=m+1,....,n)
hol az u, egyutthatoja elébbi megallapodasunk szerint a 0-t6l kii-
16mbozok.

Latjuk tehat, hogy az m-ed foki aldetermindnsok lévén az elsik,
melyek nem tiinnek el mindannyian, az egyenletek kiziil csak m marad
meg, mint eqgymdstdl fiiggetlen. A tobbi linear fiiggvény az els6 m altal
kifejezhetd. Ha az w-k helyébe az 6 értékeiket teszszitk: a & meny-
nyiségeket, kell hogy az igy nyert alakzatok identitisok legyenek
Igy nyerjilk tehat a congruentia-rendszer megoldhatasira vonatkozo
foltételeket, még pedig ha ezek ki vannak elégitve, csak m maradék-
egyenletet kell folvenniink és igy az n ismeretlen kozill n—m értéke
tetszolegesen lesz megallapithato. Foladatunk igy at van alakitva egy
méasikba, mely mar azért is egyszeriibb, mert a congruentidk és isme-
retlenek szdma kisebb; de a melyben még tovibba nem lehet =0
mod. M, hanem vagy relativ térzsszam ehhez, vagy pedig, és ez a végiil
targyalando harmadik eset: M és D'-nek van kizos osztoja: 0.

5. Ha a rendszer determindnsdnak (D) és a modulusdnal (M)
legnagyobb kozos osztdja o0 legyen

D= D9, M= M
hol D' és M' mar is viszonylagos torzsszamok.

Minden gyokrendszer, mely az adott congruentidkat megoldja
mod. M, még minden oly modulusra nézve is 4d megold4st, mely ennek
tényezbje, p. M-re nézve is. Igy tehat minden lehetséges gyokrendszer
benn foglaltatik a kovetkezdkben,

Ty =0, To = O, ... ., n = & (mod. M') (3.)
melyet nyeriink, ha az adott congruentidkat megoldjuk mod. M'. A
congruentia-rendszer barmely megoldasa mod. M sziikségkép Osszeesik
evvel, mihelyt a szdmokat csak mod. M' tekintjiik, és igy egy tetszdle-
ges gyokrendszer alakja akovetkezo lesz:
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o =a +yM
iR JzM (mod. M)
Ly = + y..JI

M
hol mar egy maradéki értékeket nyeriink, ha valamely y az— i =0 tob-
besével novekszik. Az y-ok meghatirozisa tehat csak mod. 0 kivinta-
tik meg és foladatunk meg van oldva, ha az ily meghatarozast kivittiik.
Ez pedig ismét egy congruentia-rendszer megoldisa altal torténik. Ha
ugyanis ezen x értékeket az (I.) rendszerbe helyettesitjiik, a kiovetkezo-
ket nyerjik
M'(airypy 4 as2ys + oo+ a1ayn)=ki —a11 € —1 1€ —co— A1y
M'(as1y1 + azeye + v azuyfn) =k> — 21

22U

Sl (mod )
M (ansys + anstye + oo Annyn)=kin— n 10 —n2ls —.— Wty

Itt nemesak a baloldalon lehet M'-vel osztani, de a jobb oldalon
allo kifejezésekben is, hisz az «-k épen tgy lettek meghatarozva, hogy
ezek eltiinjenek mod. M'. — Az M'-mel osztva, természetesen a modu-
lust is, az y-ok meghatirozisiara a kovetkezé congruentia-rendszert
nyerjitk :

45 1]/1 + (431 '.’}/2 + S anlyn = ll
(l:lyl + “223/2 '+' + dann = l (7n0€l 5) (4)
Aty + Wnzye + . + Banlfn = l..

E (4.) alatti rendszer ismét egyszerumtest foglal magaban, a
mennyiben a modulus kisebb és kevesebb torzstényezit tartalmaz,
de egyszersmind it vezet a misodik esetre, mert itt ismét a determi-
nins a modulusnak tobbese. A masodik esetnek megfelels targyalas
1smét kisebbiti a congruentidk szamat, tehit ismét egyszertibb alakok-
ra vezet; mig a targyalas be van fejezve, mihelyt az elsé esetre aka-
dunk, minek természetesen el6bb-ut6bb meg kell torténie.

6. Az eddigiek a gyakorlati eljarasra sziikséges utmutatist mar
magukban foglaljak ; targyaljuk az itt adott modszerek segitségével a
Gauss altal a »Disquisitiones<-ben adott példat. Legyen :

3z + by +~ z=+4
20 + 3y + 22=7 (mod. 12).
b + y 4 3z2=6

A rendszer determinénsa :



S
35,17 | 001
253,02 = | 8 5 2 | =4 (mod 12.)
B ,8w3}

A determinins és modulus legnagyobb kozés osztéja 4 ; megold-
juk tehat elészor a congruentiakat, mod. 3. Ha w, y, z helyett «, 3, -t
irunk és az egyiitthatokat egyszeriisitjik, lesznek ezek :

20 ...+ 2y =11% (mod. 3)
2a + ‘J" +...= 0

Bs igy

3 =2, y=0, (mod.3.)

®— 210k .
y=2+ 35 } (mod. 12.)
A I

Ezen értékeket az adott rendszerbe helyettesitve, lesz :

9B+ 3n+ 3=0
65+ 9+ 6L =09 | (mod. 12.)
3+ 3+ 9 =6

Itt valoban mindeniitt lehet osztani 3-mal és lesz:
B+ n+ =0
DL ISy ERnGE-—E0 (mod. 4.)
§ o+ seE=ig
1tt a determindns:
, |&Lzl
‘ 2, 3, 2 | =0, (mod. 4.)
s
Az As; aldeterminins =3 lévén, megfelel a foltételnek és igy kimond-
hatjuk, hogy :
‘ 3, 1, UL I :
2, 8, w2z | =0, (mod. 4),
‘ 1, 1, U3
vagyis, a mint a helyettesités mutatja :
Jur + 2ux + 3us = 0 (mod. 4.)
Congruentia-rendszeriink tehdt :
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35 * ’ e o ¢ Lt (mod. 4.

285 + 3y =3—2C
Evvel azonban mar befejeztilk a megoldast, mert itt a determindns
3 3—2. 1="7 relativ torzsszdam a modulushoz. A £ tetszéleges 1évén,
&, », L-ra nézve négy gyokrendszert nyeriink, és igy ugyanannyit az
®, y, z-re is. Lesz:
SR, e l
=3, 0, I, (mod. 4.)

I ==t e e, 3

Tzt az elébb nyert w, y, z-be helyettesitve, lesz:

l

o= 2 5 811
y= 11, 11, 11, 11} (mod. 12.)
SR |

Litni, hogy az 1 értékét nem lehetett volna tetszélegesnek venni

- ez mindig egy és ugyanaz. Ennek oka abban rejlik, hogy a § », {ra

vonatkozé congruentia rendszer determininsibol az i egyiitthatéinak

kihagyésa altal nem lehet oly masodfoka aldetermininst kapni, mely

nem tébhhese a modulusnak, és igy »-t nem is lehet tetszoleges érték-
nek meghagyni. *)

Egy az itt adottél eltéré modszer, mely — kiilonosen a gyok-
rendszerek szimara vonatkozdlag — elméletileg jobb Attekintést ad,
gyakorlatilag pedig szintén igen kényelmes, — tébb, magasabb foka
congruentiakra vonatkozd alkalmazdssal egyiitt, — egy legkozelebbi
masodik kozleménynek marad fontartva.

EGY TETEL A DETERMINANSOKROL.
Scholtz rf(] oston, budapesti ev. gymndziumi {gazgatotol.

A kérdéses tételt
\_Erxﬂ N3 gu‘i ;
B ey Sy (L.)

(efly). (Y ) —(eBy) (@) =| &
B i oy

*) Félhasznialom ezt az alkalmat, hogy »Bevezetés a fels6bb algebraba« czi-
mii kényvem idevigé fejezetére nézve egy sziikséges helyreigazitast kozoljek. Az
e targyra vonatkozol’mg adott példaban (45 lap. 4 sor alulrol) z helyett —z olva-
sando, és igy a z-nek az utols6 sorban foglalt értékei szintén — elGjellel veenddk

.ﬁi’mx, a7
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