A GAMMAFUGGVENYEK ELEMI TARGYALASA,

A gammafiiggvények elmélete vagy végtelen szorzat alakjukbol
indal ki Gavss szerint vagy pedig Lreenpre targyalasat kovetve a
hatarozott integralt tekinti e fliiggvények els6 értelmezésének. Ha
ugyanis « pozitiv, akkor a részletes targyalashol kitiinik, hogy

véges meghatarozott érték, mely természetesen wu-tol fligg; az
integral e paraméternek tigynevezett gammafliggvénye, a szokasos
jeloléssel: I'(w).

Bar fliggvénytani szempontbol az elsé értelmezés a természete-
sebb és altalanosabb, mégis tekintettel a gammafliggvények szamos
alkalmazasara a geometriaban, mechanikaban s 1. t. el6forduléd
alakokra, melyek miatt leginkabb sziikséges éket a kézikonyvek
rendes anyagaba besorozni, a masodik értelmezés ajanlkozik leg-
inkabb didaktikai szempontbol. A tdbbszoros integralok egyik
nagy osztalyanak kiszamitasa gammafiiggvények segitségével tor-
ténik, és e szempontbdl ezek ép oly alapfiiggvényeknek tekintendok,
mint a logarithmus vagy a cyclometria fiiggvényei. Kivanatos
tehat, hogy ama hatarozott integraltol minél elemibb titon jussunk
el mindazon tételekhez, melyek a gammafiiggvények tablajanak
elkészitéséhez sziikségesek. Ez torténik a kovetkezd lapokon, nem-
csak minden a fliggvénytanbol vagy a tobbszoros integralok elméle-
tébol vett meggondolas teljes mellézésével, de a mellett magaban
is igen egyszerd uton.*

* Ugyane szemponthol dolgozta fol PringsHEm a «Mathematische Anna-
len» 31. kotetéhen (475—481. 1) a gammafiiggvények elméletét; tirgyalisa
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1. Ha u pozitiv, akkor az integralszamitas elsé elemei szerint:

és ebbdl ismét:

Ugyanigy tovabb menve:

Az integrdland6 kifejezéshez 0jbol és Ujbdl hozzacsatolva az
1—x szorzét, minden nehézség nélkil folismerjik képletiink alta-
lanos alkatét, mely szerint:

Az n r6l n+1-re vald kovetkeztetés e képletet minden pozitiv
egész /i-re érvényesnek bizonyitja; mert

elemi jellegl, de még mindig elég bonyolédott, melylyel szemben az itt bemu-
tatandd, el6adasaim szamara régebben kidolgozott, kilonben egészen eltérd
madszerek lényeges egyszer(sitést adnak.
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2. Az (1) alatt 4116 képlet tovabbi atalakitasara az e " és (1—uw)"
kifejezések értékkilonbségét kell tanulmanyoznunk, ha, mint amaz
integralokban

B=r<1.

Ekkor el6szor is

oly sor lévén, melyben a tagok absolut értéke folyton kisebbedik,
mig az elgjelek valtakoznak, mindenesetre :

és ebbol, n-ik hatvinyra emelve :

Lassuk most mar, hogy a

ktilonbségnek, mely soha sem negativ, a 0 és 1 kozt fekvé a he-
lyekre nézve mi a legnagyobb értéke ? Ezt csak oly helyen érheti
el, hol differenczialhanyadosa elttinik, tehat ott, hol

vagyis a hol

Ilyen hely a kérdéses szamkozben ecsakugyan van; mert a diffe-
renczialhanyados értéke az =1 helyen —ne—, negativ, tehat ott
a figgvény fogy: de nem fogyhalott mindig, mert D-nek értéke
az x=1 helyen, e—" nagyobb, mint az £=0 helyen, a hol t.i. zérus ;
tehat van oly @, hol a fliggvény novekedésh6l fogyasba megy at,
azaz hol maximuma van. A hol maximum van, ott

és igy ugyanott :




8 KONIG GYULA.

De ebbdl kovetkezik, hogy e — (1—ax)" legnagyobb értéke
semmi esetre sem nagyobb az (1—x)*—1— (12)" legnagyobb érté-
kénél, melyet konnyi meghatarozni.

Lesz ugyanis, ha » > 2, mint a jegyzetbél latni: *

s 1 1 \n—1
[(A—ap—t —d—ap]  =L{1— )",
O<w<1)
és igy végre:

1 1\n—1
0<er—(—apr<a(1—if
O<x<1)

Vagy rovidebben:

e —(1—xpr = %f' (IL.)

(0= =<1); npoze.. szim)
ha &, az » tél ugyan fiiggd, de 0-nal nem kisebb, 1-nél nem na-
gyobb értéket jelent. (Az e—* sora mutatja, hogy a (1I) n=1 eseté-
ben is érvényes.)
3. Ha most mar az (l.) alatt felallitott integralképletbe
(1—x)"-nek 1L alatt all6 értékét bevezetjik, lesz

* Az (1—a)™ 1 — (1—2)™ maximuma esak ott lehet, hol

— (n—1) 1—2)" 24-n (1—2)" 1=(1—2)" 2 (1—na) = 0

tehat csak az % és 1 helyeken. De az utobbi nem felelhet meg; a fliggvény

megfelel értéke 0; és a 0-tol 1-ig terjedé szdamkdzben nem is lévén negativ
értéke, ez csak mininum lehetne.
Ellenhen a mdsodik differenczidlhinyadosnak

— (n—2) (1 —a)* 3 (1—nw) —n (1—a)" 2

értéke az 2 helyen
n

negativ, a mi csakugyan maximumnak felel meg. Ha n=2, akkor az w=1

megoldas egészen kiesik, de x= A

9 megtartja maximum jellegét,
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vagyis

vagy még a baloldali integralban az na=z helyettesitést végezve,
a jobboldaliban pedig a kozépérték tételét alkalmazva az a-t6l is
fliggd ¢y helyett egy szintén 0-nal nem kisebb, 1-nél nem nagyobb
4, értéket téve az integral jele elé:

vagy meég:

Ha e képlethen most n-et a pozitiv egész szamok soraban min-
den hataron tul novesztjiik, akkor — egyelére az u << 1 megszori-
tassal, mely kés6bb azonban teljesen elejthetének bizonyul —
ebb6l lesz:

Ha ugyanis 0 <w <1, az els6 tagnak a jobb oldalon hatar-
értéke 0.

Ugyanezen foltétel mellett a bal oldalon allo integral véges és
meghatarozott volta is rogton belathato. Az integral ugyanis

alakban irhato ; az elsé ezek kozil nem mas, mint:
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tehat véges és meghatarozott, a masodik pontosabb irasbhan

w
lim. e? 2%z

o/
w=co 1

és ennek dsszetartasi foltétele :

W,
lim. * f .eFa-Ydz =10

.
Wy W= g

de, ha 0 < u < 1, és igy 2%t < 1, akkor:

)= ’ 26—2 gl ) Ze—z dz=e 1 — e
és a hatarérték csakugyan 0.

Ebbél azutan kovetkezik, hogy a IV. jobb oldalan allo kifejezés
hatarértéke is véges és meghatarozott, még mindig megtartva az
0 < wu < 1 megszoritast.

4. Hogy végre a (IV.) alatt allo képletben elég, ha mint ott jelol-
tik, v > 0, és nem sziikséges, hogy w pozitiv valodi tort legyen, a
mely esetre egyediil érvényes az eddigi bizonyitas, azt kovetkezo-
képen mutatjuk ki.

Ha elészor is u = 1, akkor a (IV.)-bél lesz :

W iy h n! [
OJ e*dz=Ilim. ((—n—_g)—!n) =1
a mi ismeretes helyes eredmény.
Legyen most roviden a (IV.) baloldala /'(w), jobboldala P (u),
azaz:

) — ‘ e—2 201 (lz,
0
P =i n!
W=, (T(u;'f).‘.:@m

akkor a mar el6bb hasznalt parczialis integralas képlete szerint :

oo
’ e—? 1z = ezt dz.
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itt a jobboldal els6 tagja mindkét hataron zérus, tehat

hasonlokép :

a mely értéken nem valtoztatunk, ha

kifejezéssel szorzunk. Ekkor:

Azaz, ha ['(u)= P (u) volt, akkor egyszersmind /'(u—+1)=P(u-+1).
Ha tehat a (IV.) két oldalan all6 kifejezés azonos minden u-ra,
mely 0-nal nagyobb és 1-nél nem nagyobb, akkor azonosak egy-
szersmind minden u-ra, mely 1-nél nem kisebb és 2-nél nem na-
gyobb. Ez alapon atmehetiink ép tgy a 2-t6l 3-ig terjed6 szamkozre
és ugy tovabb; szoval ['(u) és P(u) azonosnak hizonytl az w min-
den pozitiv értékénél.

b. Ismerve a gammafiggvény, /'(u)-nak ezen P (u) alakjat, igen
rovid tton jutunk azon hatvanysorhoz, melyet Legendreal. /'(1+w)
szamara folallitott és, mely a gammafiiggvény sziumara szerkesztett
tablak * szamitasanak alapja. Hogy e targyalas teljes egészet adjon,
sziikségesnek tartom e részleteknek is folvételét, ambar itt cseké-
lyebb roviditések kivételével csak ismeretes modszerekrol referalok :

Ha ugyanis ujbol a

(u=0)

* LeGENDRE. Exercices de calcul intégral. 1. kot 1811. 302. 1. az u-nak 1-161
2-ig ezred részekben halado értékére log. I'(u) 7 deczimalisra van adva.
A II. kotet (1817). 86. és kovetkezd lapjain ugyane tablat 12 tizedeshelyre
terjesztette ki LEGENDRE. Gauss-ndl («Disquisitiones circa seriem ete. 1812)
szazadrészekben haladoé tabla taldlhato, mely 18 tizedeshelyre terjed. Rovid kivo-
nat FROHLICH repertoriumanak 189, lapjan.
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értelmezéshdl indulunk ki, és a két oldalon

. U+n
W= lxm.fi—
n

-nel szorzunk, lesz

(m—1)!
(ut1) ... (u+n—1

wl'(w) = ' + l):]im.( ) n“), (1= 0)

vagy meég:

nuw

I'(1+u) =lim, —— )
T ) )

(u=0)

de n igy is irhato:

tehat :

Attérve a természetes logarithmusokra :

de az ily n—1 tagh sor hatdrértéke, midon a tagszam, n—1, a vég-
telenbe novekszik, nem mas, mint a megfelel6 végtelen sor, ugy
hogy ezt az eredményt a kozonséges jelzésben igy is irhatjuk:

v N i u p
1 I'(144) :71‘21 (1l (14) — L (14 2)), =0 (VIL)

Ha a pozitiv u-t az 1-nél nem nagyobb értékekre szoritjuk,
akkor hasznalhaté a logarithmus sora,

z‘

L+=z—54+5—F+... (<z=y

68 lesz:



A GAMMAFUGGVENYEK ELEMI TARGYALASA. 13
B (1-{-1() =ul.2—L (1 + u) +
\ 1 \ o u 1 1578 ) S
2;( m 2 nﬂl +7{ m® _—"')(_’m‘——iﬁi Zi’?—}_ 73‘W—"") O=u=l)

vagyis

LI'4u) =u.l.2—1.(14u) +

P 1 | Jilal 1 1 %® ot 2
(st ) Ut g g OSu=1) (VL)

2
m
m=2

Szabad-e itt a sorban az u egyenlé hatvanyait tartalmazo tago-
kat 6sszevonni és ily modon sorunkat hatvanysorra atalakitani?
Ezen atrendezés ismeretes tételek alapjan helyes eredményhez
vezet, ha minden tag helyébe absolut értékét téve, még mindig
osszetarto sort kapunk, azaz ha osszetarto a kovetkezéd sor:

Qi1 1 1 1
"22(‘7‘2' m? +¥37 m® T 4- m“ {% + 9 7,,2 + f; m’ + 4 P SIS )
0<u<1)

Itt végre minden tagot nagyobbitunk, ha « helyébe legnagyobb
értékét, egyet irunk, ésigy a (VIIL) atrendezése mindenesetre meg-
van engedve, ha dsszetarto a kovetkez6 sor, melynek az u=1 he-
lyettesitésnél kétszerese lép fol :

il 15 19

S= gwtawtiw

Azonban itt, hol m < 2,

1 1851 1 1
2 m? e 3 711" i 4~ m‘ * <>2A;1;2>(1+717+'7;{2 3 )
: I | m
ST
1 1
2 (m—1)ym
Tehat :
1 1 1
SEnL Tt P
1 1 1, il 1 1
S<slt—+E—9+G—17 +-)=3

azaz S csakugyan osszetarto.
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A (VIIL) ily alrendezése akkor is meg van engedve, ha 1. (1-4-) ‘
helyett is soralakjat

u? w? it :
1.(1—}—1(,):u—ff—}——?ﬁ——,{%—... (—l<=u=1)

irjuk, mert ez is 0sszetarto, ha minden elgjelt pozitivra valtozta-
tunk, csakhogy ekkor u- ¢értékét egynél kisebbre kell szoritanunk.
Az atrendezés eredménye * a kovetkezd LeceENDRE-t0] szarmazo sor :

hol az egyttthatokra mar a szokasos rovid jelzést vezettik be. Az
elso tagbaﬁ eléfordulo ( nem mas mint az EvLER vagy MaSCHERONI
utan nevezett allando, mig S, az egész szamok (— k)-edik hat-
vanyainak tsszegeit jelenti, t. i. .

melyeket LEceNDRE a « Traité des [onctions elliptiques» cz. munka-
jaban (2. kot. 432.1.) k=2-t6] 35-ig 16 tizedes hely-re kozolt. Az Sy
jelzés segitségével (0 kifejezése is rovidil, t. i. kozvetetlentil latni,
hogy ez:

o 14 e s
C=1—124 5 (S—1)— 5 (S—1)+ + (S—)—...,

vagy még tekintetbe véve, hogy 1. (1+4u) soribol

végre:

A (IX.) alatti sort Lecenore még a kovelkezd gyorsabb szami-
tasra alkalmas alakba irja at. Ha benne —u helyébe w-t tesziink, lesz

* Minthogy itt hatvanysorral van dolgunk, az 0 << w << 1 Osszetartdsi f5l-
tétel helyett || << 1 irhato.
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és igy

De ismeretes tétel szerint (lasd p. Scurominen, Compendium der
hoheren Analysis, I. kot. 240. 1.)

azaz, ha z helyett . u-t irunk és —1-gyel szorzunk:

tehat a font kifejtett egyenlet :

Most még a (IX.) és (X).-ben:

illetoleg

értékel zart alakban levonva és soralakban hozzdadva lesz :

A (XIL)-bol levonva a (XIIL)-at :
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hol végre 1. I'(1—u) értékét a (XI)-bol véve lesz :

o i T

, 1 :
B (1+u)=—2— k gl 15 i 1—C)u
— s lFE—nus+ Ls—nu +...) aui<y

Ez a kozonségesen LeceNDRE soranak nevezett alakzat, melylyel
most mar a gammafiliggvény logarithmusainak tablajat barmely
pontossaggal aranylag igen gyorsan szamithatjuk.

Kénig Gyula.
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